





Prefata

In cadrul acestei carti sunt prezentate metodele de baza ale analizei numerice. Regiisim
cele mai importante metode numerice prin care obtinem solutii aproximative pentru
diferite probleme matematice studiate in anii precedenti la analizd matematica, ecuatii
diferentiale si algebra liniara. Dupa fiecare metoda dam si algoritmizarea corespunzatoare
intr-un limbaj pseudocod. Activitatea studentilor pe parcursul laboratoarelor consta in
a proba valabilitatea acestor algoritmi prin alegerea unui limbaj evoluat de programare,
cum ar fi de exemplu Pascal sau C. Mentionam ca in pachetele de programe Mathcad,
Matlab, Mathematica, etc. sunt inglobate metodele numerice prezentate de noi.

Parcurgerea si intelegerea acestei carti necesita cunostinte din analiza matematica,
algebra liniara si ecuatii diferentiale, precum si notiuni de programare. Recomandam

calduros si cu generozitate aceasta carte pentru studentii Universitatii "Petru Maior".

Tg. Mures, 01.09.2004
conf.dr. Finta Béla
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Capitolul 1

Introducere

Metoda numerica (algoritmul numeric) este o metoda de rezolvare a unei probleme prac-
tice utilizand un numar finit de operatii aritmetice si logice (operatiile uzuale pe care le
poate executa un procesor sau coprocesor matematic). In practica apar probleme con-
crete cu date de intrare cunoscute. De obicei se asociaza un model matematic acestei
probleme, mai fin sau mai putin fin. Rezolvarea problemei matematice in general nu se
poate face cu ména printr-un numar finit de pasi (operatii), deci se cautd si se rezolve
problema printr-o metoda numerica. Algoritmul gasit se poate programa pe un calculator,
iar rezultatele obtinute prin calculator se verifica practic. Aceste date de iegire ar trebui

sa fie o aproximare reala pentru problema practica initiala.

Date de intrare > Algoritmul de » Date de iesire

calcul

Un algoritm trebuie sa aiba urmatoarele proprietati:

1. Generalitate, prin care se intelege ca algoritmul nu trebuie sa rezolve numai o

problema ci toate problemele din clasa respectiva.

2. Finitudine, adica numarul de transformari intermediare aplicate datelor de intrare

pentru a obtine datele de iegire este finit.

3. Unicitatea algoritmului, adica transformarile intermediare trebuie sa fie unic

determinate.
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Exemplul 1. Se considera urméatoarea problema izoperimetrica din geometria ele-

mentara: dintre toate dreptunghiurile cu perimetrul constant sa se determine cel cu arie

maxima. (Rezolvare: patrat)

y
X
Modelul matematic:
2r + 2y = constant, deci
r+y = c (o constantd)

-y — maxim
Rezolvarea modelului matematic se poate face in acest caz fara calculator:

a) prin aplicarea materiei de gimnaziu se obtine: din inegalitatea mediilor avem:

r + c . . . . c
vy < Ty =5 deci xy < % si egalitatea se realizeaza pentru r =y = 3

b) prin aplicarea materiei de liceu se obtine:

y=c—x, x'yzx(c—x):cx—ﬁ,

se cautd punctul maxim pentru functia f: R — R, f(z) = —2% + cx.
c c
Atunci Tpax = 3 siy = 3 sunt datele de iegire.

c¢) prin aplicarea materiei de universitate se obtine: sa se calculeze maximul lui f :
R? — R, f(z,y) = x-y curestrictia z+y—c = 0. Se aplicd metoda multiplicatorilor

lui Lagrange: L(z,y; \) = zy + Az + y — ¢). Se calculeaza derivatele partiale:

f@L_O ( ( ')\_—c
or y+A=0 y=-—A =5
oLy Len A = =
oy r+A=0 r=— T=3
oL _ oy _c
\ﬁzo \a:~|—y—c-0 \ 2 —c=0 Y= 3

In final se face interpretarea rezultatelor teoretice obtinute. Rezultatul este un

c
patrat de latura 3
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Exemplul 2. Si se rezolve urmatorul sistem liniar, care se poate obtine in urma unei
probleme practice:
an + apy = by
an + axy = by

Datele de intrare sunt parametrii aqq, a12, as1, aso, by, by, datele de iegire sunt x,y. Pre-

bi ai
. aiy a2 . . . by |
supunem ca: A = # 0, deci avem un sistem Cramer. Atunci: x = N
a1 Aa22
ai by
az by
y="—Fx—

Program sistem

Date de intrare: a;;, b; pentru i, j = 1,2.
Subrutina calcul (ay, as, as, ay)

calcul: = ay * as — a9 * a3
A = calcul (CLH, aig, Aoy, CL22)

Daca A # 0 atunci
z := calcul (bl, aig, bg, a22)/A
Y = calcul ((111, bl, ao1, bg)/A

altfel nu este sistem de tip Cramer.

Tipareste: z,y.

La acest exemplu se observa ca daca se considera un sistem de tip Cramer cu zece
ecuatii si cu zece necunoscute si vrem sa-1 rezolvam folosind teoria determinantilor din
liceu, atunci in dezvoltarea unui determinant de ordinul zece, dupa definitie am avea 10!
de termeni care si in cazul calculatorului reprezinta un volum imens de calcule. De aceea
este necesar de a gasi alte metode de rezolvare a problemei, numite metode numerice.

Exemplul 3. Fie sistemul:

4,0000z + 0, 8889y = 4, 0000
1,0000x + 0, 2222y = 1, 0000.
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Cum A # 0, este un sistem Cramer si are solutia unica z =1 gi y = 0.
Se face o micd perturbare a coeficientilor sistemului. Se considera sistemul cu trei
zecimale exacte:
4,000x + 0,888y = 4,000
1,000z 4 0,222y = 1, 000.

Acest sistem este un sistem nedeterminat. Se pastreaza continuitatea datelor de intrare,
insd la datele de iegire se produce nu un salt cantitativ, ci calitativ. Acest fenomen se
numeste instabilitatea numerica a sistemului liniar. Din punct de vedere geometric unghiul

dintre cele doua drepte este foarte mic, iar perturbatia face ca dreptele sa coincida.
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Erori

2.1 Surse de erori

Solutiile obtinute prin metodele numerice sunt aproximative datorita erorilor. Surse de

erori pot fi:

e gradul de adecvare al modelului matematic. Daca modelul matematic este mai fin

erorile se pot diminua.

e crori initiale sau erori in datele de intrare. Erorile initiale se formeaza din erori de
masurare datorite impreciziei instrumentului de masurat. Erorile de observatie sunt

neregulate sau intamplatoare.
e crorile de metoda. Apar prin folosirea unei metode numerice.

e crorile de calcul, care sunt de doua tipuri: de trunchiere gi de rotunjire. Eroarea
de trunchiere se obtine, de exemplu, prin calculul sumei unei serii inlocuind-o cu
o suma partiala. Eroarea de rotunjire se obtine in felul urmator: daca pe ultima
zecimala a unui numar real avem cifrele 0, 1, 2, 3, 4 atunci denumim prin lipsa,
cand ultima cifra se lasa la o parte gi penultima cifra zecimala raméane neschimbata,
altfel denumim prin adaos, cand ultima cifra zecimala lasata la o parte este 5, 6, 7,

8, 9 si penultima cifra se mareste cu o unitate.

13
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2.2 Studiul erorilor sau propagarea erorilor

Fie a € R valoarea exacti sau ideald a unei méarimi. In practicd in locul valorii exacte
"a" se lucreaza cu valoarea aproximativa a € R. Considerand in locul lui ”a” pe "a” se
comite o eroare care trebuie masurata. Vom nota A(a) = |a — a si se foloseste denumirea
de eroare absoluta.

Exemplu. Si se determine a cu doua zecimale exacte. Acest lucru este posibil daca
se cunoasgte valoarea practica a gi eroarea absolutd A(a) < 1072

Valoarea
a—al Aa)

al lal

5(a) = |

se numegte eroare relativa daca a # 0. Se poate intdmpla ca in alte lucrari eroarea

A
relativa sd fie definitd prin formula §(a) = % pentru a # 0.
a

Numarul A(@) se numeste o limitd pentru eroarea absoluta daca A(a) > A(a).

Numarul 6(@) se numeste o limita pentru eroarea relativa daca 6(a) > d(a).
(@)
al

este o delimitare

Daca A(a) este o limita pentru eroarea absoluta, atunci 6(a) :=

pentru eroarea relativa.

2.3 Propagarea erorilor la cele patru operatii aritmet-
ice

Fie a,b € R doud valori exacte, @,b € R valorile aproximative, iar A(a), A(i)) erorile
absolute respective.
Ne intereseaza A(a/—l\—/b), adica o evaluare pentru eroarea absoluta care se comite la

adunare. Avem:

Ala+0b)=|(a+b)—(a+b)|=|(a+b) —(@+0b)| <|a—al+|b—b = Aa)+ Ab).

Analog si la scadere:

Aa—b) =|a=b)—(a—b)|=|(@a=0b) — (@—0b)| <|a—a|+|b— b = Ala) + A(b).
La inmultire se obtine pe rand:

Ala-b) = |ab—ab|=|ab—a-b| =|(ab— ab) +
< A(@) - [b] + AD) - fal < A@) - AD) + A(a) - b + AD) - Jal,
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cici [b] = |b—b+b] < A(b) + |b].

Cum valoarea A(d) - A(b) este mic# in comparatie cu partea A(a)-[b|+A(b) - |al, adica
A(a) - A(b) < Aa) - |b| + A(b) - |a| (mult mai mici), de aceea la inmultire se retine numai
partea: A(a-b) < Ala-b) ~ A@) - |b] + A®D) - |al.

La impartire se obtine pe rand:

a  /ay a-b—a-b a-b—ab+ab— ab
5_(5> - b 0| - |b|-TB| <

Aa/b) =

<

si cum |b] = |b— b —b| < A(D) + |b| rezulta ca |b| > |b] — A(b) > 0, adica

A@-@m(g al
IRIEING)

In cazul erorilor relative se pot deduce formule asemanétoare.

Ala/b) <

2.4 Formula generala a propagarii erorilor sau eroarea

introdusa de o functie

Daca operatiile aritmetice le concepem sub forma de functii (ca operatii interne), avem
de exemplu: f = f(z) = f((x1,72)) = z1 + x2. O generalizare naturald este urméatoarea:
se considerd functia f = f(x) = f(x1,22,...,2,) si fie punctul 2° = (29, 29,...,2%). Sa
se calculeze f(2°) unde x° este o valoare ideala si 7 = (%1, Ta, ..., T,) este o aproximare
pentru punctul z°. Se poate calcula f(Z) si valoarea A(/(\/)) |f(Z) — f(2%)] va fi
eroarea comisa.

Dar f(z)— f(2°) = df(£) - ( — 2°) din formula de medie a lui Lagrange, cu £ o valoare
intermediara pe segmentul determinat de capetele 2° si Z. Din reprezentarea diferentialei

lui Fréchet cu ajutorul derivatelor partiale se obtine ca:
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0

Deoarece aproximarea se face in jurul valorii 2, se poate presupune ca pentru un

sunt marginite, adica pentru: = 1,n

domeniu Dy in jurul valorii 2°, derivatele partiale

al’z‘
avem Sup{ gf (x)| /x € DO} = M;. Astfel A(j%) < Z M,A(g?) Daci se precizeaza
¢ i=1

de la bun inceput eroarea permisa e, atunci se urméreste ca sa obtinem | f(Z) — f(2°)| < e.

Prin alegerea: A(zY) = |7; — 29| < se realizeaza abaterea cerutd, adicd Z; trebuie

luat destul de aproape de .

Pentru interpretare avem urmatoarea figura geometrica:

~ ™ M
A(f(x7)) {L e I
| | SX)
|G| x
[
| T e~
L//// xX(X;,%,)

(=]

X1

Figura 2.1:

De exemplu: daci se da functia f : R? — R, f(x,y) = 2°+2y?, se cere ca si se evalueze
eroarea care se comite dacd punctul (0,0) se inlocuiegte cu punctul (0,05; — 0,025). Se

alege dreptunghiul Dy = {(z,y) € R?/ |z| < 0,05, |y] <0,025}. Se calculeazi:
of :
M, = sup %(Jc,y) / (z,y) € Dy p =sup{|2z| / || <0,05, |y| <0,025} =0,1 si

0
M = s {|Z |/ @ € Do} = supfiand /a1 0.5, 1 < 0,025 =01

—_—

Astfel A(£((0,0))) < My -0,05+ M, 0,025 =0,1-0,05+0,1-0,025 = 0,0075.
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Folosirea sumelor si a seriilor numerice

in aproximari

(o]
Fie E a, O serie numerica convergenta, avand suma seriei S = ay+as+...+a,+.... Se

n=1
n 9

noteaza cu S, = 5 a; sirul sumelor partiale si R,, = g a; sirul resturilor seriei pentru
i=1 i=n+1
fiecare n # 0 numar natural. Cum seria este convergenta avem: lim S, = S. In locul
n—oo
sumei S se considerd suma partiala S, (S =~ S,) si astfel se comite o eroare. Valoarea
erorii absolute este |S — S,,| = |R,|. Cum seria este covergentd avem lim R, = 0, deci
n—oo

pentru orice £ > 0 precizie dinainte data, rezulta faptul ca |R,| < e, pentru n > n(e),

n(e) fiind pragul corespunzator valorii lui e.

3.1 Serii alternate

Seria S :=a; —as +az —as +...(—=1)""a, + ..., unde a; > 0 pentru orice i € N* se
numeste alternata.
Avem: |R,| = [(—1)""au1 + (=1)""aui2 + .. .| sl se urméaregte sa obtinem o deli-

mitare pentru rest. Daca n = 2m + 1, atunci

’Rn‘ = | — A2m42 + A2m+3 — A2m+4 + a2m+5 4+ ... | =

= |ag2m+2 — Q2m+3 + Q2mta — Q2 + - - |

17



18 3. Folosirea sumelor si a seriilor numerice in aproximari

Daca n = 2m, atunci

|Rn| = |a2m+1 — A2m+42 T A2m+3 — A2mt4 T+ - - . ‘

Dacé se impune conditia suplimentara ca girul {a; };en+ este monoton descrescator dupa un
anumit rang, atunci in primul caz se obtine cd |R,| = aomi2 — Gomi3+ Gomed — Gomis+- - .,

CACI A2mi2 = A2m+3; A2mid = A2mys, - - -, deci

|Ry| = Gom+t2 — Gom+3 + Gomia — Gomis + .. < Qoo

deoarece ami3 = A2mt4; A2mts5 = Aom46, - - - -

Procedand analog, in al doilea caz se obtine ca
|Rn| = Gomy1 — Gomi2 + G2y — Gompa + - < Gomyr-

' (omio dacd n=2m+41 _ .
Deci |R,| < echivalent cu |R,| < a,41. Deoarece lim a, i =
n—oo

aomi1 daca n=2m

0, pentru conditia de oprire se poate impune cerinta ca pentru orice € > 0 precizie dinainte
data sd avem |R,| < apy1 < €.

Exemplu. Sa se calculeze In 2 cu doua zecimale exacte, folosind seria alternata In2 =

1 1 1 1
1- 9 + 371 +.... Din |]fn’ Sl an+11 = ] < 1072 rezulta ca n > 99. Prin urmare se
calculeaza suma Sgg =1 — -+ - — — +

et —.
2 3 4 99
Observatie. Practica arata ca pentru a obtine valoarea lui In2 cu doud zecimale

exacte nu este necesar sa adunam 99 de termeni ai seriel.

Program serie alternata 1

Fie S :=0; n :=99; semn: = —1;

Pentru i = 1,99 executd semn: = semn *(—1); S := S + semn/i;

Tiparegte S.

Un alt program pentru calculul lui In2 cu o precizie € se poate da in felul urmator:

Program serie alternata 2

Fie S’ := 0; i := 0; semn:= —1;¢ := 107%;
Executa S := 5'; i : =i+ 1; semn:= semn *(—1) S’ := S + semn/3;
pana cand |S" — S| > e.

Tipareste S.
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3.2 Serii cu termeni pozitivi

Fie S = E a, o serie convergenta, S fiind suma seriei. Daca a,, > 0, pentru orice n > 1,
n>1
spunem ca se da o serie cu termeni pozitivi. Presupunem ca termenii seriei verifica criteriul

a
raportului (Criteriul lui d’Alembert) dupa un anumit rang incolo, adica "< g, unde

an
q < 1 pentrun > M, M € N fiind rangul corespunzator. Prin urmare ay; ;1 < q - ayy,

e < q-aps1 < ¢° - ay si asa mai departe, se obtine:

M-1 M-1
Zai < Zai+aM+q-aM+q2aM—|—...: Zai—kaM(l—i—q—i—quL...):
i>1 i=1 i=1

M-1

= Zai—f—aM'n;oo _Zaz+aM —q

i=1

1
Atunci se impune conditia ca Ry = ayy - T2 < ¢ unde ¢ este precizia dinainte fixata.
—dq

n

Exemplu. Sa se calculeze suma seriei g — cu doud zecimale exacte.

n .
n>1
ahee 2 2 2
2 (p41 (n+41)3n+1 n .
In acest caz = = =—- < =< 1,deciq= =
an "3 n+1°3 173
Se obtine ca
oM 1 oM

RMSM-3M'1—§:M-3M*1<6'

De aici se poate gasi o conditie teoretica pentru rangul M, care ne asigura teoretic faptul

ca, daca se face insumarea pana la indicele M se obtine precizia dorita.

Program serie cu termeni pozitivi

2 2
Fie S := =g ni= 0,e:=107%
2
Executan:=n+1; x := x % x = S =85+ ux;
n+1 3

pana cand 3x > €.

Tipareste S.
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3.3 Transformarea seriilor numerice slab convergente

in serii mai rapid convergente

Se considera doua serii numerice E a, Si E by,.

n>1 n>1

Definitia 3.3.1. Seria numerica E ay, este mai rapid convergenta decdt seria g b,, daca
n>1 n>1

: 1 o y . : 1
Exemplu. Seria Z vl (a > 1) este mai rapid convergentd, decat seria Z vl
n>1 n>1
(8> 1) daca
B
a n
lim = = lim — = lim "~ =0
n— oo bn n—oo N n—oo

deci f — a < 0, adica 8 < a.
Observatie. Se pot impune si alte conditii suficiente pentru a compara rapiditatea

de convergenta a doua serii.

3.3.1 Transformarea lui Euler

Se considera seria numerica convergentd S = a; —as +az —as+ ... + (=1)"a, + ...,

a, € R, pentru orice n € N*. Mentionam ca orice serie numerica convergenta se poate

. L . . ai az — aj az — az
considera sub forma anterioard. Se construieste seria S’ = CRRE) + 5~

BB (B avand termenul al n—lea (—1)" - S22t

Se aratd cd noua serie are aceeagi suma ca si seria initiala. Intr-adevar S, — 5!, =

a
(=)t 7”, unde S, si S/, sunt sumele partiale de ordinul n ale seriilor cu sumele S si
S’. Din faptul ca prima serie este convergenta rezulta ca a, — 0, deci nh_)ngo (S, —S.)=0.
Prin urmare S = 5’.

Mai trebuie aratat ca a doua serie este mai rapid convergenta. Intr-adevar

(__1>n+1an*;n—1

1 Ap—1
li =~ lim (1— ~=0
i e = g (15 <o

Qp—1

o " . . o < o o " . Gp_1
daca are loc conditia lim = 1. Deci, daci este satisficutd conditia lim —— =1
n—oo Ay n—00 (Ap

pentru prima serie numerica, atunci prin transformarea lui Euler se obtine o serie mai

rapid convergenta.
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1 1 1 1
Exemplu. Se stie ci In2 =1 — 3 + 371 + .. 4+ (=)™ = 4+ .. Daca se aplica
n
transformarea lui Euler se obtine
1 1.1 1.1 1_1 1L
12:__2 3 2 4 3 _1n+1w =
n 5 5t 5+ + (=1) 5 T
IV . S
2 4 12 24 T 2n(n — 1)
Program transformarea Euler
. 1 9
Fie S := 5 n:=1; semn:= —1; € := 1077,
1
Executd n :=n + 1; semn: = semnx(—1); S := S + semn ¥+ ——
2n(n —1)
ana cand L >
ana cand ——— > ¢
P 2n(n —1) —

Tipareste S.

3.3.2 Transformarea lui Kummer

Se da seria convergenta E a, i se considera o serie ajutatoare: u = E u, astfel incat
n>1 n>1

an
lim — = A € R". Transformarea lui Kummer defineste o noué serie \-u+ 5 n— A Up),
n—00 Uy,

n>1

care are aceeagi suma ca si seria initiala > ., a,. Mai trebuie s& aratam ca
n = M _ )y iy Y —

(7% n—00 (p

liMmy— oo

: : : 1 : .
Exemplu. Din analiza se cunoaste ca seria g —; este convergenta g1 suma seriel este
n

n>1
2
[ 2 7T o [ [ . . . . .o .
egala cu s Sa se mareasca rapiditatea convergentei acestei serii, folosind transformarea

) . . 4 .
lui Kummer. Se considera seria ajutatoare g 1 2. In acest caz avem:
n —_—
n>1
2
. a . 4n -1
lim = = lim =1=A\
n—00 Uy, n—oo  4n2

Deci

1 4
2+Z(ﬁ_4n2—1> +Zn24n2—1 Z 4n2—1

n>1
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Program transformarea Kummer

Fie S :=0; n:=0; e :=10"%

5 1
Executan:=n+1; S:= 5+ m;
A ~ A 1 .
Pana cand m > g,

S:=2-75,
Tipareste S.



Capitolul 4

Evaluarea functiilor

Evaluarea numerica a functiilor este una dintre problemele fundamentale ale calculului
numeric. Este important sa se gaseasca formule si algoritmi corespunzatori care sa nu

conduca la rezultate inacceptabile prin acumularea aberanta a erorilor.

4.1 Evaluarea polinoamelor

Fie polinomul P(x) = a,x" + a, 12" ' + ...+ a1x + ao, a, # 0 si a; € R (sau C) pentru
i = 0,n. Daca se da £ € R (sau C) s se calculeze P(£). Pentru P(£) avem urmitoarea

scriere:

P&) = (... ((an€ + an—1){+ an—2)6 + ...+ a1)€ + ap.

Conform schemei lui Horner:

‘ Ay Ap—1 PN ap

5‘ Ay Ap - &+ Ayt ... P

Program evaluarea polinoamelor

Date de intrare: a; pentru i = 0, n; &;
Fie valpol:= a,;

Pentru ¢ = 1, n executa: valpol: = valpol % £ + a,,_;;

Tipareste valpol.

23
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4.2 Evaluarea functiilor analitice

Se considera functia f : I — R, unde [ este un interval al axei reale gi o € I un punct
interior. Presupunem ca f este derivabila de o infinitate de ori in xy. Spunem ca f este

analitica in xy daca

$@) = o) + T )

f//(x(])
2!

(a:—xg)Q—i—...—i—%(x—xo)"%—...

pentru orice z € (g — a, kg + ) C I unde a > 0 este dat.
Observatie. In cazul functiilor reale notiunea de analiticitate si notiunea de o infini-

tate de ori derivabila nu sunt echivalente. Putem considera urmatorul contraexemplu:

JiROR, f) = e/ >0

0 <0
Aceasta functie este derivabila de o infinitate de ori pe R, dar nu este analiticd in zy = 0.
Introducem urmatoarele notatii: C' clasa functiilor derivabile o datd si cu prima
derivati continus, C? clasa functiilor de dous ori derivabile si cu a doua derivata continui,
si in general C™ pentru n € N* clasa functiilor derivabile de n ori gi cu a n-a derivata
continua, C'™ clasa functiilor de o infinitate de ori derivabile si A multimea functiilor
analitice. In cazul real avem urmatorul sir de incluziuni stricte: C' 2 C? 2 ... 2 C" 2

ot 2. 20" 2 A Insi in cazul functiilor complexe, are loc urméatorul sir de egalitati:
Cl=C*=..=C"=C""'=... =C>*=A.

In cazul functiilor analitice dezvoltarea Tayloriani se descompune in polinomul lui Taylor
de ordinul n :

f'(xo)
1!

(x—xo)+m(x—xo)2+..

. f(n) (z0)
2! '

n!

T(x) = f(xo) + ( — 20)",

si in restul seriei Taylor de ordinul n :

f(”+1>(:c0)
(n+1)!

f(n+2) (xo)

m(l’ — QZ’())TH_Q —+ ...

($ — ZBo)n+1 +

Ry(z) =

Prin urmare avem reprezentarea functiei f(z) = T,,(x) + R,(x). Restul seriei Taylor se
poate scrie in mai multe moduri, cel mai des fiind folositda forma Lagrange: R,(z) =
f(n'H)(@)

CESN (x — o)™, unde 6 € (0, ) sau 0 € (x,x).
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Functiile elementare sunt functii analitice fiindca in cazul lor restul seriei lui Taylor
tinde la zero.

Din analiza sunt cunoscute urmatoarele dezvoltari de tip Mac-Laurin pentru xy = 0:

e ¥ 2 "
e’ = —f-ﬂ“f‘a—f—...—l—m—f-...
PRI L2+l
snr=2——+—+...+(-1)"'—
e A o s T
2 4 2
=l—-—=4+—4+...+(-1)"——+ ... etc.
Cos T TRV + (—1) 2n)] + ... etc
Exemplu. Si se calculeze valoarea lui €& pentru ¢ € R fixat cu o precizie .
0 ¢n+1
In cazul functiei exponentiale restul lui Lagrange este de forma m Pentru a
n !
obtine conditiile de oprire procedam in felul urmator:
€. gntl
- daca £ > 0, atunci 0 € (0,¢), deci vom impune ca ?Tfl)‘ < g, adica sa fie
n !
3[§]+1 i €n+1
satisfacuta conditia ———— < ¢;
(n+1)!
‘ﬂn—H
- daci £ < 0, atunci 0 € (&,0), deci vom impune conditia teoretica (£ 1) < e.
n !

Program functii analitice

Fie S:=Lz=&n=1¢y:=§
Executa
3

daca £ <0, atunci S:=S+z;n:=n+1; v := =ux;
n

altfel S:=S+z;n:=n+1; 2 := §x; Y= éy;
n n
daca n < [¢] + 1, atunci y := 3§y;

n

altfel y := §y;
n
Pana cand |y| > e.

Tipareste S.

4.3 Evaluarea functiilor date prin relatii de recurenta

Exista o serie de functii speciale, care sunt definite prin relatii de recurenta, cum ar fi de

exemplu polinoamele ortogonale, care satisfac urmatoarea relatie de recurenta:
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unde numerele a;, b;, ¢;, d; € R si polinoamele Py(z) si P (x) sunt date.
Mai tarziu (vezi paragraful 8.2.3) sunt tratate polinoamele lui Cebagev date prin for-

mula: T, (z) = cos(narccosz), x € [—1,1]. Aceste polinoame verifica relatia de recurenta
Tiv1(z) — 22T (z) + T4 (x) =0, i > 1, To(x) =1, Ti(z) = x.

Pentru un ¢ € [—1,1] si n € N* dat sd se calculeze T,,(§).

Program relatii de recurenta

Fiek:=1n; & o =1,y :=¢;
Executa z :=2x&xy —x; v =y, y =2, ki =k + 1;
Pana cand k # n.

Tipareste z.

4.4 Evaluarea functiilor cu ajutorul fractiilor continue

b

O expresie de forma ag + —————— se numeste fractie continua si se folosegte notatia
aq + p 2
R 2+...
[ag, by, a1, ba,as,...]. In general elementele a;, b; ale fractiei continue pot fi numere reale

sau complexe sau functii de una sau mai multe variabile. Orice numar real se poate
reprezenta sub forma unei fractii continue, elementele fractiei continue fiind numere in-

1 1 1
tregi. De exemplu: v2 =1+ —, de unde = = =241, deci V2 =1+ :
° b z V21 V2t

1 1
=V2+1, deci\/§:1+—1, care se
V2 -1 2+

continui in mod analog, deci v/2 = [1;1;2;1;2;...].

. 1
Insi vV2+1 =2+ -, de unde y =
Y

Daca fractia continua are un numar finit de termeni, ea se identifica cu fractia obtinuta

prin reduceri succesive la numitor comun. De exemplu

1+ 2 =1+ 2 =1+ 5 _ 2 = [1;2;3;1; 4]
3+1 E 13 13 7T
.. bl bl .. ..
Expresiile Ry = ag; R = ag + —; Ry = ag + B ;... se numesc convergentii fractiei
aj aq -

. a2
continue.

Daca sirul convergentilor este convergent si lim R, = A, A € R, atunci prin definitie
n—oo
numarul real A este valoarea atribuita la fractia continua. Daca sirul convergentilor este

divergent, atunci fractia continua este divergenta.
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Teorema 4.4.1. (Legea formarii convergentilor) Fie Py = ag, P-1 =1, Qo =1, Q_1 = 0.
Se formeaza sirurile de numere P; si QQ; pentru i@ > 1 date prin relatiile de recurenta
P = aiPiy + 0Py s1 Qi = a;Qi—1 + biQi_o. Atunci Py g1 Q; pentru i > 0 wor fi

numaratorii respectiv numitorii convergentilor R;.

DEMONSTRATIE. Se face prin inductie matematica. Se verifica direct ca

P Qo .
R = — = — =
0 O 1 ap S1
Pl a1P0+blP1 a1'a0+bl'1 bl
Q1 Qo +0i@Q1  ar-1+0-0 ay
Pz'—i—l

. Avem

P . :
Presupunem ca R; = — si va trebui sa demonstram ca R; 1 =

Qi Qit1
P a;-P1+b-P o
Qi - Qis1+bi-Qio

bi

. . g L . . . +1 9

Deoarece R;. se obtine din R;, daca expresia lui a; se inlocuiegte prin a; + ——, rezulta
Ait+1

ca

bi
R B (ai T a:l) Fiy +biFi (@il +biPig) b Py
i+ = = =
" (ai + M) Qi1+ biQi—o aip1(aiQi—1 + 0iQi—2) + bi1Qi 1
aj+1

a1 4 b1 Py _ Py
air1Qi + bit1Qi1 Qit1

Exemplu. Se considera dezvoltarea functiei tangenta in fractie continua:

tgr = [0;2; 1; —2%; 3; —2%;5; ... s —a%;2n — 1;.. ]
Sa se determine valoarea tgé pentru & € (—g, g) dat.

Program fractii continue

Fiek:=1,&e; R:=§ A= B.=0;D:=1, F:=1,
Executi R :=R;C:=B;B:=A; F:=E,E:=D: k=k+1;
A:=(2k—1)B+ (=&)C; D:= (2k — 1)E + (=&)F;
A
R = o
Péana cand |[R — R'| > «.

Tipareste R.
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Capitolul 5
Ecuatii neliniare

In acest capitol se trateaza ecuatiile neliniare algebrice si transcendente cu o singura
necunoscuta.

Exemple.

1. sin2z — arctgr + 0,3 =0, x € R sau

2. 2° — 4224+ 0,322 +mx—e=0,z € R.

Se observa ca aceste ecuatii nu se pot rezolva cu mana folosind formulele de trigonometrie
sau de algebra. Prima data se discuta rezolvarea ecuatiilor polinomiale care au o structura

aparte.

5.1 Metoda lui Bairstow

Fie ecuatia polinomiala P,(z) = a,z" + 12" P+ Fax+ay=0,a €R;i=0,ncu
a, # 0. Cu aceasta metoda se determina cu aproximatie divizorii polinomiali de gradul
doi ai polinomului dat. Daca pe polinoamele de gradul doi astfel obtinuti egalam cu
zero atunci se obtin radacinile polinomului initial. Daca n = 2m atunci avem m bucati
de polinoame de gradul doi, care au fiecare sau doua radacini reale sau doua radacini
complex conjugate, respectiv daca n = 2m + 1 pe langa m bucati de polinoame de gradul
doi mai obtinem gi un polinom de gradul unu.

Fie mi(x) = 2* + piz + q1, unde se poate alege p; = % siqr = aZ_Q. Atunci

P,(xz) = my(x)Q1(z) + A1z + By. Mai departe scriem pe Q;(z) - my(x)Qz(x) 4 air + bi.

29
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Se rezolva sistemul
(b7 — aipy)pt + ajgf = A
—aiqupi +bigi = B
pentru necunoscutele pj si ¢f.
Se face corectia po = p1 + i si g2 = ¢1 + ¢}-
In locul polinomului de gradul doi my () consideram polinomul de gradul doi my(z) =
2% 4 pox + qo, care are coeficientii mai precisi. Acesti pasi se repeta pana cand coeficientii
polinomului de gradul doi nu ating precizia doritd, dupa care factorul de gradul doi my(x)
astfel obtinut se anuleaza si se rezolva.
Vom obtine un nou polinom P, o(x) = Fu(z) , pentru care iarasi aplicam procedeul

my()
de mai sus, considerand in locul lui P,(x) pe P,_o(z).

Program metoda Bairstow

Datele de intrare ¢; n (gradul polinomului); Q[n]-vector

Q0] = an, Q1] = an1,...,Qn] = ap.

(se verifica Q[0] # 0).
Repeta P := Q;
(Calculeaza polinomul M2])

MI0] == 1;
MI1] = %; (5.1)
MI2] = %;

Repeta
Aplica subrutina tmpartire (P, M, Q1, R;)
Aplica subrutina impértire (Q1, M, Q2, Rs)
Calculeaza pe pj si ¢f (Direct cu subrutina de calcul al sistemului liniar de
doud ecuatii si cu doud necunoscute)
M[1] := M[1] + py; M[2] :== M[2] + qj.
Pana cand [pi| + |gf| > ¢
Rezolva ecuatia M = 0 (de gradul doi) z[n] :== siz[n —1]:=
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(subrutind de rezolvare a ecuatiei de gradul doi)

Aplica subrutina de impértire (P, M, Q, R);

n:=n-—2;
Pand cand n > 3
Rezolvda @) =0 (Dacan =2 z[2] := z[l] == )
(Dacan=1 z[l] := )

Tipareste = (z[i] pentru i = 1,n)

5.2 Separarea radacinilor reale in cazul ecuatiilor

neliniare reale

Se considera ecuatia sub forma generald f(x) =Ounde f : D — R, D C R, D # ) si
trebuie gasita solutia * € D.

Prima data se efectueaza separarea radacinilor, adica a gasi intervale in domeniul de
definitie D, astfel incat fiecare interval sa contina o singura radacina a ecuatiei.

Prima metoda de acest gen este sirul lui Rolle. Presupunem ca f € C(D), adica
este o functie derivabild pe D si cu derivata intaia continui. In acest caz se rezolvi
ecuatia f'(x) =0, x € D. Daca xy, o, ..., r, sunt radacinile ecuatiei derivate, atunci se
formeaza sirul lui Rolle cu valorile f(x1), f(x2),..., f(z,). Orice schimbare de semn la doi
termeni consecutivi f(z;), f(z;11) garanteaza existenta unei singure radacini in intervalul
(x;,x;+1), conform teoremei lui Rolle.

Exemplu. Si se giseasca intervalele de separare ale radicinilor ecuatiei: 223 — 922 +
122 — 4,5 = 0. Se considera functia polinomiala f: R — R, f(z) = 223 — 922 + 122 — 4,5
si ecuatia neliniara, algebrica corespunzitoare f(x) = 0, x € R. Se atageaza ecuatia
f'(z) = 0, adicd 2? — 3z + 2 = 0 cu radacinile z; = 1, 5 = 2. Se intocmeste urméatorul

tabel folosind sirul lui Rolle:

T ‘ —00 1 2 +00

f@) | flcoo) =00 f1)=05  f2)=—0.5 f(+00) = +o0

Se observa ci ecuatia f(z) = 0 admite trei radécini reale in intervalele (—oo, 1); (1,2);
(2,+00). Deoarece f(0) = —4,5 < 0si f(3) = 4,5 > 0 se poate afirma ca cele trei

radacini reale ale ecuatiei polinomiale se afla in intervalele (0,1);(1,2);(2,3).
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Ca a doua metoda se poate folosi polinomul de interpolare al lui Lagrange sau al lui
Newton. Daca in domeniul de definitie al functiei f : D — R, D C R se aleg punctele
1 < x9 < ... < x, atunci se construieste polinomul de interpolare care trece prin
punctele (x1, f(x1)), (z2, f(22)), ..., (xn, f(x,)). Radacinile acestui polinom (vezi metoda
lui Bairstow, paragraful 5.1) pot fi considerate ca aproximari pentru radacinile ecuatiei
f(z) = 0. In capitolul interpoliri se da efectiv constructia polinomului de interpolare (vezi

paragrafele 8.2.2 si 8.2.6).

5.3 Metoda bisectiei sau metoda injumatatirii interval-
ului

Fie functia f : [a,b] — R de clasd C([a,b]) (continua pe intervalul [a,b]) care admite o
singurd radacind z* in intervalul [a, b] (presupunem ca, deja radécinile ecuatiei f(z) = 0,
x € D sunt separate). Acest lucru se intampla daca f(a)- f(b) < 0. Metoda injumatatirii

intervalului consta in urméatoarea procedura: intervalul [a, b] se divide in doud parti egale
a+b

folosind mijlocul intervalului, punctul . Radacina ecuatiei, punctul x* se afla intr-

a+b a+b
unul din intervalele |a, 5 } sau [ ;_ ,b|, dupa care procedeul se repeta pentru unul

din aceste subintervale in care se afla radacina x*.

Y

L L™
N84

Figura 5.1:

Se construiesc doud siruri {a, fnen, {bn}nen in felul urmator: se alege ag = a, by = b.

b b
Avem una dintre urmaétoarele situatii: f(a) - f (a;— ) < 0 sau f (a;— ) - f(b) <0,

. 9 } a+b . a+b
corespunzator carora se aleg a; = a si by = 5 respectiv a; =

si by = b etc. La

pasul n gasim intervalul [a,,b,] in care se afla radécina si iardsi aplicam bisectia acestui
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, lar daca

an + by, : : an + by,
—2|— < 0, atunci a,11 = a, $i by = +

interval. Daca f(a,) - f(

b

Teorema 5.3.1. Sirul {a,}nen este monoton crescator si sirul {b,}nen este monoton

descrescator, avand aceeagi limitd, solutia * a ecuatiei f(x) = 0.

DEMONSTRATIE. Monotonia celor doua doua sgiruri rezultd din constructia lor.
Deoarece x* este solutia ecuatiei f(x) = 0 avem a, < x* < b, pentru orice n € N, deci

rezulta si marginirea celor doua giruri. Prin urmare girurile sunt convergente si trecand

—a
se obtine ca lim a, = lim b, = z*. Se observa ca de

n—oo n—0o0

la limita in relatia b, — a,, =

fapt cele doua siruri reprezinta un clegte pentru localizarea solutiei x*.

Program metoda bisectiei

Fie a; b; f; ¢ (precizia doritd)
a+b
Executa z := 5 ;

daca f(a)* f(z) <0, atunci b := z;

altfel a := x;

Panad cand b — a > «.
a+b
5

Tipareste z =

5.4 Metode iterative pentru rezolvarea ecuatiilor

neliniare

La aceste metode prima data ecuatia f(z) = 0, x € D se transforma sub o form3 iterativa
o(x) = x, x € D', adica din functia f : D — R se construieste o noud functie iterativa
¢ : D' — R astfel incat solutia z* a ecuatiei f(z) = 0 s4 fie solutie pentru ecuatia p(z) =
si invers: f(z*) = 0 dacd si numai daca p(z*) = z*. Mentionam ca un punct z* € D’
pentru care ¢(z*) = x* se numegte punct fix pentru functia iterativa ¢.

Exemplu. Fie f: [1,2] — R, f(z) = 22 —2, care genereaza ecuatia > —2 = 0. Asupra

2
acestei ecuatii efectudm urmatoarele transformari echivalente: 22 —2 =0; 22 = 2; x =

T
2 1 2

e =x+—;2 = 5 (x + —) . Se alege functia iterativa ¢ : [1,2] — R, ¢(x) ( )
x x
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Solutia ecuatiei 2 — 2 = 0 este z* = /2 care se poate obtine cu ajutorul sirului iterativ

{k }ren generat de xp 1 = p(x) §1 29 = 1.

5.4.1 Metoda tangentei sau metoda lui Newton

Se considera functia f : [a,b] — R de clasa C'([a,b]) si presupunem ci in intervalul [a, 0]

ecuatia f(z) = 0 admite o singura radacina z* € [a, b].

v Mo(xo, f(x0))

M(x1, f(x1))

Figura 5.2:

Dupa figura se poate urmari constructia sirului iterativ {zy }ren. Se alege ca punct de
plecare xy = b i in punctul My(xo, f(z)) se duce o tangentd la graficul functiei f care
taie axa Ox in punctul x;, dupa care tangenta in punctul M;(z1, f(z1)) intersecteaza din
nou axa Oz in punctul zy etc. Sirul {z}ren astfel construit converge catre x*. Folosind

formalismul matematic ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul M, (z,, f(z,))

este: y — f(zn) = f'(zn)(x — x,). Intersectia tangentei cu axa Oz ne da punctul de
coordonate (z,41,0) adica —f(x,) = f'(zn)(Tps1 — x,) de unde x4 = x, — ]{/((xn))
Tn

Astfel se obtine functia iterativa ¢ : [a,b] — R, ¢(z) = x presupunand ca

_ f(=)
f'(x)
f'(x) # 0 pentru orice x € [a, b]. Aceasta functjie iterativa genereaza sirul iterativ {x, }nen
dat de 41 = ¢(x,).
Pentru a justifica existenta girului iterativ precum si convergenta lui catre £* dam mai

jos un rezultat teoretic al lui A.M. Ostrowski.
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Teorema 5.4.1. Fie f € C?*([a,b]) si xo € [a,b]. Presupunem cd urmatoarele conditii

sunt indeplinite:

1. f'(w) # 0,

f(xo)
f'(w0)’

2. antervalul Iy = [xg, x¢ + 2ho], unde hg = — este inclus in [a, b,

3. 2|ho|l M < |f'(xo)|, unde M = mE}X|f"(ac)|.
r€lo

Atunci ecuatia f(z) = 0 are o solutie unica x* € Iy iar sirul {zy}ren dat de metoda lui

Newton este bine definit si converge la x*. Eroarea aproximatiei este data de

2M
lo* — 21| < ——(2p — Tp_1)>

| f!(zr1)|
DEMONSTRATIE. Aplicam formula cresterilor finite functiei f’ in punctele xg,z; :
|f'(x1) — f'(x0)| = |21 — o - | f"(§)| unde £ € (zg,z1). Tinand seama de conditia 3)

|f'(@1) = f"(o)| < |wr—ao|-M = |0 — ﬁiiﬁ — |- M = '_}f((% M = |ho|-M < \f’<2fﬂo>\
deci folosind inegalitatea triunghiului avem:
F@)] = 1 o)~ 17/ (@)~ £ )] = | ()| - L0 [T00)

Se demonstreaza ca, conditiile teoremei lui Ostrowski vor fi adevarate si daca in locul

punctului zg consideram punctul z;.

Din conditia 1) si din |f'(x1)| >

[/ (o)
2

rezultd ca si f/'(x1) # 0, deci x5 este bine

71
definit. Vom calcula in douad moduri diferite integrala I = / (x1—2) f"(x)dx. Mai intai
integrand prin parti obtinem: "

I = (r1—x)f(z)

"= [ enrtas =~ e+ [ o -

A N W L/ D
=~ (r0- i ) S0+ )| = S @) + ) = sl = S

Apoi efectuand schimbarea de variabila x = x¢ + hot, avem

x1 1
I = / (1 — ) f"(x)dx = / (x1 — 2o — hot) " (z0 + hot)hodt =

x0 0

1 1
= / ([L’o + ho — Xy — hot)f”(l'() + h()t)hodt = h% / (1 — t)f”($o + hot)dt.
0 0
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De aici rezulta

1 1
1 = |f(e)] =12 / (1—t)f”(xo+hot)dt‘§h3 / 11— 4| (o + hot)|dt <
0 0

1 1
1
< h%/o |1—t|Mdt:h§M/0 (1—t)dt:h§M§,

hiM _
adicd | f(z1)| < 02 . Deoarece f'(x1) # 0 exista hy = J(x1) si avem

f'(z1)

h2M
frle) | 1G] = el [ f (o)
Prin urmare
2| hy| M 1 h2M 1 2| ho M\
Y o)t < 200 PO Faol (|’L|> '
/(1) | (1)] |f"(@o)| 1zl X | f (o)
e vv2|h1’M 2 R /
De aici si din conditia 3) rezulta ca ) < 1%, adica 2|hy|M < |f'(z1)] ceea ce este
T
conditia 3) pentru punctul z;. Pentru a arata conditia 2) gi in cazul punctului z; folosim
inegalitatea demonstrata: |hy| < % = @ . f}@é\ﬁ < @ deoarece conform conditiei 3)
2| ho| M
/ <1
| f' (o)

Intervalul I; = [z1,x + 2h;], analog prin constructie cu Iy, este inclus in Io.

Intr-adevir z; = xo+ hg este tocmai mijlocul intervalului Iy = [z, z¢+ 2hy] si conditia

h
|h] < % ne asigura ca x1 + 2h, € Iy.

1
Prin recurentd, se obtine pentru orice k € N : f'(zx) # 0, |hg| < §|hk_1|, 2|hg| M <

|f'(xx)], Iy C Ix—1, unde hy = _JJ;((Z’;))

rand, ca sirul {zy }ren este definit.

si Iy =[x,z + 2hy). De aici rezulta, in primul

Vom demonstra ca acest gir iterativ este sir Cauchy sau fundamental. Pentru orice

1 1
e > 0 exista k() € N astfel incat 2|hy| < e deoarece |hy| < §|hk_1| < §|hk_2| <...<
1
§|h0| — 0. Pentru orice p € N, x4, € Iy, C I deci |zp4p — zx] < 2|hy| < €, ceea ce

trebuia aratat.

Fie klim x = 2%, vom demonstra cd x* este tocmai solutia ecuatiei f(z) = 0.
Notam M; = sup |f'(z)| si din hy, = —/ (@) rezultd f(xy) = —hif'(zy), deci | f(zx)| =

wely f'(zy)
|hif(xr)| < |hg| My — 0. Prin urmare I}LIIolo f(zx) = 0, adica f (kh_%loxk) = f(z*) =0. Sa



5.4. Metode iterative pentru rezolvarea ecuatiilor neliniare 37
aratam ca x* este singura solutie a ecuatiei f(x) = 0 in Iy. Pentru orice x € (xq, xo + 2ho)
avem |x — xo| < 2|hg|. Din teorema cregterilor finite si din conditia 3) obtinem

() = f(wo)l = |w = ol - [ /()] < | — wo| M < 2[ho| M < [f(x0)],

adica f'(z) # 0 pentru orice x € (xo,zo + 2hy). Prin urmare f'(z) > 0 sau f'(z) < 0
pentru orice z € (g, xg + 2hy), adicd f este strict monotona pe intervalul (zg, zo + 2ho),

deci z* este solutie unica.

Mh?
Eroarea aproximatiei se obtine din inegalitatea |hy| < ﬁ analoaga cu inegali-
Tp—1
Mh?
tatea demonstrata |7 | < — .
L y /(o) . 5
Tinand seama ca |zj4, — x| < 2|hg| precum si de faptul c& hy_; = 2 — x4_1, avem
oM )
Thap — Th| < 75— (Tk — Tp—1)”.
| +p | |f,(xk—l)|( )
Trecand la limita pentru p — oo, se obtine
) oM
2% — x| < )’(xk—xk_1)2,

| (@h—1
adica relatia din enuntul teoremei q.e.d.
In continuare, dacd se presupune in plus ci existd My = inf |f'(z)] > 0, atunci se
AT

obtine urmatoarea conditie de oprire la iterarea girului {xy}brey @ |2% — 25| < ﬁ(a:k —
2

M,

—c.

2M
Avantajul metodei tangentei este ca e o metoda rapid convergenta. Pentru a studia

Tr—1)? < e unde ¢ este precizia dinainte data. Prin urmare |x; — 24— <

acest aspect matematic avem nevoie de

Definitia 5.4.1. Spunem ca sirul iterativ {zy }ren convergent catre x*, are ordinul de

convergentap € R, p > 1 daca

iy D@ke) e 2

oo Ar(zy) ke [t

c € R fiind o constanta.

Mentionam ca nu orice sir convergent admite ordin de convergenta. De exemplu sirul
(1) +1 201 — 2]

k |z — a*|P
natural impar. Totodatd, daca exista ordinul de convergenta, atunci acesta este unic.

{Zk b hen, Tk = — 2% =0, dar nu are sens expresia pentru k numdar
Daca p = 1 atunci spunem cd avem o convergentda liniard, iar dacd p = 2 avem o
convergenta patratica. Cu cdt p este mai mare, cu atdt sirul iterativ va fi mai rapid

convergent.
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Teorema 5.4.2. Sirul iterativ obtinut prin metoda tangentei are ordinul de convergentd

patraticad.

DEMONSTRATIE. Conform formulei lui Taylor in punctul z, avem 0 = f(z*) = f(x,)+

@(:p* —z,) + @(m* — z,)? unde z* este solutia ecuatiei f(z) = 0 i &, € (x,, %)

sau &, € (2%, x,). Impartind egalitatea la f’(z,,) se obtine

f(.fl?n) * _ f”(é-n) * 2
Pl T T TR 2 T
deci
1" . .
=T = —§§/((§ ;(.I — )%
In aceasti egalitate trecem la modul
11" . .
R
adica

2[f"(zn)]
Prin urmare
A(Znt1) _ 1|f”(£n)‘
A%(zy,) 2| f"(wn)|

Trecand la limita pentru n — oo se obtine:

- A(@n) 1))
B 2]

deoarece x, — =* §i §, € (z,,2") sau §, € (z*,x,) rezultd ca si lim &, = 2" q.e.d.
n—oo
Folosind rezultatele din teorema precedenta se obtine si un alt criteriu de oprire. Daca

Az, 1 M
MZMWWW%:TwW%%#MMd@m< M _ oy
z€a,b] z€la,

ANz,) T2 M
CA(zn11) < [CA(x,)]?. Prin intermediul acestei inegalitati se obtine cad CA(z,, 1) <
[CA(x0)]>""". Pentru a asigura ca x,4; — =* trebuie ca A(z,41) — 0 ceea ce putem
asigura prin conditia suficienta |CA(zg)| < 1. De aici se observa ca A(xzg) trebuie sa fie
suficient de mic, adica punctul de plecare xq sa fie suficient de aproape de solutia ideala
x*. Acest fapt constituie un dezavantaj al acestei metode, fiind o metoda locala.

Un alt dezavanta] al metodei tangentei este ca necesita calculul derivatei functiei f la

fiecare pas de iteratie. Pentru calculul aproximativ al derivatei se pot folosi formulele de

derivare numerica (vezi paragraful 9.1). In unele cazuri ca sa nu calculam derivata functiei
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f la fiecare pas al iteratiei se foloseste metoda tangentei simple, unde se calculeaza numai

f(x)

f'(x0) si avem iteratia xp 1 = xp — pentru orice k € N. Insi astfel se pierde
convergenta patratica.

Inainte de algoritmizarea metodei avem nevoie de alegerea punctului de pornire zy €
{a,b}. Presupunem ca f este de clasi C?%([a,b]) si ca [’ si f” pastreaza semnul pe tot
intervalul [a, b], adicd f este monotona pe [a, b] si este fie convexd, fie concava pe tot [a, b].

In figura 5.2 am considerat cazul f/ > 0 si f” > 0 cand se alege zo = b.

.
&
Il
Q
o
=Y
Q
2
=
I
i
=y
Q

=Y

xO:V b
|

a) b) 9

Figura 5.3:

In fig. 5.3 a) f < 0si f” > 0 se alege 7y = a, in fig. 5.3 b) f/ < 0, f” < 0 se alege
zo = biar in fig. 5.3 ¢) f' > 0, f” < 0 se alege z¢ = a.
In final se observa ca punctul de plecare g verifica urmitoarea conditie f(20)- f”(20) >

0. Derivata a doua a functiei f in xy se poate calcula aproximativ folosind formulele de

derivare numerica (vezi paragraful 9.1).

Program metoda tangentei

Datele de intrare: a;b; f;e;
Fie y = a; daca f(y) = f"(y) < 0 atunci y := b.

Repetéd © :=y; y := ¢(z) (go(:v) =z — 1{’8)

Péana cand |y — x| > e.

Tipareste y.
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5.4.2 Metoda paralelelor

Ideea metodei consta in a construi o familie de drepte paralele ale caror intersectii cu axa

Oz ne dau sirul iterativ {xy }ren care converge catre radiacina z* a ecuatiei f(x) = 0.

v A

»
»

T
O ar /x*x3 xaxy b x

Figura 5.4:

Punctul de plecare zg € {a,b} se alege identic ca la metoda tangentei, adica se alege
acel capat al intervalului pentru care f(zo) - f”(x¢) > 0. Presupunem ca am construit
punctul My (zy, f(xy)). Prin acest punct ducem o dreapta paraleld care are panta A >

y — flzx)

f'(xo) in cazul figurii 5.4, si taie axa Ox in punctul zy, ;. Ecuatia dreptei este =———= =
r — T

A = tga (inclinatia dreptei fata de axa Ox).
—f () 1

Punind y = 0 ¢i © = x4, obtinem = A, adicad zp1 = zp — —f(xp).
Thy1 — Tk A

Functia iterativa ¢ : [a,b] — R este datd de p(z) = = — ;f(x) Metoda paralelelor are
avantajul fatd de metoda tangentei ca nu necesita calculul derivatei, insa este o metoda
mult mai lent convergenta, avand ordinea de convergenta cel putin liniara. Algoritmul
acestei metode este analog cu algoritmul metodei tangentei, numai functia iterativa este

schimbata.

Program metoda paralelelor

Datele de intrare a; b; f;e; A;

Fie y := a; daca f(y) * f"(y) <0, atunci y := b;
5 1
Repet o = sy i= (o) (ole) == 1(0))

Péana cand |y — x| > ¢;

Tipareste y.
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5.4.3 Metoda coardei

La metoda coardei unul dintre capetele intervalului [a,b] se fixeazd conform conditiei

fx) - f(x) > 0.

Y A
A(a, fla))
0| a
Figura 5.5:
In cazul figurii 5.5 avem = = a si ca punct de plecare pentru constructia sirului

iterativ se alege celdlalt capat zp = b. Punctul A(a, f(a)) se unesgte printr-o coarda cu
punctul My(zo, f(z0)) = Mo(b, f(b)) care taie axa Oz in punctul z;. Mai departe punctul
M (x4, f(z1)) se unegte printr-o coarda tot cu punctul A(a, f(a)) care intersecteazd axa
Oz in punctul x5 g.a.m.d. Presupunem ca s-a construit termenul x si se scrie ecuatia

coardei care leaga punctele A(a, f(a)) si My(zk, f(z1)) :

v fla) _ flm) ~ fla)

Tr—a Tp—aQ

Pentru a obtine intersectia cu axa Oz punem y = 0si ¢ = xpy : —f(a) = f(@k) = f(a)
Tpr1 —Q T —a
T —a af(xr) — wpfla) _
Sau Tgi1 = T —

Flo) = fl@) T @)~ fla)
f(xk)ﬁ Prin urmare functia iterativa ¢ : [a,b] — R este p(z) = a;g; :;{5?

Y

de unde 11 = a — f(a)

zp)—f
Avantajul metodei fata de metoda tangentei este ca nu necesita calculul derivatei functiei
i A . . + Vb

f, insa este mai lent convergenta avand ordinul de convergenta p = 2\/_ < 2.

Algoritmul acestei metode este analog cu cel al metodei tangentei, numai se schimba

functia iterativa .
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Program metoda coardei

Datele de intrare a;b; f;¢;

Fie c:=a; y :=b;

Daca f(c) * f"(c) < 0 atunci c:=b; y :=a
Repeta 1= y; y := p(z) (90(56) = %) ;
Pana cand |y — x| > «;

Tipareste y.

5.4.4 Metoda secantei

Ideea metodei consta in urmatoarele: se alege punctul de plecare zo € {a,b} conform

conditiei f(z0)f"(xo) > 0. In cazul fig. 5.6 avem ¢ = b.

Figura 5.6:

Punctul x; se alege intre xz* i . Prin punctele My(xo, f(z0)) = Mo(b, f(b)) si
M (21, f(z1)) se duce o secanta care intersecteaza axa Oz in punctul xs. Prin punctele
M, §i My(za, f(22)) se duce o noud secanta care taie axa Ox in punctul z3, s.a.m.d. Pre-
supunem ca s-a obtinut punctul xy si prin punctele My_q(zx_1, f(zx_1)) si Mg(xg, f(x1))
se duce o secanta:

y— flzr)  flag) — flop)

T — Tk T — Tg—1

care determind pe axa Oz (y = 0) punctul = x4 :

—flxr)  flow) = fzr)

- )

Tr41 — Tk Tk — Tg—1
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de unde

T — Tp—1 f(ﬂfk)l"kq - f(ikal)ﬂﬂk

Flre) = flan) T T ) = F(aea)

T = T — f(an)

f(iUk)
f'(xx)

. Functia iterativd ¢ : [a,b]> — R este de

Aceasta relatie de recurenta se poate obtine i din metoda tangentei x;; = xp —

f(oe) — flor-1)

T — Tk—1

prin aproximarea f'(xy) =

f@)y — fly)x
fx) = f(y)

Trp1 = Q(Th, Tp-1)-

care genereaza girul iterativ {xy }ren prin relatia iterativa

forma ¢(z,y) =

Metoda secantei are avantajul fatd de metoda tangentei, cd nu necesita calculul

1++5
<

derivatei functiei f, insa are dezavantajul, ca are ordinul de convergenta p = 5 2,
deci este mai lent convergenta.
Program metoda secantei

Datele de intrare: a;b; f;¢;

Fie v .= xg; 2 := xq;

) f@)y — f(y)w
Repetd y = o5 2 1= 2 2 = (v, y) (@(az,y) -
fz) = fy)

Péana cand |z — x| > ¢;

Tipareste z.
5.4.5 Metoda lui Steffensen
La aceasta metoda plecam de la relatia de recurenta a lui Newton x1 = zp— f/@k) . Ideea

Tk
lui Steffensen este de a inlocui f’(zy) prin formula aproximativa flok+ f;:(nk); — f(xk),
Tk
cici se poate presupune cad |f(zg)| are valoare mica. Daca (B = f(zx) ~ 0 atunci
f(xy) = J@x+ ﬂ;) — Jla . Metoda lui Steffensen genereaza girul iterativ {xy }ren, dat
k
prin relatia
s = oy — L) e f* ()
+ f($k+f;€(’5k)§*f($k) flag+ fxr) = fzg)
Tk
. . B 2 (x) . .

Functia recursiva ¢ : [a,b] — R este p(z) = = — . Avantajul acestei

f(x+ f(z)) — f(x)

metode fata de cea a tangentei este ca nu necesita calculul derivatei functiei f si pastreaza

ordinul de convergenta patratica de la metoda lui Newton.



44 5. Ecuatii neliniare
Teorema 5.4.3. Metoda lui Steffensen are ordinul de convergenta patratica.

DEMONSTRATIE. Fie (), = f(z). Se dezvolta f in serie Taylor in punctul zy, :

2
Pl 6) = Fa) + Buf o) + 2 () 4 0(57)

unde o(/37) este restul seriei, care are ordinul strict mai mic decat 57, mai precis inseamna
ca ﬁlimo (ﬁ ) = (. Din dezvoltarea tayloriana se obtine
k—>
T + _ T 1/
B f(x k)
Notand cu hy, = _f@k) vom avea
f' (k)
T+ — f(z 1
Br 2
Conform recurentei lui Steffensen x5, = xp — M i inlocuind egalitatea obti-
L= TR T o B S ) &
Bk

nuta anterior in aceasta recurenta se obtine

f(xx) ~ 2 — flzy) 1 —
J(an) [L = Shif" (xx)] + o(Br)

fae) 1= 5hif"(xr)
1
= xp+ hy {1 - %hkf”(xk):| ~

Te+1 = T —

In continuare consideram dezvoltarea Mac-Laurin a functiei - pentru |z| < 1:
1 1 5 3
(1+xz)" _1_ﬂ$+§2$+ =1l—z4az—a+. ..

-1

Inlocuind aici 2 cu —z se obtine dezvoltarea functiei (1 — 2)~" in origine: (1 —z)~' =

142+ 2>+ 2%+ ... Inlocuind acum = = §hkf”(:1:k) se poate continua dezvoltarea

1 - 1
Tpr1 = Tk + hy {1 - —hk:f”(fl?k)] = xp, + hy, {1 + §hk:f"($k) +o(hy)| =
~ X+ hg+ h f”(l‘k)
Scadem valoarea x* din ambele parti ale egalitatii:

Tpy1 — 2 =xp — 2 + W + h S ().
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Introducem notatia €, = xp — x* i astfel egalitatea anterioara ia forma ey, = € + hy +
1 R
§hi f" (). In continuare functia f se dezvolta in serie Taylor in punctul z; apropiat de

x*, solutia ecuatiei f(x) =0:

0= £a) = fla) + P8 o~y ¢ L e e

unde & € (z*, xy) sau & € (xy, 2*). Aceasta dezvoltare se imparte la f'(xy) :

* 2
;,ii’g +at = —%%Jf”(&),
adicd —hy, — e = L_<} 1"(&), de unde hy, = —ei —i—1 k 1" (&) Ultima relatie
_ 2 f/(ay) 2 f'(w)
obtinuta se inlocuieste in egalitatea
Epe1 = Ep+ hp+ hf"( k) =
- a-a +1 e+ g (et bk i) S0 =
2f’( k) 2 2f’( k)

f”(fk) 2
2 frlay)

Trecand la module

+5 f”( Kek + olex)-

vl % 5 et + 5 )]

si cum A(zy) = |ex| avem

M) = 5 e + 10| A%z
Trecand la limita pentru £ — oo
: A(karl) T 1 f//(£k> 1" o 1 f”<x*) "o\
A R A e W‘ =5 |y TS @) =e aed

Dezavantajul metodei lui Steffensen este ca e o metoda locala ca gi metoda lui Newton.

Program metoda Steffensen

Datele de intrare: a;b; f;¢;

Fie y := a; daca f(y) * f"(y) <0 atunci y := b;

Repeta x :=y; y := ¢(x) (gp(w) =x— fo+t F;c((;))] — f(a:))
Pana cand |y — x| > «;

Tipareste y.
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5.4.6 Teoria generala a metodelor iterative in cazul ecuatiilor

neliniare

Fie functia f : [a,b] — R si ecuatia f(z) = 0, = € [a, b]. Se presupune ci functia f admite
o unicd solutie in [a, b] si ecuatia f(x) = 0 prin tranforméri echivalente se poate aduce la
forma iterativa ¢(x) = z, x € [a,b] unde ¢ : [a,b] — R este functia iterativa. Orice solutie
x* a ecuatiei f(x) = 0 va fi punct fix pentru ¢ si invers. Prin urmare pentru a asigura
existenta si unicitatea solutiei ecuatiei f(z) = 0 este de ajuns si asiguram existenta si
unicitatea punctului fix al lui ¢.

In continuare avem nevoie de teorema de punct fix a lui Banach.

Teorema 5.4.4. Fie (X, p) un spatiu metric complet si ¢ : X — X o contractie, adicd
pentru care existd constanta o € [0,1) astfel incat p(e(x), p(y)) < a- p(x,y) pentru orice
x,y € X. Atunci functia ¢ va admite un unic punct fix care se poate obtine ca limita

sirului iterativ {xy }ren dat de x1 = p(xk) pentru xo € X arbitrar.

ak

p(x1,z0) respectiv aposteriori
-«

Avem urmdatoarele evaluari apriori: p(z*, xy) <

Q
P(fk, fL"k:) < mp(fky fL"k:—l)-

In continuare enuntam o teorema cu conditii suficiente pentru a asigura solutia ecuatiei

iterative in cazul ecuatiilor neliniare cu o singura necunoscuta.

Teorema 5.4.5. (teorema generald) Daca ¢ este derivabila pe intervalul J = [xg— 0, xo+
0], & > 0 si derivata ¢ satisface inegalitatea 0 < |¢'(z)] < m < 1 pe J si punctul

x1 = p(xo) verifica inegalitatea |x1 — x| < (1 —m)d, atunci:

- putem forma sirul {xy}ren cu regula iterativa xg1 = @(xy) astfel incat pentru orice

k € N avem z € J;

- lim zp = 2" cu x* € J;

k—oo

- x* este singura radacing a ecuatliei p(x) = x in intervalul J.

DEMONSTRATIE. Se aplica teorema de punct fix a lui Banach in acest caz. Se alege
X = J gi cum J este un interval inchis al axei reale se poate considera ca un spatiu

complet in raport cu distanta obignuita de pe axa realda. Mai trebuie sa aratam ca pentru
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orice = € J avem ¢(x) € J. Intr-adevir:

[p(z) — o lp(r) — @(w0) + 21 — 20| < |0(2) — p(20)| + |71 — T0| =
= [P |z— x| + |1 — 20| <M~ |2 — 20| + (L =) - <

< m-d+(1—m)d=24.

Functia ¢ este o contractie caci |p(z) —p(y)| = | (&) |t —y| < m-|x—y| cu m < 1. Prin
urmare sunt satisfacute toate cerintele teoremei lui Banach, de unde rezulta consecintele
acestei teoreme. q.e.d.

In continuare aplicim aceastid teorema pentru metodele iterative anterioare alegand

in mod convenabil functia iterativa .

Aplicatia 5.4.1. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin translatie se obtine x + f(r) =z
st prin alegerea functiei iterative ¢ : |a,b] — R, p(z) = x + f(z) se obline urmatorul
rezultat: daca f este derivabila pe J = [xg — 6,20+ 0], 0 >0 si |1+ f'(z)| <m <1 pe J
st |f(xg)] < (1—m)-6 atunci putem forma sirul {xg ren cu regula iterativa xy1 = p(Tk)
astfel incat pentru orice k € N avem xy, € J st limy_ o xp, = ™ cu 2™ € J, ¥ este singura

radacindg in J a ecuatiei f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.2. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin omotopie simpla se obtine x +
wf(z) =z cuw # 0 gi prin alegerea functiei iterative ¢ : [a,b] — R, ¢(x) = x + wf(z)
se obtine urmatorul rezultat: daca f este derivabila pe J = |[xg — 0,29 + 9], 6 > 0 §i
1+wf'(z)] <m<1ped si|lwf(zg) < (1—m)-0 atunci putem forma sirul {xy}ren cu
requla iterativa xy1 = p(xk) astfel incdat pentru orice k € N avem xy € J i limy_, o T =
x* cu x* € J, x* este singura radacing in J a ecuatier f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.3. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin transformarea lui Newton se obtine
x — ]{c,(é,)) = x i prin alegerea functiei iterative ¢ : [a,b] — R, p(x) = = — ]]:,((:;))
obtine urmatorul rezultat pentru metoda tangentei: daca f este deriwabila de doud ori pe
J = [zg— 0,29+ ], 0 >0 gi f'(x) # 0 pentru orice x € J§i% <m <1 pelJ
i % < (1 —m)d atunci putem forma sirul {xy}ren cu requla iterativi xgi1 = @(xk)

astfel incat pentru orice k € N avem xy € J s limy_o xp = =* cu x* € J, x* este singura

se

radacindg in J a ecuatiei f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.4. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin transformarea metodei paralelelor

se obtine x — i - f(z) = x, A\ # 0. Prin alegerea functiei iterative ¢ : [a,b] — R, ¢(x) =
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xr — %f(:c) se obtine urmatorul rezultat pentru metoda paralelelor: daca f este derivabila
pe J=[zo— 0,20+ 0], 6 >0 |1 —1-f(x)] <m<1pelsil|flzo) <(1—m) -5-[)
atunci putem forma sirul {xp}treny cu regula iterativa xp1 = p(xy) astfel incdat pentru
orice k € N avem x, € J st limy_ o 21, = 2% cu x* € J, x* este singura radacindg in J a

ecuatiei f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.5. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin transformarea metodei coardei
se obtine x — f($)ﬁ = x. Prin alegerea functiei iterative ¢ : (a,b] — R, ¢(x) =
z—f(z)- o @ ) f o 8¢ obtine urmatorul rezultat pentru metoda coardei: daca f este derivabila

pe J =[xg— 0,29+ 0], 0 >0 si
[f(@)] [f(a) = f(z) + f'(2) - (z — a)|

F@) — F(a) smsd
el (0 — a) (o)
o)~ flay| <070

atunci putem forma sirul {xp}tren cu regula iterativa xp1 = p(xy) astfel incdat pentru
orice k € N avem x, € J st limy_ o 2 = 2% cu x* € J, x* este singura radacindg in J a

ecuatiei f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.6. Plecind de la ecuatia f(x) = 0 prin transformarea lui Steffensen se
f2(z)

obtine x — sy @y Prin alegerea functiei iterative ¢ : la,b] — R, p(x) = = —
% se obtine urmdtorul rezultat: dacda f este derivabild pe J = [xq — 0,20 + 9],
0>0 s

'1_ 2f () - f'(@)[f (x + f(x)) = f(@)] = [2(x) - [['(x + f(2)) - (L + f'(2)) = f'()]
[z + f(2)) = f2)]?

_ '1_ @) ) +2f(2) - fi(2) - flz + fz) = f22) - flz + f2)) - (1+f’(x))‘ <
[f(z+ fz) — f(2)]? B

< m<l1
pe J si f(zo+}c(2x(§)0)) ey < (1—=m)-9d, atunci putem forma sirul {xy}ren cu regula iterativa

Ty = (xy) astfel incat pentru orice k € N avem xy, € J si limy_o0 xf = 2* cu x* € J,

x* este singura radacindg in J a ecuatiei f(x) = 0.

Aplicatia 5.4.7. Plecind de la ecuatia f(x) = 2% —p = 0 prin transformari echivalente
se obtme (x + ) =z unde p € [0,400). Prin alegerea functiei iterative ¢ : [a,b] — R,

o(z) =5 (x + ;) se obtine urmdatorul rezultat pentru calcul aproximativ al lui \/p : daca
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Db
z0

|1—§2|§2m<2peJ:[x0—5,xo+5],5>0§i

xo— | < 2(1 —m)-d atunci putem

forma sirul {zy }ren cu regula iterativa xp11 = p(xx) astfel incdat pentru orice k € N avem
v € J s limg oxp = 2" = \/p cu x* € J, x* este singura raddacindg in J a ecuafier

f(x) = 0. Prin wrmare numdarul \/p se poate aproxima oricat de bine cu termenii sirului

N : : y 1 p
iterativ {xy }ren, generate prin relatia de recurentd rx, 1 = = | xp + — | .

2 Tk
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Capitolul 6

Sisteme de ecuatii liniare

In functie de numaéarul necunoscutelor se disting mai multe metode:

1. dacd numéarul necunoscutelor are ordinul mai mic decat 10® atunci se folosesc
metodele directe de rezolvare numericid a sistemelor liniare (de exemplu: metoda
lui Gauss, metoda descompunerii LU, metoda descompunerii LL?, metoda descom-

punerii QR, etc.), fiindcd acumularea erorilor incd nu influenteaza rezultatul final.

2. dacé numairul necunoscutelor are ordinul mai mare decat 10 si mai mic decat 10°
atunci se folosesc metodele iterative de rezolvare numerica a sistemelor liniare (de
exemplu metoda lui Jacobi, metoda lui Seidel, metoda SOR), fiindca aceste metode

sunt autocorectoare.

3. daca numirul necunoscutelor are ordinul mai mare decat 10° se folosesc metodele
probabilistice de rezolvare numerica a sistemelor liniare (de exemplu: metode de tip

Monte Carlo).

o1
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6.1 Metode directe de rezolvare numerica a sistemelor
liniare

6.1.1 Rezolvarea unor sisteme liniare particulare

6.1.1.1 Rezolvarea sistemelor liniare diagonale

(
a1 = b
. . a22%2 = by . L
Un sistem liniar de forma se numeste sistem liniar diago-
\ Ay = by
a1 0
< o : . . a22 R
nal, caci in matricea sistemului A = toate elementele in afara
0 .
CL?’LTL

elementelor de pe diagonala principala sunt egale cu zero. Conditia necesara si suficienta

ca un sistem diagonal sa admita o unica solutie este ca a; # 0 pentru orice ¢ = 1,n. In

.. . by by b,
acest caz solutia sistemului este 1 = —, 290 = —, ..., 2, = —.
aiy a22 Qnn

6.1.1.2 Rezolvarea sistemelor liniare superior triunghiulare
Un sistem liniar de forma

(
a111 + a12T2 + -+ A1y — b1

A20%o + + -+ + ATy = by

AppTp = bn

\

se numeste sistem liniar superior triunghiular, céci in matricea sistemului

a1 Qi ... Qip
o2 ... QAgp
A=
0
ann

toate elementele de sub diagonala principala sunt egale cu zero. Conditia necesara si

suficienta ca un sistem liniar superior triunghiular sa admita o singura solutie este ca
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a;; # 0 pentru orice ¢ = 1,n. In acest caz sistemul se rezolva incepand de la coada, adica

n n

by, — E ki T by — E a1;T;
B b, B bp—1 — Qp_14 - Ty _ i=k41 - i=2

Tp = —Tp_1 = e s L = P 1 .

Qpn Ap—1n—1 Ak a1

Program sistem superior triunghiular

Datele de intrare: a;; pentru4,j = 1,n cui < j §i b; pentru i = 1, n.
Pentru k = n, 1 executa

S =0

Pentru i = k + 1,n executd S := S + ayz;;

xp = (b — )/ agk.

Tipareste x;, pentru k = 1, n.

6.1.1.3 Rezolvarea sistemelor liniare inferior triunghiulare

(
a1 = by
) .. a21T1 + A22T2 = by ' o
Un sistem liniar de forma se numegte sistem liniar
L Ap1T1 + Ap2Xo + ++* + ATy = bn
ail
. . . . o n . . . a1 22
inferior triunghiular, céci in matricea sistemului A = toate ele-
Ap1 Ap2 ... Qpp

mentele deasupra diagonalei principale sunt egale cu zero. Conditia necesara si suficienta
ca un sistem liniar inferior triunghiular sa admita o singura solutie este ca a;; # 0 pentru

orice 1 = 1,n. In acest caz sistemul se rezolva incepand cu necunoscuta x, adica

k—1 n—1

by, — E Qi s b, — E Api T

o by i by — a1 Ty _ i=1 _ i=1

r=—20g=— . L =— ..., Tyn= .
a1 a22 Ak Ann

Program sistem inferior triunghiular

Datele de intrare: a;; pentrud,j = 1,n cui > j si b; pentru i = 1, n.

Pentru k = 1, n executa
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S :=0;
Pentrui = 1,k — 1 executd S := S + apz;;
xp = (bpy — )/ agk.

Tipareste xj, pentru k = 1,n

6.1.2 Metoda lui Gauss

Se considers sistemul

4
1171 + a1oTo + - -+ ATy = by

a91T1 + A922T9 + -+ Aonly = b2

L Ap1T1 + GpaX2 + -+ + AppTy = bn

Ideea lui Gauss este de a reduce acest sistem la un sistem diagonal, inferior triunghiular,

sau superior triunghiular, care se rezolva conform paragrafului anterior. Noi vom reduce

acest sistem la un sistem superior triunghiular. Se noteaza cu agjl.) = a;; si bgl) = b

( agll)xl + a( )xg + -+ agln)xn = bgl)

R | ay)wy + ey + -+ ay)w, = by
pentru ¢, j = 1,n. Prin urmare avem sistemul: _ . Se

\ a,(ﬂ)xl +a( oo+ 4 aliw, = by

G <
presupune ca agl) # 0, care se numeste elementul pivot. Prima ecuatie se normeaza,

D . 1 < . . . A
adica se imparte la elementul pivot agl), dupa care prima ecuatie se inmulteste pe rand
1 1 1) . - . .
cu elementele —aéf, —a:(ﬂ), cee —aﬁbl) si se aduna la a doua, la a treia, etc. respectiv la
ultima ecuatie. In acest fel necunoscuta x; se elimina din a doua, a treia, etc., si ultima

ecuatie. Se obtine urmatorul sistem

( aly af), b 0 )
T+ =T+ Tt = g [(=as), -, /(—apy)
1) (1) (1)
aqq aqq aqq

W aly o W al o w0
0 + a22 - (1) a21 T2 + te + a2n (fl) a21 Tpn = b2 - _(1) a21
a

agy

oo (o0 @ o W _a) o) 0 b
+ Qpg — a(l) Api | T2 +oo | ann — (1) Api | Tn = 00" — 1) QA1
11
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L e b(1)
Se noteaza aﬁ) = 1; pentru j = 2,n aﬁ-) = alj : b(2) (1),
11
. alV _
pentru i,j = 2,n (]) = 8) 1{ : g); pentru i = 2,n b
a51)
se obtine sistemul:
.
ag)xl + a%)xg + -+ aﬁ)xn = bEZ)
ag)xl + ag)xg + -+ agi)xn = bg)
L agﬂ)xl + a@)x +---+ aﬁ?,%g:n = bg)
( aﬁ)xl + a( )xg +---+ aﬁ)xn = 652)
Cng)$2 + e + aéi)xn = béQ)
al)zy + -+ allx, = b

_ b(l)

95

pentru i = 2,n ag)

0;

b(l)
%1) 51) In acest fel

adica

Se alege ca pivot elementul ag) # 0 si a doua ecuatie se normeazd, adica se imparte la

elementul pivot, dupa care se elimina variabila x5 din a treia, a patra, etc., ultima ecuatie

(2)

prin inmultirea ecuatiei a doua cu elementele —asy , . . . —an2
sistem:
(
aﬁ)xl + a( )xg + a%)atg + -+ aﬁ)xn = ng)
(2) (2) (2)
a ay, b 2
A2 Ao P
\ @ @
2) _ Q23 (2) 2) Qo
O+ QAsg —ﬁaw $3++ as, ﬁ
a
22 22
(2) (2)
a a
0+ (a0 = “Bal?) ) ag+ -+ (0l - "2
e e
\ 22 22

Astfel se obtine urmatorul
/(—a3)

@) o b o
3 | Tn =03 — Ea?ﬂ

22

b(2)

2 2 2
g) Tp = b%) - %agﬂ)’

22
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Se introduc notatiile ag’) s bgg)

urmatorul sistem:

k
a(n)

6. Sisteme de ecuatii liniare

pentru 7,j = 1,n. Se presupune ci la pasul k s-a obtinut

+ a(k)xn = bgk)

in

+alay + -

(k)

(o9’ Ty + + -+ + ag;)xn = bék)

a,gz)x +---+ a,g;)xn = b(k)
k) (k (k)
al(chl RTE T akJZl nT bk+1
Bt ol — o

o . k . . . . o IR A
Se presupune ca pivotul a,(fk) este diferit de zero si ecuatia k se normeaza, adica se imparte

la pivot, dupa care se elimind necunoscuta x, din ecuatiile k£ + 1,...
succesiva a ecuatiei normate cu elementele

ecuatiile £+ 1,...,

k
agl)

(k+1)

k
aé;

T+ ag)

I2+"'
taeg -

$2+“

,n prin inmultirea

—a(k) —a(k) 1 prin adunarea acesteia la
kt1ks s " Opp 81D

n. Astfel se obtine urmatorul sistem:

(k)

+ay, T+ - = b(k)

—i—ag

+ aén)xn - b2

](gkz) b;(f)

Tp+-+ 5% =
(k) (k)
A A

(k) az(f) <k) (k) bz(f) (k)

k1T () " Qe 1k
Ay, App
(k) (k)
DI SO I (SR S
0+ +<an7n ) an,k> Ty = bn -
kk kk

Folosind urmatoarele notatii: pentru:=1,k—1sij=1,n EfH) = agf) sl bng) = bgk);
al®) (k)
k Uy 5 (k b k
e = a(é)§ b;(f = Izk) pentrui =k +1,n ag kH) =0;

. i

=1;pentruj=k+1,n n ay;

kk A
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(k) (k)
a by,
pentrui,j =k+1,n a(k:+1) _ az(;?) ’(fz) ) lk si b(lc+1) bz( )_T aEllz)7 se obtine sistemul:
Ay, .1,
agliﬂ)xl +ali ey 4+ e, + afﬂixkﬂ T %1) _ kD)
aé’éﬂ);@ ot agzﬂ)xk + aé]f;;:liifkﬂ +ta (k+1) _ bgk—i-l)
e+ et ool =
(et 1) R a,i:llgl T, = b}(€++11)

Apy1 k41

a;k:i)lkarl 4o aEhg o gD

\
Procedeul de triunghiularizare aratat mai sus se continua pana cand k < n — 1. Astfel se

obtine un sistem superior triunghiular care se rezolva conform § 6.1.1.2. Din formulele de

recurenta din fata sistemului obtinut la pasul k£ + 1 se deduce:

Algoritmul metoda Gauss

Datele de intrare: a;;,b; pentruz,j = 1,n

Pentru £ = 1,n — 1 executa
daca agr # 0 atunci p := ayy, altfel stop;

pentru j = k,_n executd ag; = ak;/p;
br, == bi/p;
pentru ¢z = m executa
pentru j = k + 1, n executa
Qij = Qij — Akj * Qik;
bi 1= b; — bk - ax;
Aplica algoritmul sistem superior triunghiular;
Tipareste xj, pentru k =1, n
Ca exercitiu va propunem sa se faca reducerea sistemului initial la un sistem inferior
triunghiular respectiv diagonal.

In algoritmul metoda Gauss se poate intampla ca la pasul k elementul pivot p

ape, ~ 0, adicd este o valoare in modul foarte mica.

age = 0 sau p :=
pentru a continua algoritmul lui Gauss este necesar un procedeu de pivotare. Vom folosi

doud metode de pivotare: pivotare partiald respectiv pivotare totald. In cazul pivotarii

In acest caz
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partiale presupunem ca exista cel putin un element nenul printre elementele a;;, unde
t = k+ 1,n, adica printre elementele care sunt situate sub elementul pivot in coloana
pivotului. Dacd a;x # 0 unde iy € {k + 1,...,n}, atunci se schimba intre ele valorile
axk $1 a;,k, care practic inseamna schimbarea liniilor k si 79 intre ele. Schimbarea a doua
linii nu afecteaza cu nimic rezolvarea sistemului initial. Pivotarea totala se aplica in
cazul cand la pivotarea partiald nu se giiseste un element nenul. In acest caz se cauti
un element nenul a;, j,, unde ig € {k,...,n} si jo € {k+1,...,n}, dupa care elementul
a;, j, se duce pe pozitia elementului pivot. Practic asta inseamna ca se schimba intre ele
liniile i¢ si k, dupa care se schimba intre ele coloanele jy si k. Schimbarea a doua linii nu
afecteaza cu nimic rezolvarea sistemului initial, insa schimbarea a doua coloane induce

schimbarea a doud necunoscute intre ele.

P = akk
A= zona
‘zona | pivotarii
0 pivotarii || totale
partiale

Prin urmare in cazul aplicarii pivotarii partiale in algoritmul metoda Gauss in locul
instructiunii "stop" se pune urmétorul bloc de instructiuni:
pentru io = k + 1, n cauti @iy 1 7 0;
schimba intre ele liniile 7y si k;
iar in cazul aplicarii pivotarii totale se pune urmatorul bloc de instructiuni:
pentru iy = k, n executd
pentru jo = k+1,n executd
cauta a;, ;, 7 0
schimba intre ele liniile 7 si k;
schimba intre ele coloanele jj si k.
In acest ultim caz la sfargitul algoritmului trebuie pusa instructiunea schimba intre ele
valorile z, i zj,.

Din liceu se cunoasgte urmatorul rezultat:

Teorema 6.1.1. Sistemul initial cu n ecuatic st n necunoscute este un sistem de tip

Cramer, adicd admite o unica solutie, dacd i numai dacd det A # 0, unde A = (ay;); ;—1n
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este matricea sistemulus.

In acest caz, dacd elementul pivot devine nul, cu ajutorul pivotirii partiale sau a
pivotarii totale putem continua mai departe algoritmul metodei Gauss.

In cazul cand det A = 0 gasim un k € {1,...,n} astfel incat a;; = 0 pentru orice ¢, j =
k,n. Daca existda un i € {k,...,n} astfel incat b; # 0 atunci sistemul este incompatibil,
fiinded ecuatia a i — @ nu are loc, iar dacd pentru orice i = k,n b; = 0 sistemul este
compatibil nedeterminat. Practic se poate intampla ca valorile b; &~ 0 pentru i = k, n,
sunt mici in valoare absoluta si se pot considera ca fiind egale cu zero. Mentionam ca
in acest caz desi din punct de vedere teoretic sistemul liniar este incompatibil, totusi

calculatorul ne indica un sistem compatibil si nedeterminat.

6.1.3 Aplicatii ale metodei lui Gauss
6.1.3.1 Calculul determinantului folosind metoda lui Gauss

Se considerd matricea A = (a;;) Se pune problema calculului determinantului ma-

ij=Tn"
tricii A, notata cu det A. Se observa ca, calculul determinantului nu se poate face dupa
definitia clasica a determinantului invatata in liceu, fiindca ne conduce la un volum imens
de calcule avand n! de termeni. De aceea e nevoie de metode numerice adecvate. Aici
vom prezenta calculul determinantului folosind metoda lui Gauss. Fie ” det” variabila
corespunzatoare, pe care o initializam la inceputul algoritmului cu det := 1. Daca in al-
goritmul metodei Gauss elementul ag; # 0 pentru k = 1,n — 1, atunci p := ag i punem
instructiunea det := det*p. Dupa ce se termind in metoda Gauss ciclul in raport cu
contorul k punem instructiunea det := det *a,,. In acest fel in variabila det vom avea
tocmai valoarea determinantului matricii A. Intr-adevir, algoritmul lui Gauss transforma
matricea A intr-o matrice superior triunghiulara, a carei determinant este tocmai pro-
dusul elementelor de pe diagonala principala. Pe primele n — 1 pozitii de pe diagonala
principala a matricii superior triunghiulare avem valoarea unu, dar pivotul fiind scos ca
un factor fortat de pe linii, intra ca un factor de multiplicare la calculul determinantului
matricii A. Mentionam ci, daca pivotul la un anumit pas este zero se aplica pivotarea
partiala sau totala, care inseamna schimbarea a doua linii sau a doua coloane intre ele.
Din punct de vedere al calculului determinantului, aceste operatii induc schimbarea sem-

nului determinantului. De aceea in algoritmul Gauss in cazul pivotarii partiale respectiv
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totale de fiecare data se pune céte o instructiune de forma: det := —det. La sfarsitul

algoritmului Gauss punem instructiunea de afisare a rezultatului variabilei det.

6.1.3.2 Calculul matricii inverse folosind metoda lui Gauss

Fie A o matrice patraticd de ordinul n, nesingulard (cu determinant nenul). Se stie ca

in acest caz existd matricea inversa A~! si are loc egalitatea: A- A~! = I,,, unde I, este

i i i 5 — . — -1 _ . _
matricea unitate de ordinul n. Notam A = (a;j); j_17, A~ = (%ij); jo15- Astfel avem
egalitatea
a1 Qa2 ... Qip 11 T12 ... Tip 1 0 0
21 A29 ... (Q9pn o1 T2 ... Top o 0 1 0
Apl QApa - .. Gpp Tnl Tp2 - Ton 0 0 1

Daca liniile matricii A se inmultesc numai cu prima coloana a matricii inverse, cu vectorul

T11

21 . . .. . . . < ..
, se obtine un sistem liniar avand termenul liber prima coloana a matricii 7, :

.
11211 + 12T21 + -+ ATy = 1

91711 + A22%21 + - -+ + agpTp1 = 0

{1211 + ooy + -+ + gy = 0

Acest sistem liniar are matricea tocmai matricea A cu determinant diferit de zero, deci

este un sistem liniar de tip Cramer. Unica solutie a sistemului se obtine cu algoritmul
1

metodei Gauss avand termenul liber e; = , primul vector din baza canonica a

0
spatiului R"™. Solutia obtinuté este tocmai prima coloana a lui A=!. La al doilea pas se



6.1. Metode directe de rezolvare numericd a sistemelor liniare 61

o o c el . _ 2 . . R
fixeazd a doua coloand a matricii inverse A~!, vectorul si se obtine in mod

similar un sistem liniar de forma:

T12 0
T922 1

A- = = €2,
Tp2 0

care iarasi se rezolva cu metoda lui Gauss, s.a.m.d. Unica solutie a sistemului liniar

a d loand a lui A~!. Pri lculul matricii i t
se ageaza pe a doua coloana a lui . Prin urmare, calculul matricii inverse pentru
o matrice A de ordinul n, nesingulara, se reduce la rezolvarea consecutivda a n sisteme
liniare cu metoda lui Gauss, alegand pentru termenii liberi vectorii eq, es, ..., e, din baza
canonica a lui R".

Solutiile obtinute se aranjeaza pe rand pe coloanele matricii inverse A1,

Program matrice inversa

Datele de intrare: n; A;
Pentru ¢ = 1,n executa
b:=e;;
Rezolva sistemul Ax = b cu metoda lui Gauss;

Pentru j = 1,n executa
gl =2l
Tipareste A~1.

6.1.3.3 Calculul rangului unei matrici folosind metoda lui Gauss

Fie A = (ay;); j_1 0 matrice patratica de ordinul n. Ne intereseaza rangul matricii A.
Aplicand algoritmul lui Gauss pentru matricea A, se obtine o noua matrice, care are
toate elementele de sub diagonala principala egale cu zero, iar pe diagonala principala
apar elementele nenule sau nule. Numarul elementelor nenule de pe diagonala principala

este tocmai rangul matricii A. Prin urmare, in algoritmul Gauss, la sfargitul programului
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numaram toate elementele nenule de pe diagonala principala, incepand cu elementul care
se afla pe pozitia primei linii si a primei coloane. Mentionam ca elementele matricii A
trebuie sa fie in aga fel, incat in algoritmul Gauss la un anumit pas sa nu apara numere

foarte mari in valoare absoluta.

Program rangul matricii

Datele de intrare: n; A;
Aplica algoritmul metoda Gauss; (vezi paragraful 6.1.2)
Fie k :=0;
Pentru k = 1, n executa
daca ag, # 0 atunci k := k + 1;

Tipareste k.

6.1.4 Metode de factorizare

La aceste metode numerice ideea de baza este sa factorizam, sa descompunem matricea

sistemului liniar intr-un produs de doua matrici cu "structura" mai simpla.

6.1.4.1 Metoda descompunerii LU

Daca se dd o matrice patratica de ordinul n, A = (a;;) cu elemente numere reale se

ij=T,n
pune problema de a descompune matricea A intr-un produs de doua matrici triunghiu-
lare: A = L - U, unde L este o matrice inferior triunghiulara (vezi paragraful 6.1.1.3)
iar U este o matrice superior triunghiulard (vezi paragraful 6.1.1.2). Rostul acestei des-
compuneri se poate argumenta in felul urmator: daca se considera sistemul A - x = b,
unde z = (z1,29,...,2,)7 si b = (by,b,...,b,)T si urmirim si-1 rezolvam, adica si
determinam necunoscuta x in functie de datele problemei A si b, o posibilitate ar fi
efectuarea descompunerii matricii A in produsul L - U, fiindca dacd am reusit aceasta
descompunere solutia sistemului A - x = b se reduce la rezolvarea sistemelor L -y = b si
Ux=y(A-2=(L-U)-x=L-(U-z)=L-y=0>). Rezolvarea acestor sisteme se face

ugor conform paragrafelor 6.1.1.2 ¢i 6.1.1.3. Prin urmare sa ne intoarcem la posibilitatea



6.1. Metode directe de rezolvare numericd a sistemelor liniare 63

efectudrii descompunerii LU pentru o matrice A datd. In matricea

l11 0
I_ la1 lao
lnl ln? lnn
n*+n . .
avem 1 +24---4+n= 5 necunoscute, iar in matricea
Uy; U2 ... Ulip
U — U222 ... Uop
0 Unn
n?+n

avem iardasin+ (n— 1)+ -+ 1 = necunoscute. In total avem de determinat
n? + n necunoscute. Prin inmultirea directd a lui L cu U si prin egalarea rezultatelor cu
1 tel at 1 tricii A obt;i in?d litati. Pri i
elementele corespunzatoare ale matricii A obtinem numai n* de egalitati. Prin urmare, in
1 din n? egalitati t determina n? te, adicd pent trice A
general din n” egalitati nu se pot determina n”+n necunoscute, adica pentru o matrice
data, descompunerea L-U nu este unica, deci problema descompunerii este nedeterminata.
Intr-adevar, daca A = L - U este o descompunere si consideram pe D o matrice diagonala

astfel incat fiecare element de pe diagonala principald a lui D nu este zero, atunci exista

D! si putem obtine o noud descompunere gen LU pentru matricea A :
A=L-U=LMD-DY.-U=(L-D)-(D'-U)=L-U,

unde L' = L - D este noua matrice inferior triunghiulara iar U’ = D~! - U este noua
matrice superior triunghiulara. Ca sa asiguram unicitatea descompunerii LU, luam sau
diagonala principalad a lui L sau diagonala principala a lui U sa fie egala cu un gir de unu.

Noi fixam diagonala lui L cu numerele reale unu. Deci avem:

1
l21 1 0
L= 31 32 1
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si
Up U2 ... Ulp
U2 U2n
U =
0 Unn

In continuare prezentim un algoritm de determinare a elementelor l;; din L si u;; din U,

pas cu pas:
pas 1. se determina uqy :  1-uyp = aqy;
pas 2. se determina lo1,l31, ..., : o1 - u11 = aoq;

l31 - w1 = asy;

ln1 - U1y = .
Observam ca pentru determinarea elementelor lo1, l31, . . ., [,,; trebuie sa impunem conditia
ca uyy # 0.
pas 3. se determina uqg, U3, ..., Uty : 1- w9 = aqo;

1wz = ass;

1- Ulp = A1p-

Dupa ce prima coloana a lui L gi prima linie a lui U sunt determinate urmeaza a doua

coloana a lui L si a doua linie a lui U :

pas 4. se determina wos @ lo1 - U2 + 1 - Us9 = age cu necunoscuta usgs.

pas 5. se determina l3g, ..., 1,9 : 31 - U192 + [39 - U9 = a99;

Lo - w1 + lp2 - Uge = apa.

Observam ca pentru determinarea elementelor I3, . .., [, avem nevoie ca usy # 0.

pas 6. se determina oo, . .., Ugy, : lo1 - w13 4+ 1 - ugg = ass;

lor - urp + 1 - ugy = agy,.
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Mai departe algoritmul se continua in mod similar pentru celelalte coloane ale Iui L si

celelalte linii ale lui U.

Teorema 6.1.4.1. Daca intr-o matrice A minorii principali sunt nenuli, atunci are loc

descompunerea LU si in mod unic.

DEMONSTRATIE. Prin minorii principali ai matricii A vom intelege determinantii

care se formeaza incepand cu elementul, care se afla pe prima linie si pe prima coloana a

matricii A:
11 a2 @13 ... Qin
Q21 Q22 Q23 ... Q2
A= ay asp as ... ay, |, adicd Dy =lanl,
Ap1 Ap2 Ap3z ... Ann

a1 iz a3
@11 Q12
D2 — 3 D3 - a21 a22 a23 goeeey DTL - det(A).
G21 Q22
a3p az2 Aas3
Teorema afirma faptul ca, daca D; # 0 pentru i = 1, n, atunci exista descompunerea LU

si in mod unic. Presupunem ca avem descompunerea

1
U1 U2 ... Uln
lgl 1
U292 ... Uop
A=LU=| I3 I3 1 ;
0 Unn
lnl ln2 ln3 1

de unde det(A) = det(L-U) =det L-detU = 1-ujjugg ... Upp = Up1Ug - - . Upy. In mod
analog daca alegem matricile din matricea A, care corespund minorilor principali din A,
atunci trebuie sa alegem tot matricile corespunzatoare minorilor principali din L si U.
Adica: Dy = 1-uyy, Dy = 1-wpy - uge, D3 = 1 - upq - ugo - ugs, ..., D, = det(A) =
1- Uy - U ... Upy. INaintea teoremei, la algoritmul de determinare a elementelor lui L si
U singura restrictie care se impune este ca pe rand uqy, Uag, ..., Up—1,-1 sd fie diferite
de zero. Observam cé pentru u,, nu e nevoie de conditia ca u,, 7 0. Prin urmare

w11 # 0 este echivalent cu Dy # 0, uss # 0 este echivalent cu Dy # 0, uzs # 0 este
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echivalent cu D3 # 0, ..., Up—1,,—1 7# 0 este echivalent cu D,,_; ,_1 # 0. Sigur ca, conditia

D,, = det(A) # 0 este echivalentd cu u,, # 0. O

Observatia 6.1.4.1. Din demonstratie reiese un calcul foarte simplu pentru det(A). Intr-
adevar daca am facut descompunerea LU pentru matricea A, atunci se cunosc elementele

matricii U de pe diagonala principald si avem det(A) = uyq - ugg - ...« Upp.

Mentionam ca descompunerea LU are loc si intr-un caz mai general, cand se cere
numai ca matricea A sa fie inversabila. Tntr—adevﬁr, det(A) = D, = ujiugy ... Upy # 0
implicd u; # 0 pentru orice i = 1,n. In general cand efectuiim descompunerea LU se
poate intampla, ca vom fi nevoiti sa schimbam intre ele doua linii sau doua coloane ale

matricii A pentru a avea u;; # 0.

Program factorizare LU

Datele de intrare: n; A;
Pentru k = 1,n executa: ly, = 1;

Pentru k£ = 1, n executa:
k—1

Ukl = Okl — Z Uy * wjns
j=1
(se obtine prin inmultirea liniei £ din L cu coloana k din U)

pentru ¢ = k 4 1, n executa:

k-1
lig, == (aik =) i Ujk) [tk

j=1
(se obtine prin inmultirea liniei ¢ din L cu coloana k din U);

k—1
Uk; 7= Qg — E Lj * wji;
=1
(se obtine prin inmultirea liniei & din L cu coloana i din U);

Tipareste L si U.

Dac4 se cere si se rezolve sistemul liniar A-z = b cu metoda LU atunci avem urmatorul

program:

Program 2 LU

Datele de intrare: n; A; b;
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Aplica subrutina program factorizare LU

Aplica subrutina matrice inferior triunghiulara
(conform §6.1.1.3 pentru sistemul Ly = b);

Aplica subrutina matrice superior triunghiulara
(conform §6.1.1.2 pentru sistemul Uz = y);

Tipareste x.

6.1.4.2 Metoda descompunerii LL” (Cholesky)

Prin descompunerea LLT a unei matrici A = (a;;) vom intelege aceea descom-

i,j=1n

de L est trice inferior triunghiulara, iar L7 i at -
punere, unde L este o matrice inferior triunghiulara, iar inseamna transpunerea ma
tricii L, adica L' va fi o matrice superior triunghiulara. Pentru a enunta si a demonstra o
teorema referitoare la existenta si unicitatea descompunerii LLT avem nevoie in prealabil

de cateva notiuni asupra matricii A :

Definitia 6.1.4.1. O matrice A se numeste simetricd, dacd a;; = aj; pentru orice i,j =

1,n, adica elementele situate simetric fatd de diagonala principald a matricii A sunt egale.

Definitia 6.1.4.2. O matrice A se numeste pozitiv definitd daci x* Az > 0 pentru orice

X

o)
r = . € Rn\{an},

Tn

unde 7 inseamnd transpusa vectorului coloand x. Prin urmare, dacd se efectueazd in-
multirile in expresia a7 Az se obtine cd matricea A este pozitiv definitd, dacd forma pd-
n
tratica corespunzatoare verifica E a;;x;x; > 0 pentru orice x; € R cu 1= 1,n, si nu tols
,j=1
x; fiind deodata egali cu zero.

Aici mentionam teorema lui Sylvester: o matrice A este pozitiv definita daca si numai

o . v ai; a2
daca toti minorii principali sunt pozitivi: Dy = |aq1| > 0, Dy = >0, D3 =

Q21 Q22
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11 a2 ... Qip
11 Aiz2 ais

Q21 Q22 ... QAg2p
agy Gy gz | >0,..., Dy = = det(A) > 0.
a3; Aazz2 33

Ap1 Ap2 ... Qpp

Teorema 6.1.4.2. (Cholesky) Daca matricea A este simetrica §i pozitiv definitd atunci

ewistd factorizarea LLT pentru A si aceastd descompunere este unicd.

DEMONSTRATIE. Demonstratia vom face folosind metoda inductiei matematice. Pen-
trun =1avem A =L L7 adicd a1y = l1; - l11 = ;. Dar Dy = |ay;| = a;; > 0, deci
exista un singur numar real i pozitiv [; pentru care l;; = /a;;. Observam ca pentru
a asigura unicitatea descompunerii luam radicalul aritmetic, care la orice numar real si
pozitiv atribuie tot un numar real gi pozitiv. Presupunem cd pentru matricea A = A,,_4
de ordinul n — 1, simetrica si pozitiv definita are loc descompunerea LLT, adica exista
Fie

o matrice inferior triunghiulara L, ; de ordinul n — 1 astfel ca A, = L,y - LT ,.

acum A = A, o matrice de ordinul n simetrica si pozitiv definita:

11 N (5 . | a1n

21 ce. Q2p-1 a2 n
A, =

ap-1,1 --- Gp-1n—-1 OQn—1n

an,l <. an,n—l an,n

Matricea A, o taiem in blocuri de matrici separand ultima linie si ultima coloana a

an cee G1p—1
Anfl a az1 cee G2p-1
matricii 4, : A, = — ), unde A, = ’ , lar
T
a/ a/nn .. .. ..
an—-1,1 --- Gp-1n-1
@1,n
a2,n .. . o o ..
a = . Aici mentionam ca, deoarece conform presupunerii A, este o ma-
an—l,n

trice simetrica, rezultd ca A,_; va fi tot o matrice simetricd, iar pe ultima linie a lui

T

A, putem pune a’, care inseamni transpunerea matricii coloand a € R"™! intr-o ma-
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I
L . ' T2 . .

trice linie. Fie z = 0 € R”, unde 2’ = ' € R™ " este un vector arbitrar.
Tn—1

Conform presupunerii A,, este o matrice pozitiv definita, deci 7 Az > 0 pentru orice

, A, 1| a x’
x € R\ {fgn} adica (27| 0) nTl — |- (6) > 0 pentru orice ' € R" 1\ {fgn-1}.
al | an,

Facand inmultirea matriciala, care se reduce la inmultirea matriciala cu blocuri de ma-
trici compatibile din punct de vedere al dimensiunilor, se obtine c& =7 - A,_1 -2/ > 0
pentru orice 2’ € R" 1\ {fgn-1}. Prin urmare A,_; este o matrice pozitiv definitd. Ast-
fel ajungem la urméatoarea concluzie: dacd matricea A, este simetrica si pozitiv definita
rezulta ca A,_1 este tot o matrice simetrica si pozitiv definitd. Prin urmare conform
presupunerii inductive pentru matricea A,_; putem aplica descompunerea LLT, adica
exista o matrice L,_1, de ordinul n — 1, inferior triunghiulara, cu elemente numere reale

astfel ca A,_1 = L,_1 - LZ_I. Pornind de la matricea L,_; astfel obtinuta construim o

LTL— 1 HRnf 1
lnn ’
l2n

IT
0
unde Ogn-1 = - e R = _ € R™ ! deci IT = (lyy, lop .. ln_1,), iar

matrice L,, de ordinul n, inferior triunghiulara, in felul urmator: L, = (

0 lln

0 ln—l n
lnn € R. Elementele 1y, loy,, . .., ln—1 1, lnn, deocamdata sunt necunoscute si urmeaza sa le
determinam din conditia L, - LT = A, :

Ln—l eRn—l L£_1 [ — A = An—l a
lT lnn 0%;”71 lnn B " a’T Ann '
Efectuand inmultirea cu blocurile de matrici compatibile rezulta:
Ln—l ' Lg_l Lnfl -1 o Anfl a
T +2, )\ al |aw /)’

T.]T
m-L,

r li 1 fi
~_1, egalitate care are loc contorm

Prin identificarea blocurilor rezultd ca: A,y = L,,—1-L
presupunerii pasului inductiv, L, ; - [ = a, care este un sistem inferior triunghiular si
se rezolva conform §6.1.1.3 (det(A,—1) > 0 implica det(L,—1) > 0). Deci determinam

T nu este altceva decat transpunerea sistemului L,,_1 -] =

elementele lui [. Insa I7- LT | = a
a. Ne rdméne determinarea lui l,, € R. Din egalitatea A, = L,LT rezulta det(4,) =

det(L,LY) = det(L,) - det(LY) = det(L,) - det(L,) = [det(L,)]*>. Daci determinantul
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matricii L,, dezvoltdm dupa ultima coloand avem: det(L,) = det(L,_1) - l,,. Prin urmare
det(A,) = [det(L,_1))? - 12,. Insi matricea A, este pozitiv definitd, deci teorema lui

Sylvester ne asigura ca det(A,,) > 0, deci exista [, € R numar real pozitiv astfel incat

det(A,) \/det(A,) -0

lnn = - )
’ det(Ln_1)| det(Ln_l)

caci det(L,—1) > 0. Observam ca daca elementele [;;, pentru i = 1,n — 1 se fixeaza prin

l;; > 0 atunci si elementul [,,,, > 0.

Observatia 6.1.4.2. Dacd pentru o matrice A simetricd si pozitiv definita am efec-
tuat descompunerea LLT atunci determinantul matricii A se calculeazd foarte simplu:
det(A) = det(L - LT) = det(L) - det(LT) = det(L) - det(L) = [det(L)]* = (11 laa ... lwn)?,

unde l; > 0 sunt elementele strict pozitive de pe diagonala principald a lui L.

Program factorizare LL”

Datele de intrare: n; A; (conform presupunerii A este o matrice simetrica si pozitiv
definita)
Pentru ¢ = 1, n executé: )
i1 3
L[i,i] := (A[z',z'] - Z(L[i,j])2>
(unde linia ¢ élzrll matricea L se imulteste cu coloana %
din matricea LT, care este identica cu linia ¢ din matricea L)
Pentru k = i + 1, n executa
Llkyi) := (Alk,i) = S237) Llk, ]+ L)) /Ll )
(unde linia & din matricea L se inmulteste cu coloana i din matricea
LT, care este identic cu linia i din matricea L);

Tipareste L.

Daca avem de rezolvat numeric un sistem liniar de forma A - x = b, unde A este o

matrice simetrica gi pozitiv definita atunci avem urmatorul program:
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Program 2 LL"

Datele de intrare: n; A; b;

Aplica subrutina program factorizare LL;

Aplica subrutina matrice inferior triunghiulara (conform §6.1.1.3) pentru sistemul
Ly = b,

Aplicd subrutina matrice superior triunghiulard (conform §6.1.1.2) pentru sistemul
LT =y;

Tipareste x.

6.1.4.3 Metoda descompunerii QR (Householder)

Pentru a formula problema matematici a descompunerii QR, in prealabil trebuie
sa fixam niste notiuni. Reamintim cd o matrice R se numeste superior triunghiulara,
daca toate elementele matricii R aflate sub diagonala principald sunt egale cu zero (vezi

§6.1.1.3).

Definitia 6.1.4.3. O matrice Q se numeste matrice ortogonald, dacd QT - Q = D, unde
QT inseamnd matricea transpusd obtinutd din matricea @, iar D este o matrice diagonald

mversabild.

Prin urmare, daca @ = (qi;); j—15, atunci conditia QTQ = D inseamna ci liniile lui
QT se inmultesc cu coloanele lui @, adicd coloanele lui @ se inmultesc cu coloanele lui
Q. Daca alegem doua coloane diferite ale lui ) produsul lor scalar trebuie sa fie zero, iar
daca alegem aceeasi coloana produsul scalar al coloanei respective cu ea insasi trebuie sa

fie diferit de zero:

n 0, daca j # k,
Z Qij * Qik =
i=1

d]’j # 0, daca k = j

Un exemplu simplu de matrice ortogonala pentru n = 2 este matricea

cosa —sina

O
Il

sin o CcoS o
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cu a € R, iar in cazul n > 3 putem alege de exemplu

cosa —sino 0

sin o COS &

0 1

unde apar n — 2 bucati de 1 pe diagonala principala.
Prin descompunerea Q)R a matricii A vom intelege determinarea unei matrici ortogo-
nale () si determinarea unei matrici superior triunghiulare R, avand un gir de numere

reale unu pe diagonala principala, astfel ca sa aiba loc egalitatea: A = (@ - R.

Teorema 6.1.4.3. Daca matricea A este nesingulara (det(A) # 0) atunci existd in mod

unic descompunerea QR a matricii A.

DEMONSTRATIE. Fie A = (ay;); j—1 = (a1 a2 ... a,), unde cu a; am notat coloana i

a matricii A pentrui =1,n, Q = (¢ij)i j=tm = (@1 @2 - - qn), unde cu ¢; am notat coloana
1 79 7113 ... T

i a matricii Q pentru i = 1, n, iar R = 0 L T» - T , unde r;; € R pentru
0 0 0 1

n>j>1i>1. Am fixat r; = 1 pentru orice i = 1,n. Are loc egalitatea: A = QR, adica

1 T2 Ti3 ... T1n

0 1 T23 Ton
(a1 a9 ... ap)=(q1 @2 ... qu) -

0 0 0 1

La primul pas toate liniile lui () se inmultesc cu prima coloani a lui R si se obtine prima
coloana a lui A : ¢ - 1 = a4, adicd ¢; = ay. Deoarece det(A) # 0 rezulta ca a; # Ogn, deci
q1 # Orn. La pasul doi toate liniile lui ) se inmultesc cu a doua coloand a lui R si se obtine
a doua coloand din A : ¢; - 112 + @2 - 1 = ao, adica r12¢1 + @2 = ao. In aceasti egalitate
avem doud necunoscute: numarul real ri5 si coloana ¢o. Considerand pe R™ produsul
scalar euclidian obignuit vom impune conditia (g,¢;) = 0 ca sd formam matricea @) ca

pe o matrice ortogonala. Observam ca pentru determinarea pe rand a coloanelor matricii
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@ vom folosi o metoda generala Gram-Schmidt. Cum ¢ = as — 7r12¢; din conditia de

ortogonalitate (g2, 1) = 0 rezultd (as — r12q1,q1) = 0, adica (ag, ¢1) — r12(q1,q1) = 0, deci

a2, g1 . .. . ..
19 = . . Deoarece ¢; # Orn avem asigurata existenta elementului r15. Stiind pe 71
[l ]l? ’
a1

il inlocuim in egalitatea go = as — r12¢1 $i obtinem pe go. Mentionam ca ¢y # Ogn, cici in

caz contrar avem ¢o = Orn = ao — r12¢1, adica as = r12q; = 11201, deci a doua coloana a
matricii A se obtine din prima coloand a matricii A printr-o inmultire cu un factor real,
deci det(A) = 0, ceea ce inseamna o contradictie.

La pasul trei liniile lui ) se inmultesc cu a treia coloana a lui R, deci avem: ¢ - 713 +
G2 123+ q3- 1 = as, deci q3 = a3 — r13q1 — r23q2- Impunem conditia de ortogonalitate a lui
g3 cu gy sicuqs: (q3,q1) =0si(g3,q2) =0, deci avem: (az — r13q1 — r23¢2, q1) = 0, adica
(a3, q1) — r13(q1, q1) — r23(g2, q1) = 0, deci (a3, ¢1) — r13(q1, ¢1) = 0, prin urmare:

. (as,q1) _ (as, q1)
T3 = = 5
(a,q1) ]

Analog avem sirul de relatii echivalente:

(g3,q2) = 0 & (a3 — r3q1 — r23q2, @2) = 0 <

& (a3, q2) —1m13(q1, ¢2) — r23(q2, ¢2) = 0 &
(a3,Q2) _ (a3,Q2)
(92,612) HQ@HZ

Cum q; # Og» si g # Ogn avem asigurata existenta elementelor 13 si ro3. Stiind pe 713 si

& (as,q2) —123(q2,q2) = 0 & o3 =

93 avemm

(a3> Q1) (as, 92)
_ Sqp —

gl g2

In mod analog aratam ca q3 # Ogrn, fiindca in caz contrar, daca g3 = Ogn avem a3z =

g3 = as * g2

T13 - ¢1 + T23G2, de unde deducem cé az depinde liniar de a; §i ag, adica det(A) = 0, ceea
ce inseamna o contradictie.

In general liniile lui @ se inmultesc cu coloana k din matricea R: ay = q1 - 1 + Go -
Tok +++ Que1 - Tk + Qe - 1, adicd ap = rigqr + Torq2 + -+ Teo1k - @1 T Qe De aici:
Gk = Qg — T1xq1 — T2kG2 — -+ — Tk—1,k - Qk—1 $i impunem conditiile de ortogonalitate asupra

lui @ : (gx, q;) = 0 pentru orice j =1,k — 1. Prin urmare:

(ar — Tikqr — Torq2 — -+ — Th—1k * Qh-1,q;) = 0 &

& (ar, q5) — rwlqr, ¢;) — ran(qe, ¢5) — - — (@5, @) — - - — Th—1.k(Q-1,¢5) =0 &
(sz,q]‘)
[Als

S (ak, q5) — i g lIP =0 & rj =
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pentru fiecare j = 1,k — 1. In final

(ar, 1) (ax, g2) (ar, gr—1)

q1 — - q el —
a2 ™ el ™ T E

Gk = ar — “Qk—1-

Program factorizare QR

Datele de intrare: n; A;
q1 ‘= ag;
Pentru k := 2, n executd
Pentru j := 1,k — 1 executa
- (ak7 QJ) .
’ ) ||1qj||2 ’
4k = af — ijl Tjkd5;

Tipareste R si Q;

Daca se pune problema rezolvarii numerice a sistemului de ecuatii liniare A -z = b

b1
. ) . ba
folosind metoda descompunerii QR, unde A = (a;); ;75 $1 b = _ € R™ sunt date,
bn
a1
L2 . .
xr = _ € R" fiind necunoscuta, atunci procedam in felul urmator: Axr = b <
Ip

QRr = b < QTQRx = QTb & DRx = Qb & D 'DRx = D'QTb & Rz = D~1Q7b.
Prin urmare rezolvarea sistemului Ax = b este echivalent cu rezolvarea sistemului superior

triunghiular Rz = D=1QTb. (vezi paragraful §6.1.1.2).

Program 2 QR

Datele de intrare: n; A; b

Aplica subrutina program factorizare Q) R;

Aplica subrutina matrice superior triunghiulara (conform §6.1.1.2) pentru sistemul:
Rz =D=1.Q7 - b;

Tipareste x.
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6.1.4.4 Sisteme de ecuatii liniare cu matrice tridiagonala

Definitia 6.1.4.4. Printr-o matrice tridiagonald intelegem o matrice care are elemente
nenule pe diagonala principald si pe cele doud codiagonale imediat vecine acesteia. Prin

urmare avem o matrice tridiagonald, daca are urmatoarea forma:

by
a9 b2 (&) 0
A: a; bz C;
0
Ap—1 bn—l Cp—1

an, by,
Vrem s aplicim pentru o matrice tridiagonald A metoda descompunerii LU (vezi
paragraful §6.1.4.1) numai cd in acest caz pe diagonala matricii superior triunghiulare U

vom fixa un sir de unu. Alegem:

1 S1

t

1 S9
P2 to 0

0
L = si U= 1 s
Di tz

0

0 1 Sn—1

Pn tn

si din egalitatea A = L - U prin identificarea elementelor corespunzitoare vom obtine:

Pentru prima linie din L avem:
1. daca se inmulteste prima linie din L cu prima coloana din U atunci: ¢; - 1 = by;
2. daca se inmulteste prima linie din L cu a doua coloana din U atunci: t1-s1+0-1 = ¢q;
Pentru liniile i = 2,n — 1 din L avem:

coloanele 7 —1 ¢

L=|10 ... 0p t 0 ... 0 linia ¢
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coloanele i —1 ¢ 1+ 1
liniile
1 Si—1 .

71— 1

U= 1 S; .

)

1 S;

o it1

3. daca se inmulteste linia ¢ din L cu coloana ¢ — 1 din U atunci: p; - 1+ 1¢; - 0 = a;;
4. daca se inmulteste linia ¢ din L cu coloana ¢ din U atunci: p; - s,_1 +t; - 1 = b;;

5. daca se inmulteste linia ¢ din L cu coloana ¢ + 1 din U atunci: p; - 0+ ¢t; - s; = ¢;;

Pentru ultima linie din L avem:

6. daca se inmulteste ultima linie a lui L cu penultima coloana a lui U atunci: p, -1+

tn'ozan;

7. daca se inmulteste ultima linie a lui L cu ultima coloana a lui U atunci: p, - s,_1 +

tp -1 =0y

Prin urmare rezulta egalitatile:
t1 = by; t1 - 81 =cy;
pentru i = 2,n — 1 avem p; = a;;
Ppisi—1+ti = by
tis; = Ci;
Pn = Gn;
Dn - Sn—1 +tn = by.
Astfel deducem urmatoarele formule pentru calculul elementelor necunoscute ale matri-

_ c
cilor L i U : Pentru ¢ = 2,n avem p; := a;. Mai departe t; := by si s1 = t_l’ daca
1

t;1 # 0. Pentru i = 2,;n—1 avem t; := b; — p;s;_1 §1 8 = %, daca t; # 0. In final:
tn = bp — Pn - Sp—1-
Teorema 6.1.4.4. Dacd matricea tridiagonald A este nesingularda (det(A) # 0), atunci

exista descompunerea particulara LU de mai sus.
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DEMONSTRATIE. Din egalitatea: det(A) = det(L - U) = det(L) - det(U) = ty - to -
cooity 11 1=ty -ty ... - L, avem det(A) # 0 dacd si numai dacd ¢; # 0 pentru

orice ¢ = 1,n. Dar aceste conditii ne asigura existenta formulelor pentru calculul lui s;,

(si:ﬁ,z=1,n—1).
t;

Program matrice tridiagonala

Datele de intrare: A, adica a; pentru i = 2, n;
b; pentru i = 1, n;
c; pentruz=1,n—1;

Pentru ¢ = 2, n executi: p; = a;;
C1 .

Ev

Pentru ¢ = 2,n — 1 executa

tl = bl, S1 =

t; = b; — pisi—1;

tn :=by — Pn - Sn_1;

Tipareste: L si U (adica p; pentru i = 2, n;
t; pentru i = 1, n;
s; pentru i = 1,n — 1).

In continuare vrem sa rezolvam sistemul liniar Az = d, unde A este o matrice tridiago-

d;
. do L
nala de ordinul n cu det(A) # 0, d = ' € R"™ este vectorul dat al termenului liber
d,
I
. L2 . . .
lar x = _ € R"™ este coloana necunoscutelor. Rezolvarea numerica a sistemului
Tp

A - x = d vom face prin metoda descompunerii particulare LU a matricii tridiagonale A.
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Ly=d
Prin urmare: A -z =d & LUz =d &
Ur=y
ty (%1
P2 1o 0 Y2
pi Yi
0 )
deci
.
iy = dy
pay1 + tays = do
Pili—1 + iy = d;
\pnyn—l + tnyn - dn
d o dy o dao—payn di—pYi1
eunde: y; = —; Yo = ——————; .Y = ———— ...
tl tQ tz

1. .
Y1 = . si pentru ¢ = 2, n avem:
1

o di — piYi—1
Y; —ti .
Consideram sistemul: Ux = y, adica
1 S1
T
1 S9
T2
0
1 S;
L
0
1 Sn—1
Tn

6. Sisteme de ecuatii liniare

dy
da

. Avem de rezolvat Ly = d, adica

dn - PnYn— .
ﬁ, adica:
128
6.1)
U1
Y2
Yi
Yn
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deci:

adica:

c X1+ S1%2 = Y1

" To + S2T3 = UYo

CTp STt = Vi

1. Tp—1+ Sp—1 " Ty = Yn—1

1'$n:yn7

Tn = Yn

Tp1+ Sp—1"Tpn = Yn—1

i+ SiTiv1 = Yi

To + S2T3 = 1Yo

([ T1 + 8172 = Y1,

care are solutia, conform unui sistem inferior triunghiular:

(
Tn = Yn

Tn—-1 = Yn—1 — Sn—1"Tn

Ti =Yi — Si* Tit1

To = Yo — S23

(L1 = Y1 — S1T2;,

deci: z, =y, i pentru i = n — 1,1 avem formulele

Li=Yi— S Tit1-

79

(6.2)

Combinand metoda descrisa la Program matrice tridiagonala cu formulele (6.1) si (6.2)

obtinem:
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Program 2 matrice tridiagonala

Datele de intrare: A, adica a; pentru i = 2, n;
b; pentru i = 1,n;
c; pentrut =1,n — 1;

si d, adica d; pentru i = 1,n.
C1 dy
t:=0by; 81 1= —; Yy = —;
1 1; S1 t Y1 n
Pentru 7 = 2,n — 1 executa:

ti = b; — a;8;-1;
Ci
S; 1= —;
t;’
yi = i — AilYi—1
v - -,
t; ’
—} . L dn — Qp - Yn—1
tp =by, —an - Sp_1; Tp ' = ————
- tn
Pentru ¢+ =n — 1,1 executa:

Ti = Yi — Si* Tiy1.

Tipareste: z, adica z; pentru ¢ = 1, n.

6.2 Norme vectoriale si matriciale

6. Sisteme de ecuatii liniare

Consideram spatiul R" si orice norma definita pe acest spatiu o vom denumi norma

vectoriala. Sa reamintim axiomele normei: norma | - || : R® — R este o functie care

verifica axiomele:

L. ||z +y| < ||l=|| + ||ly|]| pentru orice z,y € R™;

2. |laz|| = |a| - [|z|| pentru orice « € R™ i orice x € R™;

3. ||z]| > 0 pentru orice z € R" i ||z|| = 0 daca si numai daca x = Ogn.

In continuare dam exemple de norme vectoriale:

1. norma euclidiana: ||z|l2 = /> 1, 23, unde z = (21,22, ...,1,) € R
2. norma maximum: ||z« = max{|z;| | i = 1,n}, unde z = (21, 73,...,x,) € R

3. norma octaedrica: ||zf|; = >, |z;], unde x = (x1, 29, ..., 2,) € R"™
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Lasam pe seama cititorului sa verifice axiomele normei pentru aceste norme particulare. O

n 1/p
generalizare naturala a acestor norme ar fi norma data de formula: ||z||, = (Z |z [P ) :
i=1
unde p € [1, +0o0] este un numadr real fixat sau simbolul +o00, iar z = (z1, 22, ..., z,) € R™

In cazul p = +o00 dam urmaétoarea interpretare:

n 1/17

|z]|eo = lim E |z;|P = max{|z;| /i =1,n}.
p—Foo

i=1
Mentionam faptul cd pe spatiul R™ oricare doua norme vectoriale sunt compatibile, adica
oricare ar fi o norma vectorialda || - || pe R" exista constantele c¢i,co > 0 astfel incat
cr - |zl < J|z]| < e2 - ||z||2 pentru orice z € R™.

Consideram spatiul linear al matricelor cu elemente numere reale avand m linii si n

coloane, notat cu M., x,(R).

O norma, ||-|| : Myxn(R) — R definita pe spatiul linear M,,,,(R) o vom numi norma

matriciala, si se defineste cu aceleasi axiome:
1. ||JA+ BJ| < ||A|| + || B|| pentru orice A, B € M ,«n(R);
2. ||aA|l = |a| - ||A|| pentru orice o € R i orice A € M5n(R);
3. [JA|| > 0 pentru orice A € M,,xn(R) si [|A|| = 0 dacd si numai dacd A = O,
unde cu O,,x, am notat matricea nula cu m linii si n coloane.
Un exemplu de norma matriciala ar fi:

ZZ a;;, unde A = (aw)

i=1 j=1 1

1Al = m € Mo (R).

5

Lasam pe seama cititorului sa verifice axiomele normei pentru acest exemplu.

Daca m = n atunci avem matricile patratice de ordinul n cu elemente reale, notate
simplu cu M, (R) in loc de M5, (R). In acest caz mai addugdm gi urméatoarea

axioma la axiomele normei matriciale:

4. ||A- B|| < ||A]l - | B|| pentru orice A, B € M,(R).

Lasam pe seama cititorului sa verifice valabilitatea acestei axiome pentru norma

matriciala

IA[l =

Z a3;, unde A = (ay); ;-

1,j=1



82 6. Sisteme de ecuatii liniare

Definitia 6.2.1. O norma matriciald pe spatiul linear M,,(R) se numeste compatibild cu
o norma vectoriald pe spatiul R"™ daca are loc inegalitatea | A - x| < || Al - ||z|| pentru orice

matrice A € M, (R) si orice vector x € R™.

Lasam pe seama cititorului sa verifice ca norma matriciala [|A[ = />°7,_, af;, unde
A = (aij); j=tmn € Mu(R), este compatibild cu norma vectoriala euclidiana ||z, =

\/m, unde = = (z1,x2,...,2,) € R™

Mentionadm faptul ca inegalitatea ||A-z|| < ||A]|-||z|| exprima continuitatea aplicatiilor
lineare definite pe spatiul R™ reprezentate prin matricile A.

Dintre toate normele matriciale compatibile cu o norma vectoriala sa alegem pe cea

mai mica, data de formula

JAz] _

zern ||
T R

(AT

Se poate arata ca, astfel intr-adevar se defineste o norma, ceea ce se verifica la un curs de

analizd matematica. Tot acolo se demonstreaza ca:

Al = sup {% Iy ew} — sup{[[Aal| / lle] < 1}.

Aceastd norma matriciald vom denumi norma matriciald subordonata normei vectoriale.

In continuare prezentam normele matriciale subordonate diferitelor norme vectoriale:

1. pentru norma vectoriala euclidiand avem norma matriciala subordonata data de
formula: ||A]|2 = v/A1, unde \; este cea mai mare valoare proprie a matricii A*A,
unde A* este matricea adjunctd a matricii A. Mentionam ca toate valorile proprii
ale lui A* A sunt pozitive, iar matricea adjuncta A* se obtine din matricea A printr-o

transpunere in cazul real.

2. pentru norma vectoriala maximum avem norma matriciala linie data de formula:
n
I Alloe = max ) lag].
i=1

3. pentru norma vectoriald octaedrica avem norma matriciala coloana data de formula:

n
1Al = max ) Jas].
J -
=1
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6.3 Perturbatii

Fie dat sistemul liniar sub forma matriciald A -z = b, unde A = (a;;); ;—15; € Mn(R),
= (x1,29,...,2,)7 €R" b= (by,by,...,b,)T € R™. Presupunem ci avem un sistem de
tip Cramer cu det A # 0. Totodata presupunem ca datele de intrare: elementele matricii
A si elementele termenului liber b suferd mici perturbatii, si am astepta ca si la datele de
iegire x si obtinem perturbatii de acelasi ordin. Insd acest lucru nu se adevereste, si ne
vom exprima sub forma: sistemul liniar este instabil din punct de vedere numeric, daca

numarul de conditionare H(A) = ||A|| - [|[A7!|| este "mare", de ordinul 10°,10°, . ...

1. la acest subpunct presupunem ca termenul liber b sufera mici perturbatii, iar ma-
tricea A raméane neschimbata. Variatia termenului liber b, notata cu 6b, induce
o variatie a solutiei x, notatd cu dx: A - (z + dx) = b+ 0b, de unde rezulta
Ax + Adx = b + 6b, deci A - dz = 0b, adicd, éx = A~! . Jb. Prin urmare:
8] = A1 b)) < |4~ - ||6b]. Asadar

loxll _ Al Nzl _ AL 1A~

= < - [[ob]]-
el ALl = AL )
Insé | Al - [lo]| > | A 2] = []bl], deci
6zl _ Al 1A~ 1y llobll 150l
< - [[obll = (1Al - 1A= - =H(A) - T
] 1] 15 1]

Prin urmare daca numérul de conditionare este "mic" de ordinul 107!, 10°, 10%,
atunci o perturbatie mica a termenului liber 0b, va implica conform inegalitatii

anterioare o perturbatie mica a solutiei dx.

Insi, dacd numarul de conditionare H(A) = ||A|| - ||[A~"|| este mare, de ordinul
105,106, ..., atunci se poate intAmpla ca la o variatie mica a termenului liber db, de
exemplu de ordinul 1072, s& obtinem o variatie a solutiei 6z de ordinul 1072 - 10° =
103. Prin urmare, dacid numarul de conditionare este "mic" atunci sistemul liniar
este stabil din punct de vedere numeric, iar daca numarul de conditionare este

"mare", atunci sistemul liniar poate sa fie instabil din punct de vedere numeric.

2. la acest subpunct presupunem ca elementele matricii A suferd mici perturbatii,

notate cu dA, iar termenul liber b rdméane neschimbat. Obtinem o perturbatie a



84 6. Sisteme de ecuatii liniare

solutiei x notata cu dz : (A+0A)(x+0x) = b, adicda A-x+5A-x+A-0x+0A-dx =D,
deci A -6z = —6A(x + dz). Prin urmare: dz = —A~1-0A - (z + dz) de unde:

llox|| = | — A1 .6A . (x +dz)|| = ||A_1 c0A - (z+ 0x)|| <
< AT - 16A]] - | + o
adica
[0z || O O [0A]l [6Al
T < AT SA = [AT AN 5 = HA) -
|z + ozl Al |A]

Se observa ca si la acest subpunct putem trage aceleagi concluzii ca la subpunctul
anterior, gi anume: dacd numéarul de conditionare H(A) este "mic", atunci sistemul este
stabil din punct de vedere numeric, iar daca numarul de conditionare este "mare", atunci

sistemul liniar devine instabil din punct de vedere numeric.

6.4 Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor

liniare

6.4.1 Metoda lui Jacobi

Se considera sistemul linear sub forma matricialda A -z = b, unde A = (aij); j—17,

= (11,29,...,2,)" §10=(by,by,...,b,)". Forma algebrici a sistemului linear este:

(
1171 + @192 + -+ + a1,T, = by

9121 + A99%o + - - - + GopT, = by

\anlzl + ApoTo + -+ App Ty = bn

Daca presupunem ca a; # 0 pentru orice ¢ = 1,n, atunci sistemul linear se poate pune
sub forma echivalenta, denumita forma iterativa, in felul urmator: din prima ecuatie se

scoate necunoscuta z, din a doua necunoscuta x», ..., din ultima ecuatie necunoscuta
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Zn, Si se obtine:

.
—Q12T2 — Q1373 — *** — A1pnTn by
1 = + —
a11 ai
—A21T1 — A23T3 — *** — Uapdp by
To = + =
22 22
—Qp1T1 — Ap2Ty — *++ — Qpp—1Tp—1 bn
Ty = +
\ ann ann

Transcriem sistemul iterativ sub forma matriciala:

0 o O b
a1 i a11
X X
T ao1 0 A2n 1) . by
22 22 99
x i x :
" _Gm G 0 " b
Qnp, QAnp, Ann
Introducem notatiile:
0 _ a2 _Qin by
a11 11 a1
X1
T as1 Q2n ) b
Tr = 7BJ: — O — §1 CJ: —_—
: 22 22 922
. :
Qpn Ann A

Astfel sistemul initial apare sub forma matriciala iterativa echivalenta: x = By - x + ¢;.

Alegem un punct initial de pornire 2° = (2%, 29,...,2%) € R" si incepem sa iteram sirul
(%) geny C R™ in felul urmator:
1 2 1 1
=By 2+, 2=By-at+cey, . 2T =B b ey,

Iteratia "1 = B;2% + ¢; scrisa pe larg inseamna.:
n

E k
— aijxj

Jj=1
k+1 _  J# bi
A A
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ceea ce este echivalent cu
i—1

n
§ : k k+1 E : k __
aijxj + Qi3 T + CLijl’j = bz

j=1 j=i+1
pentru orice i = 1, n. Astfel putem determina matricile B si c¢; in functie de datele initiale:
matricile A si b. Intr-adevir, fie A = L+D+U descompunerea matricii A in matricea strict
inferior triunghiulard L, matricea diagonala D si matricea strict superior triunghiulara
U. Mentionam ca matricile L, D, U sunt matrici patratice de ordinul n, unde elementele
nealese din matricea A sunt egale cu zero. Prin urmare: L - 2% + D - 2%t 4 U - 2F = b,
adica: z**t = —DY(L + U) - 2% + Db, ceea ce inseamna ca By = —D YL + U) si
¢y = D7'b. Deoarece conform presupunerii a; # 0 pentru orice i = 1,n rezulti ca exista
matricea inversd D', cici det(D) =[]\, ai; # 0.

Mentiondm urméatorul rezultat referitor la convergenta sirului (z*)ren ca o conditie

suficienta:
n
Propozitia 6.4.1. Daca matricea A este dominant diagonald, adicd |a;;| > E |la;;| pen-
i=1
J#
. . = . . . . k n .
tru orice i = 1,n, atunci girul iterativ (x%)gey C R™ generat mai sus va fi convergent

pentru orice punct initial de pornire 2° € R™.

DEMONSTRATIE.  Sa alegem pe R" norma vectoriald maximum: |z], =
max{|z;| /i = 1,n} si norma matriciala subordonata, numitd norma linie, data de
formula ||By|le = max E |bij|, unde B = (bi); j—15- Pentru orice i = 1,n conditia

iy - R .
la| > E la;;| este echivalenta cu g ——| < 1, adica suma elementelor in modul in
=1 =1 Qg
LA A :
linia 7 din matricea B este strict mai mica decit unu. Prin urmare
Qij
|1BJ|loo = max g |b;j| = max ——| <L
1<Z<7”L i
J#Z J#Z

Astfel, daca notdm cu @ : R — R", &(z) = Bz + ¢y, functia iterativa prin care generam

sirul iterativ (2%)gen (25! = ®(2%) = Bya* + ¢;), atunci pentru orice z,y € R" avem:

[D(2) = @(W)llee = [[(Bsx + 1) = (Byy + ¢))llse = 1Bz = y)lloo < Billoo - 7 = ylloo-

Aceasta conditie exprima faptul ca ® este o contractie pe R™ avand constanta de

contractie ||By|loc < 1. Suntem gata cu demonstratia teoremei, fiindca este de ajuns sa
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aplicam teorema de punct fix a lui Banach pentru contractia ® pe spatiul metric complet
R™, unde metrica este generata de catre norma vectoriala maximum. q.e.d.

Presupunem ci sirul iterativ (z*)ren C R™ este convergent, si fie limy_ o 2% = 2*.
Trecand la limit& in recurenta 2! = B-2*+c; pentru k — oo obtinem ca z* = Bz 4y,
ceea ce este echivalent cu Az* = b. Prin urmare in acest fel generam un sir iterativ (%) ey
care converge catre solutia sistemului initial A -z = b.

In continuare prezentdm un algoritm pentru metoda lui Jacobi folosind o conditie

practica de oprire:

Program Jacobi

Datele de intrare: n; A; b; e; 22,

Fie y := 2°;

Repeta T =1
y:=By-x+cy;

Pana cand |y — zf| > ;

Tipareste y.

In acest program e inseamni precizia datd dinainte, (¢ = 1072,1073,...), 20 =
(29,29, ...,2%) € R" este punctul initial de pornire, atribuirile y := 2" §i x := y inseamna
atribuiri de matrici coloane termen cu termen. Instructiunea y := B - x + ¢; se refera la

iteratia 2**! = B, - 2% 4 ¢, care se poate scrie pe larg in felul urmitor:
n

bi — aijxj

J=1
. — . i . .
pentru i = 1,n executa: l‘?+1 = —7  Pentru vectorul "vechi" z* folosim

Qi;
vectorul x si pentru vectorul "nou" z*+! folosim vectorul ¥ :
n

i) = ali. j] * [j]
j=1
J#i
ali, ]
gramarii ultima instructiune se poate realiza in felul urmator:

pentru i = 1,n executd: yli] := . Din punct de vedere al pro-

pentru ¢ = 1, n executa:
yli] == 0;
pentru j := 1, n executi:

daca j # i atunci y[i] := y[i] + a[i, j] * x[J]
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yli] = (bli] = yli))/ali, ;
La conditia ||y — z|| > € prima datd se calculeazd intr-o subrutind o anumita norma
vectoriala a vectorului y — x :
Fie s :=0;
Pentru ¢ = 1,n executd: s:= s+ |y[i]| — z[i]|;

si in final in variabila s avem valoarea normei ||y — z||.

6.4.2 Metoda lui Gauss-Seidel

Se considera sistemul linear sub forma matriciala A -z = b, unde A = (ay); j—17,

v = (z1,%9,...,7,)" i b= (by,by,...,b,)T. La fel ca la metoda lui Jacobi si aici vom
transforma sistemul initial A - z = b sub forma iterativa echivalenta: x = B - x + ¢y,
presupunand ci a; # 0 pentru orice i = 1,n. In mod analog alegem la intamplare un
punct de pornire 2° € R, si iteram sirul (z¥)gen intr-un mod diferit de iteratia metodei

lui Jacobi. Ideea lui Seidel consta in urmatoarele: la calculul componentelor vectorului

k ..k k

gl = (T 2k kT pe langd componentele lui 28 = (2%, 25 ... 2%)T vom folosi

componentele noi calculate ale Iui z*+ :

1 n
k+1 __ E k
€Ty = — bl — CLljiL'j
a11 —
7j=2

(

n
1
k+1 k+1 k
Ty =— by —ag 27 — 5 A2;;

a
22 s
Q' (6.3)
1 i—1 n
k1 k41 k
x; T =— b — E Qij -y — E QijT;
Qg — =
Jj=1 Jj=1+1
1 n—1
k+1 _ k+1
ittt =—10b, — E AnjT; .
Ann —1
\ J=
Observam ca in prima egalitate din (6.3) :U]fH depinde de 25, 2%, ..., 2% . In a doua egalitate
din (6.3) #5™ depinde de 25! 2% ... ¥ si daca inlocuim pe 251 folosind prima egalitate
din (6.3) obtinem ca in esentd x5 depinde numai de 2% 2% ... 2*. In mod analog ne

dam seama ca :Ef“ depinde de z¥, 2%, ..., 2% pentru fiecare i = 2,n. Si notdm aceasta
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dependenta sub forma matriciald: 2! = Bagr®+cqg, unde Bgg este o matrice de ordinul
n iar cgg este o matrice coloana cu n elemente. Mentionam ca matricea Bgg si cas se
alege tocmai in asa fel, incat iteratia 2% = Bgga® 4 cqg este echivalenta cu relatiile din
(6.3). In continuare determiniam la concret matricile Bgg si cgs folosind datele initiale:
pe A si pe b. Daca in relatiile (6.3) inmultim pe rand ecuatiile cu ay; # 0 pentru i = 1,n
si ducem toti termenii in membrul stang obtinem urmatoarea forma echivalenta cu (6.3):

n
k+1 2 : k _
a11%y + aljxj = b1

Jj=2

(

n
k+1 k+1 E : k__
2121 + A22T9 + CLQj(Ej = bz
=3

%

E k+1 E
azg + az] - z'

J=1 Jj=i+1

n

E an]xk’—i-l — b

\ j=1

Scriem matricea A sub forma A = L+ D+ U, unde L este parte strict superior inferioara
a matricii A, D este diagonala matricii A iar U este partea strict superior triunghiulara a
matricii A. Mentionam ca matricile L, D si U sunt matrici patratice de ordinul n, ale caror
elemente sunt alese dintre elementele corespunzatoare ale matricii A, iar restul elementelor
fiind completate cu zerouri. Prin urmare relatiile (6.4) apar sub forma echivalentd matri-
ciald in felul urmator: (L+ D) 2" +Ux* = b. Cum det(L+ D) = det(D) = [[;_, ai # 0
obtinem ci exista matricea inversa (L+ D)™, deci 2**! = —(L+D)~1-U-2*+(L+ D)~ b.
Prin urmare avem: Bgg = —(L+ D)™ U si cgs = (L + D)_1 -b. Alegem orice punct de
pornire 2° = (29,29, ...,2%) € R" si iteram sirul (z*)ren conform relatiilor (6.3) care este
echivalent cu iteratia:

1 _ 0 2 _ 1 k+1 __ k
= Bgsx” 4+ cgs, x° = Bgsx™ +cagg, ..., x = Basz" + cgs, - - -

Mentionam fira demonstragie urmitorul rezultat referitor la convergenta sirului (2*)gey

cu o conditie suficienta:

n
Propozitia 6.4.2. Daca matricea A este dominant diagonald, adicd |a;;| > Z |la;;| pen-

j=1
J#i
tru orice i = 1,n, atunci sirul iterativ (x*)ren generat mai sus va fi convergent pentru
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orice punct initial de pornire 2° € R™.

*

Presupunem ci sirul iterativ (z¥)reny C R™ este convergent si fie limy o 2% = z*.

1 = Bggr® + cqg pentru kK — oo obtinem ca z* =

Trecand la limita in recurenta z*
Bgsx™ + cgg, ceea ce este echivalent cu Az* = b. Prin urmare in acest fel generam un sir
. . k o 1 . . 1 . . . lA _ b
iterativ (z")ren care converge catre solutia sistemului initial Az = b.

In continuare prezentam un algoritm pentru metoda lui Gauss-Seidel folosind o

conditie practica de oprire:

Program Gauss-Seidel

Datele de intrare: n; A;b; ; 2°;

Fie y := 2°;

Repeta T =1;

Y := Basx + cgs;

Pana cand |y — z|| > «;

Tipareste .

In acest program & inseamn# precizia dinainte datd, (¢ = 1072,1073,...), 2% =
(29, 29,...,2%) € R" este punctul initial de pornire, atribuirile y := 2" §i x := y inseamna
atribuiri de matrici coloane termen cu termen. Instructiunea y := Bggx + cag se refera la

iteratia 2"t = Bggx® + cqg, care se poate scrie pe larg in felul urmator: pentru i = 1,n

executa:

i—1 n
2 k+1 E k
bi — a,-jxj — &ijxj
k1 . j=1 j=it1

i =

Xz

Qij
Pentru vectorul "vechi" x* folosim vectorul z si pentru vectorul "nou" z**! folosim vec-
torul y :

Pentru ¢ = 1, n executa:

bl = 3 ali.g) v ol — 3 ali ]l
y[Z] = = a[i,i] s

Din punct de vedere al programarii ultima instructiune se poate realiza in felul urmator:

Fie s :=0; s9 :=0;
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Pentru j = 1,7 — 1 executa:
s1:= s1 +ali, j] * y[jl;
Pentru j =i + 1,n executi:
s 1= sz + ali, j] * z[jl;

yli) = (bli] — 51 — 52)/aliy i;
La conditia ||y — x|| > € prima data se calculeaza intr-o subrutind o anumita norma
vectoriala a vectorului y — x :
Fie s :=0;
Pentru i := 1, n executé:
s = s+ |yli] — z[1]];

si in final in variabila s avem valoarea normei ||y — z||.

6.4.3 Teoria generala a metodelor iterative pentru sistemele

liniare

Am vizut ci la metoda iterativa a lui Jacobi (vezi §6.4.1) sirul iterativ (z*)gen, care
converge catre solutia sistemului initial Az = b, este generat de formula de recurenta:

xk—i—

' = Bja* + ¢;. La fel si la metoda iterativd a lui Gauss-Seidel (vezi §6.4.2) sirul
iterativ (z¥)ren convergent citre solutia sistemului initial Az = b este generat de formula
de recurentd 2% = Bgga® + cog. Observam ca atat metoda lui Jacobi cat si metoda lui

Gauss-Seidel genereaza sirul iterativ (2*)ren prin aceeasi formula de recurenta:
" = B .ok (6.5)
unde B este o matrice patrata de ordinul n iar ¢ este o matrice coloana cu n elemente.

Definitia 6.4.1. O metoda iterativa, care duce la formarea unut sir de aprorimatit succe-
siwe de forma (6.5), se numeste stationara (matricile B si ¢ raman constante pe parcursul

iteratiilor).

Astfel atat metoda lui Jacobi cat si metoda lui Gauss-Seidel sunt metode stationare.
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Teorema 6.4.1. Daca norma matricit B, in raport cu o anumita normda matriciala, este
strict mai mica decdt unu, atunci metoda iterativa stationarda (6.5) este convergentda pentru

orice punct initial de pornire ° € R™.

DEMONSTRATIE. Notam cu ® : R" — R", ®(z) = Bz + ¢ functia iterativa care
genereaza sirul iterativ (2%)yey conform (6.5) : 2! = ®(2%) = Ba* + c. Alegem o norma
vectoriala pe R" si astfel spatiul normat R"™ devine un spatiu metric complet. Fie pe
M., (R) o norméa matriciald subordonata sau compatibila cu norma vectoriala data pe R™.

Aratam ca ® este o contractie pe R” :
() — @(y)[| = [(Bz +c) = (By + o)l = |B(xz = y)| < || B]| - [l — yl|

pentru orice x,y € R™. Insd conform presupunerii ||B| < 1. Teorema de punct fix a lui
Banach aplicatd pentru contractia ® ne di ci pentru orice punct de pornire 2° € R”
sirul iterativ (z*)rey este convergent si tinde citre singurul punct fix z* € R™ al lui

O x* = d(2*) = Ba* + c. qed.

Observatia 6.4.1. Deoarece sistemul initial Ax = b se pune sub forma iterativa x =
Bx + ¢ prin transformari echivalente, rezulta ca punctul fix al lut ® este tocmai solutia
ecuatiei initiale, adica sirul iterativ (x%)yen dat prin formula de recurentd x* = & (%)
tinde catre x* € R"™, punctul fix al lui @, care este in acelasi timp si solutia ecuatiei initiale

Ax* =b.

In continuare vrem si prezentam un rezultat mai puternic, prin care dam o conditie
necesard si suficientd ca o metoda stationard si fie convergentd. Insd in prealabil avem
nevoie de nigte cunostinte de algebra liniara. Reamintim ca pentru o matrice patratica
B, de ordinul n, ecuatia caracteristica are forma det(B — AI,) = 0, unde I,, este matricea
unitate de ordinul n. Ecuatia caracteristica este o ecuatie polinomiala de grad n in
variabila A € R. Solutiile ecuatiei caracteristice, adica cele n radacini reale si complexe
ale ecuatiei polinomiale de grad n se numesc valorile proprii ale matricii B. Sa le notam
cu A1, Ag, ..., A,. Prin raza spectrala a matricii B, notata cu r(B) se intelege: r(B) =
max{|)\;| /i = 1,n}, adica raza celui mai mic disc din planul complex, centrat in originea

planului complex gi care contine, acopera toate valorile proprii ale matricii B.

Teorema 6.4.2. Condifia necesara si suficienta ca o metoda stationard sa fie convergenta

este ca raza spectrala a matricit B sa fie strict mai mic decdt unu.
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DEMONSTRATIE. Matricea B putem sa reducem la forma canonica Jordan, adica va
exista o matrice de schimbare a bazei C astfel incat C~'BC = A, unde A este forma
canonica Jordan. Noi in continuare vom da demonstratia intr-un caz particular gi anume
cand forma canonica Jordan A este o matrice diagonala. Se stie din algebra liniara ca
acest caz are loc, cand multiplicitatea algebrica a valorii proprii coincide cu multiplicitatea
geometrica a vectorului propriu corespunzitor valorii proprii. Avem un caz particular
important, cand ecuatia caracteristica are toate radacinile simple. Mentionam ca demon-
stratia teoremei in cazul general, pentru blocurile Jordan se face in mod asemanator. Fie

deci forma lui A egala cu:

unde pe diagonala apar toate valorile proprii ale matricii B cu multiplicitatile cores-
punziatoare. Din C7!BC = A deducem ca B = CAC™!, deci B> = B-B =
(CAC™H(CAC™') = CA2C™! caci C7'C = I,. Mai departe putem arita simplu prin
metoda inductiei matematice ca B¥ = C - A¥ - C~! pentru orice ¥ > 1 numar natu-
ral. Fie 2° € R™ un punct de pornire. Atunci 2! = Ba’ + ¢ si 22 = Bzl + ¢ =
B(Bx’ +¢) +c¢= B?°+ Bc+c= B*°+ (B+1,) c. Cum 2* = Bx? + ¢ rezulta ca
2*=B-[B*2°+ (B+1,) -J+c=B2"+B(B+1,) -c+c=B"+(B*+B+1,)-c.
Presupunem ci 2% = B¥20+(B* 1+ B*2+...4+ B+1,)-csi deducem ca 2*t! = Baz*+4c =
B[B*2°+ (B* 1+ B*2+.. .+ B+1,)-c]+c= B2+ (B*+ B*1+...+ B>+ B+1,)-c.
Acum in egalitatea ¥ = B*2% + (B*' + B¥2 4+ ... + B+ I,,) - ¢ inlocuim puterile lui
B prin formula B¥ = C - A* . C~! pentru orice k¥ > 1. Deci 2¥ = C - AF . 0~ . 2% +
C(AF1 4 A2 4. .+ A+1,)-C~1.c. Observam ci z* este convergent pentru orice punct
20 € R", dacda A* — O,, si A¥1 + A¥2 4 ... + A + I, tinde citre o matrice datd. Din
A A

A 0 A 0
A= L avem A2 = A A = ’

si prin inductie se

arata imediat ca AF =
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si numai daca |g| < 1, adicd daca [M|,|Xa],. .., | | < 1 de unde rezulta ci A* — O,. In
acelagi timp

Ak_1+Ak_2+"'+A+In:
M2+
MM+ A+ L 0

0 AL N2 4 A+ 1

este o serie de matrici convergente, dacé seria de forma ¢* ' 4 ¢*~2+- .-+ ¢+ 1 converge,

adica exista

) 1—qk 1
lim =

li e k—1 k—2 1) =
im—oo(@” ¢ 4 kgt 1) = fim S = g

daca si numai dacd |¢| < 1. 9i aceastd conditie implicd faptul ca ||, [Aaf, ..., [ ] < 1.

Prin urmare r(B) = max{|\;|, i = 1,n} < 1. Totodata din demonstratie rezulta ca

1—-X\
1
0
Ak—1+Ak—2++A+In _ 1—Xo . — ([n_A)_l-
0 1—1)\n

Prin urmare 2* — C -0, -C~ 1.2+ C - (I, - A . Cl.c=C-(I,— A1 -Ct-c

pentru £ — oo, independent de punctul de pornire 2°. q.e.d.

Observatia 6.4.2. Deoarece din teoria spectrala a operatorilor lintari pe spatii finit di-
mensionale se stie ca r(B) < ||B|| pentru orice norma matriciald deducem cd teorema
6.4.2 este un rezultat mai puternic decdat teorema 6.4.1. Totust din punct de vedere nu-

meric recomandam folosirea teoremei 6.4.1.

6.4.4 Metoda SOR

Denumirea metodei provine din literatura de specialitate in limba engleza fiind pres-
curtarea metodei "successiv over relaxation", adicd metoda suprarelaxarilor succesive.

Este o metoda iterativa de rezolvare a sistemelor liniare de forma A-z = b. Ideea metodei
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consta in introducerea unui factor de relaxare w € R in iteratia de la metoda lui Gauss-

Seidel:

i—1 n

L ekl ek
b; QijT; E QijT;
j=1 j=i
= xf +w - ,
Qi

k+1
i

X

pentru i = 1,n.
Observam ca pentru w = 1 din iteratia de tip SOR se reobtine iteratia de tip Gauss-

Seidel. S& aratam ci metoda SOR este tot o metodi iterativi stationara. Intr-adevar,
relatia iterativa de tip SOR este echivalenta cu:

i—1 n

w - Z aijxfﬂ + agettt — (1 —w) - apal +w- Z aijx§ =w-b

j=1 j=it1
pentru i = 1,n. Se considers descompunerea lui A in forma A = L+ D + U, unde L este
partea strict inferior triunghiulard a lui A, D este partea diagonald a lui A iar U este
partea strict superior triunghiulara a lui A, matricile L, D, U fiind patratice de ordinul n
cu elemente nule in afara elementelor luate din matricea A. Asadar avem: w-L-zFT'+D-.
o —(1-w) - D +w-U-2* = w-b, adicd (D+wL) 2" = [(1-w) - D—w-U]-2F +w-
ceea ce este echivalent cu 2" = (D+wl)™ [(1-w) - D—w-U]-2*+(D+wL) ™ - w-

n

j=n

Y

=

Y

fiindca det(D + wL) = det(D) = Ha“ # 0, deci existd (D + wL)™'. Notam B, =
i=1

(D4+wL)™ ' [(1-w)-D—wU]sic, = (D+wL)™"-wb, deci avem iteratia SOR sub forma

matriciald 25! = B a* + ¢, adicd avem tocmai o metods stationari.
Teorema 6.4.3. Are loc inegalitatea r(B,) > |1 — w|.

DEMONSTRATIE. Prima data sa calculam det(B,,). Vom folosi formulele det(A; - As) =

det(A;) - det(Ay), respectiv det(A™!) = ﬁ(&‘ Avem pe rand:

det(B,) = det{(D+wL)™ - [(1 -w)-D—wU]} =

= det[(D +wL) ] -det[(1 —w)-D —wU] =
1
- m~det[(1—w)'D—wU]:
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Pe de alta parte B, = C~' - B* - C, unde B* este forma canonicd Jordan a matricii B,

iar C' este matricea de trecere ca sa obtinem aceasta forma canonica. Avem pe rand:
det(B,) = det(C™'-B*-C)=det(C™")-det(B*)-det(C) =
1 n n
det(C) (11 ) et(C) 11

unde A, A9, ..., A, sunt valorile proprii ale matricii B,,, care sunt asezate pe diagonala

principald a matricii B*, sub care avem numai zerouri. Prin urmare (1—w)™ = AMA2... A,
adica |(1 — w)"| = [MAg... Ay, deci |1 — w|™ = | M| - [A2| - o M) < [r(BL)]", adica
|1 —w| <r(B,). q.ed.

Consecinta 6.4.1. Metoda SOR este convergentda daca w € (0,2). Intr-adevar, din
teorema 6.4.2 de la metodele stationare rezulta ca metoda SOR este convergentd, dacd

r(B,) < 1. Insd conform teoremei 6.4.3 |1 —w| < r(B,), deci |1 —w| < 1, adicaw € (0,2).

Program SOR

Datele de intrare: n; A;b;e; 2°;

Fie y := 2°;

Repeta xr =1,

y:= Byx + C,;

Pana cand |y — z|| > ;

Tipareste .

In acest program e inseamnd precizia dinainte datd, (¢ = 1072,1073,...), 2° =
(29,29, ...,2%) € R" este punctul initial de pornire, atribuirile y := 2% §i  := y inseamna
atribuiri de matrici coloane termen cu termen. Instructiunea y := B, x + ¢, se refera la
iteratia 2! = B,a* + ¢, care se poate scrie pe larg in felul urmator: pentru i = 1,n

executa:
i—1 n
2 k+1 E k
bi — a,-jxj — Clij.ﬁﬂj
j=1 j=i

Qg

k+1
)

T ::xf+w-

Pentru vectorul "vechi" x* folosim vectorul  si pentru vectorul "nou" z**! folosim vec-

torul y :
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Pentru 7 = 1, n executa:

n

b[i]—Zazy x y[j Za
yli] == x[i] + w - =1 =

ali, i

Din punct de vedere al programarii ultima instructiune se poate realiza in felul urmator:
Fie s :=0; s9 :=0;

Pentru j = 1,7 — 1 executi:

s1 1= 81+ ali, j] * y[jl;

Pentru j = 4, n executas:
s 1= 83 + ali, j] * z[j];
yli] := =i] +w - (bli] = 1 — s2)/ali, i];

La conditia ||y — z|| > € prima datd se calculeazd intr-o subrutind o anumita norma

vectoriala a vectorului y — x :
Fie s :=0;
Pentru i := 1, n executa:

s =5+ yli] — xd]};

si in final in variabila s avem valoarea normei ||y — z||.

6.5 Rezolvarea sistemelor liniare supradeterminate cu

metoda celor mai mici patrate

Definitia 6.5.1. Un sistem liniar se numeste supradeterminat dacd numarul ecuatiilor

este mai mare (sau mult mai mare) decdt numdarul neunoscutelor.

Fie deci sistemul liniar sub forma matriciala A -z = b, unde A = (a;;) -1, T =

j=

1 by

T2 b2

e R™ b= ' € R”, si n > m. In general un sistem liniar de acest gen

T, by,
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este incompatibil in sensul clasic al solutiilor, adicd nu exista un vector x € R™ care
sd satisfaca simultan fiecare ecuatie a sistemului liniar. De aceea se formeaza vectorul
rezidual 7 = A -z — b € R" i urmérim ca ||r||3 si fie minim&, unde am considerat norma
euclideana in spatiul R". Daca exista un vector x € R"™ pentru care se minimizeaza

. 2 _ A _ b 2 . 1 o 1 . . 1 o . oy . 1
expresia ||r|3 = ||Az — b3, atunci vectorul x se accepta ca solutie a sistemului initia
Az = b, dar nu in sens clasic, ci in sensul celor mai mici patrate.

Fie f : R™ — R,

n m 2
f(@) = f(x1, 22, 20m) = Z <Z Qijlj — bZ) = ||Az — b”% = HTH§

i=1 \j=1
Observam ca f(x) > 0 pentru orice x € R™, si se cautid o valoare x € R™ pentru care
f ia valoarea minima. Se determina punctele stationare ale sistemului a—f(:v) = 0 pentru

Lk
k =1, m. Avem urmatorul calcul

8f n m
a—xk(l') = ;2 . (;aijmj — bz> Al = O,

adica . "
Z&ik : (Z QL5 — bl> =0
=1 j=1

pentru orice k = 1, m. Acest sistem are forma matriciala AT (Az — b) = Ogm. Prin urmare
solutia clasica a sistemului linear (AT - A) - & = ATD se accepta ca solutie a sistemului
linear initial supradeterminat in sensul celor mai mici patrate.

In continuare ardtam ci punctul stationar z € R™ care verifica relatia (A7 A)z = ATb

va fi punct de minim pentru functia f.

Teorema 6.5.1. Daci A este o matrice de tip m X n, b este o matrice coloand de tip
n x 1, iar x € R™ este solutia clasicd a sistemului linear AT (Az —b) = Ogm atunci pentru

orice y € R™ se obtine ||b — Az||s < ||b— Ay|l2.

DEMONSTRATIE. Notam vectorii reziduali cu r, = b — Az si r, = b — Ay. Avem
ry =b—Ay =b— Axr+ Ax — Ay = r, + A(x —y). Folosind formulele matricilor transpuse
(A+B)" = A"+ B" 5i (A- B)" = B" - A" se obtine ca r] = (r. + A(z — y))" =
rl + (z — y)T AT, Atunci

ry oy = (rn+(@—y) A (o +Alr —y) =
= et (@—y) A ety Al —y) + (@ —y) AT Al —y).



6.5. Rezolvarea sistemelor liniare supradeterminate cu metoda celor mai mici patrate 99

Insa AT - r, = Ogm sirTA = (ATr,)" = Ogn fiinded (AT)” = A. Prin urmare 7! - r, =

ri e+ (z —y)T AT - A(z —y). Se poate verifica usor c& ||r, |3 = 7, - r, conform definitiei
normei euclidiene. Prin urmare [|r,||3 = [|r.||3 + |A(z — y)||3 > ||r.||3, ceea ce trebuia

demonstrat. [

Exemplu. Sa se rezolve urmatorul sistem linear supradeterminat in sensul celor mai

T4y =2
rTH+y=2
mici patrate: ¢ x +2y =3 . Daca se rezolva sistemul linear avem solutia
r+2y=3
2r+y=4

unicd r = y = 1. Se observa imediat ca x = y = 1 nu verifica ecuatia 2x +y = 4. Ajungem

la acelag rezultat daca se calculeaza determinantul caracteristic

112
1 2 3[=8+2+4+6-8-3-4=1+#0.
2 1 4

Deoarece determinantul caracteristic este diferit de zero sistemul este incompatibil, deci

nu admite solutie in sens clasic. Se introduce functia f : R? — R,
fl,y)=(@+y—2)7°+(x+2y—3)2+ 20 +y—4)>

Se rezolva sistemul

si se obtine:

20 4+y—2)+2x+2y—3)+22x+y—4)-2=0
2 +y—2)+2(x+2y—3)-2+22x+y—4)=0.

6x +5y —13=0 1 7
Prin urmare care admite solutia clasici r = — i y = —. Aceasta

5246y —12 =0 11 1

solutie se accepta ca solutia sistemului initial in sensul celor mai mici patrate. Solutia

18 . T R . e : C
T = 17 §i § = 77 Incearcd s& verifice toate cele trei ecuatii liniare ale sistemului initial

minimizand vectorul rezidual corespunzator.
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6. Sisteme de ecuatii liniare
11
Mentionam ca AT Az = ATb ne di acelasi sistem liniar cu alegerea: A= | 1 2 | si
2 1
2
3



Capitolul 7

Sisteme de ecuatii neliniare pe spatii

finit dimensionale

7.1 Metoda lui Jacobi pe spatiul finit dimensional R"

Fie F : D — R", D # 0, D C R" o functie data, la care se atageazi ecuatia corespun-
zatoare F'(x) = Ogn, unde x = (x1,29,...,2,) € D iar cu Ogn = (0,0,...,0) am notat

originea spatiului R". Ecuatia se poate scrie sub forma unui sistem de ecuatii neliniare:

p
Fl(Il,[IJQ, Ce ,In) =0

FQ(mlaaj?a"'?'rn) =0

KFn(l'l,.TQ, RN ,.I'n) = O,

unde F' = (F, F,,...F,), F; : D C R* — R fiind componentele functiei F' gi unde
presupunem cé cel putin o componenta F;, i € {1,2,...,n} nu este o aplicatie liniara.
Pentru a rezolva acest sistem de ecuatii, prima data prin transformari echivalente sistemul
neliniar se pune sub o forma iterativd ®(x) = x, unde & : D C R™ — R" se numegte functia

iterativd. Dacd ® = (P, Py,...,P,), unde &, : D C R® — R 7 = 1, n sunt componentele

101
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lui @, atunci se obtine sistemul

p

(I)l(xlaaj%"'a:[;n) =T
(I)Q(xl,l'g,...,l'n) = T2
D, (11,29, ...,Ty) = Tp.

\

xl—sinx2+x§:0 .
Exemplul 7.1.1. Se considera sistemul . In cazul nostru n = 2,

23— 3+ 1=0
Fi(z1,79) = 1 — sinwy + 23 si Fy(x1,79) = 3 — 319 + 1. Sistemul dat este echivalent cu

T = sinzy — 3
sistemul 1 . Prin urmare cu aceasta scriere se obtine functia iterativd

Ty = g(fﬂ? +1)

1
O = (D,Py): D CR? — R?, unde ®(x1,12) =sinzy — 23 i Py(xy,13) = g(xi’ +1).

Exemplul 7.1.2. Dacd w € R* = R\ {0}, atunci sistemul de ecuatii F(x) = Ogn este
echivalent cu x + w - F(x) = x, deci putem alege ca functie iterativa ®(z) = x + wF(z).
Rostul transformarii ecuatiei F(x) = Orn sub forma iterativa ®(x) = x este de a
aplica teoreme si tehnici de punct fix. Vom spune ca un vector x* € R" este punct fix
pentru functia iterativa ®, daca ®(x*) = z*. Utilizand de exemplu teorema de punct
fix a lui Banach putem asigura existenta si unicitatea punctului fix x*. Deoarece ecuatiile
O(x) = x g1 F(x) = Ogn sunt echivalente, rezulta ca F(z*) = Ogn, adicd asiguram existenta

st unicitatea solutiei pentru ecuatia F(x) = Ogn.

Teorema 7.1.1. (Jacobi) Fie D C R™, D # () un domeniu (D este deschis si conex), iar
O:D >R &= (D, Dy,...,P,) o functie diferentiabila. Daca D* # 0, D* C D este o
submulfime inchisa si convexa (pentru orice doud puncte x,y € D* segmentul determinat
de capetele x siy cade in intregime in multimea D*), care este invarianta fata de ®, adica
®(D*) C D*, si exista A € [0,1) astfel incat

n

09P;
8:cj

‘ (a:)‘ <A

Jj=1

pentru orice i = 1,n gi orice x € D*, atunci sistemul de ecuatii ®(x) = x admite o unicd

solutie x* in multimea D*.
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Pentru a demonstra teorema lui Jacobi avem nevoie de teorema de punct fix a lui

Banach:

Teorema 7.1.2. (Banach) Daca D* C R™, D* # () este o submultime inchisd in spatiul
R™, dar ® : D* — D* este o contractie, adica exista o € [0,1) astfel incdt | P(x) —P(y)|| <
a - ||z —y| pentru orice x,y € D*, atunci pentru orice punct de pornire z° € D* sirul
(2%)ren dat prin relatia de recurentd ¥+ = ®(a*) este convergent catre un punct x* € D*,

care va fi unicul punct fix al lui ® in D*. Pentru evaluarea erorilor avem estimarea apriori
k
o
o= < —— bt = 2°
o = M) < - Jlat = 2

respectiv estimarea aposteriors

lo* —ab| < 7= - [l —2*7|.
—

Mentionam ca in general teorema lui Banach se enunta pe tot spatiul R”, insa putem
considera in locul lui R™ o submultime inchisa D* C R" care sa fie invarianta fata de
o d(D*) C D"

Pentru a demonstra teorema a lui Jacobi mai avem nevoie si de o teorema de medie:
Teorema 7.1.3. Daci D C R™, D # () este o submultime deschisd si convexd, iar functia
®, : D — R este diferentiabila, atunci pentru orice doua puncte x,y € D existd o valoare

intermediara 0 € D aflat pe segmentul cu capetele x si y pentru care ®1(z) — P1(y) =

D®(0)(x —y), unde DP1(0) inseamna diferentiala functiei ®1 in punctul 6.

DEMONSTRATIE. (teorema 7.1.1 a lui Jacobi) Deoarece D* # (), D* C R™ este o
submultime inchisa, convexa si invarianta fata de ® ne raméane de verificat ca ® : D* —
D*, & = (&y,Py,...,P,) este o contractie: conform teoremei 7.1.3 pentru orice doud

puncte x,y € D* existd 0 = Nz + (1 — X\*)y cu A\* € (0, 1) astfel incat:
®;(z) — @i(y) = DP(0)(x — y).
Folosind reprezentarea diferentialei cu ajutorul derivatelor partiale obtinem:

Bi() — Bily) = 3 L2 (B)(x, — yy), adic

8£Cj
<2
Jj=1
OP; .
Nl — <
5O 1o =l < (Z

i=1

Jj=1

" 09,
> ax-(e)(% — Yj)
j=1 "

2

Jj=1

09;
833]'

|@i(z) — Pily)| =

(9)‘ g =yl <

09,
827]'

IN

(@D Nz =yllo <A flz =yl
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unde am ales norma maximum datd de formula: ||z|ls = max{|z;|] | i = 1,n}. Prin

urmare:
[2(z) = 2(y)[loo = max{|®i(z) — D5(y)| |i=Tn} <Az -yl
adicd ® este o contractie cu @ = X € [0, 1). q.e.d.

Exemplul 7.1.3. Sa se rezolve urmatorul sistem folosind metoda lui Jacobi:

r? 4223 — Txy =0

272 — 22 — 81y =0
Avem n = 2, alegem D = R? D* = [-1,1*> = [-1,1] x [-1,1], F = (F}, Fy) : R? = R?
Fi(z1,29) = 22 + 223 — Txy si Fo(x1,9) = 202 — 23 — 8x9. Transcriem sistemul sub forma

iterativd

1
r = ?(xf + 21‘3)

1
Ty = g(%‘% — 73),
1 1
deci ® : D* — D* este data de ®i(xq,x2) = ?(azf + 23 §i Po(z1,20) = g(Qx% — 23).
Observam ca din (x1,22) € D* = [=1,1]? rezultd cd x1, 22 € [—1,1], deci |z1| < 1 si

|zo| < 1. Prin urmare

1
D1 (21, 32)] = =(2]+223) <

3
1+42-1)=2°><1 g
- (1+2-1) - Sl s

3|

1 1 3
|Py(z1,20)] = [=(222 — )| < =(2-14+1)==-< 1.
8 8 8
Mai departe avem pentru orice x = (xq,x9) € D*:
0P, 6@1() 2 +4 <2+4 6
_— _— = | — — — —_ = — VA
oy | 0wy | T T T = T T 8
0P, 00, 4 2 4 2 3
axl(x'Jraa:Q(x) ‘8$1+‘82_8+8 1
. 6 3 6
Prin urmare putem alege A = max 2l Sl < 1.
Deoarece . ;
4 = 6 % =6
1-A 1-8 1

o ) L _ € .

pentru conditia de oprire putem alege 6 - ||z* — 2*7Y| < &, adica ||z* — 27| < 6 Noi
. . oy _ g . . . ..
totusi in locul inegalitatii exacte ||z% — 2% < g vom considera inegalitatea practica

lo* — 2" <e.
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Algoritmul metoda lui Jacobi

Datele de intrare: n; ® = (®y, Dy, ..., D,); 2° = (29, 29,...,20); &;

Fie y := 2%
Repeta T =,

y = ®(z);
Pana cand [ly — zf| > ¢;

Tipareste y.

Mentionam ca ciclul se repetd pana cand conditia ||y — z|| < ¢ devine adevarata si

cand ||y — z|| < e atunci iesim din ciclu.

7.2 Metoda lui Newton-Raphson-Kantorovici pe R”

Daca se alege n = 1 atunci metoda lui Newton-Raphson-Kantorovici este tocmai

+1 o gk

metoda tangentei pe axa reald (vezi paragraful 5.4.1), datd de recurenta z*
[f'(z®)] 71 f(2*). Consideram cazul n = 2. Fie F : D C R?> — R, D # 0 o functie data,
unde F = (F, Fy), F1,F, : D C R?> - R gi F(x) = Oge, z = (11,75) € D sistemul de

ecuatii dat sub forma

Fl(.Tl,Iz)IO Fl(x):O

FQ(Z‘l,Ig) =0 FQ(I) =0.

Consideram suprafetele z = Fj(x1,29) si 2 = Fy(21,x2) cu = (21,22) € D. Atunci pen-
tru a obtine solutia sistemului F'(z) = 0z consideram curba spatiald datd de intersectia
celor doua suprafete:

xg = Fi(xq, x9)

x3 = Fy(xq,29)

si unde aceastd curba intersecteaza planul x;0xy (3 = 0) vom avea solutia sistemului
F(x) = Oge, notatd cu o* = (z},25) € D. Fie 2° = (29,29) € D un punct initial de
pornire aflat intr-o vecinidtate suficient de mica a lui z*. Constructia geometrica pentru
aproximarea solutiei z* plecand de la punctul z° se face in felul urmator: in punctele

(%, Fi(2%) = (2, 23, Fi(a), 23)) si (2% Fa(2?)) = (2}, 23, Fy(], 25)) se duc doud plane
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tangente la suprafetele Fy (1, x2) —x3 = 0 §i Fy(z1, x9) —x3 = 0 scrise sub forma implicita,

avand ecuatiile:

OF OF ,
a_xi(xo) (wy —29) + a—x;w))(@ —29) =1 (23— Fi(2) =0 s
OF, OF,

o @) (@ = al) + Z 2 ) (@2 —ah) — 1 (2 = B(a") =0,

unde (z,23) = (71, 22,73) € R3 este un punct curent din spatiul R?. Cele doua plane

tangente se intersecteaza dupa o dreapta avand ecuatia:

8F1 8F1

z3 = F(2%) + a—xl(ffo)(l"l — ) + 3—332(900)(932 — 9)
OF. OF:
ry = Foa®) + 520 0 —ad) + 52 () o — 29)

Deoarece cele doud plane tangente sunt aproximatii liniare pentru suprafetele x3 = Fi(x)

si w3 = Fy(x), rezulta cd dreapta obtinutd prin intersectia celor doud plane tangente va

T3 = F1 (fL’)
aproxima curba spatiala data de . Astfel intersectia dreptei cu planul z10x4
T3 = F2 (l’)

(r3 = 0) va fi un punct z' = (z},2l) € D care aproximeaza solutia z* € D. Prin urmare

pentru x3 = 0 obtinem z; = z] g1 5 = 2} :

( oF OF
0= A)+ 526} - af) + 526" - (2}~ a9)

oF. oF .
0 = Fa(a®) + 5 =(a") (o = i) + 5 >(a") - (v — 7). deci
\
(OF OF,
(@) (= o)+ ) - (o}~ a) = —Fi(a)
OF: OF:
|G @)} =) + 5260 - (e = a8) = —Ro(a”)
Forma matriciald a acestul sistem este:
0Fy, o. OF1, _
o) am | [ (R
OFy oy OF o |ab—af|  \ B
3:151 (-T ) (933'2 o ) B
Notam cu
(2710 9 40)
F’(m’): D(F) _ D(Fl,Fg) :J: (9.161 81'2
D(x)  D(wy, 1) @@0) @(xo)
_8.731 8I2
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matricea jacobiani, despre care presupunem ci este inversabild in punctul z°, notand cu

J~! matricea inversa:

i — 20 Fy(z° xt Y Fi(z°
1 1 :—Jﬁl. 1( ) : adics 1 _ 1 —Jﬁl- 1( )
T — 24 Fy(a°) ) 9 Fy(z°)

Prin urmare in acest mod am obtinut formula de recurenta pentru trecerea de la punctul

de start 2° = (2%, 29) la urmatorul punct 2! = (zi,z}). In general presupunand ci am

5 o k _ (kK - y : ktl _ (kD kel
gasit punctul 2 = (27, z5) constructia urmatorului punct " = (x{7", x57") se va face

in acelagi mod cum am trecut de la punctul 2° la punctul z!, adica

— (") — (=
it N Oy 0z Fy(z")
it xh OF, OF, Fy(z*)

k k
—(2") —(x
oz, ) g, @)
De aici deja se vede forma iteratiei lui Newton-Raphson in cazul general. Fie deci sistemul:

F(z) =0gn,unde FF: D CR* - R", FF = (F\,F,,...,F,) cu F; : D C R" — R. Daca

2% = (29,29,...,2%) € R™ este un punct de pornire atunci presupunand ci am obtinut
la pasul k punctul 2* = (2%, 2%, ... 2*) urmatorul punct z*+t1 = (1 5T gkt 18

pasul k + 1 se va obtine conform formulei:

" =k — T R (R = 2F — (F/(2%) 7 F (),

pe larg:
OF OF OF -1
. . &El(mk) 5 1(:1ck) 3 1(xk) i
Ty Ty 1 L2 Ln Fi(z")
ok ok oF, , . O0Fy 0F , Fy(a®)
2 = :2 — | Oy (%) 0xo (%) ox,, (%) 2_
(z") (z") (z")

ox,,
Mentionam ca formal se poate obtine aceasta recurenta, daca consideram dezvoltarea
tayloriana a functiei F' in punctul z* :

F”(Ik)

F(x) = F(2") + F'(2")(z — 2%) + o

(x — )2+ ...

Trunchiem aceasta dezvoltare retinand primii doi termeni, practic facem o "aproximare
liniara":

F(z) = F(z") + F'(z")(x — 2").
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Punand x = 2! avem
F(karl) — F(]}k) + F/(xk)(l‘k+1 o l’k)

k—l—l)

Presupunand ca F(z ~ Orn obtinem urmatorul sir de relatii echivalente intre ele

(presupunand ca exista [F'(x%)]71):
Opn = F(2) + F'(z") (2" — 2*) &
& F(@M @ —2b) = —F@h) <
PN xk+1 . :)Zk — —[F’(:Ek)]_l . F(:Ek) P
& oM =gF — [F(aM)] - Fa).
Pentru a asigura existenta si convergenta sirului iterativ (z¥)ren dat de formula de re-
curenta de mai sus, avem un rezultat binecunoscut sub numele de teorema lui Kantorovici.
Mentionam ca in acelagi timp acest rezultat a fost obtinut si de catre Ostrowski si in
literatura de specialitate anglo-americana apare sub denumirea de metoda lui Newton-
Raphson.
Fie deci ecuatia operatoriald F(x) = Ogn, unde F : D C R™ — R™ D # () este o
functie data.
Teorema 7.2.1. (Kantorovici-Ostrowski) Fie F' : D C R* — R" D # () o functie

diferentiabila Fréchet pe multimea deschisa D, iar Dy C D o submultime convexa. Alegem

2% € Dy. Presupunem cd urmdtoarele conditii sunt satisfacute:
1. exista (F'(x°))™' si ||(F'(2°))7| < Bo;
2. existd o constantay > 0 astfel ca | F'(x)—F'(y)|| < v-|lz—yl| pentru orice x,y € Dy;
3. |(F' ()7t F(a)| < mo;
4o 0=00-7 1m0 < 3

5. sfera By = B(2% r9) = {z € R" / ||z — 2°|| < ro} este inclusd in Dy, unde

_1—\/1—2040

%)

To Mo-

Atunci ecuatia operatoriald F(x) = Ogn admite o unicd solutie z* € Dy, iar sirul (2*)gen

dat de formula de recurentd a lui Newton z**t = xF — (F'(2%))~t . F(2%) este bine definit

2k_1

si converge la x*. Eroarea la iteratia k este datd de ||2* — z*|] < 2% - (2ap) 7o-
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Observatia 7.2.1.

1. In unele cazuri in locul conditiei 2, de lipschitzianitate a lui F se foloseste o conditie
mai puternicd, si anume ca F sa fie diferentiabila Fréchet de doud ori si |[F"(x)|| < v

dacd ||x — 2°|| < 2n9. Din inegalitatea mediilor in spatiul R™ obfinem:

1F' () = F'()Il < 1F" O -l = yll < v+ [z = yll,
unde & este o valoare intermediard pe segmentul determinat de punctele x,y € R™.
2. Dacd pe R™ alegem norma vectoriald infinit, adicd ||| s = max{|x;| / i = 1,n} cu

r = (T1,%q,...,2,) € R", atunci se alege norma matriciald subordonatd cunoscuta

sub numele de norma matriciald linie:

n
1A = Il(ais)ij=rzll = max D ayl.
1

1<i<n 4

In acest fel

Z det(A;;)] 1 Zn
FI (= | - d t AZ <
H[ ( H 1<7,<TL |de F/ IO 1)| 112%); |det([F,<x0)]_1)| j:1 ’ € ( ])‘ —_ 607

unde A;j este complementul algebric corespunzator elementului a;; obtinut in ma-

tricea transpusd a matricii inverse a lui Jacobi [F'(z°)]7'. Pentru calculul normei

diferentialer de ordinul doi avem estimarea:

// <
|F"(@)] fEﬂXZZ‘ -

unde L este o margine superioard pentru derivatele partiale de ordinul doi ale lui

Fy, i=Tn, pe D.

<n®- L <7,

3. Daca pe R™ alegem norma matriciald euclidiand ||x|ls = /Y, 27 cu © =
(x1,22,..., T,) € R™, atunci se alege o norma matriciald compatibild cu norma

vectoriala euclidiand (si nu cea subordonata), data de formula

[N = 1[(as3); =1

Prin urmare in cazul nostru:

I = T
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unde A;; este complementul algebric corespunzator elementulut a;; in matricea trans-
pusd obtinutda din matricea inversa a lui Jacobi [F'(x°)]™!. Pentru calculul normei

diferentialer de ordinul doi se foloseste evaluarea

n n n 25 (o 971/2
|F"(2)] < [ZZZ (2F5> ) ] <7

i=1 j=1 k=1

Pentru a demonstra teorema lui Kantorovici avem nevoie in prealabil de un sir de
leme.

Fixam spatiul R” cu n > 1 numar natural dat, cu o anumita norma data, si notam cu
L(R™) algebra aplicatiilor liniare (si in mod automat continue) care aplica spatiul R™ tot

in R™. Pentru un element 7" € L(R™), prin norma acestui element 7" vom intelege

Astfel L(R™) este o algebra normata, chiar o algebra Banach.

Lema 7.2.1. Daca T € L(R™) verifica ||[I —T|| < 1, unde I este aplicatia identica a lui

R", atunci T este un element inversabil §i

1
1|l =T

()

este un gir Cauchy in L(R™) : pentru N > M avem

177 <

DEMONSTRATIE. Sirul

N M N N
)EEIED IS B IDURCEE I DI Rl =
n=0 n=0 n=M+1 n=M+1

N

< Z ||I—T||” = ||]—THM+1 . (1+ H]_T” I HI_THN—MA) <

n=M+1

1
<|I-T|M . — 0
1=l =T|

cand M — oo. Dar L(R™) este un spatiu complet, deci exista

S = i (I =T)" € L(R).

n=0
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Avem
75 = [[-(-T) [N (-1 = im 1= (1 =1)]- |3 (1 -17)
= lim[[—(I—T);V“]:I, )

N—oo

cici ||[(I — T)N*Y| — 0. Analog S - T = I. Deci aplicatia T este inversabila in L(R") si

N N

-1 _ _ : o n|l _ 12 _ n
[T = sl = |1 S0 -7y = pm S0 -1)
n=0 n=0
< hm I — TH”—— q.e.d.
E: 11 =T

Lema 7.2.2. Daca T, S € L(R") sunt astfel incat exista T~' si [|T7Y| < o, [|T =S| < 3,

a- (<1, atunci exista S~ si ||S™

2
DEMONSTRATIE. Fie U :=T"YT —S)=1-T""-5. Atunci
== =Ul=IT" (T =S <ITH IT-S[|<a p<1
Conform lemei 7.2.1 exista inversa aplicatiei I — U si

I(7-0)" <

L |
L—|U| ~ 1-ap

Prin urmare exista inversa lui S =TI —U) si St = ([ - U)~'T!

ISTH =1 =) T < 1T =) -7 < 5

Lema 7.2.3. Fie G : D C R" — R" un operator diferentiabil Fréchet pe multimea
deschisa D # 0, iar Dy C D o submultime convexd. Presupunem cd derivata Fréchet a
lui G are proprietatea lui Lipschitz pe Dy : existd o constantd L > 0 astfel ca |G'(x) —

G'(y)|| < L- ||z —yl| pentru orice x,y € Dy. Atunci pentru orice x,y € Dy avem

Nlw =yl

IG(z) = Gly) = G'(z)(z —y)ll <

wlb«
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DEMONSTRATIE.

IG(@) = Gly) = G'@)z -yl = [Gy+tz—y) | — G (@)@

)l =
/G’y—l—tx— (x —y dt—/G’ (x—y dtH

=:HA<G@+mx—ww—G@»u—ymw$

1
< / IG(y + tz —9) — C@)|| - e — ylldt <
0
1
< /L-||y+t<x—y>—x||-||x—y||dt=
0
1
- /0L-H(l—t)~(y—:v)|!~H:c—y|!dt=
1
_ L'/o L=t lly -zl - o - ylidt =

1
L
= Loyl [G-nd= eyl aed
0

DEMONSTRATIE. (Teorema lui Kantorovici-Ostrowski)

Sa observam in primul rand ca ||z' — 20| = ||(F'(2°)) "' F(2°)|| < no si intrucat ng < o
1— 1= 2aq

rezulta ca z' € By, (avem urmitorul sir de echivalente: ny < ro & 19 <
Qo

me a<l-yVI-20 e VI-20p<1—-—ay&1-20) < (1 —ap)? & a2 >0).

Asgadar, putem folosi conditiile 2 si 4 si avem:
1
1F'(@") = F'@”)| < 5+ lla’ =2 S5m0 € 5 < mmmgy e
25 [[(E" (20)) ]
Conform lemei 7.2.2 (prin alegerea T' = F'(2°), S = F'(z'), a = ||(F'(2°)7Y|], 8 =
|F" () — F'(2°)]]) exista (F'('))~" si

I (=)~ < Bo _ b
L= [[(E @) H - [F () = F'@O) = 1= Fo-y-mo 1—ao

IF @)~ <

Definim ; = si atunci vom avea ||(F'(z')) 7| < ;. Aceasta inseamna ci iteratia

0
1— (&%)
urmatoare ' satisface o relatie de forma 1. Vom cauta si aratam ci sunt satisfacute

relatii analoage si cu 3, 4 si 5. S& observam ca (F’(z%)) ' F'(z!) verifica
1= (F@) " F ) = [(FE")7H(F ") - Fh)l <
< NE )T IF@) - F'h)) <

1
< 50'7'n0=a0§§<17
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deci conform lemei 7.2.1 (cu alegerea T' = (F'(2%)) " F'(z!) exista [(F'(2°)) " F'(z1)] 7! =
(F'(zY))7t - F'(29), deci (F'(2'))™' = [(F'(2°) F'(z})]7! - (F'(2°))~!. Prin urmare
(P F(a) = [(F(a0) - P/ - (F/(a) ) F(a), dec

(EE) ™ P < [(FE) - FE) ™ [(F ) P <
L (P )

<
]_—Oéo

conform lemei 7.2.1 (alegand T' = (F'(z°)) "' F'(2') si a = ay). Pentru a obtine o majorare
pentru ||(F'(z°))"'F(z')| s& introducem operatorul G(x) = z — (F'(2°)) ' F(z) si sa
observam ca G este diferentiabil Fréchet pe Dy si G'(z) = I — (F'(z°)) "' F'(x), unde cu
I am notat matricea unitate de ordinul n sau aplicatia identica pe spatiul R". Asadar
IG" (@) =Gl = I(F' @) (F' (@) = FW)Il < I(F @) - I1F (@) - Fiy)ll <

< oy llz—yl.

Intrucat G'(z°) = O,,, matricea nuld de ordinul n, aplicim lema 7.2.3 si avem:

1
I(F' @) TEEDI = 16! = Ga") = G@) (@ =) < 56 v fla" =27l <
1 1
< 550‘7‘77(2)25060 Mo-
Daca notam cu 7, = = - il - 1o, atunci ||(F'(z")) 7 F (2] < L QoMo =M1
21— [67)) ’ - 1- Qp 2
Notand cu
Bo 1 Qp 1 (o) 2 1
— By ey = ey = < =
ar=Bi-y-m o 12 1T-ag =3 \1-ag) 53

2
(avem urmatorul gir de echivalente: (1 il ) <l<& ] il <leagw<l-oe

— —
1 1—v1-2 .
ay < 5) Sa consideram sfera By = B(z!,r) unde r; = E—-—— - 11. Inlocuind pe
aq

a1, cu expresiile lor in functie de «g, 19, obtinem ca

2
1— 1—2.1.( %0 ) 1_\/(1—%)2—043
2 1_a0 Qo 1—060

1
"o 1 ar \° 5.1—040.?70_ 1 o Mo =
3 1w 2 T=ag
1—040—\/1—2060 1—\/1—2050
= "Moo= —"—"_—"—""—""To— "o ="T7o— To-

%) Qp
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Sa aratam ca By C By. Fie x € By, deci ||x — z'|] < ry. Prin urmare
o —2° <lo — 2| + [la* — 2°] <71 +no =10 =10 + 10 = 70,

adica x € By si By C By.

Prin inductie matematica (trecerea de la k la k 4 1 este absolut similara cu trecerea
de la 0 la 1) se poate arita ci pentru orice k, (F'(z*))7! exista si [|(F'(z%))7L|| < B,
I(E" (") LF(28)|| < e, ar = Beyme < %, By, = B(z*,7*) C By_1, unde 3, = et

1 —agq’

1 _ 1—v1-2
=5 JVL M1, Th = R e, -mr. Din aceste relatii rezulta ci sirul (z%)gen
— Q-1 Qg

dat de metoda lui Newton este bine definit si apartine lui By. Pentru convergenta lui, sa

observam mai intai ca

N | —

deci 20y, < (2ap1)% < (2ak,2)22 < e < (2040)2k. Prin urmare oy, < 271 - (2a0)2k. Pe de

alta parte

1 ap
M = =z 7 M1 S Q1 M1 S Qg1 - Qg N2 < -+ <
2 1-— A1

_ 2, i ok—1 _ k_
S Oék—loékfz-~-060'7]0§2 k.(2a0)1+2+2+ +2 7]0:2 k‘_<2a0)2 1'7]07

de unde rezulta ca np — 0 pentru k — oo. Prin calcul direct obtinem r, < 2 (1, =
I < 2 o 1 — VT =205 < 205 & 1—20p < VI 20 & VI— 20 <
1 1—2q, <1< ag >0). Prin wrmare { By }ren este un sir descendent de multimi cu
diametrul tinzand la zero. Conform teoremei lui Cantor exista un singur punct x* care
apartine la toate multimile By iar sirul (z*)zen (centrele sferelor) converge la x*.

Pentru a ardta ca z* este solutia ecuatiei F'(x) = Ogn, sd observam ci deoarece function-
ala || F'(x)]| este continud pe By (din conditia 2 de lipschitzianitate a lui F” rezultd imediat

continuitatea lui F’), rezulta ca este marginita pe By, ||F'(z)|| < M pentru orice z € By

si
|F)| = /@) F @) F @by < B @) 1E @) FE8) < M-,

de unde F(z*) — Ogn pentru k — oo si F(z*) = Ogn, cici F este continua. In sfarsit
eroarea la iteratia k se obtine din 7, < 2% (209)2" 1 - 1o, intrucat z* € By si |JaF —2*|| <

T < 2mp < 21 (2a0)2k_1 “Mo- O
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Mentionam ca metoda lui Newton-Raphson are dezavantajul ca este o metoda locala,

0 care trebuie sa fie "suficient

filndca conteaza foarte mult pozitia punctului de pornire x
de aproape" de solutia cautata x*. Altfel se poate intampla ca sirul iterativ obtinut cu
metoda lui Newton sa divearga sau daca chiar este convergent sa convearga la o alta
solutie a sistemului initial, diferita de solutia cautata z*. Avantajul acestei metode este
ca este o metoda rapid convergenta avand ordinul de convergenta doi.

Daca vrem sa determinam solutia x* cu o precizie € > 0 dinainte data, atunci este
de ajuns si impunem conditia 2'7% - (2040)2]6_1 ‘1o < € de unde se determina prima data
indicele k(). Pentru acest indice avem ||lz),  — z*|| < 2'7%@ - (20&0)216(6)71 “mo < g, deci
termenul zy _,, din girul iterativ (zr)ren generat de noi se accepta ca solutia sistemului
initial cu o precizie ¢, fiindca eroarea absoluta este |z, —z*|| <e.

In final prezentiam un algoritm pentru metoda lui Newton-Raphson cu o conditie

practica de oprire:

Algoritm Newton

Datele de intrare: n; F = (Fy, Fy, ..., F,); 2% &;
Fie y := 2Y;
Repeta T =1,
y = O(x);
Pana cand |y — z|| > ;
Tipareste .

Mentiondm ca atribuirile din acest program se refera la vectori, deci se fac pe com-

0 inseamna: pentru i = 1,n executd: y[i] := 2°[i]. Functia

ponente. De exemplu: y =z
® se numeste functia iterativa a metodei lui Newton in cazul spatiului finit dimensional
R" si este data de formula: ®(x) = x — (F'(z)) ' F(x). Pentru calculul lui ® avem de

efectuat urmatorii pasi: se determina elementele matricii F'(z), adicd numerele 2% (z),
J

pentru i, j = 1,n. Cu aceste numere se formeaza matricea jacobiand F'(x), la care se ia
matricea inversa (F'(x))™!, care se inmultegte cu vectorul coloana F(z) si acest rezultat
scadem din vectorul coloana x. Din punct de vedere numeric pentru calculul lui 2—5](1:)
se foloseste urmatoarea formula de derivare numerica:

axj - h ’
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unde cu (€;),_1; notdm baza canonica a spatiului R”, iar h = 1072,107%,... (vezi capi-
tolul de formule de derivare numerica pentru functii reale de variabila reala paragraful
9.1). Pentru calculul matricii inverse a matricii jacobiene F’(x), putem aplica algoritmul
de calcul al matricii inverse folosind ca subrutind algoritmul lui Gauss (vezi paragraful

6.1.3.2).

7.3 Metoda gradientului pe R”

Problema matematica propusa este rezolvarea aproximativa a sistemului de ecuatii
neliniare:

(
Fl(ZEh.TQ, Ce ,ZEn) =0

FQ(ZL’l,J]Q, ce ,[En) =0

an(x:l)'IQ?“"xn) = Oa

unde Fy, Fy, ..., F, : D C R" — R sunt functii date, D # 0, iar F = (F\, Fy, ..., F,) :

D c R" — R™ Introducem functia G : D — R, G(z) = ||F(z)|, unde || - || este o
normd arbitrara pe spatiul R”. Dacd z* € D este solutia ecuatiei F(z) = Ogn, adicd
F(z*) = Ogn, atunci G(z*) = [|[F(z")|| = ||fr-|| = 0 si invers, dacd G(z*) = 0 rezulta
cd ||[F(x*)|]| = 0 de unde obtinem ca F'(z*) = Ogn. Deoarece functia G' ia numai valori

pozitive din cauza normei, ajungem la concluzia ca solutia z* € D a sistemului este punct
de minim pentru functia G si invers, orice punct z* € D pentru care GG se anuleaza va fi

solutie pentru ecuatia operatoriald F'(z) = Ogn. Intr-un caz particular putem si alegem
norma euclidiana pe spatiul R™ si atunci G(z) = /Z F?(x). A obtine minimul lui G
i=1

este echivalent de a obtine minimul lui G?(z) = ZFE(&?) Prin urmare 2* € D este
i=1

solutia ecuatiei F'(x) = Ogn dacid si numai daca o* este acel punct de minim al lui G*
pentru care G se anuleaza.

Fie deci H : D C R® — R, D # () o functie pentru care vrem si determinam punctul
minim. Un caz fericit este caind H admite un singur punct de minim global pe D. Acest

caz are loc de exemplu cand graficul lui ‘H este convex. Pentru a determina punctul
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minim al lui H alegem un punct de pornire 2° € D si o directie hy € R™. In cazul metodei
gradientului, (sau metoda celei mai rapide descresteri) se alege hy = — grad H(2°). Se
cunoaste din analiza matematica cd cea mai rapida descrestere a lui H se obtine in punctul
xo tocmai in directia - grad H(zo). Deplasarea in directia aleasa se face conform conditiei

de a obtine minimul:
min{H (z° +t- hy) | t > 0} = min{H(z° — ¢ - grad H(2")) | t > 0}

Fie to pentru care se obtine minimul dorit. Atunci in punctul 2! = 2° + ¢y - hy =
2% — t - grad H(z°) avem cu siguranti H(z') < H(2). In continuare se alege in punctul

x! directia hy = — grad H(z!) si se determina
t; = min{H(z' +t-hy) |t >0} = min{H(z" —¢- grad H(z")) | t > 0}.

Asadar
H(z?) = H(z" +t1 - hy) = H(z' —t; - grad H(z")) < H(zh).

In general, daca am determinat punctul " € D, atunci urmatorul punct
" =g 4 t, - h, = 2" —t, - grad H(z"),
unde se alege directia h,, = — grad H(z") iar
t, =min{H(z" +t-h,) |t >0} =min{H(z" —t- grad H(z")) | t > 0}.

Mentionam faptul ca metoda gradientului in final se reduce la minimizarea unui sir de

functii reale cu variabila reald G, : [0, +00) — R,
Gn(t) =H(z" +t-h,) =H(x" —t- grad H(z")).

Totodata presupunem ca vectorul ™ +t-h,, € D, cand se cauta minimul lui G,, in functie

det > 0.

n+l _

Algoritmul se opregte cand pentru un n € N suficient de mare ||« z"|| < e sau

cand |H(z™™') — H(z")|] < &, unde € > 0 este o precizie dinainte data.
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Capitolul 8

Aproximarea functiilor

Fie (A, p) un spatiu metric, iar B C A o parte a lui A. Vom spune ci elementele lui A
se aproximeaza cu elementele lui B, daca pentru orice ¢ > 0 i orice f € A exista g € B
astfel incat p(f,g) <e.

In analiza matematicii aceasti proprietate se exprima in felul urmator: submultimea
B este densa in multimea A. De exemplu, daca alegem A = R, B = Q, iar distanta
p: RxR — R este datd de formula p(z,y) = |z — y| pentru orice z,y € R, atunci
obtinem proprietatea binecunoscuta, ca numerele rationale sunt dense pe axa reala.

In general, dacit A este un spatiu de functii, iar B o parte a acestui spatiu formatd din
functii de o "structura mai simpla", atunci vom spune ca functia f € A, de o "structura
mai complexa" se aproximeaza cu functia ¢ € B de o "structura mai simpla" in raport

cu metrica p.

8.1 Aproximarea uniforma a functiilor continue cu aju-

torul polinoamelor

8.1.1 Teorema lui Weierstrass si teorema lui Korovkin

Vom nota cu C([0,1],R) = {f : [0,1] — R | f este continua} spatiul functiilor continue
cu valori reale definite pe intervalul [0, 1|. Pe acest spatiu se definegte adunarea punctuala
a doua functii: V f,¢g € C([0,1],R) avem (f +g¢) : [0,1] = R, (f + g9)(z) = f(z) + g(z)
V z € [0,1], si iInmultirea unei functii cu scalari: V f € C([0,1],R) si V a € R avem

119
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(a-f):]0,1] = R, (a- f)(x) = a- f(z) ¥V z € [0,1]. Se stie cd suma a douad functii
continue va fi tot o functie continua, si daca o functie continua se inmulteste cu un scalar

se obtine tot o functie continua.
Lema 8.1.1. Spatiul C([0,1],R) este un spatiu liniar (vectorial) real.

DEMONSTRATIE. Se verificd cu usurinta axiomele spatiului liniar. Mentionam ca
elementul neutru fatd de adunare este functia 6 : [0,1] — R, #(x) = 0 pentru V z € [0, 1],
iar elementul simetric fatd de adunare este functia (—f) : [0,1] — R, (—f)(z) = —f(x)
pentru ¥V x € [0, 1]. q.e.d.

Pe spatiul C(]0, 1], R) se defineste o normé || - ||o : C([0, 1], R) — R in felul urmator:
vV f e C(]0,1],R) fie || fl|oc = sup{|f(x)| / = € [0,1]}. Deoarece functia f este continua
pe intervalul compact [0, 1], conform teoremei lui Weierstrass este marginita si isi atinge

marginile. Prin urmare

[flleo = sup{[f(2)| / = € [0,1]} = max{|f(z)] / = € [0,1]}.
Lema 8.1.2. Spatiul (C([0,1],R), || - [|s) este un spatiu liniar normat.

DEMONSTRATIE. Trebuie sa verificim ca functia || - | : C([0,1],R) — R satisface

axiomele normei. Intr-adevar, pentru f, g € C([0, 1], R) si orice z € [0, 1] avem

((f+9) @) = |f(@)+9(@)] <|f(@)] + lg(z)] <
< max{[f(z)] / = €[0,1]} + max{[g(z)] / = € [0, 1]} = [[fllcc + [|9]lcc-

Prin urmare:

If+9lle = max{[(f +g)(x)] / x € [0,1]} <[[flloc + lglloe-
lec- fII = max{[(a- f)(z)] / = €[0,1]} = max{[a- f(z)] / = € [0,1]}
= max{|a|-[f(z)| / z €[0,1]} = |af - max{[f(x)| / © € [0,1]}

ol = [ flloe-

In final avem || f|loo = max{|f(z)| / = € [0,1]} > 0 si ||f|lsc = O implica ca |f(z)] = 0
pentru orice = € [0, 1], deci f = 0. q.e.d.

Norma || - [|o definitd pe (C[0, 1], R) se numeste norma Cebégev, sau norma supremum
sau norma maximum. Se gtie cd orice norma induce o metrica. Vom defini metrica
P C([0,1],R) x C([0,1],R) — R prin formula p(f,9) = ||f — 9|l pentru orice
f,9 € C([0,1],R).
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Lema 8.1.3. Spatiul (C([0,1],R), ps) este un spatiu metric.

DEMONSTRATIE. Trebuie si verificim ci functia p. satisface axiomele metricii. Intr-

adevar:

poo(fr9) = Ilf = glle = I(f = 1) + (7 = g)lloc < ||f = hlloc + 7 = glloc =
= poo(fa h) +poo(h> g) pentru orice fagah € C([Ov 1]’R)7

iar poo(f,9) = poo(9, ) 81 pool(f,9) = 081 poo(f,9) = 0 & f = g sunt usor de aritat.
q.e.d.

Metrica ps definita pe C([0, 1], R) se numeste metrica Cebéagev sau metrica supremum

sau metrica maximum.

Observatia 8.1.1. In analiza matematica se aratd mai mult, si anume cd spatiul
(C([0,1],R), pso) este un spatiu Banach, adica orice gir Cauchy sau fundamental este
convergent in acest spativ. Intr-adevar, fie (fn)nen C (C[0,1],R) un sir fundamental de
functii continue, adica pentru orice € > 0 exista un indice n = ny € N astfel ca pentru
orice n,m € N cun,m > ney sa avem p(fp, fm) < €. In acest caz va exista o functie
continud [ : [0,1] — R astfel incat pentru orice ¢ > 0 exista un indice ney € N pentru

care dacda n > ny, avem p(fn, f) < e.

Observatia 8.1.2. Convergenta sirului de functii continue (f,)nen catre f € (C[0, 1], R)
se mai numeste si convergenta uniformd pe intervalul [0, 1]. Din punct de vedere geometric

distanta intre doua functii f,g € (C[0,1],R) are urmatoarea semnificatie:

y A
f
| f(x)-g (0l < !
i | | f(x)-g ()]
T
o x x 1 %
Figura 8.1:

Vom avea ca pso(f,g) < e cue >0, dacd pentru orice x € [0,1] avem |f(x) — g(z)| < e.
Asadar faptul ca girul de functii continue (fn)nen converge la functia f € (C]0,1],R)

uniform in raport cu metrica ps are urmdatoarea interpretare geometrica:
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o

Figura 8.2:

Pentru orice € > 0 ewista un indice ny € N astfel ca orice functie continud f, cun > n

se afla in banda de raza ¢ desenata in jurul functiei f.

Lema 8.1.4. Orice functie continuda f : [0,1] — R este uniform continud, adica pentru
orice € > 0 existd d) > 0 astfel incat pentru orice ', 2" € [0,1] cu |2" — 2"| < () rezulta

i | f(2') = f(a")| < e.

DEMONSTRATIE. Demonstratia vom da prin metoda reducerii la absurd. Presupunem
contrariul, adicd existda ¢ > 0 astfel incat pentru orice § > 0 existd 2%, 24 € [0,1] cu

1
|ef —xf| < dsi|f(af)— f(zh)] > e. Alegem 6 = il € N*. Prin urmare exista doua siruri

{antnen- st {2y bnen astfel ca z;, —an] < = si [f(2}) = f23)] > e.
Deoarece girul {z] },en+ C [0, 1] este marginit, conform teoremei lui Bolzano admite
un subsir {z;, }ren- convergent, adica z;, — z* € [0, 1] pentru k — oo. Trecand la limita

in inegalitatea

1

1 * ’
Nk

< |z

_l““‘/ o *’<i_‘_|/ o *’

Ty, Ty, — 2| < - Ty, — T

pentru k — 0o, obtinem ca z;, — z* cand k — oo. Acum trecem la limita in inegalitatea
|f(zy,,) — f(z3, )] > & > 0 pentru k — oo si folosind faptul ca f este continua rezulta

|f(xz*) — f(x*)| = 0 > ¢, ceea ce reprezinta o contradictie. q.e.d.

Teorema 8.1.1. (Weierstrass) Orice functie continua f € C([0,1],R) se poate reprezenta
ca limita unui sir de polinoame P, : [0,1] — R n raport cu metrica supremum, adica

pentru orice € > 0 existd un polinom P : [0,1] — R astfel ca po(f, P) < €.

DEMONSTRATIE. Pentru teorema lui Weierstrass vom da o demonstratie constructiva
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folosind polinoamele lui Bernstein: B,(f,-) : [0,1] — R,

:i(]ﬁ-xk-(l—x)"_k-f(ﬁ>.
k=0 "

Se observa imediat ca facand calculele se obtine un polinom de grad n in z, si vom arata

cd girul de polinoame B, (f,-) tinde uniform catre f.

Pasul 1. La inceput vom demonstra acest fapt pentru trei functii particulare apoi

pentru o functie continua arbitrara f.

Fie fy: [0,1] = R, fo(z) = 1. Atunci

Bu(fo,w) = > Cra" (1= 2)"™* - fo (S) =) Cut - (l—a) =+ (1-a)" =1,

k=0 k=0

unde am folosit formula binomului lui Newton. Deoarece B, (fo,x) =1 = fy(x) avem ca

sirul de polinoame B, (fy, ) tinde uniform catre fo.

Fie f1:[0,1] = R, fi(z) = z. Atunci

B,(f1,z) = ZCS k(1 - x)"_k -y (ﬁ) — Cs b (1 - x)"_k ==
k=0

k=0
. k n! k
— k k n—k _ N e
k=1
n n— 1) . n B .
k=t ' . k=1

n

_ Z Coct -t (L) 0D = p o (- 2))" ! =2 = fi(a).

Prin urmare B, (f1,-) tinde uniform cétre f;.

Fie fy: [0,1] = R, fo(z) = 2. Atunci

8

B,(f2,x) = ki_ocff k'(l—m)"k‘f2<§)=ZCﬁ~xk~(1—x)"k.(§>2:

= ]f2 - n' k2
§ k k n—=k E k ] n—k
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= (n—1)! ko ——
S DYy T A G

- ngl'g(/{—%—-(g!—m!'(z:hn;)'xk'(l‘x)n_k:
_ n;l-g(k_(%!—(;)ik)!_ij.xk.(l_lﬂ)n—u
+”;1'g(k_(f)!}ﬁ)fky'nil'I’“'“‘*”)"_’“:
_ ngl'é(k_(q)!—(;)ik)!,sii.xk.(l_@n—u
+ % ' i G —(Z)!_(;)i TR G
Y Aty
+%'k:1 (k—(?)!_(i)l g (o=

k=1
1 1
- ”n ot (-2 24— r+ (1—a2) " =
n—1 1 x — x? r — x2
= 4= r=2+ = fo(x) +
n n n n
Deoarece , )
r—x Sx—kar; Sz
n n n

pentru orice z € [0, 1] rezultd cd B, (fs, ) converge uniform citre fs.

Pasul 2. Din polinoamele lui Bernstein putem construi operatorii Bernstein B, :
C(]0,1],R) — C([0,1],R), Bn(f) = Bn(f,"), adica o functie care asociaza la orice functie
continud f polinomul Bernstein B, (f,-). Operatorii Bernstein B,, poseda urmaitoarele

proprietati:
1. Bu(f+9) = Bn(f) + Bn(g) (B, este aditiva);

2. By(a- f) =a- B,(f) (B, este omogeni);
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3. pentru f > 6 (f(x) > 0 pentru orice x € [0, 1]) rezulta ca B,(f) > 0 (B,(f)(z) >0
pentru orice = € [0, 1]) (B, este pozitiv).

1 si 2 impreuna inseamna ca B,, este un operator liniar. Alegand f = g = 6 in 1, se obtine

cd B,(0) =6, si alegand o« = —1 deducem ca

Bu(f —9g) = Bu(f + (=1) - g) = Bu(f) + Ba((=1) - 9) = Bo(f) — Bn(9)-

Luand in considerare si punctul 3 rezulta proprietatea de monotonie a operatorului lui
Bernstein: f < g (adicd f(z) < g(x) pentru orice x € [0, 1]) implica B, (f) < B,(g) (adica
B,(f)(x) < Bn(g)(z) pentru orice z € [0,1]). Intr-adevir, g — f > 6, deci B,(g — f) >
B, (8) = 6. Prin urmare B,,(9) — B,(f) > 0, adica B,(g) > B,(f).

In continuare vom demonstra proprietitile 1, 2 si 3:

1. Avem de aratat ca: B,(f + g)(x) = (Bn(f) + Bn(9))(x), adicd B,(f + g)(z) =
B,(f)(x)+ B,(g)(x) pentru orice = € [0,1], deci B, (f +g,2) = Bu(f,x)+ Bn(g, x).
Dar

Bu(f+g.2) = kzn%Cﬁ-xk.(l_g;)nk.(erg) <§> _

= ;cg.xk.u—x)“- {f (S) +g %)} =

= iCﬁ-azk~(1—x)”k~f<§)+ C’ﬁ-xk-(l—x)"k-g<§)
k=0
= B,(f,z)+ Bu(g, 7).

2. Avem de aratat ca B, (a- f)(x) = a-B,(f)(x), care este echivalent cu: B,(«a- f;x) =
a- B,(f,x). Dar

~_
Il

By(a-fx) = Y Cp-ab-(1—a)"*-(a-f)
k=0
k=0

— a-iq’j-x’“-(l—x)"’“-f(
k=0

S| 3™
~— ~—— 3|
I

a- By(f,x).
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3. Avem de ardtat ca, dacd f(z) > 0 pentru orice z € [0,1] atunci B,(f)(x) =
B, (f,z) > 0 pentru orice z € [0, 1]. Intr-adevar

k=0

Pasul 3. Deoarece f € C([0,1],R) este continud pe [0, 1] conform teoremei lui
Weierstrass este marginita, adica existd o constantd M > 0 astfel incat |f(x)] < M
pentru orice z € [0,1]. Prin urmarea pentru orice z,t € [0,1] avem |f(z) — f(t)| <
)]+ £ ()] < 20

Pe de alta parte conform lemei 8.1.4 f € C([0,1],R) este uniform continui, deci
pentru orice € > 0 exista §) > 0 astfel incat pentru orice z,t € [0,1] cu |z —t| < 6
rezultd |f(xz) — f(t)] < e. Daca pentru t € [0, 1] numér real fixat consideram functia
U, : [0,1] —» R, ¥y(z) = (x —t)?, atunci cele doud inegalititi anterioare se pot scrie intr-o
singura inegalitate:

2M
|f(z) = f()] <e+ 7 Ui().
(e)
Intr-adevir, daca |z — t| < &), atunci
2M
[f(2) = ft)l S e s et 55— Wila),
(e)
|z — ¢

iar daca |z —t| > d(.), atunci (5(2) > 1, deci
T —t)? 2M
|f(x)—f(t)|§2M<6+2M-‘ 5 | =ec+ V().
) J
(e) (e)
Insa
) , t—1t2 ) t—t?
Bo(Vy,t) = Bu(fo — 2tfi + 7 fo,t) = t° + —2t-t+1"- 1=

n
folosind de la pasul 1 calculul lui B, (fo, x), Bn(f1,x) si Bu(fe, ).

Aplicam operatorul lui Bernstein asupra inegalitatii: |f(z) — f(¢)] < e+ 2% - ¢y (x),
©)
adica la inegalitatea
2M

2
Oc)

o %%(@ < fla) = f(t) S e+ 5 - ()

si se obtine conform proprietatilor 1, 2, 3:

OM t—t? OM t—t?
—e— = < B,(f.t)— f(t) < = ;




8.1. Aproximarea uniforma a functiilor continue cu ajutorul polinoamelor 127

adica

OM t—t2 oM
B,(f,t)— f(t)| < - < ,
Bulf) = fOl St s <et g

pentru orice ¢ € [0,1]. Se observa ca pentru orice € > 0 existd un n() € N astfel incat

pentru orice n > n(.) avem < ¢. Prin urmare pentru n > n() avem |B,(f,t) —

2
(e)
f(®)| < 2e pentru orice t € [0,1]. Aceasta conditie exprima faptul ca polinoamele lui

Bernstein converg uniform catre functia data f:
1B, (f) = flloo = max{|B,(f,z) — f(x) / z € [0,1]} < 2e. 0

Observatia 8.1.3. Daca in locul intervalului [0, 1] se considerda un interval arbitrar [a, b],
z—a

atunci prin transformarea r = cu z € la,b] se face o corespondentd biunivocd intre

—a
punctele z din intervalul [a,b] respectiv punctele x din intervalul [0, 1]. Mentionam ca
prin aceastd transformare polinoamele Bernstein definite pe intervalul [0, 1] se transforma

tot in polinoame definite pe intervalul [a, b].

Ca aplicatie vom pune problema de a calcula valoarea polinomului lui Bernstein

B, (f, ) de ordinul n intr-un punct z € [0, 1] dat.

Program Bernstein

Datele de intrare: f,n,x;
Daca x = 1 atunci s := f(1);
Daca x # 1 atunci
Fie s :=0; z :=1;
Pentru i = 1,n executd z := 2 x (1 — z);

y =z x* f(0);

si=s+y;
Pentru £ = 0,n — 1 executa
n—~k x
2=z % * :
E+1 1—=x
k+1
yzZ*f( - >
n
S:i=S+ v,

Tipareste s.
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Plecand de la demonstratia teoremei lui Weierstrass cu ajutorul polinoamelor lui Bern-
stein se obtine urmatoarea generalizare naturala cunoscuta sub numele de teorema lui

Korovkin:

Teorema 8.1.2. (Korovkin) Daca sirul de operatori liniari §i pozitivi L,, : C([0,1],R) —

2

C(]0,1],R), n € N wverifica conditiile ca L,(f;) tinde uniform catre f; pentru orice i = 0,
st orice n € N, atunci avem ca L, (f) tinde uniform catre f, pentru orice f € C([0,1],R),

cind n — 0.

Pentru demonstratie trebuie sa luam numai partea 2 si partea 3 din demonstratia

teoremei lui Weierstrass punand in locul operatorilor B,, operatorii L,, n € N.

8.1.2 Teorema lui Stone

Teorema lui Stone este o generalizare esentiala a teoremei lui Weierstrass. Fixam

spatiul de baza C(]0, 1], R) cu norma supremum sau norma maximum sau norma Cebagev:

11} = sup{lf(z)] / = € [0, 1]} = max{[f()] / « € [0, 1]}.

Stim cd convergenta unui sir de functii continue (f,)nen C C([0,1],R) in acest spatiu
inseamna convergenta uniforma a acestui gir de functii continue. Totodata se gtie ca
(C([0,1],R), ]| - ||) este chiar un spatiu Banach. Mai mult pe spatiul C([0,1],R) se poate
introduce o noud operatie de inmultire punctuald a doua functii continue: f-g:[0,1] —
R, (f-g)(z) = f(x) - g(z) pentru orice € [0,1]. Aceastd operatie este o operatie
internd pe C([0,1],R), fiindca se stie ca produsul punctual a doua functii continue este
tot o functie continud. Astfel C([0,1],R) devine chiar o algebra Banach: C([0,1],R) cu
adunarea gi inmultirea cu scalari este un spatiu vectorial real i C'([0,1],R) cu adunarea
si inmultirea punctuald este un inel unitar, mai are loc si relatia: a(fg) = (af)g = f(ag)
pentru orice a € R i orice f,g € C([0,1],R), iar la axiomele normei addugdm axioma
I fall < 1]l - llgll, care se poate verifica cu destuld ugurintd pentru C([0, 1], R) cu norma
maximum. O submultime A C C([0,1],R), A # () care la randul sdu verificd axiomele
algebrei se numegte subalgebra a algebrei C'([0,1],R). Pentru o subalgebrd A putem
considera inchiderea topologica a lui A in C([0, 1], R), in raport cu norma supremum (care
genereazd o metrica supremum si care la randul sdu genereaza o topologie pe C([0, 1], R))

si sd o notam cu A.
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Lema 8.1.5. Daci A C C([0,1],R), A # 0 este o subalgebrd atunci A C C([0,1],R) va fi

tot o subalgebra.

DEMONSTRATIE. Fie f,g € A. Atunci f si g sunt doua puncte aderente relativ la
subalgebra A, adica exista doud siruri (f,)nen $i (gn)neny C A astfel ca f, tinde uniform
la f si g, tinde uniform la g. Astfel (f, + gn)nen este un sir din subalgebra A si tinde
uniform citre f+g. Dar acesta implica ci (f+g¢) € A. In mod analog rezulti ci f-g € A
sia-feA qed.

Este interesant ca numarul de operatii se poate largi in cazul algebrei Banach standard
C([0,1],R) prin a organiza multimea C/([0, 1], R) ca o latice. Intr-adevir vom defini pentru
orice f,g € C([0,1],R) functia min(f,g) : [0,1] — R, [min(f,¢)](z) = min{f(z), g(z)}
pentru orice x € [0,1], respectiv functia max(f,g) : [0,1],— R, [max(f,g)](z) =
max{f(x),g(x)} pentru orice x € [0,1]. Se stie cd daca f si g sunt doud functii con-
tinue atunci functiile min(f, g) si max(f, g) sunt tot functii continue. Ludm ca infimum
al lui f,g in C([0,1],R) notat cu f A g = min(f,g) respectiv supremum al lui f, g in
C([0,1],R) notat cu fV g = max(f,g). Astfel C([0,1],R) devinde o latice, fiindca axi-
omele laticii se verificd imediat. Vom spune ca o submultime A C C([0, 1], R), A # ) este

o sublatice, daca la randul sau este o latice, adica se verifica pe A axiomele laticii.

Observatia 8.1.4. Nu orice subalgebrd a lui C([0,1],R) este o sublatice. Intr-adevar,

alegem
A={a, 2" +ap 2" '+ Faxta /neEN, a; €R, i=0,n, x €[0,1]}.

Rezulta imediat ca A este o subalgebra a lui C([0,1],R), insa nu este o sublatice a lui
C([0,1],R) fiindca daca alegem f : [0,1] — R, f(z) = = pentru orice x € [0,1] si g :
0,1] = R, g(x) = 1 — x, pentru orice x € [0,1] se obtine ca f A g & A. Intr-adevar

x, daca x € [O, %}
(fAg)(z) =min{z,1 —z} =

1
1—x, daca xG(ﬁ,l].

Dar f A\g nu este deriwabila in punctul x = % pe cand orice element al lui A este derivabild
in orice punct x € [0,1]. Deci aceasta subalgebra A nu este o sublatice a lui C([0,1],R).

In C([0,1],R) se defineste elementul notat cu |f| = fV (=f) unde —f : [0,1] — R,
(—f)(x) = —f(x) pentru orice x € [0, 1].
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Lema 8.1.6. O subalgebra A C C([0,1],R) este o sublatice daca si numai daca din f € A
rezulta ca |f| € A pentru orice f € A.

DEMONSTRATIE. Presupunem ci subalgebra A C C([0, 1], R) este o sublatice. Atunci
din fe Arezulta ca —f = (—1)- f € A, deci |f|=fV (—f) € A

Invers, sa ardtdm ca daca pentru o subalgebrd A C C([0,1],R) din f € A rezulta ca
|f| € A pentru orice f € A, atunci A este o sublatice. Din f si |f| € A rezultd ca fT si
f~ € A unde

PO S (LT[ R T
f@) = Iflla) _ f@) = 1f@)

7001 =R, f(z)= 5 = 5 .

Mentiondm proprietitile imediate ca f = fT+ f~, f* = fVv0, f~ = f A0, unde 0
este functia nuld, adicd 6 : [0,1] — R, #(x) = 0 pentru orice € [0,1]. Prin urmare
din f,0 € Arezulta ca f VO si f A0 € A Suntem gata cu demonstratia fiindca pentru
fig € Aavem f — g € A i folosind cele anterioare avem fVg=(f—g)VO+ge Asi
fAg=(f—g)NO+ge A qed.

Definitia 8.1.1. Spunem ca o subalgebra A C C([0,1],R) separa punctele multimii [0,

1], daca pentru oricare doud puncte distincte x1,x9 € [0,1] cu x1 # o existd o functie

f € A astfel ca f(z1) # f(x2).

Teorema 8.1.3. (Stone, cazul real) Fie A C C([0,1],R) o subalgebra care contine functiile
constante pe [0, 1] si separa punctele lui [0, 1]. Atunci A este densa in C([0,1],R), adica
A=C([0,1],R).

DEMONSTRATIE.

Etapa 1. Se arati ca A este o sublatice a lui C([0, 1], R). Conform lemei 8.1.5 rezulta
ci A este o subalgebri. Pentru ca A si fie o sublatice este de ajuns si aratam ci odata
cu f € A avem casi |[f| € A. Fie f € A. Putem presupune ca f € 6, intrucat daca f = 6
atunci si | f| = 0 si | f| € A, fiindca orice algebra contine elementul nul. Deci fie f € A cu

f # 6. Cum pentru orice doud numere a, 5 € R asga ca |o| < F i > 0, are loc

w3
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2

rezulta ca dacd notam prin v =1 — atunci 0 < <1 gi avem |a| = /1 —~. Dar

o
B
conform dezvoltarii binomiale, avem:

n+1

=, (2n — D)
1—u:1—3—z<" M. v

: <1.
2 Gl e vl

n=1
Mentiondm ca avem notatiile: (2n — ! :=1-3...2n—1) si 2n)!! =2-4...(2n) si
dezvoltarea anterioara are sens gi pentru capetele v = +1 (pentru u = —1 avem o serie

alternata iar pentru v = 1 avem seria convergenta

i (2n — 1)!! 1
)l 2n+2’

caci
1:3..2n—1) _ 1
2-4...2n) ~ V2n+1
ceea ce se aratd imediat prin inductie matematica). Sa alegem o = f(z) si 8 = || f||, de
unde vy =1 — (%ﬁ))? . Utilizand dezvoltarea in serie obtinem:
1 FNY] X @En-1n 1 N
s@i=1sg-5 - (77 ] 2 o i |} (i) ]

Se observa cd seria din membrul drept este uniform convergenta (prin majorare se obtine
seria numerica convergenta de mai sus), si cum termenii seriei sunt in A rezultd ci si suma
seriei va fi tot in A.

Etapa 2. Si aratam ca daca f € C([0,1],R) i x1, x2 sunt doud puncte oarecare din
intervalul [0, 1], atunci existd o functie g € A astfel ca g(z1) = f(z1) si g(x2) = f(x2).
Daca x; = x5, vom lua ca functie g functia constanta g(z) = f(x;) pentru orice z € [0, 1].
Daca x; # x5, atunci din conditia de separare a punctelor rezulta ca exista o functie
h € A asa ca h(xy) # h(z2). De aici se vede ca a, # sunt unic determinati prin sistemul
liniar

ah(z1) + B8 = f(z1)
ah(zs) + 8 = f(x2),

cu determinantul principal
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Fie functia ¢ : [0,1] — R data prin g(x) = «- h(x) + [ pentru orice = € [0, 1], care evident
satisface conditiile cerute. Intrucat a, 3 depind de alegerea punctelor x, 2o € [0, 1] vom
mai folosi gi notatia g(x) = g, 2, () pentru orice z € [0, 1].

Etapa 3. Fie f € C([0,1],R) si ¢ > 0. Daca s,t € [0, 1] atunci conform etapei a
doua exista o functie gs¢ € A asa ca gs+(s) = f(s) si gsu(t) = f(¢). Cum f gi g5, sunt
functii continue pe [0, 1] la fel este i functia ¢, data de ¢(x) = gs+(z) — f(z) pentru orice

€ [0,1]. S& exprimam continuitatea lui ¢ in punctul ”s”. Pentru orice ¢ > 0 exista o

7 77

vecinadtate deschisa U(s) a lui asa ca |p(z) —p(s)| = |p(x)| < € pentru orice z € U(s),
de unde rezulta ca gs+(z) > f(z) — ¢ pentru orice € U(s). Dar pentru ¢ fixat multimile

U(s) (s €0,1]) formeaza o acoperire deschisa pentru [0, 1] si cum [0, 1] este un interval

compact rezultd ca exista sq,..., S, € [0,1] aga ca U U(s;) =10,1]. Fie U, = sup {gs,+}-

im1 1<i<m

Deoarece gs,; € A C A conform etapei 1 avem cd ¥; € A pentru orice ¢t € [0,1] si
U, (x) > f(x) — e pentru orice = € [0, 1], adicd V;(x) — f(z) > —e pentru orice z € [0, 1].
Pe de alta parte ¥; — f este o functie continua pe [0, 1|, deci i in ”¢”, gi atunci pentru orice
e > 0 existd o vecindtate deschisa a punctului ”¢”, notata cu V (), asa ca |V (z)— f(x)] < e

pentru orice z € V(t), de unde rezulta ca V,(x) < f(x) 4 € pentru orice z € V(t). Dar
intervalul [0, 1| filnd compact, existd t1,...,t, € [0,1] asa incat [0, 1] UV . Fie

F = 1nf {\I/t }. Atunci F(z) < f(x) + € si din W(z) > f(z) — e pentru orice 2 € [0,1]
rezulta cad F(xz) > f(x) — e pentru orice z € [0,1], adica |F(x) — f(z)| < e pentru orice
z € [0,1]. Cum prin constructie F' € A avem ci A = C([0,1],R) q.e.d.

Consecinta 8.1.1. Daca se alege A = R[X], adica multimea tuturor polinoamelor definite
pe intervalul compact [0, 1], atunci A este o subalgebra a lui C([0,1],R), care contine
functiile constante, separa punctele lui [0, 1] (fiindca de exemplu functia f :[0,1] — R,
f(x) = x are aceasta proprietate), prin urmare reobtinem teorema lui Weierstrass, de

densitate a polinoamelor in C([0,1],R).

Consecinta 8.1.2. Daca se alege A multimea tuturor polinoamelor trigonometrice defi-

nite pe intervalul compact [0,2n], atunci A = C([0,27],R). Intr-adevdr, fie

A= {a0+2aisini$+2l)jcosja: | n,meN*, a;,b; R, z € [O,27r]}

i=1 j=1
multimea tuturor polinoamelor trigonometrice. Imediat putem constata ca A este o subal-

gebra a lui C([0,27],R) (la inmultire se aplica formulele trigonometrice de transformare



8.2. Aproximarea functiilor prin interpolare 133

a produsurilor de sinugi §i cosinugi in sume gi diferente). Totodatd mentiondam ca nu con-
teaza daca in locul intervalului compact [0, 1] am ales intervalul compact [0, 27, fiindca
putem sa facem o corespondentd biunivocd intre cele doud intervale, si aceastd transfor-
mare nu-si schimbd esenta problemei. Deoarece A contine functiile constante si separd
punctele intervalului [0,27] avem A = C([0,27],R), deci orice functie continud pe inter-
valul [0, 27] se poate aprozima cu un gir de polinoame trigonometrice in raport cu norma
MATIMUM SaU SUPTEMUM.

In tncheierea acestui paragraf enuntam fara demonstratie si versiunea complexd a teo-
remei lui Stone. Pentru asta consideram C([0,1],C) = {f : [0,1] — C | f continua},
care este tot o algebra Banach, dar peste corpul numerelor complexe. Definim functia
f e C(0,1],C) in felul urmator: f:[0,1] — C, f(z) = f(z) pentru orice x € [0,1], unde

f(z) tnseamna conjugata numarului complex f(x).

Teorema 8.1.4. (Stone, cazul complex) Dacd A este o subalgebra a lui C([0,1],C) care
contine functiile constante, separd punctele intervalului [0, 1] si din f € A rezultd ca

f € A pentru orice f € A atunci A este densd in C(]0,1],C).

Ca consecinte importante se pot obtine gi in acest caz variantele complexe ale con-
secintelor 8.1.1 si 8.1.2, considerand polinoamele cu coeficienti complecsi respectiv poli-

noamele trigonometrice cu coeficienti complecsi.

8.2 Aproximarea functiilor prin interpolare

Introducem multimea functiilor definite pe un interval [a,b] dat cu valori reale, no-
tatd cu F([a,b],R). Fie A 1 a = 290 < 7 < -+ < Tp1 < x, = b o diviziune datd

a intervalului [a,b]. Pe multimea F([a,b],R) introducem o seminorma data de formula:

n
Iflla = Z | £(2;)]. Intr-adevir, in acest fel definim o seminorma:
i=1

1.

n n

If+glla = Z (F + ) ()l = D 1f @) + gzl < D (1 ()l + lg(a)]) =

i=1 =1

= Z | ()| + Z lg(z)| = [ flla +llglla-
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n

la- flla = Y lla- )] = Zla Sl =) lal -1 f (@) =

i=1 i=1

= Jal- Y If (@)l = la] - | flla-
=1

3. 1 flla = Z|f(3:z)| > 0 insad din conditia ||f||a = 0 nu rezultd ca f = 6, adica
=1

f(z) = 0 pentru orice x € [a, b], deci functia || - || nu va fi 0 norma.

Cu ajutorul acestei seminorme putem defini o semimetrica pa : F([a, b], R) x F([a,b],R) —
R, datd de formula pa(f,g) = ||f — gl|a pentru orice f,g € F([a,b],R). Intr-adevir pa

este o semimetrica:

palf,9) = If=glla = [[(f=h)+(h—=g)lla < [[f=nlla+]h—glla = palf, h)+palh, g).

oalf9)=1f=glla=1=(g=Hlla=1=1-llg = flla=llg = flla = palg, f)-

3. palf,9) = IIf —glla = 0, insd din pa(f,g) = 0 nu rezultd ca f = g, fiindca
pa(fyg) = |If — glla = 0 si de aici nu rezulta ca f — g = 6, adicd f = g, deci pa va

fi numai o semimetrica.

Fie (F([a,b],R), pa) spatiul semimetric al functilor definite pe intervalul [a,b] cu valori
reale, iar B C F([a,b],R). Vom spune ci elementele multimii B aproximeaza in sens
interpolator elementele multimii F([a,b],R), dacd pentru orice f € F([a,b],R) exista
g € B astfel incat pa(f,g) = 0. Practic aceasta conditie inseamna urmatoarele: pentru
orice f € F([a,b],R) putem gasi un g € B astfel ca g(z;) = f(z;) pentru i = 0,n. Vom

spune ca functia g aproximeaza functia f prin interpolare.
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8.2.1 Interpolare liniara

Daci se alege submultimea B multimea functiilor definite pe intervalul [a, b] cu valori
reale, segmentar liniare (care admit graficul o linie frantd) vom spune cd avem o interpolare
liniard. Prin urmare problema interpolarii liniare se formuleaza in felul urmator: fie
f:]a,b] = R o functie datd, A:a =129 <21 < -+ < 2,1 < &, = b o diviziune dati, si
se cere sa se determine aceea functie g segmentar liniara pentru care g(x;) = f(x;) pentru
orice ¢ = 0,n. Pentru ¢ = 0,n — 1 fixdm intervalul [z;, x;41] s fie 9/ [z, 2., (%) = Mz + ny,
unde m;,n; € R. Se impun conditiile ca g(z;) = myz; + n; = f(z;) §i g(xi1) = Mz +

n; = f(x;41). Astfel se obtine un sistem cu doud ecuatii si cu doud necunoscute m;,n; :

xim; +n; = f(x;)
Tigam; +n; = f(Ti41)

cu solutiile:

f(xz) 1
m; — f(@is) 1 _ f(@i) — [(wig) _ f(@iz1) — (i) si
T; 1 Ty — Tiy1 Tiv1 — Ty
Tipp 1
e A ) _ b J(@ig1) — zig1 - f2) _ Tig1 - @) —x; - f(zi41)
Z x; 1 Ti — Ti41 Tiv1 — T4
Tip1 1

Prin urmare avem

J@ivn) = f(2:) L T flag) = @i @)

Tiy1 — X4 Tiv1 — T4

g(z) =

pentru orice x € [x;,x;41]. Evident graficul lui g este un segment liniar pe intervalul

[x;, x;11], iar pe intervalul [a, b] se obtine ca grafic o linie franta.
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8.2.2 Interpolarea polinomiala a lui Lagrange

Prima datda vom formula problema interpolarii polinomiale: fie data o functie f :
[a,b) = R, fle A:a=129g <21 <+ <1 <x, =Db o diviziune data si se cautd acel
polinom de gradul cel mult n, P : [a,b] — R, pentru care P(z;) = f(x;) pentru orice
i = 0,n. Se observa ci in acest caz submultimea B se alege multimea polinoamelor de
gradul cel mult n, care au o "structura mai simpla". Problema pusa admite o singura

solutie:

Teorema 8.2.1. Existd un unic polinom de gradul cel mult n, P : [a,b] — R, pentru care

P(x;) = f(x;) oricare ar fii=0,n.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra existenta si unicitatea polinomului de interpolare

P. Fie

P(z) = ap2™ + ap12™ "+ -+ ayx + a,

unde a; € R, i = 1,n. Se impun conditiile de interpolare:

P(xy) = anxj+ an_lxg_l + -+ a1xg + ap = f(x0)

P(r1) = @t} +anaa]”' 4+ iz +ag = fla)

P(rn) = ana) + anaz) ' 4+ a2, +ag = f(2n).

Astfel se obtine un sistem liniar cu n+ 1 ecuatii si n+ 1 necunoscute: a,,a,_1,...,a,ap :

T an+af " apy o+ 3o ar + ag = f(wo)

;z:’f‘an—l—:c?*l'anfl‘i‘“""xl'al"'ao:f(x())

cap 2 Ay T, a4 ag = fx)
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Deoarece determinantul sistemului liniar este un determinant de tip Vandermonde, avem:

n n n
Y x4 x] U
Yy x ... oz 1
0o Lo
:En—l xn—l :L,nfl
n n_l 0 1 DY n
det 7 T cooooxp 1
et = =1 ... c e e =
Zo T N 17
n n—1
xn Ty |
1 1 1
1 1 1
ZTo T [
nt(n—1)4---+1 n(n+1)
= (=nmtebEeto L = (=) (i — ;) #0
n—1 n—1 n—1 n>1>5>1
xg xy ceoxn
n n n
xg x] .o
fiindca conform presupunerii nodurile x; verifica conditia: a = 2 < 1 < --- < T,_1 <

x, = b. Astfel se obtine un sistem de tip Cramer cu n + 1 ecuatii si n + 1 necunoscute,
sistem care admite solutie si aceasta solutie este unica. [

Sigur, prin rezolvarea concreta a sistemului liniar cu ajutorul determinantilor putem
obtine la concret coeficientii a;, insa in continuare vom prezenta o alta constructie pentru
acest polinom de interpolare, cunoscuta sub numele de procedeul lui Lagrange si de aceea
polinomul de interpolare poarta denumirea de polinomul de interpolare al lui Lagrange.

Constructia consta in urmatoarele: se cauta polinomul
P(z) = Ly(z) = Z Lni(z) - f(x:),
=0

unde pe P am notat cu L,, numit polinomul de interpolare al lui Lagrange de ordinul
n, care se formeaza cu ajutorul polinoamelor de baza de grad n ale lui Lagrange L,;,
in felul urmator: conditia L, (x¢) = f(zo) se poate asigura dacd impunem urméatoarele
conditii: Lno(xo) = 1, Lui(xg) = 0,..., Lyn(z0) = 0, filndead L, (xg) = Lyo(xo)f(x) +
L (@0)f (@) 4+ Lun(0) - f () = 1+ f(20) + 0+ f(w2) -+ 0- f(,) = f(zo). Pornind
de la conditia L, (x1) = f(x1) in mod similar impunem conditiile L,o(x1) = 0, L,1(x1) = 1,
Lpo(x1) = 0,..., Lyn(z1) = 0, care asigurd valabilitatea egalitatii L, (x;) = f(x1). Tot
asa, pentru a indeplini ultima conditie L, (z,) = f(z,) vom impune pe rand conditiile:
Lno(xn) =0,..., Lyp-1(xy) = 0, Lyn(z,) = 1. In acest fel pentru polinomul de bazi de

gradul n L, avem urméatoarele conditii impuse: L,o(zo) = 1, Lyo(z1) = 0,..., Lyo(z,) =
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0. Prin urmare nodurile xq, o, ..., z, sunt radacinile polinomului L,, deci numai din
aceste conditii rezultd forma L,o(x) = (z — z1)(z — z2) ... (z — z,,). Insd indeplinirea
egalitatii L,o(zo) = 1 inseamna normarea polinomului L, si astfel se obtine forma finala:

(x —z)(x —29) ... (T — )
(xo — 1) (w0 — 22) ... (Xo — Tp)

Lno(z) =

In mod analog rezultd pe rand:

(x —zo)(x —22) ... (T — xp)
(1 — o) (1 — 22) ... (x1 — )"
(x —zo)(x —21) ... (T — Tp_1)
(T — x0) (T — 1) o (T — Tp1)

Lyi(x)

. ey

Ly ()

Daca introducem polinomul w,, de gradul n 4 1 prin formula
wp(x) = (x —zo)(x — 1) ... (T — )

atunci se obtin urmatoarele forme pentru polinoamele de baza ale lui Lagrange:

Wn(x)
(:l? - xn) ) W;L(xn)‘

wn ()
(. —21) - wj (1)

wn(x>
(x — o) - wy,(20)

Lyo(z) = , Lpi(x) = oy Ly () =

Mentionam ca derivarea polinomului w,, se face ca un produs de polinoame de gradul unu,

derivand pe rand fiecare componenta de gradul unu, si facand insumarea acestor rezultate:

w(z)=(x—xz1)...(r—2,)+ (@ —20) (T —T2) .. . (T =)+ -+ (v —20) ... (T —Tp_1).

In final avem polinomul de interpolare al lui Lagrange de ordinul n, data de formula:

Ln@) =3 7= ijj)(fvi/(:m) ) = enl@) 3 o oigx-izum)‘

=0 =0

Ca un exemplu concret propunem sa se calculeze polinomul de interpolare Lagrange
care se asociaza functiei f : [4,16] — R, f(z) = y/z luAnd nodurile zy = 4, 27 = 9,
T9 = 16.

Avem ws(z) = (z —4)(z —9)(z — 16), wi(x) = (x —9)(x — 16) + (x — 4)(x — 16) + (x —
4)(z —9),

B ws(x) (= 9)(x—16) 1
Lal) = G =@ ~ a=9a=16 s V16
B wy(x) (v —4)(x—16) 1
Lale) = Z =g ~ @16 ~ ;¢ V16
Lon(z) — ws(x) _ (z—4)(z—9) 1 (x— 4)(z—9).

(r— 16)w4(16) (16 —4)(16—9) 84
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Astfel

Ls(x) = Lao(x) - f(4) + Lai(z) - f(9) + Laz(z) - f(16) =
= 0@ —16) = (- 4) @ — 16) + (2 — d)(x — 9) =

% 35 51
— mmx —9)(x —16) — 18(x — 4)(z — 16) + 10(z — 4)(x — 9)] =
1 2
= 5y~ + 55 +216).

Practic se obtine parabola (functia de gradul al doilea) care trece prin punctele (4,2),
(9,3), (16,4).
Ca aplicatie sa se determine valoarea polinomului de interpolare Lagrange L, (t) intr-

un punct ¢ € [a, b] dat.

Program Lagrange

Datele de intrare: f; x = (x[0], z[1],. .., z[n]); t;
Pentru 7 := 0, n executa y[i := 1;
s5:=0

Pentru i := 0, n executa
Pentru j := 0, n executs

Daca j # ¢ atunci executa
PR
oL g

Y= il

Tipareste s.

8.2.3 Polinoamele lui Cebasev de speta intaia

Pentru a evalua eroarea care se comite atunci cand functia f : [a,b] — R se inlocuiegte
prin polinomul sidu de interpolare Lagrange de ordinul n corespunzator unei diviziuni A

fixate avem nevoie tehnic de polinoamele lui Cebagev de speta intaia.

Definitia 8.2.1. Polinoamele lui Cebasev de speta intdia se definesc in felul urmdator:

T, :[-1,1] = R, T,,(x) = cos(n arccos x) pentru orice x € [—1, 1].
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Observam ca functia T,, este bine definita, fiindca functia arccos are sens pentru orice
x € [—1,1], iar arccosz este un unghi din intervalul [0, 7], care se inmulteste cu n si se
ia cosinusul unghiului n - arccos z, rezultatul fiind tot un numaér real din intervalul [-1, 1.
Astfel putem scrie T), : [-1,1] — [—1, 1], T},(z) = cos(n-arccos x) pentru orice z € [—1,1].

Desi nu se observa din prima vedere totusi functiile 7, sunt legi polinomiale. Pen-
tru n = 0 avem Ty(z) = cos(0 - arccosz) = cos0 = 1. Pentru n = 1 avem Tj(z) =
cos(arccos ) = x. Pentru n = 2 avem Ty(z) = cos(2 - arccosx) = 2 - cos?(arccosx) — 1 =
222 — 1. Pentru a arata ci pentru un n € N arbitrar 7}, este tot un polinom vom folosi

metoda inductiei matematice. Plecam de la formula trigonometrica:
cos(n+1)-p=2-cosp-cosnp —cos(n — 1)p.

Punand ¢ = arccosz se obtine formula de recurentd T,,1(x) = 2x - T, (z) — T,,_1(x).
Presupunand ca 7),_; si 7, sunt polinoame, imediat deducem ca si T,.; este tot un

polinom. Astfel avem:

Ts(x) = 22Ty(x) — Ti(x) (222 — 1) — 2 = 42° — 3z,

Ty(x) = 22T5(z) — Ta(x)

2x
27 (42® — 3z) — (20 — 1) = 82* — 82% +1,
2x

Ts(z) = 22Ty(x) — Ty(x) (8z* — 82 +1) — (42° — 3x) = 162° — 202° + 5z, etc.

In continuare enumeram cateva proprietati de baza ale polinoamelor lui Cebagev de speta
intaia:
1. Daca n este un numaér natural par, atunci polinomul 7;, este o functie para, iar daca
n este un numar natural impar, atunci polinomul 7, este o functie impara.
Verificarea acestei proprietati putem face printr-o simplda inductie matematica:
To(x) = 1 este functia pard, iar Ti(z) = x este o functie impard. Dacd n este
impar atunci conform presupunerii 7;, este o functie impara, iar deoarece n — 1 va

fi un numar par rezulta ca T,_; este o functie para. Trebuie sa aratam ca 71,1 va

fi o functie parsi, n + 1 fiind un numir par. Intr-adevar:
Ton(=2) = 2- (=) To(—x) = Thoa(=2) = 2- (=) - (=T0(2)) = Tha(2) =

= 2x-Tp(x) — T 1(x) = Thi1(2).

Daca n este par atunci conform presupunerii 7;, este o functie para, iar deoarece

n—1 va fi un numar impar rezulta ca T,,_; este o functie impara. Trebuie sa aratam
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ca T,41 va fi o functie impar, n + 1 fiind un numér impar. Intr-adevar:
Topr(=2) = 2 (=) - Th(—x) = Thoa(—2) = 2+ (—2) - To(2) — (—Tha(z)) =
= —22T,(z)+ T 1(x) = — (22T, () — T,—1(x)) = =Ths1(2)

2. Pentru orice n > 1 numar natural coeficientul termenului maxim din polinomul 7;,
este egal cu 2”1, Pentru n = 1 avem Tj(x) = z, deci coeficientul este 2° = 1. Se
poate arata usor prin inductie ca T;, este un polinom de grad n avand coeficientul lui
2™ egal cu 2", Intr-adevir, folosind formula de recurentd T}, 4 (x) = 2z - T, (x) —
T,—1(x) deducem c& in polinomul 7, _; necunoscuta x apare la puterea maxima
n — 1, in polinomul 7}, x apare la puterea maxima n gi inmultit cu x, rezulta in final
ca in polinomul T,;; x apare la puterea maxima n + 1. Coeficientul lui 2"+ in T},
se obtine din coeficientul lui 2" din 7, care conform presupunerii este 2", si prin
inmultirea cu 2z in T),,, apare 2"z" !,

3. Polinomul T, are toate radacinile reale gi distincte situate in intervalul (—1,1) date

(2i+1) -7

2n

cel mult n radacini reale. Ne raméne si verificim cd numerele x; = cos

,cui=0,n— 1. Intr-adevar, T, fiind de grad n are
(2i+ 1)m
2n

de formula z; = cos

cu i = 0,n — 1 sunt radacini pentru 7,, :

21+ 1 2t+1) - 2t +1
T, (z;) = cos |n - arccos | cos M =cos|n- M = cos M = 0.
2n 2n 2

4. Polinomul lui Cebégev de speta intaia 7, : [-1,1] — [—1, 1] ia valorile extreme -1
, mm — . g e
si 1 in punctele x,, = cos—, cu m = 0,n. Intr-adevar, vrem sa verificam cand
n
are loc egalitatea T),(x) = +1. Aceasta inseamna ca cos(n - arccosz) = +1, adica

— . mm .
n-arccosx = m-m € [0,n7] cu m = 0,n. Prin urmare arccosz = —, deci
n

mm _ G
Ty = cos —, cu m = 0,n. Asadar T),(x,,) = cosmm = (—1)™ pentru m = 0,n.
n

In continuare enuntam o proprietate remarcabila a polinoamelor lui Cebasev de speta

intaia, fapt pentru care le-am considerat noi in cadrul acestui curs:

Teorema 8.2.2. Printre polinoamele de grad n cu coeficientul termenului de grad maxim
egal cu unu, polinoamele T, : [—1,1] — R, T,,(x) = 21" - T, (x), n > 1, au cea mai micd
abatere de la zero pe intervalul [-1, 1], adicd pentru orice alt polinom P, : [—1,1] — R, de

grad n cu coeficientul termenului de grad maxim egal cu unu avem

ax |P, > max |71, =l
m?ﬂﬁH (w)\_xg[gful ()]



142 8. Aproximarea functiilor

DEMONSTRATIE. Demonstratia teoremei incepem cu o mica observatie: deoarece
T, : [-1,1] — [=1,1] si are gradul n, coeficientul lui 2" fiind 2" ! rezultd ca T,(x) =
2177 T, (x) duce intervalul [-1, 1] in intervalul [—2'~", 217"] fiind tot un polinom de grad
n avand coeficientul termenului lui 2" egal cu 277 1. 217" =20 =1,

Demonstratia teoremei facem cu metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista
un polinom

P.(z) =2" + ap12™ '+ - a1z + ag

pentru care

max |P,(z)] < max |T,(z)|=2"".
xe[ff”\ ()] xe[—fﬁ]' ()]

Consideram polinomul 7, — P,, care are gradul maxim mai mic sau egal cu n—1. Deoarece
max |P,(z)| < max |T,(z
Jax [Po(w)] < max |Tu(z)]

_ _ _ mm

rezulta ca P, # T, deci T,, — P, este diferit de polinomul nul. Luénd valorile x,, = cos —
n

m

pentru m = 0, n caleulam T, (x,,) — P,(%,,). Deoarece T, (,,) = 217" - (=1)™ si cum

P,(z)| < T,(x)] =2t
Jax [Po(7)] < max |To(z)]

rezultd ca in punctele z,,, m = 0,n semnul valorii T,(x,,) — P,(7,,) este determinat de
semnul numarului Tn(xm). Prin urmare polinomul 7,, — P, isi schimba semnul de n ori,
ceea ce implicd ¢ admite n radicini reale si distincte. Insa polinomul T, — P, are gradul
maxim n — 1, deci va fi polinomul nul, adica 7, — P, = 0, ceea ce inseamna o contradictie.
0

Ca problema propunem sa se calculeze valoarea polinomului Cebagev de speta intaia
T, (z) in punctul z € [—1, 1] dat, pentru o valoare n > 2 data, folosind relatia de recurenta:
Toii1(x) = 22T, (x) — Th1(z).

Program polinoame Cebésev (vezi la capitolul de evaluare a functiilor date prin relatii

de recurenta, paragraful 4.3).
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8.2.4 FEvaluarea restului pentru polinomul de interpolare La-

grange

Fie f : [a,0] — R o functie datd, A : a = 2 < 21 < - < Tp1 < T, = b o
diviziune dati a intervalului [a, b] si fie L, : [a,b] — R polinomul de interpolare Lagrange
care se asociaza la functia f gi diviziunea A. Evident L, aproximeaza functia initiala f.
Putem scrie f(z) = L,(z) + R,(z), unde R, : [a,b] — R se numeste restul dintre functia
f si polinomul sau de interpolare L,. Vrem sa evaluam restul intr-un punct x dat din
intervalul [a,b], * # x;, i = 0,n. Punand z = x; in egalitatea f(z) = L,(x) + R,(z)
se obtine f(x;) = Ly(x;) + Ry(x;) adicd R,(z;) = 0 per111tru i = 0,n, adicd functia R,

admite punctele * = z; ca radacini. Dacd w,(z) = H(x — x;), atunci putem scrie
i=0
R.(z) = wp(z) - 1,(2). Fie acum z € [a,b] fixat §i © # x; pentru ¢ = 0,n. Introducem

functia ¢ : [a,b] — R datad de formula ¢(t) = L, (t) + w,(t) - m(2) — f(t). Observam ca

p(x:) = Lp(@i) +wn(m:) - ral@) — f(xi) = (Ln(x:) — f(21)) + wnl@i) - ma() =
= 0+0-r,(z)=0

pentru orice i = 0,n i incd p(x) = L, (z) + wp(z) - rp(z) — f(z) = 0, adica ¢ se anuleaza
in n + 2 puncte distincte. Impunem cerinta ca f € C"1([a,b],R), adica este o functie
derivabila de n + 1 ori si cu derivata de ordinul n + 1 continua. Prin urmare si functia
¢ € C"([a, b], R). Deoarece ¢ se anuleaza in n + 2 puncte din teorema lui Rolle rezulta
ca ¢ se anuleazd in n + 1 puncte, ¢” se anuleazi in n puncte, s.a.m.d. si in final ™+
se anuleaza cel putin o datd in intervalul [a,b], adica exista un § € [a,b] astfel incat

¢<n+1>(§) = 0. Derivam formula

p(t) = Ln(t) + wa(t) - ra(2) = f(2)

in raport cu t de n+1 ori. Deoarece L,, este un polinom de grad n, derivata lui de ordinul
n + 1 este zero, iar w, fiind un polinom de grad n + 1 avand coeficientul lui 2"*! egal cu
unu, derivata lui de ordinul n 4 1 va fi egald cu (n-+1)!. Prin urmare o™+ (t) = 0+ (n +
D7y (2) — f™+(4), si din conditia ¢V (€) = 0 se obtine (n+1)!-7,(x) — f™+HI (&) =0,

FoE)

CES Prin urmare pentru restul R,, avem reprezentarea
n !

de unde r,(z) =

F0(E)

R,(x) = w,(z) CEFk
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Conform presupunerii f"*1) este continud pe [a,b], rezultd in conformitate cu teorema
lui Weierstrass cd este marginita pe [a,b], adicd existd o constantd M > 0 astfel ca

|1 (z)| < M pentru orice = € [a,b]. In acest fel pentru evaluarea restului obtinem
50~ L)l = 1R < sup [Ryfe) (@) )
z)— Ly(x)| = ()] < sup |Ru(x)| = sup |wnp(z) ——F| <
z€la,b] z€[a,b] (n + 1)|

< sup (@) —L
~ Sup Wnp\T . .
z€[a,b] (n + 1)'

Imediat se pune problema de a alege punctele de diviziune x;, i = 0,n incat sup |w, (z)|

sa fie minim, adica abaterea polinomului w,, de la zero sa fie minima. Daca facem trans-
r—a

formarea intervalului [a,b] in intervalul [-1, 1| prin aplicatia z = —1 + -2, unde

x € [a,b] iar z € [—1,1], atunci se pune problema de a determina nodurile z; € [—1,1]
pentru care w, are abaterea minima de la zero pe intervalul [-1, 1]. Evident raspunsul la
aceasta intrebare il constituie polinomul lui Cebéasev de speta intaia de ordinul n, notat

de noi cu 7T,,. In general problema este o problema deschisi.

8.2.5 Teorema lui Faber asupra divergentei procedeului de inter-

polare

Fixdm ca spatiu de lucru spatiul Banach (C([0,1],R), || - ||) unde C([0,1],R) = {f :
[0,1] — R | f este continud} iar norma || - || este norma supremum sau norma maximum

sau norma Cebasgev:

LI} = sup{lf(z) / = € [0, 1]} = max{[f ()] / = € [0, 1]}.

Fie X = {z, = (x},22,...,2") | n € N} sistemul punctelor de diviziune: z‘, € [0, 1],

x' # x) pentrui # j, x} < 22 < --- < z". Putem forma tabelul cu sirul nodurilor:

1

Ty
1,2
Lo Ty
xy 3 T3
X =
1 2 3 n
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In continuare cu L,, vom nota operatorul lui Lagrange de ordinul n in locul polinomului de
interpolare Lagrange de ordinul n, iar pentru polinomul de interpolare Lagrange de ordinul
n asociat la o functie f vom folosi notatia L, (f). Fie deci L,, : C([0,1],R) — C([0, 1], R)
operatorul lui Lagrange care asociaza la orice functie continua f € C([0, 1], R) polinomul

de interpolare al lui Lagrange de ordinul n, L, (f) dat de formula

= ZLm'(x)f(IZ), z € 0,1],

unde L,; : [0,1] — R sunt polinoamele de baza ale lui Lagrange, date de formulele:

Lyi(z) = (z—2p) .. (@ -2 )@ —zM). . (. —ap)

) R G (G A BN

pentru orice 1 = 1,n

Propozitia 8.2.1. Operatorul de interpolare Lagrange L,, este linear si continuu si norma

sa || Ly|| este datd de ||Ly|| = An, unde X\, se numesc constantele lui Lebesque §i sunt date

de formulele \, = max{l,(z) | z € [0, 1]}, unde [, ( Z | L (2

DEMONSTRATIE. Operatorul Lagrange L, este aditiv: L,(f + ¢) = L,(f) + Ln(9),

pentru orice f,g € C[0,1]. Intr-adevir, avem:

La(f +9)(x ZLm (f+9) ZLm () + 3 Lni(w) - g()) =
— L@ + L)) = () + Lua))e)

pentru orice z € [0,1].
Operatorul Lagrange L,, este omogen: L,(af) = «- L,(f) pentru orice a € R i orice
f € C[0,1). Intr-adevar

n n

Lo(a f)(x) = Y Lul2)-(af)(z;) =Y Lulz) - a- f(z,) =

i=1 i=1

= a- ZLm(x) f(2y) = a - La(f)(@) = (a - Lu(f))(2)

pentru orice z € [0, 1]. Prin urmare operatorul L, este linear, fiind aditiv si omogen.
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Operatorul Lagrange L,, este continuu. Trebuie sa demonstram ca exista o constanta

M > 0 astfel incat || L,(f)|| < M -||f|| pentru orice f € C0,1]. Intr-adevr:

[Ln(NI = max{|L,(f)(z)] / z €[0,1]} =
= {ZLn )|/ zelo, 1]}

maX{Z]Lm | f@)] )z €o, 1]}
max{z | L ()] - [[f]] / € [071]} =

= maX{Z|Lm )|/ @ €0, 1]}||f||:
= max{l,(z) [z € [0, 1]} [[f]| = A - [IfI],

IN

IN

deci putem alege constanta M = \,. Deoarece norma lui L,, este cea mai mica constanta
M care verifica inegalitatea ||L,(f)|| < M| f|| pentru orice f € C([0,1],R), rezultd ca
ILall < An. Pe de alta parte: || L] = sup{|La(A)ll / |fll < 1} > [L(fo)ll, unde vom
alege pe fy astfel incat ||fol| < 1 si |[|[Ln(fo)]] = An. Alegem pe 7, € [0,1] astfel incat
An = U, (1), céci I, este continua si conform teoremei lui Weierstrass isi atinge maximul.
Se construieste functia fo : [0,1] — R astfel incat fo(z?) = sign L,;(7,) € {—1,0,+1} si
lineard intre oricare doud puncte din plan de forma (x%, fo(z?)) si (x2F) fo(z%1)) unde
i = 1,n—1. Prin urmare graficul lui f; este o linie franta continua aflat in banda
delimitata de dreptele y = —1 gi y = 1. Prin urmare f, € C[0,1] si mai mult || fo]| < 1,
din cauza constructiei. Deci

Ll = Ln(fo)ll = [on(fo) ()] = m-(Tn)-fo(ﬂSZ) =

= ZLm Tp) - sign Ly (7,)

=1
= Z|Lm(7—n)|
i=1

Prin urmare || L,|| > .. In consecinti || L,|| = A\n.0

ni Tn : nz(Tn)

=1 Luilm)| = 1) = M.

In continuarea vom prezenta cateva rezultate auxiliare din analiza si analiza functio-

nala de care vom avea nevoie:
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Teorema 8.2.3. (Bernstein, vezi de exemplu: Natanson, Teoria constructiva a functiilor)

Pentru constanta A\, avem urmdatoarea evaluare:
Inn
8-/

Definitia 8.2.2. Fie S un spatiu tolopogic, iar Sy C S. Vom spune ca Sy este superdensad

Ap >

in S, daca Sy este o submullime de tip Gs, (adica se poate scrie ca o intersectie a unei

familiv numarabile de parti deschise ale lui S; S = ﬂ G, cu G, C S deschise), card Sy > ¢
neN
(unde ¢ este puterea continuului; cardR = ¢), si So = S (adica Sy este densa in S).

Teorema 8.2.4. (Principiul condensarii singularitatilor)

Fie X un spativ Banach, Y un spativ normat iar A C L(X,Y)={A: X =Y | Ae
lineard si continud} o parte nemdarginita uniform, adica astfel incat: sup{||A|| / A € A} =
+oo. Atunci multimea Sq = {x € X / sup{||A(x)| / A € A} = +o0} este superdensd in
X.

Teorema 8.2.5. (Faber) Pentru orice matrice

1
1.2
Ty Ty
xy @y a3
X =
1.2 .3 n

avem ca S = {f € C[0,1] / sup{||L.(f)|| / n € N} = +o0} este superdensa in C|0,1].

DEMONSTRATIE. Se foloseste principiul condensarii singularitatilor. Fie X =
C([0,1],R) (care este spatiu Banach), Y = C([0,1],R) (care este un spatiu normat cu
norma supremum), A = {L, | n € N} C L(C([0,1],R),C([0,1],R)). Deoarece

1
sup{|[La|| / n € N} = sup{\, | n € N} > sup {% /ne N} = o0,
rezulta cd S este superdensd in C([0, 1], R).

Consecinta 8.2.1. Ezista functia continua f € C([0,1],R) pentru care sirul de polinoame
de interpolare Lagrange este divergent. Prin urmare in acest caz daca marim numarul de
noduri nu rezultd cd graficele polinoamelor de interpolare Lagrange corespunzatoare "se
vor apropia” de graficul lui f. Practic apare fenomenul de "tija", adica intr-un punct din

intervalul [0, 1] graficul polinoamelor de interpolare tinde la +o0o sau la —oc.
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8.2.6 Diferente finite si divizate. Polinomul de interpolare al lui

Newton

Scopul introducerii diferentelor finite si divizate este de a da o noua constructie pentru
polinomul de interpolare, cunoscuta sub forma polinomului de interpolare al lui Newton.

Fie f : [a,b] — R o functie data, iar A > 0 un numar real fixat astfel incat a + h < b.

Definitia 8.2.3. Prin diferenta finita la dreapta de ordinul unu pentru functia f in punctul
x vom intelege o noud functie notata cu Af : [a,b — h] — R data de formula Af(z) =
flz+h) = f(x).

Se observa ca diferenta finita la dreapta de ordinul unu data de noi in definitie este
bine definita, cici pentru = € [a,b— h] avem =+ h € [a+ h,b] C [a,b]. Mentionam c& prin
diferenta de ordinul zero notatd cu A% f(z) vom intelege AYf(z) = f(z).

Diferentele finite la dreapta de ordin superior (de ordin n) se definesc in mod recursiv
A" f = A(A™ 1 f). Pentru n = 2 se obtine A%f = A(Af). Aici mentionam cd pentru a
putea defini diferenta finitd la dreapta de ordinul doi A?f pe intervalul [a,b — 2h] avem
nevoie ca h > 0 sa indeplineasca conditia a + 2h < b, si in mod analog pentru diferenta
finita la dreapta de ordinul n trebuie ca a +nh < b cu h > 0, fiindca A" f se defineste pe
intervalul [a,b — nh).

Este usor de aratat ca A"(A™f) = A"™™ f facand o simpld inductie matematica fie
dupa n, fie dupa m.

In continuare deducem si alte proprietiti pentru diferentele finite la dreapta:

1. Diferenta finita la dreapta de ordinul unu se poate interpreta ca un opera-
tor A care asociazi la orice functie f functia Af. Intr-adevidr, dacd notim cu
F([a,b],R) multimea functiilor definite pe intervalul [a,b] cu valori reale, atunci
A F([a,b],R) — F(la,b — h],R) este data de formula A(f) = Af pentru orice
f € F([a,b],R).

2. Operatorul de diferentd finitd la dreapta de ordinul unu este linear. Intr-adevir,

avem A(f +g) = A(f) + A(g), caci

A(f+g9)(x) = (f+g)z+h)—(f+g)(x)=
= (flx+h)+g(x+h)) - (f(x)+g(x) =
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= (fx+h) = f@) + (g(z + h) —g(z)) = (Af)(2) + (Ag)(z) =
= A=)+ Alg)(x) = (Af) + Alg)(x)

pentru orice x € [a,b — h], precum si A(af) = aAf pentru orice « € Rsi f €
F(la,b],R), caci

Alaf)(z) = (af)(z+h) = (af)(z) =a- flz+h) —af(z) =
= a(f(z+h) = f(x) =a-Af(z)

pentru orice = € [a,b — hj.

3. Cum Af(z) = f(x+ h) — f(x) avem

A'f(x) = AAf)(@) = A(f(z+h) = f(z)) =
= Af(w+h)—Af(x) =
= (fle+2h) = flx+h) = (flz+h) - f2)) =
= fl@+2n) =2 fz+h)+ f(z),

iar pentru n = 3 putem deduce usor ca:
APf(z) = AA*f)(x) = A(f(x+2h) =2 f(z+ D) + f(z)) =
= Af(z+2h) =2Af(x+h)+Af(x) =

(f(x4+3h) — f(z+2h)) —2(f(x+2h) — f(x+h))+ (f(x+h) —
—f(x)) = f(xr+3h) = 3f(x +2h) + 3f(x+ h) — f(x).

Generalizand aceste egalitati pentru diferenta finita la dreapta de ordinul n vom

obtine:

A"f(x) =) (=1)F-Ch- fle+(n—k)-h).

k=0

Aceasta egalitate vom demonstra prin inductie matematica. Este de ajuns si o

verificam pentru n 4+ 1 :

A™f(z) = A(A"f)(z) =A (Z(—l)k O fla+ (n—k)- h)) =

= S CEAS( 4 (- k) h) =

k=0
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= D (-DF-CF-(fa+ (n—k+1)-h) = flz+ (n—k)- D) =

= zn:(—l)k-Cﬁ-f(x—l—(n—k:%—l)-h)—zn:(—l)k-C’,]f-f(x+(n—k)-h):

in a doua suma facem schimbarea indicilor data de formula k = [—1, adical = k+1 :

= En:(—l)k-C',]f-f(x—F(n—k:—l—l)-h)—nZ(—l)l_l-Ci_l-f(x—i-(n—lnLl)-h) =
k=0 =1

= C’g-f(x—l—(n—l—l)-h)+i(—1)k~C’,]f~f(x+(n—k:+1)-h)+
+i(—l)l'Ci1~f(rv+(n—l+1)~h)+( O ) =

= % fz+(n+1 +Z + O Y fla+ (n—k+1)-h)+

+ (=) CZI%-f(x)Z

= %, fz+(n+1) +Z CF L flr+ (n—k+1)-h)+
n+1

+ (=0 ont fe) =) (-DFCh - fa+ (n— k4 1) - ).
k=0

In mod analog se pot defini si diferentele finite la stanga de orice ordin. De exemplu
pentru f : [a,b] — R functie data, h > 0 astfel ca a + h < b vom defini diferenta finita
la stanga Ay f(z) = f(x) — f(x — h) pentru orice x € [a + h,b]. Vor avea loc proprietati
similare cu 1, 2, 3 si pentru diferentele finite la stanga.

In continuare dam un exemplu pentru diferentele finite la dreapta. S& considersm

functia f : R — R, f(x) = 2% — 2z + 3. In acest caz alegem h = 1 si avem

Af(z) = fla+h)—fl@)=flz+1)—fz)=(@+1)*-2@+1)+3— (2> —22+3) =

= 2®+22+1—-20—24+3 -2 420 —-3=22—1,
Af(z) = AAf)(z) =2z +1)—1] -2z — 1] =2, iar
Af(r) = A(A*f)(z)=2-2=0.

Putem constata o proprietate interesanta, si anume in cazul polinoamelor de grad n

diferenta finita la dreapta de ordinul n + 1 este egala cu zero.
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In continuare si presupunem ci domeniul de definitie al functiei f este un interval
finit de forma [a, +00). Fie zy € [a,4+00), h > 0 un numar real pozitiv fixat si consideram
nodurile (x)ren date sub forma unei progresii aritmetice crescatoare: x = xo+k-h. Daca
notdm cu f = f(zy), atunci avem urmatoarele relatii definite i demonstrate mai anterior
scrise sub urmitoarea forma: A’f, = fi, Al = fir1 — fur A% fu = foeo — 2fis1 + fr,
oo AT = AMA ) = A(frg1 — fr) = A" fry1 — A™f,, ete. Folosind aceste notatii

putem enunta urmatoarea lema:
Lema 8.2.1. Dacid f € C""([xg, Tpyn), R) atunci existd un punct & € (xy, Tp1y) astfel

incat A" f, = " - f((€).

DEMONSTRATIE. Demonstratia vom face prin inductie matematica. Pentru n = 1
avem A' f, = - f'(€), unde € € (g, 2441), adica fyp1—fi = h-f'(€), deci f(py1)—f(2) =
(g1 — xr) - f(€), ceea ce este tocmai teorema de medie a lui Lagrange. Demonstratia
se poate termina cu ajutorul inductiei matematice.

Fie f : [a,b] — R o functie data, iar a = 29 < -+ < z,1 < x, = b o diviziune a

intervalului [a, b].

Definitia 8.2.4.  Valorile functiei f in punctele diviziunis,
adica valorile f(xo), f(x1),..., f(x,) se numesc diferentele divizate de ordinul zero ale
f(a1) — f(xo)

functiei f. Numdarul, notat cu f(xo;x1) : , se numeste diferenta divizata de

1 — 2o
ordinul unu a functier f pe nodurile xo si x1. Diferenta divizata de ordinul n a functiei f

pe nodurile xg,xy1,...,T, se defineste in mod recursiv cu ajutorul diferentelor divizate de

ordinul n — 1 ale functiei f conform formulei:

f(@o;a1;. . 2) = flow.. ;x"; __fifo; i Tnot),

In continuare enumeram cateva proprietati ale diferentelor divizate:

Propozitia 8.2.2. Diferenta divizata este simetrica in raport cu argumentele sale si avem

urmdtoarea formula:

fxo;xy;. . ) :Z f (i)

i—0 (x; —x0) .. (v — xi—1) (T — @ig1) - . (2 — xn)'

DEMONSTRATIE. Demonstratia se poate face prin inductie matematica. Noi vom

proba valabilitatea formulei pentru n = 1 si n = 2 printr-un calcul direct. Fie n =1 :

flzo; 1) = f(x1) — f(w0) _ f(xo) X f(xy)

1 — X Lo — I1 Il—l’o.
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_ Sl w) — flwg,x) 1 [f(wz) — fla1)  flan) — flzo)

To — X To — X To — X1 1 — I
(o) f(z1) { 1 1 } f(x2) o
+ = — + -
(w1 — o) (x2 —20)  T2—m0 | Ta—x1 w1 —xo)| (T2 — x0)(T2 — 1)
_ S (o) L Se) @ wo) = (@ — ) f(2) _
(w1 —zo)(x2 —20)  T2—x0 (22 — 21)(21 — T0) (w2 — o) (22 — 21)
_ f (o) n f(x1) n f(x2)
(1131 - CCO)(332 - on) (561 - 330)(513’1 - 562) (372 - 513'0)(552 - 171)
h—
Propozitia 8.2.3. Daca nodurile (vy),_gs sunt echidistante cu pasul h = a}
’ n
atunct diferenta divizata se poate exprima cu ajutorul diferentelor finite prin formula:
f(1'0$123n) = nfo .
3 ) ) n! . hn

DEMONSTRATIE. Demonstratia se poate face prin inductie matematica. Verificam

printr-un calcul direct valabilitatea formulei pentrun =1gin =2. Fien=1:

) _f($1)—f($0)_f1—f0_Af0
f(‘r()?xl) — T, — 2o = h = h .
Fien=2:
Fane) = fenm) B AR-AR A%
o _ J\T1sT2) — J(TosX1)  h h 1= 0 0
Flaoi i) = T3 — 70 R

Presupunem ca formula are loc pentru n — 1 si vom demonstra pentru n :

A"y A"
. . N . . — A\ pn—1 _ 1\1pn—1
P SO0 [ SO B i e Ot
Tn — Xo n-h
_ATMi—AT A
nlhn nlhn
b—
Propozitia 8.2.4. Dacd nodurile (zy),_g;; sunt echidistante cu pasul h = ¢ s
’ n
f € C"Y[xg,z,],R) = C"([a,b],R), atunci existd un punct & € (a,b) astfel incat
(n)
f(xo;xl;---;xn)z—f ,(5).
n!

DEMONSTRATIE. Valabilitatea formulei rezulta imediat din lema 8.2.1 si propozitia
8.2.3. 0
In continuare prezentdm constructia lui Newton pentru polinomul de interpolare. Fie

A:a=xg<w1 << Xp_1 < T, = b o diviziune in care se cunosc valorile functiei
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f i la,b] — R.. Sa se gaseasca acel polinom de gradul n, notat cu N,, pentru care
N, (z;) = f(z;) pentru orice i = 0,n. Ideea lui Newton este de a ciuta polinomul de

interpolare sub forma:

No(z) = ap + ar(z — xp) + az(z — zo)(x —x1) + -+ + ap(z — x0)(x — 1) ... (T — Tpp1),

unde necunoscutele ag, o, . . ., oy, se determind din conditiile de interpolare. Intr-adevar:
No(xo) = f(x0), deci ag = f(xg); No(z1) = f(21), adicd ag + a1(z1 — 20) = f(x1), de
1) — f(x .-
unde oy = ;: . O = Fxo;m1); No(zo) = f(x), adicd ap + o (w2 — o) + aa(@2 —
1 — Zo

zo)(z2 — 1) = f(x2), de unde f(xo) + f(zo;x1) (22 — x0) + a2(xe — x0) (29 — 1) = f(22).

Avem urmatorul sir de egalitati echivalente:

f(@o; 21) (22 — x0) + a2(x2 — o) (T2 — 1) = f(22) — f(20) &

f(w2) — f (o)

& f(xo;21) + o(xe — 1) = & f(xo;21) + (e — 21) = f(20;22) &

T2 — Xo
f(wo; w2) — f(wo; 21)
<~ Qg = ’ ’ <:>042:f(x0;x1;w2).
To — X1
In general se poate demonstra prin inductie ci ay, = f(xo; 15 ... zx) pentru orice k = 0, n.

Prin urmare se obtine polinomul de interpolare al lui Newton:

Ny(z) = f(xo) + f(zo;21) - (. — 20) + f(w0;71;72) - (T — 20) (T — 1) + -+ +

+f(wos 2155 @0) - (T — o) (@ — 1) - (T — Xpn).

8.3 Aproximarea functiilor cu ajutorul functiilor spline

Se considera functia f : [a,b] — R si intervalul [a, b] impartim in n parti egale alegand

pasul h = b_T“ si nodurile g = a < 11 < 29 < +++ < 1,1 < 1, = b, date de formulele

vy =29+ k-h=a+k-h, unde k = 0,n. Prin functia spline S : [a,b] — R vom intelege
o noua functie definita pe intervalul [a, b] care aproximeazad functia f si are urméatoarea

constructie: pe fiecare subinterval de forma [z;,z;11], cu @ = 0,n — 1, S; = S/ [z, 2011]
este un polinom algebric de un anumit grad si cerem ca S sa fie continua pe tot in-
tervalul [a,b] impreund cu derivatele pana la un anumit ordin. Aceastd cerintd practic
inseamna ca polinoamele date pe fiecare subinterval trebuie sa fie "lipite" in nodurile

x;,i = 1,n — 1, prin care asigurdm continuitatea lui S pe tot intervalul [a, b] respectiv si
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derivatele la stanga ale polinaomelor sa coincida cu derivatele la dreapta ale polinoamelor
in nodurile z;,7 = 1,n — 1, astfel reusind s& impunem conditia de derivabilitate a lui S
pe tot intervalul [a,b]. Gradul polinoamelor (sau gradul maxim al polinoamelor) folosite
pentru constructia functiei spline S se numeste gradul functiei spline S, iar prin defectul
functiei spline S vom intelege diferenta dintre gradul functiei spline si cel mai mare ordin

al derivatelor polinoamelor pentru care functia spline S inca este derivabila.

1. Functia spline de gradul unu. In acest caz functia spline S : la,b] — R pe
fiecare subinterval este un polinom de grad maxim unu, deci S;(x) = S/, 2,,.](®) =
m;x + n;, unde m;,n; € R pentru i = 0,n — 1. Vrem si "lipim" aceste segmente
in nodurile x;,i = 1,n — 1, deci impunem conditia de continuitate a lui S pe tot
intervalul [a,b] : pentru orice i = 0,n — 2, Sij(7;41) = Siz1(ziy1) = f(zi41). Prin
urmare putem sa impunem pe fiecare subinterval urméatoarele cerinte: S;(z;) = f(z;)
si Si(wi41) = f(zi1) cud = 0,n — 1. Observim ci in acest fel obtinem urmitorul

sistem liniar cu doua ecuatii si doua necunoscute:

m;x; +n; = f(x;)

M;iTiy1 + 1 = f(Tig1).

Prin urmare suntem in cazul interpolarii liniare (vezi paragraful 8.2.1). In acest caz
se determin& complet m;,n; € R pentru i = 0,n — 1 si este de ajuns si alegem f €
C(la,b],R), iar functia spline corespunzitoare de gradul unu va fi S € C([a,b],R)
data de

S/[fﬂi,ﬂti-s-ﬂ(x) = SZ(JJ) = f<xi+1) — f(l’z) - T+ Litl ® f(ZL‘Z) i f(xi-i-l)

Tiv1 — X4 Tiv1 — X4

cui=0,n— 1. Observam ca in acest caz nu are rost si cerem f derivabild, fiindca
nu avem posibilitatea sa reglam functia spline S ca sa aproximeze si derivatele lui
f. Graficul functiei spline S de gradul unu este o linie franta continua, care trece
prin punctele (x;, f(x;)) dar nu este derivabild in punctele de lipire x;, i = 1,n — 1.

Prin urmare defectul lui S este tot unu.

2. Functia spline de gradul doi. In acest caz functia spline S : la,b] — R pe fiecare
subinterval este un polinom de grad maxim doi, deci S;(x) = S/, 51,01 (2) = @;2* +

bijx+c;, unde a;, b;, ¢; € Rpentrui = 0,n — 1. Prima data vrem sa "lipim" aceste arce
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de paraboli intre ele in nodurile x;,7 = 1,n — 1. Prin aceasta asiguram continuitatea
lui S pe tot intervalul [a, b] si impunem conditiile: S;(x;11) = Sit1(ziv1) = f(zi1)
pentru orice i = 0,n — 2. Prin urmare pe fiecare subinterval [z;, 7;,1] avem de impus
cerintele: Si(z;) = f(x;) 81 Si(wip1) = f(i41). In acest fel obtinem un sistem liniar
cu trei necunoscute si numai doua ecuatii:

a;x? + bix; + ¢ = f(x;
fw) o

aixfﬂ + bixi—i-l +c¢ = f(x7;+1).

Observam ca o necunoscuta ramane nedeterminata. Prin urmare pentru a determina
si a treia necunoscuta putem sa luam in considerare si derivata de ordinul intai a lui
f. Prin urmare in acest caz fie f € C'([a,b],R). Daca vrem sa "lipim" si derivatele
de ordinul intai atunci avem de impus conditiile: S}(z;41) = Sj, 1 (2iy1) = f/(zi1)
pentru orice i = 0,n — 2. Prin urmare in acest fel pe fiecare subinterval [x;, z;, 1]
avem urmatoarele conditii: S;(z;) = f(x;), Si(wiz1) = f(xiz1), Si(x;) = S'(x; +
0) = f'(x) si Si(xis1) = (w11 — 0) = f(ws11) cui = 0,n — 1. Insa in acest fel
obtinem un sistem liniar cu patru ecuatii si numai trei necuscute: aj;, b;, ¢;, sistem
care in general este incompatibil. Deci cu functia spline de gradul doi in general pe
langd aproximarea in noduri a functiilor (S(x;) = f(z;) pentru orice i = 0,n) nu
putem asigura aproximarea in noduri si a derivatelor de ordinul unu ale functiilor
(S'(x;) = f'(x;) pentru orice i = 0,n). Insd ceea ce putem realiza in acest caz
este existenta globala a primei derivate a functiei spline S fara a aproxima prima
derivata a lui f in nodurile date. Intr-adevir, pentru a determina functia spline de
gradul doi avem de determinat coeficientii a;, b;, ¢; pentru i = 0,n — 1, adica avem
de determinat 3n necunoscute. Sistemele de forma (8.1) ne dau 2n legaturi, deci
mai avem de impus inca n legaturi. Cerem ca functia spline S sa fie derivabila in
nodurile x;, i = 1,n — 1, adica pentru orice i = 1,n —1 S,_,(z;) = S'(z; — 0) =
S'(x;+0) = Si(x;), adica: 2a;_1x;+b;_1 = 2a;x;+b;, i = 1,n — 1. Astfel pand acum
avem in total 2n +n — 1 = 3n — 1 legaturi. Pentru ultima legatura putem sa cerem

de exemplu ca una dintre urmatoarele doua egalitati sa aiba loc

flz1) = flao) _ flath) - fla)

S'(x0+0) = Sy(wo) = 2a00 + by = = sau
T1 — Zo h
S(en=0) = Shr(5n) = 2ay + by = LIS a) SO = O

Ty, — Tp1 h
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Astfel avem in final 3n legaturi cu 3n necunoscute. Practic asta inseamna rezolvarea
unui sistem liniar cu 3n ecuatii si 3n necunoscute. Astfel defectul acestei functii

spline este unu.

. Functia spline de gradul trei. In practici cea mai des folositd este functia spline

de gradul trei. In acest caz functia spline S : [a,b] — R pe fiecare subinterval este

un polinom de gradul trei, deci
Si(®) = S/ ziwi] = a;x + bz + cix + d;,

unde a;, b;, ¢;,d; € R pentru ¢ = 0,n — 1. Prima data "lipim" aceste arce de curbe
de gradul trei, dupa care "lipim" si derivatele acestor arce de curbe impunéand
conditiile: Si(z;) = f(x:), Si(is1) = f(wira), Si(z:i) = f'(2:) s1 S} (wig1) = f'(wiga).
Pentru a realiza aceste conditii presupunem ci f € C'([a,b],R) iar curba spline
astfel construita este egald pe noduri cu functia f si in plus derivata curbei spline
pe noduri coincide cu derivata functiei f pe noduri. Intr-adevar, sistemul de conditi

inpus mai sus are forma algebrica:

)
aiw} + b} + vy + di = f(x;)
aiif?ﬂ + bix?—&-l + w1 +di = f(zig)

\3aixf+1 + 2bixi+1 +c = f/(xiJrl)

cut=0,n—1.

Observam ca am obtinut un sistem liniar cu patru ecuatii si cu patru necunoscute.
Prin rezolvarea sistemului liniar cu ajutorul determinantilor putem sa obtinem va-
lorile lui a;, b;, ¢; si d;, deci pe S; pentru orice ¢ = 0,n — 1. In continuare aratam ca

polinomul cautat S; are urmatoarea forma:

(x — 2i01)?[2(x — ;) + A

4 (x —x;) - [2%-7;)#1 —x) + A i) +
(z — 2i1)*(2 — 1) (z — 2)*(z — 1)

3 - f(wi) + 2 (i)
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pentru orice i = 0,n — 1. Intr-adevar, S; este un polinom de gradul trei in z si
verifica condi’giile: Sl(l’l) = f(l’z), Si(xi—l-l) = f($i+1),

2(x — @ip) - [2(z — xi) + A (z — it1)” - (+2)

Si(x) = = )+ E St
Ao o) Pl m o) H ) o D) g
L 2w x+;)2 (& =) () + (x_ﬁ;—f)“f’(l’i) +
L2 x)h(f — Tiy1) @) + (f"_;f# (i),

deci Si(z;) = f'(@;) si Si(@wir1) = f'(ir1).

Observam ca functia spline cubica astfel construita are defectul doi. Se poate realiza
ca defectul functiei spline de gradul trei sa fie unu, dar in acest caz trebuie sa
renuntam la faptul ca derivata functiei spline pe noduri coincide cu derivata functiei
f pe noduri. Pur si simplu impunem conditiile: pentru i = 0,n — 1 si avem:
Si(x:) = f(x:) st Si(viy1) = f(wip) si pentru i = Tn —1 sa avem: Sj_,(2;) =
S"(z; — 0) = S"(x; +0) = Si(z;) si SI'y(z;) = " (x; —0) = " (x; +0) = S/(x;).
Astfel obtinem 2n +n — 1+ n — 1 = 4n — 2 legaturi. Pentru cele doua legaturi

ramase putem sa cerem de exemplu valabilitatea urmatoarelor doua egalitati:

S +0) = Sty = LS et M =S

SI($n _ 0) _ S;l_1($n> _ f(xn) — f(mn—l) _ f(b) — f(b — h)

Ty — Tp_1 h

Ca problema de algoritmizat propunem sa se determine valoarea functiei spline

cubica S : [a,b] — R intr-un punct x € [a, b] dat.

8.4 Cea mai buna aproximare a functiilor in spatii

normate

Vom considera notiunea de aproximare (in cazul special gi cel mai important aproxi-
marea functiilor) in cadrul abstract al spatiilor normate. Vom da definitia riguroasa
precum si cateva rezultate teoretice in aceasta directie.

Fie (X, | - ||) un spatiu normat, Y C X, Y # 0.
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Definitia 8.4.1. Daca f € X si g € Y atunci spunem ca f se aprorimeazd cu g sau cd
g este o aproximatie pentru elementul f. Dacd g1,g92 € Y sunt doud aproximatii ale luz
f sidaca ||f — g1l < ||f — g2l atunci spunem ca g, este o aproximare mai bund decdt
g2 pentru f. Un element g* € Y pentru care ||g* — f|| < |lg — f|| pentru orice g €Y se

numeste elementul de cea mai bunda aproximare a lui f.

In continuare enuntam cateva teoreme cu conditii suficiente care asigura existenta
elementului de cea mai buna aproximare in spatii normate. Insa initial vom avea nevoie
de cateva rezultate din analiza si analiza functionald.

Fie deci (X, || - ||) un spatiu normat, iar Y C X, Y # () o submultime.

Definitia 8.4.2. Vom spune ca submultimea Y in spatiul normat X este o submultime
compacta, dacd din orice acoperire deschisa a lut Y se poate extrage o subacoperire finitda

(definitia compacitatii in sensul lui Lebesque).

Dacd Y este o submultime compactd atunci este marginiti si inchisi. Insi, invers
in general nu are loc intr-un spatiu normat arbitrar. Intr-adevir, avem rezultatul lui
Riesz in aceastd directie, care afirma ca bila inchisd B(0,1) = {z € X / ||z| <1} Cc X
centrata in originea spatiului normat 6 si de razd unu (care evident este o submultime
inchisa gi marginitd) este compacta daca si numai daca spatiul normat X este spatiu linear
finit dimensional. In cazul spatiilor normate finit dimensionale submultimile compacte se
caracterizeaza prin a fi inchise gi marginite.

O caracterizare a compacitatii intr-un spatiu normat se poate da prin compacitatea

secventiala.

Propozitia 8.4.1. Intr-un spatiu normat (X,||-|) urmdatoarele afirmatii sunt echivalente
pentru o submultime Y C X :
i)Y este compactd;

ii) orice sir din'Y admite cel putin un subsir convergent in'Y.

Teorema 8.4.1. (de ezistenta a elementului de cea mai bund aproximare) Daca Y C X,
Y # 0 este o submulfime compactd a spatiului normat X, atunci orice f € X admite

element de cea mai buna aproximare in Y.

DEMONSTRATIE. Fie d = 1n}f/||f — g|| > 0. Daca existd un ¢g* € Y astfel incat
ge

infimumul este atins pentru acest element ¢g*, adica d = || f —g¢*||, atunci ¢* va fi un element
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de cea mai bund aproximare pentru f. In caz contrar existd un sir (gn)nen C Y astfel
incat lim || f — gn|| = d. Dar conform presupunerii Y~ este o submultime compacta, deci si
secver?’gi; compacta, prin urmare din sirul (g, )nen putem extrage un subsir (g,, Jreny C Y
astfel incat ]}Lrgognk = ¢" € Y. De aici se obtine ca d = kh—{?o Wf = gnll = |If — g"ll, cu
g* €Y. Astfel g* € Y este elementul de cea mai buna aproximare pentru f € X. Aici am

folosit faptul ca norma este o functie continua. [J

Teorema 8.4.2. (de existentd a elementului de cea mai buna aprozimare) Fie (X, | -||)
un spativ normat, Y C X, Y # () un subspatiu finit dimensional al lui X. Atunci orice

f € X admite element de cea mai buna aproximare in'Y.

DEMONSTRATIE. Fie Yo ={g €Y / |lgl| < 2| f]|}. Avem Y # 0 fiindca Y; contine
elementul neutru 6 si |0 = 0 < 2 ||f||. Submultimea Y{ este o submultime inchisa si
marginita dintr-un spatiu finit dimensional, fiind o bila inchisa cu centrul in € si de raza
2 -||fl]. Prin urmare Y; este o submultime compacta si conform teoremei 8.4.1 pentru f
exista un element de cea mai buna aproximare g* € Y,. Vom arata ca acest element g* va
fi elementul de cea mai buni aproximare a lui f relativ si la submultimea Y. Intr-adevir

fie g € Y — Y. Atunci ||g|| > 2 - ||f||. Vom avea pe rand:

IF =gl = VAN =TMgll = gl = 1A > 2 (LA = 1A= 1A= 1LF =6l = 11 = g7

Deci g* va fi elementul de cea mai buna aproximare pentru Y. U

Lema 8.4.1. Intr-un spatiu Hilbert (X, (-,-)) are loc formula paralelogramului: || f +gl||>+
1f =gl =2 (If1I* + llgll*) pentru orice f,g € X.

DEMONSTRATIE. Avem pe rand:

If+al>+f =9l = (f+o.f+9+(F—9.f—g) =
= (£L,H)+ 9.+ (f9)+ (9.9 +(f, f)—(9.f)—(f,9) +(9,9) =
= 2-((f, )+ (g,9) =2-(IfI* + lgI*) O

Teorema 8.4.3. (de existentd si unicitate a elementului de cea mai bund aproximare in
spatii Hilbert). Daca (X, (-,-)) este un spativ Hilbert, Y C X, Y # 0 este convexd si
inchisa atunci pentru orice element f € X exista in mod unic un element de cea mai

buna aproximare g* € Y.
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DEMONSTRATIE. Daca f € Y atunci sa alegem g* = f si avem elementul de cea mai
buna aproximare. Dacd f € Y atunci fie d = in}f/ IIf — gll > 0. Din definitia infimumului
g€
rezultd ca existd un sir (gn)neny C Y astfel incat lim ||f — g,|| = d. Aplicdm formula
n—oo

paralelogramului:

2(Ilf = gmll® + 1f = 9all?) =12 = (gm + gu)II* + gm — gnl*,

adica
G+ 9n|”
o = 0l =2+ (15 = gl + 1 = nlP) = - £ = 22

f

— %Qﬂ > d, adica

Submultimea Y fiind convexa rezulta ca w €Y, deci

||gm - gn||2 S 2 (”f - gm”2 + ||f - gn||2) - 4d2

Facand ca n si m sa tinda la oo vom obtine

0< Tim Jgm—gall> <2 lim |If = gl + lim [[f = gu[2) — 4d* = 2(® + ) — 4d* = 0.

Prin urmare sirul (g,)nen C Y este un gir Cauchy sau fundamental. Dar X fiind un spatiu

Hilbert, este complet, deci existd un element ¢* € X astfel ca lim g, = ¢*. Ins& Y este
n—oo

si inchisd, deci va contine limita girului (g,) C Y, punctul ¢g*. Vom arita cd g* € Y este

elementul de cea mai buna aproximare pentru f € X. Intr-adevar, din lim ||f — gu| = d
n—oo
rezulta ca || f — ¢g*|| = d, folosind continuitatea normei. S& aratam ca elementul de cea mai

buna aproximare a lui f este unic. Presupunem prin absurd cd g** € Y ar fi un alt element

uey,ded f_& > d.

astfel ca [|f — ¢™*| = d. Y fiind convexi, avem

Folosind iarasi formula paralelogramului:
2(lf =g P+ 1f =g I?) =112 F = (g" + g™ + llg" — g™,
obtinem
0<|lg"—g™I* = 2d*+d) = [2f = (9" +g7)II" =
e

= 4d2—4-' < 4d* — 4d* = 0,

deci ||g* — ¢**|| = 0, adicd g* = ¢**. O



Capitolul 9

Formulele de derivare si integrare

numerica

9.1 Formulele de derivare numerica

Formulele de derivare numerica sunt niste formule care dau valori oricat "de bune", oricat
de precise intr-un punct dat pentru derivatele de orice ordin ale unei functii derivabile.
Se cunoagte definitia derivatei de ordinul intai intr-un punct dat. Fie f : (a,b) — R o

functie derivabila in punctul zy € (a,b). Atunci exista

1o F@) = f o)

= f/<I0) e R.
z—z0 T — T

Daca notam cu h = x —xg atunci * = xy+ h si avem urmatoarea definitie a derivabilitatii

unei functii intr-un punct dat: exista

f(wo +h) — f(x0)

li =f )
o h fao)
Astfel daca f este derivabila o data in punctul xg, atunci pentru h > 0 cu h "foarte

aproape" de zero (h = 1072 h = 1073, etc.) formula w ne da o valoare "apropi-

ata" de f'(xg). Astfel obtinem prima formuld de derivare numerici, gi anume daca se da
functia f € C'((a,b),R) si punctul zy € (a,b) atunci pentru h > 0, h & 0 valoarea fractiei

flzo+h)— f(xo) _
Y ~ ['(xo).

In continuarea vrem sa demonstram convergenta acestei formule, adica cu cat h ia va-

lori pozitive din ce in ce mai apropiate de zero, valorile formulei de derivare numerica

%H(IO) tind cétre f'(xo), si in acelagi timp putem da evaluarea erorii:

161
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Propozitia 9.1.1. Fie f € C?([a,b],R), 29 € (a,b) si h >0 cu xo + h € [a,b]. Atunci

f(xo + h) — f(xo)
h

My = sup{|f"(z)| / x € [a,b]} = max{|f"(z)| / = € [a,b]}.

— f(zo)] < % ~h, wunde

DEMONSTRATIE. Deoarece f € C?([a,b],R) si zy € (a,b) consideram dezvoltarea in
serie Taylor a lui f in punctul xy cu restul sub forma Lagrange de ordinul doi:

f'(w0) "€ o
+ 1!0 L T

f(xo +h) = f(xo)
unde & € (xg,x0 + h) C [a,b]. Deci

f(zo + h) — f(xo)

Y — f(wo)

1 M
f (f) . h S _2 . h’
2 2

unde M, este o constanta care depinde de f si nu de h. Mentionam ca deoarece f €
C?([a, b],R), deci f” este continud, conform teoremei lui Weierstrass f” este marginita pe

[a, b] si isi atinge marginile, deci exista constanta finita

My = sup{[f"(x)| / = € [a,b]} = max{[f"(z)| / x € [a,0]}. q.e.d.

Din evaluarea prezentata in propozitia anterioara deducem ca daca ne intereseaza
valoarea lui f’(z() cu o precizie ¢ > 0 atunci alegem h astfel ca sa aiba loc inegalitatea

2 . € . R
— - h < ¢, adica h < —, din care rezulta ca
2 M,

f(zo 4+ h) — f(xo)
h

— f/(flfo) < €.

In continuare prezentim un algoritm pentru calculul lui f’ (x0) cu o precizie € > 0 folosind

o conditie practica de oprire:

Algoritm 1 prima derivata

Datele de intrare: f;xg;e;
Fie h = 10—1; A= f(JIO + h}i — f(l’o);

5 h h £ (wo+h)~ (wo)
Repeta: B:= A; h := 5 (sau h = 1_O> C A= %;
Pana cand: |B — A| > ¢;

Tiparegte A.
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Deoarece
) To+h)— f(x
!
h<0
notand cu t = —h > 0 avem

lim flxo—1t) — f(xo) ~ lim f(xo) — flxo — 1) — (o).

t—0 —t t—0 t

+>0 >0

f(zo)—f(xo—1)

. pentru o valoare t > 0 si t & 0 genereaza o noua formula

Prin urmare expresia

de derivare numerica pentru f’(xg).

Propozitia 9.1.2. Fie f € C*([a,b],R) si o € (a,b) si t > 0 astfel ca zg —t € [a,b].
Atunci

f(xo) — fzog —1)
t

My = sup{|f"(z)| / x € [a,b]} = max{|f"(z)| / = € [a, b]}.

M.
— f(zo)] < 7215, unde

DEMONSTRATIE. Deoarece f € C?([a,b],R), 7o € (a,b) sit > 0 cu zg — t € [a,b]
vom folosi dezvoltarea lui f in serie Taylor in punctul zy cu restul sub forma Lagrange de

ordinul doi:

Flro—1) = flag) ~ L0y L0
unde € € (o — ¢, z0). De aici deducem ci
f (o) — 1{(930 —1) F(0) = _f"2(€) -t,
adica
f(xo) _{(xo -0 _ f’(mo)‘ — f”2(€) .t' < % -1, qed.

Prin urmare, dacd vrem si determindm valoarea lui f'(x¢) cu o precizie ¢ > 0 datd cu
(o) — flao — 1)
t

ajutorul formulei de derivare numerica se foloseste conditia teoretica

M2 2e
ca — -t <edeundet < —.
2 - — M,
In continuare dam un algoritm cu o conditie practica de oprire:

Algoritm 2 prima derivata

Datele de intrare: f;xg;e;

f(xo) — flzog — 1)
; ;

Fiet:=10"% A :=
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N, flwe) = fleo—t)
(i ) |

Repetda B := A; t := "

DO | =+

Péana cand |B — A| > «;

Tipareste A.

Mai prezentam inca o ultima formula de derivare numerica pentru prima derivata:

limf($o+h)—f($o—h) . llim[f($o+h)—f($o)+f(l’o)—f($0—h)
B0 2h  2h—0 h h
- % - (f' (o) + f'(w0)) = f'(w0),

flxzo+h) — f(xog—h)
2h

ne di o valoare

de unde pentru h > 0 si h ~ 0 valoarea expresiei
aproximativa pentru f’(zo).
In continuare dam o interpretare geometrica pentru cele trei formule de derivare nu-

merica prezentate mai anterior:

A
N
M |
! |
. | P |
| | |
| | |
| | |
I I I -
Xo-h X0 .X0+h

Figura 9.1:

h) —
Formula de derivare numerica flwo+ f)z f(@o) ne da directia pantei PN, iar

— —h h) — —h
f(@o) {L(ﬁo ) ne da directia pantei M P, si formula f(@o+ )th(xo )
directia pantei M N. Intuitiv se observa ca dintre cele trei pante, panta M N ar fi cea mai

ne da

buna aproximare pentru directia tangentei in punctul P la graficul lui f.

In continuare vom demonstra si teoretic acest fapt, ardtand ci evaluarea erorii la
f(xo+h) — flxo — h)
2h

are ordinul de convergenta patratica, pe cand cele doua formule de derivare numerica

formula depinde de h? gi nu de h (spunem ci aceastd formuld

anterioare au ordinul de convergenta liniara, fiindca acolo cum am vazut erorile depind
de h).

Pentru asta avem nevoie de o lem4 teoretica:
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Lema 9.1.1. Fie f € C([a,b],R) i &,& € [a,b] puncte arbitrare. Atunci ezistd un

¢ € la,b] astfel ca M f(&).

DEMONSTRATIE. Deoarece f € C([a, b], R), conform teoremei lui Weierstrass isi atinge

marginile pe [a, b] deci

min £(r) < ZEIIE) < o g

z€la,b] 2 - [a b]

Pe de alta parte orice functie continua are proprietatea lui Darboux, deci pentru valoarea

M € | min f(z), max f(x)

2 z€[a,b] z€[a,b]

w = f(&). qed.

Evident aceasta lema are o generalizare naturala si pentru n puncte.

existd un punct £ € [a, b] astfel incat

Propozitia 9.1.3. Fie f € C3([a,b],R) si xo € (a,b) si h > 0 astfel ca xg — h, vo+h €
[a,b]. Atunci

f(xo+h) — f(xo —h)
2h

M; = sup{| /" (z)[ / = € [a,b]} = max{[f"(x)| / © € [a,b]}.

DEMONSTRATIE. Din dezvoltarile tayloriene obtinem:

M.
— f'(zo)| < f-hQ, unde

flrorn) = fa) + Lm0 ge ] %) B, unde & € (w0, 70 + h)
flo—h) = f<x0>—f'<1"’f°>-h+f"§’f°)-h2—f"'?f!’52>-h3, wnde & € (x— b w0).

Prin scadere se obtine:

flxo+h)— flxg—h)=2f"(xg) - h+ /(&) —(i;_ /&) h?, deci
f(xo+h) = fxo = h) f"(&) + f"(&)
2h A 12 .
Conform lemei 9.1.1 USSY —; /(&) = f"(&), cu & € [xg — h, xo + h], deci:
f(1'0+h)2—hf(ffo —h) _ flme)| = f 6(5) 2| < %-h?

Dacs vrem sa determinam teoretic valoarea lui h care trebuie aleass astfel incat formula
f(wo+h)— f(vo—h)
2h

g > 0 este de ajuns sd impunem conditii ca ?3 -h? < e, adica h <

de derivare numerica sa ne dea valoarea lui f'(zg) cu o precizie

6e
R 3
In continuare prezentam un algoritm numeric cu o conditie practica de oprire:
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Algoritm 3 prima derivata

Datele de intrare: f; xg; €;

f(zo+h)— f(xo—h)

Fie h:= 1071 A :=
ie ; 57 ;

Repeta B := A; h := g (sau h = 1%) ;A= M;

Péana cand |B — A| > ¢;

Tipareste A.

In continuare vom considera o formuld de derivare numerica pentru a doua derivata a
unei functii intr-un punct dat:

f(xo—h) —2f(xo) + f(xo+ h)
h? ’

care aproximeaza pe f”(xo).
Intr-adevir, presupunand ca f € C?([a,b],R) cu 29 — h, 29 + h € [a,b] atunci din
formula A?f(zg —h) = h*- f"(£), cu € € (zg — h, o + h) obtinem ca

f(xo—h) —2f(zo) + f(xo+ h)
hQ

= (&)
(vezi lema 8.2.1 de la diferente finite pentru n = 2). Facind h — 0 avem ca & — x¢, deci

h—0 h? §—o

In continuare vrem sa studiem evaluarea restului pentru aceasta formula de derivare nu-

mericd aratand ca restul este de ordinul al doilea, adici depinde de h2.

Propozitia 9.1.4. Fie f € C*([a,b],R), 2y € (a,b) si h > 0 astfel ca zo—h, zo+h € [a,b].

Atunct

f(zo—h) —2f(wo) + f(xo + h)
h2

M, = sup{|f""(2)| / @ € [a,b]} = max{| ") (z) / @ € [a,0]}.

<M

) -h4, unde

_ fl/(a,:o)

DEMONSTRATIE. Vom folosi dezvoltarile tayloriene in punctul zy cu restul Lagrange
de ordinul patru:

(&)
4

f(xzo+h) = f(xo) + f/(xo)h + f//(xO)hQ n fméffo)hg n

4
1! 2! i
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unde §1 € (x(J?xO + h‘)7

filao)y o [0y n  fME0) s f(W)(fz)h4

Flxo = h) = f(z0) = — 2! 3! 41

unde & € (zg — h, xo). Prin adunarea celor doua relatii se obtine:

FIV(&) + fIV)(&)

f(@o+h)+ f(zo — h) = 2f(20) + f" (o) - h* + o ht,
deci
flxo—h) —2f(x0) + f(xo+h) , | SIIE) + fI(&) | RE
72 ~ )| = 2 el
TAS3] M,
T2 h* < E'hQ’

unde & € [xg — h,xo + h] se obtine din lema 9.1.1. q.e.d.

Daca ¢ > 0 este precizia data, atunci determinarea lui h se poate face din conditia

% -h? < e, adicad h < %, care asigura ca formula de derivare numerica
f(xo —h) —2f(w0) + f(zo + h)
12

aproximeaza pe f”(xq) cu o precizie .
In continuare prezentam un algoritm cu o conditie practica de oprire:
Algoritm a doua derivata

Datele de intrare: f; xg; ¢;
f(xo+h) —2f(z0) + f(xo — h)

Fie h:= 1071 A :=

h? ’
Repeta: B := A; h := g (sau h:= 1%) ;A= flo+h)— fo(;‘o) + flwo = h);

Péana cand: |B — A| > ¢
Tipareste A.

Mentionam ca exista formule de derivare numerica si pentru derivatele de ordin supe-
rior respectiv pentru derivatele de ordinul unu si doi luand mai multe noduri in conside-
rare. Totodata derivata de orice ordin a unei functii derivabile de o infinitate de ori
se poate calcula aproximativ printr-un algoritm recursiv, folosind numai formulele de

derivare din propozitiile 9.1.1 si 9.1.2.
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9.2 Formulele de integrare numerica

9.2.1 Formula dreptunghiului

Prima datd vom demonstra o lemé& tehnica:

Lema 9.2.1. (prima teoremd a valorii medii generalizate): Fie f,g € C([a,b],R) doua

functii continue astfel ca g(x) > 0 pentru orice x € [a,b]. Atunci existd un punct & € |a, b)

[ sy = 5@ [ otwrae

DEMONSTRATIE. Deoarece f € C([a,b],R) rezultd conform teoremei lui Weierstrass

astfel incat

ca este marginita si igi atinge marginile. Fie m = m[lr%?] f(x) si M = m[af} f(x). Cum
z€la,
g(x) > 0 pentru orice x € [a,b] din inegalitatea m < f(x) < M rezultd inegalitatea

m-g(x) < f(z)-g(x) < M- g(x) pentru x € [a,b]. Prin urmare

/ d:v</f d:E<M/

Daca g(z) = 0 pentru orice x € [a,b] avem / f(z)g(z)dx = 0 si / g(x)dx = 0, deci
pentru orice punct £ € [a, b] are loc egalitatea ‘ ‘

[ @t = 1@ [ st

in mod trivial. In caz contrar existd un z € [a, b] astfel ca g(x) > 0 si din cauza continu-

b
itatii lui g rezulta ca / g(x)dz > 0. Astfel

IC
< —f oz <
Functia f fiind continua are proprietatea lui Darboux, deci pentru valoarea
b
J, [(@)g(z)dx
b
[ g(x)dx

intermediara intre m gi M va exista un £ € [a, b] astfel incat s& avem

Jy f(@)g()dx

f(g) = ffg(x)dx
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adica
[ty = 5@ [ gwar. 0

Caz particular: dacd g(x) = 1 pentru orice x € [a,b] din lema 9.2.1 obtinem

Lema 9.2.2. (prima teorema a valorii medii) Daca f € C([a,b],R) este o functie continud

atunci exista un punct & € [a,b] astfel incat

/ f(x)de = F(E)(b—a).

Prima datd vom deduce formula elementard a dreptunghiului: fie f : [0,hA] — R
o functie de clasa C*([0, h],R), adicd o datd derivabila si cu prima derivatd continui.
Atunci avem urmétoarele formule elementare pentru calculul ariei folosind formule de

aproximare cu ajutorul ariilor unor dreptunghiuri:

VA y=fx)
h
[raa=n- 1)
0
0 h g
VA /J":f(x)
=
J' Iyt~ h- £ (h)
. 0
0 h .
Y4 y=£x)
/l h
. [r@di=i-rnr2
, 0
O h2 h x
Figura 9.2:
Alegand = = 0 sau = = % sau ¢ = h obtinem formulele de cvadratura elementare

prezentate mai sus.
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In continuare aratam convergenta acestor formule de cvadratura elementare evaluand

eroarea comisa: daca x € [0, h] atunci conform lemei 9.2.2 avem:

h

| st = gy
0

unde am aplicat teorema medie a lui Lagrange cu n € (¢,z) dacd £ < z sau n € (z,€)

dacd z < . Dar &,z € [0, h], deci

h
[ swar- f<x>h] )] JE— o] < B My b= My

unde M; = sup{|f'(x)| / = € [0, h]} = max{|f'(z)| / = € [0, h]}.

Fie acum f € C'([a,b],R) i dividem intervalul [a,b] in n parti egale cu nodurile

=[f(&) - (h=0) = f(x) - hl = h-|f(§) = f(x)| = h-|f'(n)- (£ — )]

echidistante date de formulele z, = zo + h - k, unde 29y = a, h = b’Ta, iar k = 0,n.

Atunci obtinem urmétoarele formule aproximative de cvadratura cunoscute sub numele

de formula dreptunghiurilor:

b

f(x)de =~ h- (Zf(%)) =h- (f(zo) + flz1) + -+ + f(@n1))

=
8
U
8
2

h- (Zf(%)) =h-(f(z1) + flz2) + -+ [(20))

_ h-(f(mo_gm)+f($l_gx2>+---+f(x”_12+x")),

In continuare deducem o formula de evaluare a erorii in acest caz si aratam convergenta

acestor formule, in sensul ca, dacid n — o0, adica numérul nodurilor echidistante marim
nelimitat, atunci formulele dreptunghiurilor corespunzatoare ne dau niste valori din ce in

ce mai apropiate de valoarea integralei definite. Intr-adevir:

/ F()da — h-if(a;i) _ 2/+ F@)dz — h- if(a:i)

n—1

- Z( [ f<x>dx—h-f<xi>) <
i=0 Ti
n—1 Tit1 n—1
< Z/ f(@)dz —h- f(z;) SZM1'h2=
i=0 17 %i i=0
b—a\?® 1
= n'Ml-hQZTL-Ml'( ) :—'Ml'(b—a)2:
n n

= Ml(b—a)-h.
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n—1

De aici deducem ca pentru n — oo valorile 7 - E f(z;) aproximeaza din ce in ce mai bine
i=0

b
/ f(z)dz. In mod analog:

1
S—Ml(b—a)2:M1(b—a)h §1
n

[ e —n. ifm)
/abf(x)dx—h-gf(%>

Mentionam ca aici M; = sup{|f'(z)| / « € |a,b]} = max{|f'(x)| / € [a,b]}. Daca ne
b

1
g—Ml(b—a)Qle(b—a)h
n

intereseaza sa calculam valoarea integralei definite / f(z)dz cu o precizie datd ¢ > 0,
a

€
atunci este de ajuns sa determinam pe h astfel ca M;-(b—a)-h < €, adicd h < W si
1 — a

1

s& determinam numarul natural n care fixeaza numarul de noduri, adica —-M;-(b—a)? < &,
n

M, -(b—a)?
de unde rezulta ca n > #
€

Totusi noi in continuare prezentam un alt algoritm folosind o conditie practica de

oprire:
Algoritm metoda dreptunghiului
Datele de intrare: f;n;a;b;e;

Fieh::b_a

;A= 0;

Pentru z = 0,n — 1 executa

A=A+ hx f(a+1ixh);

Repeta
B = A;
n:=2%n;
h = b= a;
n
A:=0;

For:=0,n—1do
A:=A+hxfla+ixh)
Pana cand |B — A| > ¢;

Tiparegte A.
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Observam ca la formulele dreptunghiurilor cu tehnica prezentata am reusit sa aratam
ca aceste formule de cvadratura au ordinul de convergenta unu, fiindca la evaluarea erorii

h apare la prima putere. In continuare prin rafinarea unor rationamente vom arata ca:

h h M,
/ f(t)dt—h'f<§)'§§'h37

unde presupunem ca f € C?([0, h]; R), iar

My = sup{|f"(2)| / x € 0,h]} = max{|f"(x)| / « € [0, ]}.

xT

Intr-adevir, fie F : [0,h] — R, F(z) = / f(t)dt. Atunci F'(x) = f(z), F"(z) = f'(x) i

0
F"(x) = f"(z). Din dezvoltarile tayloriene obtinem:

F(h)=F (ﬁ) + "G g+ G) (E)Q + ). (ﬁ)g,

2 1! 2! 2 3!
unde & € (E,h) .

2
= ()2 4 () -5 ()

h
unde & € (0, 5) . Prin scaderea celor doua egalitati se obtine:

F(h) — F(0) = F' (g) g ) ; &) | (g)g .
Insa F(h) = /0 ' F(t)dt, F(0) =0, F' (g) = f (g) , F7(6) = f1(&) st F" (&) = f(&2),

deci obtinem relatia:

/Oh f(t)ydt = f (g) g LE) TG s

48
" "
Folosind lema 9.1.1 deducem ci exista & € [0, h] astfel incat &) ;— J1&) (). Prin
urmare
h "
h /()] s My g
_ Yol <« ASIE 3 o 272
/(;f(t)dt f<2) h'_ o h_24 h”,

unde My = sup{|f"(@)] / @ € [0, ]} = max{|f"(x)| / = € [0,h]}.
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De aici pentru un interval oarecare [a, b] se obtine c&

[f(t)dt—h- (Zf(“%))F

_ /$i+1 dt B (Z 7 $7, + ZL’H—l ) ‘
i+ xz—i—l <
5 =

I
()
N
T
::_
&h
S
S~—
QL
~
|
>
~
/—\

unde presupunem ci f € C?([a,b],R) iar My, = sup{|f"(z)| / = € [a,b]} =

max{|f"(z)| / « € [a,b]}, deci avem o convergentd de ordinul doi.

9.2.2 Formula trapezului

Prima datd vom deduce formula elementara a trapezului: fie f € C?([0,h],R), adica
o functie de doua ori derivabila si cu derivata a doua continua. Atunci avem urmatoarea
formula elementara pentru calculul ariei folosind formula de aproximare cu ajutorul ariei

unui trapez:

y Yy =fx)

hj ot < L OEID)
2
0

ol h X

Figura 9.3:

In continuare aratam convergenta acestei formule de cvadratura elementara evaluand
T h

eroarea comisa. Fie F' : [0,h] — R, F(x) = / f(t)dt, F(0) =0, F(h) = / f(t)dt,
F'(z) = f(x), F"(x) = f'(z), F"(x) = f”(a:)(.) Consideram dezvoltarile taylco)riene cu
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restul sub forma integrala:

I " h
F(h) = F(0)+ Fl(!o)h + FQ(!O) h? + % /0 (h—t)2- F"(t)dt si
f'(0)

) = fo+5

h+ /h(h — 1) f(t)dt.

In prima egalitate trecem de la F la f, iar a doua egalitate inmultim cu 5

hf(t)dt 04 1O SO e L /h(h—t)2 - f"(t)dt,

; 1 2 2
sy g =105+ 5T b [

si din prima egalitate scadem pe cea de a doua:

h h h
[ s gy = 0o g | [ orroa- [ o]
adica
/ ft)dt = +f(h) “h+ % : /h[(h—t)2 — (h? — ht)] - f"(t)dt, deci
/ F(t)dt = f(h).m%./g (=Rt + 1) - f"(1)dt.

Prin urmare:

/f pyat — LTI +f() h‘:‘%~/Oh(—ht+t2)~f”(t)dt‘g

1 h
Si/ !—ht+t2|'\f”(t)\dt§§/ (ht — %) - Madt =
0

0
_Me [, 8 e (BB My
2 2 J T2 \2 7)) T

unde My = sup{|f”(x)| / = € [0, h]} = max{|f"(z)| / = € [0, h]}.

Fie acum f € C*([a,b],R) si impartim intervalul [a,b] in n pér‘gi egale cu nodurile

h t3

0o 9

echidistante date de formulele 2, = 2y + h - k, unde 2y = a, h = =2 jar k = 0,n. Atunci
din formula elementara a trapezului obtinem urmatoarea formula de cvadratura cunoscuta

sub numele de formula trapezului:

Q

b
[ rade S0 42 fw) b2 ) + o) =

o (F) ¢ s 220).
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In continuare deducem o formula de evaluare a erorii in acest caz si aratam convergenta
formulei trapezului, in sensul cid, daca n — oo, adicd numéarul nodurilor echidistante
marim nelimitat, atunci formulele trapezelor corespunzatoare ne dau niste valori din ce

in ce mai apropiate de valoarea integralei definite. Intr-adevar:

b n—1
/ f(x)dx—g- (f($0)+2'2f($i)+f(xn)>‘ =

- X[ a3 (f(aso> +20Y (e + f(scn>> ‘ -

7=

n—1 Tit1 h
= 2 (/ fla)dz — 5 - (f(ai) + f(m¢+1))> <
i=0 \YTi
n—1 Tit1 h
< S| [ st - G ) + sl <
1=0 L
n—1
< %.hi’):n.%.h?):i.%.(b_aﬁ:%.(b_a).h?’
— 12 12 n? 12 12

unde My = sup{|f"(z)| / = € [a,b]} = max{|f"(z)| / € [a,b]}. Prin urmare formula

trapezului are ordinul de convergenta patratica.

b
Daca vrem sa determinam valoarea integralei definite / f(z)dx cu o precizie € > 0
a

1 M M, (b—a)?
atunci impunem conditia ca — - —2(b —a)® < ¢, adica n > 2. u Prin urmare

n? 12 12 €
avem numarul de noduri necesare in formula trapezului, care este garantia teoretica pentru
precizia €, conform teoriei prezentate mai sus.
Noi in continuare prezentam un algoritm pentru metoda trapezului cu o conditie prac-

tica de oprire:
Algoritm metoda trapezului
Datele de intrare: f;n;a;b;e;

Fieh::b_a

h
;A:zO;A::A+§*f(a);
Pentrui =1,n— 1 executda A:= A+ hx* f(a+ixh);
A::A—i—g*f(b);

h—
Repeta B:=A;n:=2x%n; h:= a;
n
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A::O;A::A—I—g*f(a);

Pentru ¢+ = 1,n — 1 executa
A:=A+hxfla+ixh);
h

A::A+§*f(b);

Péana cand |B — A| > «;

Tiparegte A.
9.2.3 Formula lui Simpson

Prima data vom deduce formula lui Simpson pentru o arie elementara. Presupunem

ca f € C*([—h, h],R) si scopul nostru este de a calcula aproximativ integrala f(x)dx.
Ideea lui Simpson consta in urmatoarele: aria figurii determinata de graﬁcelg };E = —h,
r=h,y=0siy= f(z) se aproximeaza printr-o noua arie, unde in locul curbei y = f(x)
se considerd un arc de parabold, care si treacd prin punctele A(—h, f(—h)), B(0, f(0))
si C(h, f(Rh)). Fie ecuatia parabolei y(z) = ax® + bx + ¢ si impunem conditiile ca aceasta

functie de gradul al doilea sa treaca prin punctele A, B si C':

a-h?>—b-h+c= f(—h)
c= [f(0)
a-h*+b-h+c= f(h)

Prin urmare ¢ = f(0) si
0 h*—b-h=f(~h) - [(0)
a-h>+b-h=f(h)— f(0)

Prin adunarea si scaderea celor doua relatii obtinem:

Feh) =2 fO) +FB) )= Fh)
2h? 2h '

a =

Asadar
f=h) =2 fO) + f(h) »  f(h) = F(=h)

2h? 2h

y(e) = -z =+ f(0).



9.2. Formulele de integrare numerica 177

Ne raméne sa calculam:

/_Zy(:z:)d:z: _ / U _222)” Pdr +/ fth 2h xdx—ir/ £(0

—h) —2f(0) + f(h ) 23" f(h) = f(=h) 22"
2h? 31, 2h 2] J(0) - Y
f(=h)—=2-f(0)+ f(h) (B> h? f(h) — f(—h) h? k2
- 2h? .<3 3) 2h (2 B 2)

h
+f0) - (hth) = (F(=h) = 2f(0) + f(h)) - 5 +2f(0) - h =
h
= 2(F(-h) +4- F(0) + F(B)).
Prin urmare avem urmatoarea formula aproximativa pentru calculul ariei elementare

cunoscuta sub numele de formula lui Simpson:
h
[ fwyte~ B+ 4500 + 500

In continuare ardtam convergenta acestei formule de cvadratura elementara evaluand

eroarea comisd. Fie deci

fe€C*[~h,h,R), F:[=h,h] =R, F(zx /f

F(0) =0, F(h /f Ddt, F(— / £(1) /f(t)dt,

F'(x) = f(x), F'(z) = f'(z), F"(z) = f"(z), F""(z) = f"(2), F¥'(2) = f"(2).

Consideram dezvoltarile tayloriene cu restul sub forma integrala:

F’(O) F”(O) F///(O) FIV(O)

F(h) = FO)+—h+— h? + 3 h® + I ht +

+% : Oh(h — )t FM(t)at;

-5 Oh(h _ iyt PV (<)t
f(h) = f(0)+ fll(,) +f”2(!0)h2+f/;(!) h3+% Oh(h—t)?’f”’(t)dt; (9.1)
f(=h) = f(o)—f,( )h+f”(0)h2—fm(> h3+l h(h—t)3ffv(—t)dt.(9.2)

1l 2l 3! TN
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Prin urmare primele doua egalitati au forma:

h / " n 1 h
/Of(t)dt = 0+f§')h U )h2 fg('o)h3+f4(' )h4+5 i (h—t)* - FV(t)dt;

—h / " " h
/0 fdt = O—f§?>h+f2<!0)h2 f3( >h3 f4(!0)h4—%- i (h =)t fV(=t)dt;

Daca le scadem se obtine:

/};f(t)dt = /f dt+/ F(t)dt = /f dt—/ 110 (9.3)

= f(O)'thg 1"(0) - h3+5 i (h ) (V) + f1V (1)) dt

In continuare adunam egalitatile (9.1) si (9.2):

1 h

F(R) + (=) =2 f(0) + f"(0) - I* + 55 - i (h = t)*(f1V (&) + f1V (= t))dt.
Aceasta ultima egalitate inmultim cu % ;
h 2 " h3 h " 37 IV v
SU) + J(=h) = J0) Sht f1(0) -+ g [ (b= 0P @)+ Y (=)
0

sl aceasta ultima egalitate scadem din egalitatea (9.3):

/f )t — () + F(~h)) =

h
4 f0) 0 % (-0 (n=e=3n) -0+ £ 0)an

deci

[ 10 =500+ 4 10)+ (1) =

= [ (% + t) (S + () dt

0

In continuare aplicim lema 9.2.1 pentru integrala din membrul drept, alegand

g(:c):(h—x)g-(g—l—x) >0

pentru orice z € [0, h]. Prin urmare exista un & € [0, h| astfel incat:

[ o= 501wy = =5 (7 + 7 -0): [t (34t ar
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Dar conform lemei 9.1.1

YO+ (=€)
2

= f"(n)

unde 7 € [—h, h|. Prin urmare

3

[ = 5w+ 410+ 50 = 15 - [Ca- o8 (ﬁ " t) dt =
1

h h h
— —E-ffv(n)- g-/o(h—t)3dt+/0(h—t)3-tdt}:
1 1A% _h h 3 2 2 3 h 3 242 3 4
= -5 |5 0 (h® — 3h2t + 3ht? — 13)dt + 0 (B3t — 3h22 + 3ht® — tY)dt| =
S I A L B
- . A (R3] —3p2. = h-o| -8
TR 3( N R L R
21h 31h 41h 51h
+ <h3.t_ _3h2.t_ +3h.t_ _t_> =
2, 3, 1|,” 35|,
o _i fIV() ﬁ h4_§h4+h4_h_4 + h_5_h5+§h5_h_5 _
T M3 2 A 2 A SARE

1
_%flv(n) ’ h57 deci

Ll on < S,

h
‘/hf(t)dt_g(f(h)+4'f(0)+f(—h)>‘ ~ 90 =90

unde M; = sup{|f"V (2)| / @ € [~h, h]} = max{|f7V («)| / = € [~h, h]}.

In continuare scriem formula lui Simpson in cazul unei functii f € C*([a, b], R) unde se

face diviziunea intervalului [a, b] in 2n subintervale considerand pasul h = si nodurile
T, =29+ h-k cuzy=a, unde k = 0,2n. Vom aplica formula lui Simpson pentru fiecare
arie elementara limitatd de: © = Zop; T = Topy0; ¥ = 0; y = f(2); unde k = 0,n — 1.
Astfel se obtine formula aproximativa de calcul al integralei definite cunoscuta sub numele

de formula lui Simpson:

Q

b
[ rads = G(7a0) + 47 @)+ 2fn) + Af ) o A Flana) + ) =

= g (f(a:o) +4-Zf(332i71) +2'Zf($2i) +f($2n)) :

In continuare studiem restul care se obtine prin inlocuirea integralei definite cu formula
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lui Simpson:

b
| rtayda - % (Flw) + AF @) + 2 () + 4 () + -+ 4f (2an) + F(20))| =
n—1 372i+2 n—1
= ;/@ Zog (2:) + 4f (@2i41) + [ (72142)) | =
n-1 T2i42 h
= Z f()dz — - - (f(v2) + 4f (22i01) + f2i12)) || <
=0 \Y o2 3
n—1 242 h
< / fla)de — 5 - (f(w2) + 4f (@2i40) + f($2i+2))‘ <
i=0 'V %2
S 5 1 5_ 1 4
< Z% My h® = oo My h® = oo My (b—a) - b =
= % 910 My - (b—a)’, unde

M, = sup{|f"V (2)] / @ € [a,8]} = max{|f" (2)] / @ € [a,b]}.

Observam ca metoda lui Simpson are ordinul de convergenta patru, fiindca in evaluarea
restului apare h*. Totodata mentionam ca formula lui Simpson este formula cu cea mai
rapida convergenta dintre cele trei formule de cvadratura prezentate si in acelasi timp cu

cel mai mic numar de operatii necesare pentru a obtine o precizie ¢ > 0 data. Sigur ca,
b

daca ne intereseaza valoarea integralei / f(x)dx cu o precizie € > 0 dinainte data, atunci

folosind teoria anterioara numarul n se obtine din conditia: 190 My - (b— a)5 <e,
n
M. —a)®
adicd n > -1 (b—a) )
90

In continuare dam un algoritm de calcul al integralei definite folosind o conditie prac-

tica de oprire.

Algoritmul metoda Simpson

Datele de intrare: f;n;a;b;e;

—a

b h
Fie h = ;A::O;A::A+§*f(a);
n

4
Pentru 7 = 1,n executd A := A+§*h*f(a+(z—1)*h);
_ 2
Pentruizl,n—lexecutéA::A+§*h*f(a—i—Q*i*h);

A::A+g*f(a+2*n*h);
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b—a

" 2n
A:zO;A::A—i—g*f(a);

Repeta B:=A;n:=2%xn; h=

S 4
Pentru i =1,n executéA::A—i—g*h*f(a+(2i—1)*h);
_ 2
Pentruizl,n—lexecutéA::A—i-g*h*f(a—l—Q*i*h);

A::A+g*f(a+2*n*h);

Péana cand |B — A| > «;

Tipareste A.
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Capitolul 10

Metode numerice pentru calculul
valorilor si vectorilor proprii ale unei

matrici

10.1 Metoda lui Krylov

Fie A = (aij); j—1;; o matrice patratica de ordinul n, i z = . # Ogn (diferit

T
de vectorul nul). Fie y = A - 2. Daca componentele vectorului y sunt proportionale cu
componentele vectorului z, adica exista A € R (A € C), astfel incat y = Az, (adica pentru
orice i = 1,n avem y[i] = X - z[i]), atunci vom spune ci x este un vector propriu pentru
matricea A iar A este o valoare proprie pentru matricea A. Prin urmare din y = Ax si

y = Az obtinem Az = Az.

12 3 1
Exemplul 10.1.1. Fie A= |2 6 -2 |,z=| 1 |. Atunci
3 4 —1 1
1 2 3 1 6 1
y=A-x=12 6 -2 1|=]|6|=6-|1
3 4 -1 1 6 1

183
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1

Deci X = 6 este o valoare proprie pentru matricea A, iarx = | 1 | este un vector propriu

1
pentru matricea A, care corespune valorii proprii A = 6.

Din Ax = \x rezulta (A — M,,) - © = Ogn, unde I, este matricea unitate de ordinul n.

Prin urmare:

ay — A Q12 Q1n T 0
a1 agy — A Q2p, T2 0
an1 an?2 cee Ann—)\ Ty, 0

Acest sistem liniar admite o solutie x nebanald, daca si numai daca determinantul sis-

temului este egal cu zero: det(A — X - I,) =0, adica

ail — A a19 ce (050"
921 929 — AL Qon —0
an1 An2 cee Opp_)

Daca dezvoltam acest determinant, atunci obtinem in variabila X un polinom de gradul
n:
det(A — ML) = (=1)" - A\* = p A" 4 pod™ 2 — oo (=1)"p,] = 0.

Radacinile \;, © = 1,n, ale acester ecuativ polinomiale sunt valorile proprii ale matricii
A, iar pentru fiecare \;, i = 1,n valoare proprie fixatd rezolvam sistemul liniar si omogen

(A= N\I,) - x = 0gn $i vom obtine vectorii proprii corespunzatori valorii proprii \;.

Metoda dezvoltarii directe

2 1 2—A 1
Fie de exemplu n = 2 iar A = . Avem det(A — A\;) =0 & =0
1 2 1 2—A
SN —AA+3=08 N\ =1 )\ =3
2—-1 1 1 0
Pentru A\ = 1 avem (A — \[p) -2 = O & : =
1 2-1 To 0

. L. 2 =¢ . Z1 —1 .
Deci 1 = —x9, adica deci x = = 4c- , cu vectorul propriu
_ T2
Ir1 — —C
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T = ) Pentru Ay = 3 avem (A — A\ols) - © = O, adica z1 = x9, adicad 27 = x5 = c.

. Z1 1 . 1
Deci x = =c- , cu vectorul propriu z = :
) 1 1

a1 G12 13
Pentru n = 3 vom face in general: A = | a9 a9 a3 |,

a31 azz 33

a; — A 12 @13
det(A — )\Ig) = a91 Qg — A Qg3 =
a31 a32 33—\

= (Gn - /\)(a22 - /\)(a33 - >\) + @12 - Q23 - A31 + @13 - A32 * A2 —
—a13 - CL31(CL22 - )\) — Q23 - Q32 * (an - )\) — Q12 * Q21 * (CL33 - )\) =
ailr aig Q22 Q23

= (—1)3' /\3—)\2(a11+a22+a33)+)\- + ]+
a1 Q22 Q32 Aa33

@11 a2 Q13
+ — | G21 Q22 Q23 >

a31 daszz G33

adica
det(A — M3) = (=1)% - [N —p1 - A2+ py- A —p3] =0,

unde p; = Tr(A) = a1 + ase + ass (se numeste urma matricii)

a11 Qa2 Q22 Q23 @11 a3
P2 = + +
Q21 Q22 32 A33 a31 Aass

ailz a2 ais
p3 = det(A) =| ay an ax |- (10-1)

azy Q22 23

Pentru n arbitrar se obtine un polinom de gradul n care se rezolva numeric, de exemplu

prin metoda lui Bairstow (vezi paragraful 5.1):
D(A) = det(A — M) = (=1)" - X" = pr A" pp - X2 — o (=1)" ] = 0.

Reamintim o teorema cunoscuta din algebra lineara:
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Teorema 10.1.1. (Cayley-Hamilton)

Matricea A wverifica ecuatia sa caracteristica, adicd dacd
D(A\) =det(A—AL,) = (=1)" (A" +p A"+ p A" 2+ 4+ p,) =0
este ecuatia caracteristica a matricii A, atunci:
A" 4 pr A" pp AV T, = O,
unde O,, este matricea nuld de ordinul n.

[ (0
"

0
0

Alegem un y© = # fOpn si inmultim ecuatia anterioara din dreapta cu y(©@ :

Ay 4 p APy O opo A2 O o O = G
Fie y® = Ay*=Y pentru k = 1,2,...,n, adica
yO = Ay @ 4y A 40 = 420 ) 4Ly gry )
Astfel obtinem relatia:
v+ pry" Y + oy 4+ poy® = Ope, adicd

ply(nfl) + p2y(”*2) 44 pny(o) = —y(n), adica

n—1 n—2 0 n
yi" Y Yy Y e
(n—1) (n—2) (0) (n)
y y y y .
m-| 7 tpo- | fotp- | == 7 | adica
n—1 n—2 0 n
o0 o2 o) L
P+ ooyt - payl” =
n—1 n—2 0 n
plyé )+p2y§ )+---+pny§):_y§) .
,adica
n—1 n—2 0 n
o™+ oo ) = i
B n—1 n—2 0) 1 B T B n) ]
R SO m e
w0 e | | W
n—1 n—2 0 n
I S SR L I PR L
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Acest sistem liniar rezolvim cu metoda lui Gauss, si se obtin coeficientii ecuatiei carac-
teristice. Daca cumva la metoda lui Gauss la un anumit pas elementul pivot devine zero,

atunci alegem un alt vector nenul de pornire y(® € R" .

Program 1 KRYLOV

Datele de intrare: n, A;
Pentru ¢ = 1,n executa
citeste Y[i][n];
Pentru j = n, 2 executi
Pentru ¢ = 1, n executa

VIl — 1] = Yo, ALK + ¥ k)
Pentru 7 = 1, n executa

bli] == = >y Ali][k] * YIR][1];
Rezolva sistemul liniar Y - p = b cu metoda lui Gauss.

Tipareste p (p[i] pentru i = 1,n)

4 -3 1 1] 1
. 2 0 4 -1 . 0
Exemplul 10.1.2. Fien =4; A = iar Y[4] = vectorul
1 1 2 =2 0
i 1 1 -1 -1 ] 0
de pornire, adica Y[1][4] := 1 si pentru i = 2,4 Y[i][4] := 0.
(
=39p1 + 12py —4ps +ps = —120
20p; — 5pg + 2p3s + 0py = 47
Y -p =10 are forma: Py b2 Sbs U
11py — 2py + 1ps + 0py = 23
(. 13p1 —dpa+1ps +0ps = 43
cu solutia p1 :=3;  po:=—T7, p3:=—=24; py:= —1b, dect ecuatia caracteristica este

A 3N —TAZ — 24\ — 15 = 0.

In continuare prezentam metoda lui Krylov pentru calculul vectorilor proprii.
Presupunem ca coeficientii polinomului caracteristic sunt cunoscute si in acelagi timp
am reusit sa rezolvam ecuatia caracteristica si se cunosc valorile proprii Ay, Ao, ..., \,.

Vectorii proprii se afla in felul urmator, folosind metoda lui Krylov:

2@ =y LD 4 gy O
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pentru i = 1, n, unde vectorii coloand "1,y . y© sunt cunoscute de la metoda

lui Krylov pentru determinarea polinomului caracteristic, iar coeficientii ¢;; (j = 1,n —1

si i = 1,n) se pot calcula cu metoda schemei lui Horner (vezi paragraful 4.1):

i =1;  qji = Ni-qj—1; +pj.

Intr-adevar \;, ¢« = 1,n fiind o valoare proprie, este solutia ecuatiei caracteristice

A D AN A2 4 py 1 A+ p, = 0. Conform schemei lui Horner obtinem tabelul:

‘1 pPr P2 ... DPn-1 Dn

Ai

qoi q1i 920 --- Qn-1i Gns

unde qo; = 1, qi; = Ai - Qoi + P15 @20 = Ni - Qui T D2, -+, Qi = NiGn—1,i + Pp = 0. Astfel
N A p AN p N A, = (A — )\z‘)(CIOMn_l F g Gn-1:) = 0.

Utilizand teorema lui Cayley-Hamilton (vezi teorema 10.1.1) putem pune in locul lui A

matricea A :
A" pr AV po AV b 1 A, = (A=N L) (qoi A Mg A2+ +Gn-1,iln) = On

unde O,, este matricea nula de ordinul n. De aici prin inmultirea ecuatiei matriciale din

dreapta cu un vector y© vom obtine:
(A= XL (qoi A"y + quA™ 2y + -+ o1 LnyY) = O, -y,
adica
(A= XL) " Y + a4+ o) = Ore.
Notand cu 2 = y™= 4+ gy + .. + ¢,_1,9© avem (A — N\i[,,)2) = Ogn, adica

A -2 = Nz ceea ce inseamni cd () este un vector propriu pentru valoarea proprie

i

Program 2 Krylov

Datele de intrare: n;Y; A (A[7] pentru i = 1,n); (de la program 1 Krylov)
Pentru ¢ = 1,n executa
Q[O][e] := 1;

Pentru j = 1,n — 1 executa
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QU] = Ali] * Q[j — 1[i] + p[j;
Pentru i = 1, n executa
Pentru k = 1, n executa
X[i][k] := Y[K][1]
Pentru j = 1,n — 1 executa
Pentru k = 1,n executa
X[i][k] == XT[i][k] + Q[j][d] * Y[k][ + 1];

Tipareste X (pe linii vom avea vectorii proprii).

10.2 Metoda puterii

La aceastd metodad presupunem cd matricea A de ordinul n admite n valori proprii dis-
tincte A1, Ao, ..., A, astfel incat si avem |[A{| > |Ao| > -+ > |\,|. Din presupunerea
facuta rezultd ca matricea A va admite n vectori proprii linear independenti, notati cu
x1,Ta,...,T,, pentru fiecare valoare proprie \; cate un vector propriu z; : Ax; = \x;,
i = 1,n. Atunci orice vector y € R™ se poate exprima in mod unic ca o combinatie linears

a vectorilor proprii z1, 2o, ..., %, : Yy = a1x1 + aoxo + -+ + @, T,. Avem:

Ay = Aoz + axg + -+ + apry) = 0 Azy + agAzg + - - - + Az, =

= Oél>\11'1 + Oég/\QZL’Q + -+ Oén)\nl'n.
In mod analog se obtine:

A2y = A(Ay) = (&1)\1.%1 + 042)\2.1'2 R Ckn)\nl'n) =
= 051>\1A$1 + OéQ)\QA'TQ + -+ Oén)\nA:L‘n =

2 2 2
= A[T1 + AT + - ap AT,

Prin urmare pentru un k£ € N* arbitrar se poate arata cu ajutorul inductiei matematice

ca:

Aky = ozl/\]fxl + a2A§x2 + -4 an/\fbxn.

A\ " A \”
o1 + g )\— To+ -+ an )\— T, .
1 1

De aici rezulta ca:

Aky = )\’f
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Trecand la limita pentru £ — oo in egalitatea anterioara, pentru un numar natural

k suficient de mare, rezultd ca: AFy ~ Mayz; si A¥ My ~ M ajz;, deoarece conform

. )\2 k . /\n F
,}L“Qo(x) —0""713520(x> =0

Din egalitatile Ay = Majz, si A* 'y = M a2, rezulta ci vectorii coloand Ay si

conditiilor initiale:

AFy sunt proportionale pe componentele corespunzatoare, raportul fiind A;. Astfel putem

determina pe A, valoarea proprie dominanta. Din egalitatea
A(AFy) = ARy = Mo = M (Afayry) = A (AFy)

putem trage concluzia ca vectorul A*y pentru un k suficient de mare este tocmai vectorul
propriu corespunzator valorii proprii A;. Dupa ce am determinat pe Aq, pentru deter-
minarea lui Ay se alege vectorul y de forma y := asxs+- - - +a,,,. Astfel utilizind rationa-

mentul anterior cu noul vector y se deduce ca: AFy = &2)\’53:2 + a3A§x3 + ATy,

(2 k T k
o9 /\2 Z3 )\2 Tn | -

Prin urmare pentru k suficient de mare avem: A*y = Napa,, cici

() )
,}L%O(A:) —0’---7,3520(7) =0

Din egalitatile A%y = )\’50422:2 si ARy = A§+1a2x2 deducem o valoare aproximativa a lui

De aici rezulta ca:

Aky: A§~

Ay, folosind un rationament analog cu determinarea Iui \;. Vectorul A*y va fi vectorul
propriu corespunzitor valorii proprii Ao. In final pentru determinarea valorilor proprii

A3, ..., A\, si a vectorilor proprii corespunzatori utilizam un rationament analog.
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Metode numerice pentru rezolvarea
ecuatiilor diferentiale si ale sistemelor

de ecuatii diferentiale

11.1 Metoda lui Euler pentru rezolvarea numerica a
ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul unu ca

problema Cauchy

Se considera ecuatia diferentiala ordinard de ordinul unu: ¢’ = f(z,y), unde f este o
functie data si se cauta solutia y = y(z). Daca in plus avem conditia initiald y(zo) = o,
unde zg,y0 € R sunt date, atunci spunem c& avem o problemd Cauchy. In analizi se
demonstreaza existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy folosind anumite conditii
asupra lui f. Daca se alege f(x,y) = eng,g atunci se obtine ecuatia diferentiala de ordinul
unu ¢’ = e, care are solutia: y(x) = e dt + Yo, unde y(xg) = yo. Se stie ca integrala
obtinuta nu se poate calcula cu mana folosind tehnici de schimbare de variabild si integrare

prin parti. Prin urmare este nevoie de o metoda numerica.

In continuare prezentidm metoda lui Euler. Vrem sa aflam solutia aproximativa a

problemei Cauchy. Se considera intervalul [a, b], unde a = xy §i impéartim acest interval
b—a

in n parti egale cu nodurile a = xp < 71 < x93 < --- <z, = b. Fie h = . Atunci

n
x1 = xg + h, iar pentru ¢y vom folosi urméitoarea formuld de derivare numerica: vy ~

191
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Y1 — Yo Y1 — Yo

= . Din egalitatea y'(x¢) = f(xo,yo) obtinem LA - f(zo,y0), adica
1 — 2o h h

y1 = Yo+ h- f(xo,y0). Aici valoarea y; va fi o valoare aproximativa pentru curba teoretica

a ecuatiei diferentiale de ordinul unu in punctul x;, adica y; ~ y(z1). In general stiind
punctul (zg,y,) urmatorul punct se obtine prin formulele x4 = xp + h §1 ypr1 = yp +
h- f(zg, yx). Prin urmare pentru a rezolva numeric problema Cauchy trebuie sd intocmim

tabelul:

T ‘LL’O I e

y(w)‘yo Yio Un

Se poate demonstra ca dacd numarul nodurilor creste, adica h tinde la zero atunci metoda
lui Euler este o metoda convergenti. Intr-adevir, pentru orice k = I, n avem de evaluat
expresia |y(zx) — yx|, unde y(xy) este valoarea teoretica a curbei integrale y = y(z) in
punctul x = z;, (adicd solutia teoreticd a problemei Cauchy v = f(z,y), yo = y(xo)
in punctul x = xy), iar y, este valoare numericd aproximativa in punctul z = xj. Din

problema Cauchy: v/(z) = f(x,y(x)) si y(xo) = yo obtinem

y(z) = /m f(ty(t))dt + yo.

Astfel avem:

ly() — el = kf(t,y(t))d“ryo —Ykl| =

S / Pt y(0)dt+ 3 (4 — yirn)| =
i=0 Y ¥i =0
k—1 Ti+1

= Z (/ F(tyt))dt +y; — yi-i—l) <
=0 Zi
F=1 | iy

< Z / f(ty(t)dt + yi — yiy1| =
=0 Ti
k-1 Ti+1

= S| svtonn v e )| =
.

= S| syt = e )| -
i=0 17/ @i
k—1

. (i1 — ) - f(&y(&)) — R flai,ui)| =
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k-1
= > |h- f(&y(&) = he flan )| =
i=0

= Z_: h - ‘f(full(@)) - f(:vl,yz))l

unde &; € (x;, ;1) pentru orice ¢ = 0,k — 1, i unde am aplicat teorema de medie pentru

integrala definita

/%VQMWﬁ:@M—%»ﬂ&M®>

(vezi lema 9.2.2). In continuare presupunem, ci functia f : [a,b] x R — R este lip-

schitziana, adica exista constantele reale pozitive K si K5, astfel incat
|f(u,v) - f(u/’vl>| < K- |u - U’,| + Ko - |U - U,|

oricare ar fi u,u’ € [a,b] si v,v’" € R. Prin urmare

k-1
ho | f(&y(&) — floiyi)| <
z=ok71
< h- (K- & — x| + Ko - |[y(&) —wil) =
=0
k-1

=) he (Ky - |& — o + Ka - [y(&) — y(2:)]).

Din conditia de lipschitzianitate a lui f rezulta continuitatea lui f, deci y € C([a,b], R).

Astfel din teorema de medie a lui Lagrange obtinem:

Y (&) =yl = 1y () - (& — i),

unde n; € (&, 2;), dacd & < xz; sau n; € (x;,&;) daca x; < ;. Fie My = sup{|y/(z)| / = €
la,b]} = max{|y'(z)| / « € [a,b]}. Prin urmare

[y(&) — y(z)| = |y/(77z') (& —x)| < My - | —
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Deci

k—1
ly(zr) =y < Zh (K [& = ] + Ko - [y(&) — y(@)]) <

IN

> b (K- & — w4 Ko - M- |6 — a]) =

i=0
k-1
= Zh'(Kl+K2'M1)'|§i—$i| <

1=0

IN

k-1
(K1+K2‘M1)'h'Z’fz’—xi’ <
i=0

k—1

< (Ki+ Ky M) h-Y h= (K +Ky- M) -k-h*<
=0

< (Ky+Ky-My)-n-h*= (K, +Ky-M)-(b—a)-h.

Daca se dd dinainte precizia ¢ > 0 se impune ca (K; + Ky - My) - (b —a) - h < ¢,
5 (b—a)?
adica h < , sau K+ Ky M) -
(K1+K2M1)2(b—a) ( )
K+ Ky My)(b—
n>( 1+ Ky - My)( a).
€

Interpretare geometrica: curba teoretica se aproximeaza cu ajutorul unei linii frante.

< g, de unde se obtine

VA
| M; (x3,)3)
|
| M; (x3:y2)
My (xo0.v9 M, (x i )2 ( Ziyz
g — = i 1 lTyl |
| o
|‘L- | l ! >
a=Xxy X1 X2 X3 b X

Algoritmul corespunzator metodei lui Euler este:



11.2. Metoda lui Runge-Kutta de ordinul patru 195

Algoritm metoda Euler

Datele de intrare: a;b;n; f; yo;

b—a_

Fie h := ; 2[0] == a; y[0] := yo;

n

Pentru z = 0,n — 1 executa

x[i+1] :
yli+1]:

xli] + h;
ylil + hox f (=[], yli));
Tipareste x;y; (adica x[d] si y[i] pentru i = 0,n).

Metoda lui Euler se poate extinde si pentru sisteme de ecuatii diferentiale ordinare. Se

o e . o . y,:fl(x7yaz)
pune problema rezolvarii numerice a urmatoarei probleme Cauchy: cu
2 = f2($7 Y, Z)
y(@o) = yo . ) . :
,unde fi gi fo sunt functii date, iar xg, yo, 2o sunt numere date. In acest caz
z(xo) = 2o

metoda lui Euler are forma: x; = zo+h, y1 = yo+h- f1(xo, Yo, 20), 21 = 20+h- fa(To, Yo, 20),

unde h = b—a

, ludnd nodurile: a = 29 < 11 < 29 < --- < x, = b. In general avem:

Thp1 = Tk + hy Yppr = ye + A fi(Tr, Un, 20), 261 = 26+ B fo(Tn, yg, 21)-

11.2 Metoda lui Runge-Kutta de ordinul patru

Pentru rezolvarea problemei Cauchy: v’ = f(x,y) si y(zo) = yo avem urmatoarea metoda:

intervalul [a, b] se divide in n parti egale cu punctele a = xg < x; < 29 < -+- <z, = b, cu
—a

b
pasul h = . Daca se stie punctul (xy, yx) atunci punctul (zg11, yxs1) se calculeaza in

n

1
felul urmator: z,q = xp + hiar yry = yp + E(kl + 2ky + 2k3 + k4), unde:

kl = hf@lm?/k)
h k
ky = h'f<3?k+—,yk+—1)

2 2
h k
ks = h'f<$k+§,yk+52)

ki = h-f(op+hyp+ ks)

Aceasta metoda are o acuratete mare.
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Algoritmul metoda Runge-Kutta

Datele de intrare: a;b;n; f;yo;

b—a.

Fie h := > 2[0] := a; y[0] := yo;

n

Pentru z = 0,n — 1 executa

Ky:=hxf x[i]—k%,y[i]-k—);

Ky = hox f(ali] + hyyli] + Ks);

yli+ 1] = yli] + § * (K1 + 2% Ko + 2 % Ky + Ky);
Tipareste x;y;

Mentiondm ca si aceastd metoda se poate extinde pentru sisteme de ecuatii dife-
/
. . Yy :fl(l’7y,2:) y(l'()) = Yo ~
rentiale cu problema Cauchy. Fie cu . In acest caz
Z/:fQ(xuyVZ) Z(ZEO) = 20

avem urmatoarele formule numerice: xp 1 = . + h, Y1 = Y + g(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky),

1
Rkl — 2k + a(ll + 2[2 + 2[3 + l4), unde

kv = h-fi(zr,ye, ) st b= h- fol@r, yk, 2);
h k
ky = h'f1<flfk+—,yk+—172k+

2 2 5)
lo = h f2<xk+§,yk+%,zk+%>
ks = h f1<xk+2,yk+%,zk+l§2>
Ils = h f2<xk+2,yk+%,zk+l§2>

ol
A

I
>

fi (x4 by + ks, 2z + 13)

F
I
>

“fo(ze +h,ye + ks, 2+ 13)
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11.3 Rezolvarea numerica a problemei lui Dirichlet pe
un patrat

Se considera patratul: D = {(z,y) € R* | 0 < z,y < 1}, si ecuatia lui Laplace:

o2f  0*f

- _|_ -
ox?  0y?
(z,y) € D astfel incat se cunosc valorile lui f pe frontiera patratului: f(0,y) = 1(y),

= 0 pe D. Se cauta solutia ecuatiei lui Laplace, functia f = f(z,y), cu

f(Ly) = @a(y), f(2,0) = @s(x), f(x,1) = @a(z), unde @1, P2, p3, @4 sunt functii date.

O astfel de problemd se numeste problema lui Dirichlet. In analizi se demonstreaza
existenta si unicitatea problemei lui Dirichlet daca se impun anumite restrictii asupra
functiilor o1, s, @3 si @4. In continuare prezentim o metoda numericd pentru rezolvarea
aproximativi a problemei de mai sus. Impéartim laturile patratului in N parti egale. Fie
h = %, Tpn =n-h, yp = m-h, unde n,m = 0,1,..., N. Astfel se formeaza o retea

a patratului. S& notdm cu u,,, valoarea aproximativd a lui f(x,,ym,). Atunci folosind

formulele de derivare numerica

f(l'o — h) —2- f(xo) + f(l'o + h)

f”<x0) ~ h2
(vezi paragraful 9.1), obtinem:

0% f 1

w(‘rﬂn ym) - m : (un—l,m - 2un,m + un—i—l,m)

0% f 1

a_yQ(xnv ym) = ﬁ . (un,m—l - 2un,m + un,m—i—l)

Astfel se obtine urmatoarea forma discretd a ecuatiei lui Laplace:

0? 0?
_f + _f - _(un—l,m + Unp+1,m + Up,m—1 + Up,m+1 — 4un,m> =0

or2 o2 2

unde n,m = 1, N — 1, adici se obtine un sistem liniar cu (N — 1)? ecuatii si (N — 1)?
necunoscute. Necunoscutele sistemului liniar sunt notate cu (u ), o157, flindca din

conditiile la limita avem:

Uom = f (@0, Ym) = f(0,Ym) = 01(ym);
unm = f(@n,Ym) = f (1, ym) = @2(ym);
Uno = f(Tn,y0) = f(2n,0) = @3(2s);
Unn = f(@n,yn) = [(2n, 1) = @a(z);
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oricare ar fi n,m =0, N.
Rezolvarea sistemului liniar in necunoscutele (wy, ), .,—1 =7 S€ poate face cu metodele

numerice corespunzatoare (vezi capitolul 6.)
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