CAPITOLUL 1V

INTRODUCERE IN OPTIMIZAREA LINIARA

4.1. Notiuni despre multimi si functii convexe
4.1.1. Multimi convexe
O multime MM c— R", se numeste multime conexa daca,

luand oricare doud puncte ale sale x'x*eM, segmentul de
dreapta ce le uneste apartine multimii date. Altfel spus, oricare ar

fi x',x>eM are loc
x(a)=ax'+(1-a)x> e M
pentru orice numar real «, O<a<I (fig.4.1).

—

Fig. 4.1 Multime convexa. Fig. 4.2. Exemple de multimi care
nu sunt convexe.

In particular, multimea vidi, multimea formati dintr-un
singur element si tot spatiul n dimensional R”, sunt multimi

A e e A 2
convexe. In fig. 4.2 sunt aduse exemple de multimi in R~ care nu
sunt convexe.
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Se constatd cu usurintd ca intersectia unei familii de
multimi convexe este o multime convexa.

Fie a,x e R",a # 0,b € R. Multimea

F:{x ‘aszb}z{x Zn:aixi =b}
i=1

formeaza un hiperplan din R".
Semispatiile determinate de hiperplanul I" sunt

S” ={xla"x<b},

ST = {x‘aTx > b}.

Evident, =S~ (1.S".Multimile I, S”si S” sunt convexe.

Fie A o matrice de dimensiunile mxn, x € R" iar be R".
Multimea

T= {x|Ax < b}z {xiaijxj <b,i= 1,2,...,m}
j=1

se numeste fronson. Tronsonul reprezinta intersectia unui numar
finit de semispatii

Si={x

n
3, sbl}, i=12,...m,
Jj=1

si, deci, este 0 multime convexa.
Un tronson marginit se numeste poliedru convex.

Combinatia liniard a elementelor x' € R", i=1,2,....m de

forma ax'+a,x’+..+a,x" in care «, >0, i=12,..m si
a, +a,+..+a, =1 se numeste combinatie convexa a elementelor
Xt x

Teorema 4.1. O multime convexa contine orice combinatie
convexa construitd cu elemente ale sale.
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Demonstratie (prin inductie). Fie M o multime convexa,

M c R". Deoarece M este o multime convexa, orice combinatie
convexa, construita cu doud elemente din M apartine lui M . Sa
presupunem cd M contine orice combinatie a cel mult
m—1,m>3,elemente din M . Consideram combinatia convexa

z=ax +a,x’ +a,x", unde x' eM, i=12,..m, si scalarii
a, >0, i=1,2,...,m, astfel ca o, +a,+...+a, =1. Evident, cel
putin un indice i avem ¢, <1.Putem presupune ca ¢, <1. Atunci

a.
y=px"+px +..+ B x" ,unde B =—

,  1=23,...,m, este
I-a,

o combinatie convexi a elementelor x°x,...,x" deoarece B >0 si
B, + B, +...+ B, =1. Conform ipotezei inductive ca y € M . Cum

z=ax +(l-a,)y si M este o multime convexid rezultd

z € M , ceea ce demonstreazd teorema.
Se numeste proiectia punctului v pe multimea M un punct
p € M astfel incat

lp =, <l =,
pentru orice x € M .

Daca M este o multime convexa inchisa atunci exista si este
unicd proiectia unui punct pe M.

Fie M — R" o multime nevida si convexa. Vom spune ca
xeM este un punct extrem al multimii M dacd nu exista
v,izeM , ae(0,1), y # z asa incat sa avem

x=ay+(-a)z
Cu alte cuvinte punctul extrem x apartine intervalului (y,z) oricare
arfi yzeM, y#z.
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Aducem doud exemple de puncte extreme ale multimilor
A 2 . - .
convexe In R~. Prin £ se noteazd multimea punctelor extreme ale

multimii M .
1. M:{x| X\ + X Sl}, E:{x| X0+ X :1}.
2. M:{x| 2x, —x, £4}, X +x,<5,%>0,x,>0 |,
E={(0,0).(0.5".20",32)" |
In fig. 4.3 sunt reprezentate aceste doud multimi convexe

pentru care sunt evidentiate multimea punctelor extreme E.

Un hiperplan sau un semispatiu nu are puncte extreme.

O multime inchisd si marginita in R" se numeste
compacta.

Orice multime convexad compacta in R" are puncte

o

X1

Fig.4.3 Puncte extreme.

extreme. Daca M este o multime convexd compacta in R" si are
un numar finit de puncte extreme atunci orice element al multimii
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M se poate exprima ca o combinatie convexa a punctelor sale
extreme.
Fie tronsonul

T= {x|Ax < b},
unde x€R", A este o matrice de dimensiune mxn,m>n,
beR". Notim cu A o submatrice de ordinul nxn a lui A4 .
Presupunem ca det(Z);t 0.1n acest caz sistemul de ecuatii Ax = Z,

unde b contine elemente din b (dupd o eventuald renumerotare),
admite o solutie unica x. Daca x €7 atunci x se numeste vdrf

al tronsonului 7 .
Se wverifica imediat cd tronsonul 7 are cel mult

C! =m!/n!(m—n)! varfuri si aceste varfuri sunt punctele extreme

ale sale.
Exemplu. Fie tronsonul 7 definit de

2x, —x, <4,
X +x, <5,
-x, <0,
-x,<0.

Aici m =4, n=2.Vom avea varfurile (vezi fig. 4.3)

o) 2 o [0

date de sistemul de ecuatii liniare:

x, =0, X, +x,=95, 2x,—x, =4, 2x,—x, =4,
x, =0, X, =0, X, +x,=5, x, =0.
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4.1.2. Functii convexe
Fie M o multime convexa in R". Functia f(x) definita pe
multimea M se numeste functie convexa daca
flax+(1-a)y<aof (x)+(1-a)f(y) (4.1)
pentru orice X,y € M si orice a€[0,1]. Daca inegalitatea (4.1) este
strictd pentru orice x,ye M, x# y si orice ae(0,1), atunci se
spune ca functia f(x) este o functie strict convexa.
Functia f(x) se numeste concava (strict concava) daca
functia —f (x) este convexa (strict convexa).
Daca exista peR, p >0, astfel ca pentru orice x,y € M si
orice ae[0,1], are loc inegalitatea
flax+(1-a)y)<af () +(1-a)f(y) - pa(l-a)x-y
se spune ca functia f(x) este o functie tare convexa.

Se constatd imediat cd orice functie tare convexa este
totodata o functie convexa.

Exemplul 4.1. Functia f(x)=(x,x)= ||x

functie tare convexd. Pentru aceastd functie inegalitatea (4.2) se
transforma in egalitate cu constanta p =1:

(42

2
y xeR, este o

Jeox + (1= )y = el + (- @), -l - v -,
oricare ar fix,y € R" si orice a€[0,1].
Exemplul 4.2. Orice functie liniard f{x)=(c,x), x,c€ R",

este o functie convexda si In acelasi timp o functie concava,
deoarece

flaex+(1-a)y)=of (x)+A-a) f(¥).
Fie functia f{x),x € R", admite derivate partiale
2
ZAC) , 0 J(x) i,j=L2,.,n.
ox;, Ox,0x;
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Vectorul, componentele caruia sunt derivatele partiale,
AC))
ox,
AC))

VI(x)=| ax,

ox

n

se numeste gradientul functiei f . Se mai noteaza prin grad f (x)

sau f'(x).

Matricea de dimensiunea n x n

e o w

ox;} Ox, Ox, Ox, Ox,,
I oW
Vf*(x)= Ox,0x, ox3 Ox,0x,

/A N Al €9 NG/ €9
ox,,0x, ox, 0x, ox;

n

se numeste matricea Hesse a functiei f sau matricea hessiana. Se
mai noteaza prin H(x) sau f''(x).

In cursul de analizd matematica se demonstreaza ci, daca
functia f{x) are derivate partiale de ordinul intdi continue in R",
atunci

f+y)=fO)+(Vf(x),0) +o(||y])- (4.3)

Daca f{x) admite derivate partiale de ordinul doi in R", atunci
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SOt y) = FETS(0),9) +%(V2f(x)y,y) vo(y]d. @4

Teorema 4.2. Fie f(x) o functie care admite derivate
partiale de ordinul intdi continue in R". Functia f(x) este
convexa, daca si numai daca are loc

Sx+y)2 f()+(Vf(x),), Vx,yeR".

Functia f(x) este stric convexa daca si numai daca
Sx+y)> f()+(Vf(x),), Vx,yeR", y=#0.

Functia f(x) este tare convexa daca si numai daca

fO+y)> f(x)+<Vf<x),y)+§||y

Cu alte cuvinte graficul functiei convexe (strict convexe)
este situat deasupra (strict deasupra) hiperplanului tangent, iar
pentru functii tare convexe graficul este situat deasupra unui
oarecare paraboloid (fig. 4.4).

2 n
5 Vx,yeR".

x*, dacd x>0

0, dacax<0

f(x)z{ f(x)=¢€" f(x)=x’

a) b) c)

Fig.4.4. Tipurile de convexitate: a) functie convexa;
b) functie strict convexa; b) functie tare convexa.

Teorema 4.3. Daca functia f{x), xe R" are derivatele
partiale de ordinul doi continue In R", atunci functia f{x) este
convexa dacd si numai dacd matricea Hesse V’f(x) este pozitiv
semidefinita pentru orice x € R", adica

(Vf(x)y,»)=0, VyeR"
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O conditie necesard si suficientd ca functia f{x) sa fie tare
convexa este ca sa existe m € R, m > 0, astfel incat

(sz(x)y,y)2m||y|2 , Vx,yeR". 4.5)
Demonstratia acestei teoreme poate fi gasitd 1In
[13,14,19,21].
Exemplul 4.3. Fie x € R* si functia
f(x)=x —x.x, +5x, —8x, +3.

. 2 -1
o= )

Matricea Hesse V? f(x) este pozitiv semidefinita si deci putem

Avem

2x,—x, +5
Vf(X)=( ]

-x,—8

afirma ca functia consideratd este convexa.
Sa observam ca functia din exemplul de mai sus 4.3 poate
fi scrisa astfel :

! 2 -1)(x 5_g X 3
CRETCES N | ECEUI N T

f(x) :%xTAx+bTx+c :%(Ax,x) +(b,x) +c,

Sau

unde A=V>f(x),b=(5-8)"si c=3. De asemenea, mai retinem
ca suma vectorilor Ax si b ne da gradientul Vf{x).

Fie A o matrice simetrica de dimensiune nxn, beR" si
ceR. Functia f(x)= %(Ax, X) se numeste forma patratica pe
R", iar functia

f(x) =%(Ax,x)+(b,x)+c (4.6)

se numeste functie patratica. Se verificd imediat ca
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f(x+y):f(x)+(Ax+b,y)+%(Ay,y), vVx,yeR". (4.7)

1 .
Deoarece |(Ay,y)|£||A||2||y||z avem E(Ay,y):o(”y”). Prin

urmare putem scrie
[+ )= f)+(Ax+b,y)+o([y])
si conform (4.3) gradientul functiei patratice (4.6) este
Vf(x)=Ax+b.

Acum din (4.4) si (4.7) rezultd imediat ca matricea Hesse
V? f(x) aunei functii patratice (4.6) este constanti si este egali cu
matricea 4.

Functiile patratice joaca un rol important in problemele de
optimizare. Aceasta se explica prin faptul ca in jurul punctelor de
minim (vezi capitolul V) functiile au o comportare patratica. Mai
mult, dezvoltarea unei functii pana la aproximatii de ordinul doi da
o functie patratica.

In cele ce urmeaza vom arita, ci daci matricea A este
pozitiv definita, atunci functia patratica (4.6) este tare convexa.
Intr-adevir, fie (4x,x) >0 pentru ¥V x € R", x # 0. Notam prin

S:{z‘ zeR", Z||=1}.

Multimea S este inchisd si marginitd (este un compact). Cum

S 1 . x
forma patratica g(z) =E(AZ’Z) este continud, existd z €S astfel

incat g(z)<g(z) pentru orice z&S. In ipoteza ci matricea A este
pozitiv definitd avem

p:g(z*)=%(AZ*,z*)>O.

. . L X .
Evident oricare ar fi x#0,xe€ R" rezultica z = H eS si
X
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- - . 2 .
ceea ce aratdi cd matricea Hesse V7~ f(x)= A satisface

inegalitatea (4.5) cu m=2,>0.
Subliniem faptul ca atunci cand matricea Hesse este pozitiv
definita:

Vi (x)y,»)>0, Vx,yeR", y#0, (4.8)
putem afirma, in caz general, doar ca functia f (x) este strict
convexa (dar nu si tare convexa). Cu alte cuvinte relatiile (4.5) si
(4.8) nu sunt echivalente in cazul functiilor nepatratice. Mai mult
ca atat, conditia (4.8) este numai o conditie suficienta ca o functie
oarecare (nepatraticd) sa fie strict convexa.

Exemplul 4.4. Consideram in spatiul bidimensional R’
functia strict convexa (verificati aceasta !) definita prin

f(x)=x'+x5.

Avem
12x; 0
Vf(x)= !
J@) 0 12x;
Matricea Hesse V° f(x) nu satisface conditiei (4.8) in cazul cand
=(0,0)".

4.2. Formularea problemelor de programare liniara

in industrie, comert, transport, administratie, economie, in
aproape orice domeniu al activitatii umane apar probleme care
conduc la alegerea uneia dintre toate posibilitatile de actiune Intr-o
situatie datd si aceastd alegere trebuie facutd astfel incat sa fie
asigurata realizarea unui scop bine determinat. Astfel de probleme
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se numesc probleme de decizie. Un rol important in problemele de
decizie il ocupa problemele de optimizare care constau in aflarea
maximumului sau minimumului unei functii de mai multe
variabile legate intre ele prin anumite relatii. Un caz particular al
problemelor de optimizare este programarea liniara care include
un sistem de ecuatii $i (sau) inecuatii liniare, numite restrictiile
problemei, precum si o functie liniard care reprezinta scopul dorit,
scop definit prin valoarea maxima sau minima a acesteia.

4.2.1.  Problema generali de programare liniara
O problemad generald de programare liniard constd 1n
determinarea numerelor reale Xx;,x,,...x, care maximizeazd (sau
minimizeaza) o functie liniara
f=cx +ex, +-+c,x,
si care verifica inegalitatile si egalitatile liniare:

a, x, +a,x,+...+a,x, <b,

Ay X, +apX, +...+a, x, <b, ,

a.,x,+a,x,+...+a,x, <b

A X A%, .t a <b

r+ln n r+l 2

a,x, +a,x,+...+a,x, <b,,
x,20,kek

unde ¢;,a;,b,i=12,.5j=12,.,n sunt numere reale date; K

este o submultime de indici ai multimii {1,2,...,n} .
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Cu notatiile matriceale:

ay ap o 4q, b, X

ay; 4y a, b, X,
A = 9 b = . b x = 9

arl ar2 arn br 'xn

a1 Gy 0 Gy by, G
- A1 Qrnn 70 Auiny, — | by, (&)
A = 5 b = R R Cc = .

asl asZ ot asn bs cn

problema generald de programare liniara poate fi rescrisa astfel:

f(x)=(c,x)——> max (sau min)
Ax < b,
Ax =b,
x,20, kek.

Notam prin

T={reR'|Ax<b, Av=b, x,20, keK |

Multimea 7' se numeste domeniu de solutii admisibile ale
problemei. Domeniul solutiilor admisibile este 0 multime convexa
(vezi paragraful 4.1.1.). Conditiile Ax<b, Ax=b, x, 20 se
numesc restrictii ale problemei de programare liniara. Coeficientii
a; si termenii liberi b, sunt marimi constante date.
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Functia f (x) care se maximizeaza (sau se minimizeaza) se
numeste functie obiectiv, sau functie criteriu, sau functie scop, sau
functie de eficienta.

O solutie admisibili x €7 pentru care avem
f(x")> f(x),VxeT, in cazul problemei de maxim sau
f(x) < f(x),VxeT, in cazul problemei de minim, se va numi
solutie optima a problemei de programare liniara.

4.2.2. Exemple de probleme de programare liniara

1. Problema dietei (a meniului optim). Presupunem ca
dispunem de n alimente (paine, branza, zahar etc.) care contin m
substante nutritive (vitamine, proteine, albumine, grasimi etc.).
Problema dietei constd in determinarea cantitdtilor care trebuie
consumate din fiecare aliment, astfel Incat sd se satisfacd anumite
cerinte in substante nutritive §i ca sd se asigure necesarul biologic
la un pret de consum minim.

Fie cd o unitate din elementul i contine a; unitati de
substantd nutritiva i. Mai presupunem ca necesarul organismului in
substante nutritive ;j este de b, , iar costul unei unitati din

alimentul j este c,. Pentru a formula matematic problema sa

notdm cu x, numarul de unitdti de alimente i ce urmeazd a fi
consumate. Problema dietei se va scrie sub forma:

f(x)=c¢x, +c,x, +...+¢c,x, —>min

cu restrictiile
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a,x, +a,x, +...+a,x, 2b,,
ay X, +a,x, +...+a, x, 2b,,

a,x +a, x,+..+a, x 2b ,

mn--n m

20, x,20,...,x,=0.

n
Functia liniard f(x) = Zc[xi reprezinta costul total al meniului, al
i=1
carui minimum se cautd, iar restrictiile problemei exprima
conditiile de satisfacere a nevoilor organismului in substante
nutritive. Evident cd variabilele x,, i=12,...,n, au o semnificatie
pentru problema dietei numai daca sunt negative.

Se pot cerceta si alte criterii, ca de exemplu maximizarea
cantitatii totale de calorii sau minimizarea volumului produselor
alimentare.

Problema dietei este un caz particular al unei probleme de
amestec. Orice problemd in care se doreste ca din cantitatile
x;, i=12,...,n, de produse (alimente, sau carbuni, sau benzind,
sau mijloace de productie etc.), cu anumite proprietati, sd se facd o
combinatie care sd contind anumite elemente j, j=12,...,m, in
cantitatile b,, dacd se cunosc cantitdtile a; de elemente ;

continute intr-o unitate din X, .eu cheltuiald minimd, se numeste
problema de amestec (vezi [14]).

2. Problema utilizdrii optime a resurselor disponibile. Intr-
o intreprindere se fac n feluri de produse notate £, P,,...,P,, care

necesitd M feluri de resurse de materie prima R, R,,...,R, avand
la dispozitie b,, unitdti din R; i=1,2,...,m. Pentru o unitate de
produs P; se consumd a, unitati din R,de materie prima. Mai
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cunoastem cd fiecare unitate de produs P,, da un beneficiu egal cu
c; lei. Se cere sd se afle cate unitdti de fiecare produs sunt
necesare pentru a obtine un beneficiu maxim. Astfel spus sd se

determine un plan de productie optim, adicd un vector x e R"
astfel incat

f(x)=cx, +c,x,+ ... +c,x, ——>max
in urmatoarele conditii:
a,x, +a,x,+...+a,x, <b,,

ay X, +a,x, +...+a,x, <b,,

a,x +a,x,+...+a,x <b ,

mn-"n m

x20, x,20,...,x,20.

Aici x,x,,...x, reprezintd respectiv cantitatea de unitdti de
B,P,...,P, fabricate in intreprindere.

3. Problema de transport. Sa determindm cd un anumit
produs este stocat in m centre de depozitare A,A4,...4, in

cantitatile a,,a,,...a, Acest produs trebuie transportat la n centre

n

de consum B, B,,...B, in cantitatile b,b,,...b, Se stie costul ¢, de

transport al unei unitdti de produs din centrul A4,la centrul de

consum B, Se presupune ca, Zai = ij adica rezerva totala din
i=1 Jj=1

depozite este egala cu cererea totald a centrelor de consum. Se cere

sd se Intocmeasca planul optim de transport, adicd sa se determine
cantitatile x; de produs transportate de la 4, la B, astfel incat

costul total de transport s fie minim.
Costul transportului din centrul 4, fin centrul B, este

¢, X; unitati financiare, iar costul total al transportarilor va fi:
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f=ox tepx,+ o +ox,
T Oy T Xy + TG,
m n
F o X F Xy T G X = DY X

i=1 j=1
Restrictiile problemei se scriu astfel:
a)cantitatea transportatd din depozitul A, celor n centre de

consum trebuie sd fie egal cu disponibilul din 4, , adica
X+ X, +...+x,=a,i=12,.,n
b)cantitatea transportatd in centrul de consum B, din toate

centrele de depozitare este egald cu cantitatea de produs b, de care
are nevoie, adica:
XX+t X, =b, j=12,...,m
c)cantitatile x; trebuie sd fie marimi nenegative.
Formularea matematica a problemei de transport poate fi

prezentata astfel:
Sa se determine valoare minima a functiei

n

m
f= Z ;%

i=l j=1
in conditiile:

160

In modelul de mai sus al problemei s-a presupus ci este

satisfacuta conditia Y a, =Y b;,numita condifie de echilibru. In
i=1 Jj=1

cazul in care conditia de echilibru nu este realizata, problema

respectiva se numeste problema de transport neechilibrata care prin

introducerea unui centru fictiv se poate reduce la o problema de

transport echilibrata.

4.2.3. Forme ale unei probleme de programare liniara

Se spune cd o problemd de programare liniard are forma
standard daca este de forma

f(x)=(c,x)—>max

Ax=b,
x>0,

unde xeR",ceR",beR",A este o matrice de dimensiune

cu restrictiile

mxn, , rang(A) =m < n. Deci In problema de programare liniara

sub forma standard sistemul de restrictii este un sistem de egalitati
si tuturor necunoscutelor li se impun conditii de nenegativitate.

Orice problema de programare liniara poate fi adusd la
forma standard. Se verifica imediat ca

min £ (x) = —min(— £ (x).

Prin urmare cazul problemei de minimum se reduce la problema
de maximum.
Daca Ax<b, x>0, atunci putem scrie

Ax+y=b,
x>0, y>0.
unde y =(y1,y2,---:ym)T :
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Daca Ax>b, x>0, atunci
Ax—y=b,
x>0, y=>0.
Variabilele y,,¥,,...,», se numesc variabile de compensare sau
variabile ecart. Mentiondm ca variabilele de compensare nu apar
in functia obiectiv.

Dacad uneia din variabile x; nu i se impune conditia de
nenegativitate atunci  putem  inlocui  in  problema
consideratax, =u, —v,, unde u, si v, sunt alte doud variabile noi
astfel ca u; >0, v, > 0.

Exemplu. Fie problema de programare liniara:

f(x)=x, —2x, + x, - min
cu restrictiile
2x, +x, +x; <8,
X, =3x,+x; 21,
x,20,x,20.
Sa aducem aceasta problema la forma standard.
1. Minimizarea functiei /* este echivalentd maximizarii lui
g(x) =—f(x) =—x, +2x, —x;.
2. Substituim x; = x, —x,, unde x, >0, x; >0.
3. Introducem variabilele de compensare x, >0 si x, >0
pentru a transforma restrictiile — inecuatii in restrictii — ecuatii:
2x, +x, +x; + x4 =8,
X =3x, +x;—x;, =1,
X =20,x,20.
Deci problema consideratd se reduce la urmatoarea
problema de programare liniard sub forma standard:
g(x)=—x,+2x, —x, + x, ——>max
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cu restrictiile
2%, +x, +x, —x; +x, =8,
X, =3x, +x, —xs+x, =1,
x,20,i=124,5,6,7.
O altd forma de prezentare a problemelor de programare
liniara este forma canonicd. Daca toate restrictiile sunt inegalitati

de acelasi sens si toate necunoscutele sunt nenegative, atunci se
spune ca problema de programare liniara are forma canonica:

f(x)=(c,x)——>max (sau min )
cu restrictiile

Ax < b, Ax > b,
sau
X 2o, X2o.

Subliniem cd, daca sensul inegalitatii este "<", functia
obiectiv se maximizeaza, iar pentru ">" functia obiectiv se
minimizeaza.

Sa observam ca orice restrictie de forma

a,x, +a,x, +...+a,x, =b,
este echivalentd cu sistemul de doua restrictii

a,x, +a,x, +...+a,x, <b,

mn-n

—a,X, — X, —...—a,x, <—=b,.

mn-n l

Constatam ca orice problema de programare liniarad poate fi
adusa la forma standard, sau la forma canonica.
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4.2.4. Interpretarea geometricda a problemelor de
programare liniard cu doud variabile

Consideram o problema de programare liniard de forma
canonicd in spatiul bidimensional cu functia obiectiv
f =c¢,x, +c,x, sisistemul de restrictii:

a,x, +a,x, <b,

ay,Xx, +a,x, <b,,

a,x +a,,x,<b ,
x20, x,2020.

S& desenam in sistemul cartezian de coordonate x,ox,

dreptele d;, ecuatiile carora sunt
a,x, +a,x,=b, i=12,....m

Notam prin 7 domeniul din plan pentru care sunt
satisfacute restrictiile problemei considerate de programare liniara
si fie acest domeniu, poligonul ABCDEF (fig. 4.5). Dupa cum am
vazut in paragraful 4.1.1 T este un poligon convex (tronson).

Pentru a rezolva problema de programare liniarad trebuie sa
cdutdim punctele M (x,,x,), apartinind multimii 7, pentru care
functia f =c,x, +c,x, 1a cea mai mare valoare.

Sa reprezentdim dreapta d, de ecuatie cx, +c,x, =0.
Aceasta dreapta trece prin origine si este perpendiculara vectorului
n=(cc,)". Dupd cum se stie, vectorul n este indreptat in sensul
crescator al valorilor functie /. Fie v o valoare oarecare a functiei
obiectiv f =cx, +c,x,. Atunci ecuatia c,x, +c,x, =v reprezinta
o familie de drepte paralele cu dreapta d,; cand marimea v variaza
in intervalul  (—o0,00) dreapta c,x, +c,x, =v se deplaseaza,
ramanand perpendiculara pe vectorul n.
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Deoarece M (x,,x,) trebuie sd apartind multimii 7, rezulta

A
XA

V/

Fig. 4.6

Fig. 4.5

ca maximumul functiei f =c.x, +¢,x, se atinge in varful £ a lui 7.
Intr-adevar, vectorul n aratd directia in care trebuie sa deplasam
dreapta d,, pentru ca sd majoram valoarea functiei obiectiv,

deoarece functia liniard  f =cx, +c,x, este crescitoare in

directia lui n. Deci valoarea maxima se obtine pentru coordonatele
punctului £ care se afld la intersectia dreptelor d,si d, (vezi
fig.4.5). Din fig. 4.5 se vede de asemenea ca minimumul functiei
obiectiv se atinge in varful B al poligonului 7. Daca dreapta d, nu
este paraleld cu nici o latura a poligonului solutiilor admisibile
atunci exista o singura solutie optima

In cazul cand una din laturile poligonului solutiilor
admisibile este paraleld cu dreapta d,,, atunci problema admite o
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infinitate de solutii optime care vor fi date de coordonatele tuturor
punctelor situate pe aceasta latura.

O alta situatie care poate apdrea in problema de
programare, este aceea cand functia obiectiv nu are maximum (sau
minimum) finit (vezi fig. 4.6). Acest lucru se intdmpla atunci cand
tronsonul 7 nu este marginit.

Exemplu. Sa se determine valorile lui x, si x, astfel incat

functia f = x, + x, sa fie maxima in urmatoarele conditii:

X, +2x, 24,
—-x, +x, <2,
3x, +x, <3,
x, <3,
x, =2x, 20.
Pentru aceasta reprezentam grafic dreptele:
d,:x, +2x, =4,
d,:—x,+x,=2,
dy:3x,+x,=9,
d, x,=3,
d,:x +x,=0.

Se  obtine un
poligon convex
ABCD (fig. 4.7).
Dénd dreptei d,, de
ecuatie x, +x,=0
0 deplasare
paralela cu ea
insdsi in directia n
se obtine ca
coordonatele
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Fig 4.7

punctului C realizeaza maximumul functiei liniare f =x, +x,.

Determindm coordonatele acestui punct, care este intersectia
dreptelor d, si d,, rezolvand sistemul:

3x, +x,=09,
x, =3.

Avem x, =2,x, =3 si max f=2+3=5. Rezulti ci solutia optimi a
unei probleme de programare liniara cu doua variabile se atinge
intr-unul din varfurile tronsonului 7. Aceste varfuri, dupa cum am
vazut in paragraful 4.1, nu sunt altceva decat punctele extreme ale
multimii 7.

Fenomenul acesta este general: orice solutie optima a unei
probleme de programare liniard cu un numar oarecare de variabile

si restrictii corespunde unui punct extrem al tronsonului solutiilor
admisibile.

4.3. Metoda Simplex

Asa cum s-a constatat In paragraful 4.2, problema de
programare liniara revine la determinarea punctelor extreme
(varfurilor) ale poliedrului convex si alegerea varfului pentru care
functia obiectiv 1a valoarea optima. Metoda simplex a fost
elaborata in anul 1947 de B. G. Dantzing si consta in parcurgerea
varfurilor poliedrului convex in asa fel incat functia obiectiv are o
valoare mai buna in sensul optimului decét in anterior de fiecare
datd. Cand Tmbunatatirea functiei obiectiv nu mai este posibila, se
ajunge la o solutie optima. Metoda simplex se poate prezenta sub
diverse forme (vezi, de exemplu, [6,13,14,19,21,31,36]). In toate
cazurile metoda simplex se desfasoarad in urmatoarele etape:

- se determina o solutie initiald de baza,

- printr-un procedeu iterativ se inlocuieste solutia de baza
initiald cu alte solutii de bazd, pana se ajunge la situatia ca
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valoarea functiei obiectiv nu mai creste sau la concluzia ca
problema nu admite un optim finit.

Vom da in continuare descrierea metodei simplex [31]. Sa
consideram problema de programare liniard datd sub forma
standard:

f =(c,x)—>max
Ax=b, 4.9)
x>0,

T T T :
unde c=(c,c,,...,c,) ,x=(x,%,,....x,) ,b=(b,b,,....,0,)", 1iar
A este o matrice de dimensiunea mxn cu m < n. Presupunem ca
liniile matricei A sunt liniar independente, adica rang(A4) =m.

4.3.1. Solutie admisibild de baza

Notdm cu B submatricea matricei 4 constituitd din m
coloane astfel ca B este o matrice nesingularda (detB=#0) de

ordinul mxm iar cu N submatricea de ordinulmx(n—m) ce
contine restul coloanelor din 4 . Deci avem desfacerea
4=[BN].
Matricea B se numeste matrice bazica, iar N-matrice nebazica.
In mod analog se separa vectorii ¢ si x:

c X

Cn Cy
unde ¢, si x, se compun din acele m componente ce determind
desfacerea matricei 4 . Atunci sistemul 4x =5 devine

Bx, + Nx, =b.
Acest sistem poate fi scris sub forma
Bx, =b— Nx,,

sau
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x, =B'b—B'Nx,. (4.10)
Componentele vectorului x, se numesc variabile bazice
(sau de baza), iar componentele vectorului x, sunt numite

variabile nebazice.
Un sistem de ecuatii de forma (4.10) se spune ca este un
sistem sub forma explicita. Solutia acestui sistem datd prin

x, =B"'b,x, =0
se numeste solutie de baza a sistemului Ax =b.
Dacd B™'b >0 atunci solutia de bazi verificd conditiile de

nenegativitate:
_ [X_B (= 0)} >0
xy (=0)

si se numeste solutie de baza admisibild a problemei de
programare (4.9).

O solutie de baza admisibild pentru problema (4.9) se
numeste nedegeneratd, dacd numarul componentelor sale nenule
este egal cu numirul ecuatiilor sistemului Ax=5b, adicdi B~'»>0.

Se demonstreaza (vezi, de exemplu, [13,14]) ca solutia de
baza admisibild nu este altceva decat un punct extrem al multimii

T:{x‘xeR",Ax:b,xZO}

si reciproc.

4.3.2. Criteriul de optimalitate
Fie B o matrice bazici si respectiv ¢’ =[c£‘c,CJ. Atunci

functia obiectiv f =(c,x) devine
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Xp

1. _|Lrlr
f=c x—[cB‘cN
X

=ch(B"'b—B'Nx,)+cyxy =cyB'b—(ciB"'N —ch)x,.
Problema de programare liniara (4.9) poate fi scrisa sub forma

— ol T —
} =CpXp tCyXy =
N

f:(cB,B_lb)—(NT(BT)_ch—CN,xN)—>maX
xy =B'b—B"'Nx,, (4.11)
xy20,x, 20.

Aceastd forma se numeste forma explicita a problemei de
programare liniara (4.9).

Notim S =B"'bsiy =(B")"'c,. Atunci forma expliciti
poate fi scrisa in felul urmator

S =(cz.0)— (N"y —Cy,Xy)——>max
xy =B-B"Nx,,
Xy 20,x, 20.

Vectorul A= N"y —c, reprezinti criteriul de optimalitate,
deoarece ne spune dacd solutia de baza admisibild este o solutie
optima de programare liniara (4.9).

Fie z, (cy), st (xy); j=12,...n—m, componentele
vectorilor z=N"y, ¢, si respectiv x,. Constatim ci daci
A, =z,-(cy); 20, j=12,...,n—m maximul functiei obiectiv

f = (CB7ﬂ) _Al(xN)l _AZ(XN)2 T _An—m(xN)n—m
se atinge pentru x, =0. Pentru orice alta solutie admisibila x" cel
putin o componentd (x,); >0 si la trecerea de la o solutie

admisibild de baza la alta valoarea functiei obiectiv devine mai
mica.
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Astfel, daca avem o solutie de baza admisibila pentru care
A, >0, j=L2,...,n—m,

atunci ea este o solutie optima.

Vom nota  prin a., j=L2,...,n—m, coloana

jﬁ
corespunzatoare din matricea N. Se observa cd z, = af y=(a;,y).
Daca exista j astfel incat A; <0 iar vectorul o, = B la ; are toate
componentele mai mici sau egale cu zero ((;), <0 pentru
Jj=L2,...,m) atunci functia obiectiv_f nu este marginitd superior

pe multimea solutiilor admisibile. Intr-adevar, se verifica imediat
ca pentru orice t €T, ¢ >0, vectorul

LY
x'=|
Xn
definit prin

Xy =pB-ta,(xy);, =t (xy),;=0, i#j, i=12,...,m,
este de asemenea o solutie admisibila a problemei de programare
liniara consideratd. Alegand un t suficient de mare, constatam ca
problema are solutii admisibile nemarginite (Ax'=b, x'>0
oricare ar fi t>0 si x' —> oo dacd ¢t —> o), deci nu admite un
maxim finit:

f=(c,x")=(cy, B)—tA;, — o0 pentru t —> .
Este posibil si urmatorul caz. Printre componentele
vectorului  «; = Bla ; (corespunzator diferentei A, <0) sunt

marimi pozitive. Fie A <0 si («,), >0, unde i este un numar
natural, egal cu unul din numerele 1,2,...,m . in acest caz (xy), nu
poate lua valori arbitrare, deoarece pentru i # savem (x,), =0 si
xp =P —a(xy), dar f=(cy, f)—A(xy),.
Din conditia de admisibilitate x, >0 rezulta
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ﬂi , v

()CN)S < (CZS)Z. l.
Alegand
(xy). = min 2 =L o
o (@), (), (4.12)

vom obtine o alta solutie admisibila cu

(x5), =0, (xy), = b >0.
(as )k
Se poate demonstra (vezi, de exemplu, [13,14]) ca aceasta solutie
evidentiaza o solutie de baza admisibila corespunzatoare unei noi
matrice bazice B'. Matricea B'se obtine din matricea precedenta
B prin inlocuirea coloanei sale k prin vectorul a,. Pentru solutia

admisibild de baza obtinuta, valoarea functiei obiectiv devine mai
mare decat valoarea 1n solutia precedenta.

Aceasta operatie de trecere la o solutie admisibila de baza
la alta se numeste pivotare sau iteratie simplex, iar elementul
(a,), >0 se numeste pivot. La aceasta etapa se exclude variabila

(x3), din multimea de variabile de baza, introducand in locul ei
variabila (x,),. Avand o noud matrice bazica B’, obtinem o alta
forma explicita a sistemului Ax=5b:

Xy =(B)'b—(B) ' Nk, .
Alegerea (4.12) ne asigura cd solutia de baza

L)
Xy 0

este o solutie de bazi admisibila, adica (B')'5>0.
Prin urmare, sunt posibile urmatoarele cazuri:

172

1. Daca A; 20, j=L2,...,n—m, atunci solutia de baza
admisibila datda prin x,=p,x, =0 este o solutie
optima a problemei (4.11).

2. Daca existd un indice j astfel incat A ;< 0 si toate

elementele de pe coloana lui ; = B™'a; sunt mai mici

sau egale cu zero, atunci problema de programare
liniara (4.11) nu admite un maxim finit.
3. Daca existd cel putin un s pentru care A <0 si

vectorii ¢, au componente pozitive, se va determina o

noud solutie admisibild de bazd cu ajutorul formulei
(4.13).

4.3.3.  Algoritmul simplex

In cele demonstrate mai sus, in paragraful 4.3.2, organizarea
calculelor se poate face in diferite moduri. Astfel se obtin diverse
variante ale metodei simplex. Ne vom opri asupra uneia din ele
[31]. Aceastd varianta a algoritmului simplex, descrisd mai jos, se
utilizeaza in majoritatea programelor speciale pentru rezolvarea
problemelor de programare liniara cu ajutorul mijloacelor tehnice
de calcul. In practica problemele cu caracter concret au un numar,
in general, destul de mare de variabile i de restrictii si pot fi
rezolvate numai cu ajutorul calculatoarelor electronice.

Fie problema de programare liniard in forma explicita (4.11),
adica se cunoaste o matrice bazica B astfel incat vectorul

B'b
X =
0
este o solutie de bazd admisibila a problemei de programare liniara

data. Atunci pasii algoritmului simplex sunt urmatorii:
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Pasul 1. Se determina vectorul
y=(B T)ich
Calculul acestui vector este echivalent cu rezolvarea sistemului de
ecuatii liniare

(B") 'y = Cs.
Pasul 2. Se calculeaza produsul scalar
z,=(a;,7)
si diferentele
Aj = Zj - (CN)j

pentru j=12,...,n—m. Aici a, este coloana j din
matricea N.
Pasul 3. Se cerceteazd semnele diferentelor A .
o Daca pentru toti j , avem A, >0, atunci solutia de
baza disponibila este o solutie optima. STOP.
o Daca exista cel putin un j pentru care A, <0, atunci

se calculeazda A =minA /.si se trece la pasul
Aj<0 ’

urmator.

e Pasul 4. Se determina vectorul @, = B'a,, adicd se

rezolva sistemul de ecuatii liniare
Ba,=a,.
Pasul S. Se studiaza componentele vectorului «, .

e Dacd («,),<0,i=12,...,m,atunci problema data
are functia obiectiv nemarginitd superior pe
multimea solutiilor sale admisibile. STOP.

e 1In caz contrar se determina

ﬂk — min {L}
(o), i@)i>0 [ (@),
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si se trece la pasul 6 al algoritmului.
Pasul 6. Se formeaza o noua matrice bazica B’astfel incat
in locul coloanei & a matricei B s apard coloana a, a matricei N

si se calculeazd solutia de baza admisibild corespunzatoare noii
matrice bazice B’', in care

(fk) i (xy), =0.

Se revine la primul pas al algoritmului. Algoritmul se
repetd pana cand se obtine o solutie optimd (Pasul 3) sau se
stabileste cd functia obiectiv nu este marginitd superior pe
multimea solutiilor admisibile (pasul 5, a).

Exemplu. Sa folosim algoritmul simplex pentru rezolvarea
problemei de programare liniara

(‘xN )s =

g =x, — X, ——>min
in conditiile urmatoare:
—2x,+x,<2
X —2x,<2
X +x,<5
x,20,x, 20.
In prealabil aducem aceasti problema la forma standard,
adica:
f =x,—x,——min

—2x +x, +x, =2,
X, —2x, +x, =2,
X, +x, +x; =5,

x,20,i=12345.
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Matricea sistemului de ecuatii este

-2 1 1 00
A=1 -2 0 1 O

1 1 0 0 1

siare rang(A)=3.
Alegem
1 00 -2 1
B={0 1 0], N=|1 =2],

0 0 1 1 1

deoarece det(B)=1= 0 si deci B este o matrice bazica. Subliniem

faptul cd B"'b=b2>0.
Tinand cont de aceasta, vom avea

0 X, 2
c;=0], xz,=|x,|=|2|=p
0 X, 5

1 X, 0
Cy = N X., = = 5
Mole Yol 0
-2 1
o= 1| a=[-2].
1 1
Pasul 1.
1 0 0)(0 0
y=(B")'c,=|0 1 0]|0]|=]0
0 0 1){0 0
176

Pasul 2.
2,=2,=0, A ==(cy),=-1 A,=—(cy), =L
Pasul 3. Asadar A, <0 si deci solutia de baza admisibila
¥ =(0,0,2,2,5)" nu este optimi. Ea se poate imbunititi prin
schimbarea matricei bazice B.

Pasul 4.
I 0 0)\(-2 -2
a,=B"a,=|0 1 0| 1|=| 1
0 0 1 1 1
Pasul 5.
- { B }zmm{z,é}zﬁ_
il(e);>0 | (@), 11 (o)),
Pasul 6.
I -2 0 1 0
B'={0 1 0|, N=-2 1].
0 1 1 1 0

Matricea B'se obtine din B, inlocuind coloana a doua cu
vectorul a, .

Se calculeaza

1 2 0 6 X,
BY'={0 1 0|, B=|2|=x,=|x|,
0 -1 1 3 X,
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0 1 0

cp =1, a=|-2|, a,=|1

0 1 0

si se revine la primul pas cu B=B'.

Pasul 1.

1 0 0})O 0

y=B)'c,=12 1 —1|1]|=|1

0 0 1)0 0
Pasul 2.

zy=(a,y)=-2, z,=(a,,7)=1,
A=z,—(cy),=—2-(-1)=-1,
A, =z,—(cy), =1-0=1.
Pasul 3. Deoarece A, <0, solutia de bazd admisibila
x? =(2,0,6,0,3)" nu este optima.

Pasul 4.
1 2 01 -3
a,=B'a,=|0 1 0|-2|=|-2
0 -1 1A 1 3

Pasul 5. Se calculeaza

i {A};:A.
(@)= | (a); 3 ()

Pasul 6. In locul coloanei a treia a matricei B apare
vectorul o,

1 -2 1 0 0
B=0 1 =2 N'=|0 1].
0 1 1 1 0
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Se obtin datele
1 1 1
(BY'=|0 1/3 2/3|, B= =X, =
0 -1/3 1/3
X, 0 0
X = = N C\v =
Molx) o Molo
0 0 0
cp =11, a, =0/, a,=|1
-1 1
Reluand algoritmul simplex cu B =B’ avem
Pasul 1.
1 0 0
y=B")"c, =1 1/3 -1/3 =|2/3].
1 2/3 1/3 -1 1/3
Pasul 2.
z=(a,7)=7, Zz—(azﬂ/)—%
3 3
1
A=z (CN)IZ__ -3
A, =z, (cy), 0==

179




Pasul 3. Deoarece A, >0, A,>0, solutia de baza
admisibild obtinuta x® =(4,1,9,0,0)" este optimi. Avem

max(f)=3 pentru x, =4, x, =1 si deci min(g) = -3.

Observatia 1. Daca 1n cursul aplicérii algoritmului simplex
solutia de bazd admisibila obtinuta este degeneratd (contine
componente nenule mai putine decat numarul restrictiilor), atunci
este posibild o ciclare; se poate reveni la o solutie de baza gasita
anterior. Subliniem faptul cd degenerarea nu implicd neaparat
ciclarea. Pentru inlaturarea cicldrii se procedeaza intr-un mod
special (se aplica tehnica de perturbatie sau metoda lexicografica,
vezi lucrdrile [13,14,21,31,36]). Desi multe probleme practice sunt
degenerate, putine din ele cicleaza. In literatura de specialitate se
cunosc exemple de ciclare, dar ele se construiesc cu dificultate.

Observatia 2. Algoritmul simplex asigura convergenta catre
solutia optima intr-un numar finit de pasi. Intr-adevar, din faptul ca
o problema de programare liniard are numai un numar finit de
solutii de baza admisibile nedegenerate dupd un numar finit de
iteratii se va ajunge fie la o solutie optima, fie la concluzia ca
functia obiectiv nu este marginitd superior pe multimea solutiilor
sale admisibile.

Observatia 3. In momentul in care A, 20, Vj, rezulta ca

functia obiectiv nu mai poate creste. Daca pentru o variabila
nebazicd x, avem A, =0, atunci in cazul cand pe coloana “k” este

posibil sd alegem un pivot (e, ), >0 la pasul urmator vom obtine o

noud solutie optima care da aceeasi valoare pentru functia obiectiv.
Facand o combinatie liniard convexa a solutiilor optime gasite, se
obtine multimea tuturor solutiilor optime.
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4.3.4. Tabele simplex

Daca problema de programare liniard nu este mare, se pot
organiza calculele dupa algoritmul simplex cu ajutorul unor tabele
numite tabele simplex.

Fie data o problema de programare liniard in forma explicita
(vezi paragraful 4.3.2.):

f= (CB,/B - (NT7 _CN’xN) — max

x, = fB—-B"'Nx,

X520, x, 20
unde matricea bazicd B se presupune egala cu matricea unitate /.
Vom mai presupune cd termenii liberi b,,b,,...,b, sunt negativi. In

cazul de fatd f=62>20, o, =a, a,=a,,..,a,,=a,,, solutia

admisibila de bazd este (x,), =b,, (x3),=b,, ... , (x3),,=Db,,
(xy), =0, (xy),=0, ..., (xy),_, =0, iar functia obiectiv va
avea valoarea f =(c,,[). Cu aceste date putem construi un tabel

care se numeste tabel simplex (vezi Tabelul 4.1. din pagina 182).
Fiecare linie a acestui tabel corespunde ecuatiei care
reprezintd variabilele de baza (x,),, .., (x,;), In raport cu

variabilele (x,),, (xy),> - (xy),,- Ultima linie corespunde
diferentelor A =z,-c, unde z; = (cB’a_/.) s j=L2, .., n-m.
Pentru fiecare coloand din matricea bazicd vom avea A; =0.

Daca toate diferentele A, sunt nenegative, solutia de baza

x, va fi o solutie optima. In caz contrar se alege drept coloani
pivot coloana «, a variabilei nebazice (x,), pentru care A  este
cea mai mica:

A, = min A,.

j‘(A/<0
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Tabelul 4.1. Tabelul simplex

1t\)/vi(itia ﬂ (xp) .. ) | ) Bi

de (g | 07 @) | (s N NI (e, ),

baza

('xB)l - 1 0 B 0 (al )1 B (as )1 o (a”"” )1

(XB)Z bz 0 1 .. 0 < N (as )2 e (anim )2

Code| b | O[O0 e || (@) @] 8
(anfm )k

(xB)m bm I 0 1 (al )m (as )m (an—m )

A/ - f 0 0 0 Al Ab T An—m

Z/. —C/-

Se studiazd componentele vectorului «,. Dacd (as )i <0 pentru
i=12,...,m, atunci problema de programare liniard nu admite un
maxim finit. Daca vectorul ¢, are componente pozitive, se va
alcatui raportul f,/(«,),, cu acei i care (a, )1- >0. Vom alege ca

element pivot (a, )k (in tabel este notat [(as )k ]) daca

B = min B
(ag), a0 (ay), .

Linia &k se va numi linie pivot. Daca valoarea minima este
atinsa pentru cativa indici 4, atunci se alege unul din ei.
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La aceasti etapd se exclude variabila (x, )k din multimea

de variabile de baza, introducand in locul ei variabila (x, ) si

N

se trece la tabelul urmator. Trecerea de la un tabel la altul
constd in calculul componentelor vectorilor care nu fac parte

din baza si a diferentelor corespunzatoare A, =z, _(CN)_/"

Notim elementele din tabelul urmitor cu b, f ',(a})i,A' ;-

Aceste elemente pot fi obtinute usor dupd asa-numita “regula a
dreptunghiului”: se formeaza un dreptunghi, avand un varf in
elementul care se calculeaza, iar elementul pivot este situat in
varful diametral opus.

(c a.,-)k ___________ (ag)i

Valoarea noud a elementului calculat va fi egald cu produsul dintre
valoarea veche si elementul pivot, din care se scade produsul
celorlalte varfuri ale dreptunghiului, rezultatul impartindu-se la

pivot:
N (ai)j'(as)k _(ai)k'(as)j (o _(ai)k'(as)j
e S N =

Elementele de pe linia pivot se Tmpart cu coeficientul (as )k ,

iar
pentru elementele situate pe coloana pivotului avem (a‘;) =0
pentru i # k si (a;)k =1.

Exemplu. Consideram urmdtoarea problema de

programare liniara
f =-x,+x, +3x; - max
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cu restrictiile
2x, —x, +x; <1,

4x, —2x, + xy2 -2,

3x, +x,<5,
x,20; i=123
Utilizand variabilele de compensare

x, 20, x; 20, x,20, problema de programare liniard o aducem

la forma standard cu termenii liberi nenegativi:
f==x+x,+3x,+0-x,+0-x, +0-x, > max

2x, —x, +x; +x, =1,
—4x, +2x, — x, +x; =2,
3x, + X, Xs =95,

X, 20,i=12,....6.

Se observa cd sistemul de ecuatii din problema standard
este explicit in raport cu necunoscutele x,, x;,s1 x,. Se poate

scrie deci primul tabel simplex:

Variabile | # | x, X, X, X, | X5 | X Bil(a),
de baza

X, T R Lol o fo| e
X, 2 |4 2 a o |1 |o| -

X, 5 |3 0 1 o (o |1]5:1

A, 0o |1 a 73T o o

184

In acest tabel ultima linie contine doua diferente negative:
A, =-1<0 si A; =-3<0. Aceasta Inseamna ca solutia initiala
de bazd x, =1, x, =2, x, =5, x, =x, = x, = 0nu este optima.

Se alege drept coloand pivot, coloana formata din
coeficientii  (a, )1 =1, (o )2 =1, (a, )3 =1 al variabilei
nebazice x,, pentru care A, = -3 este cea mai micd. Alcatuim
rapoartele /3. /(e, )l. pentru care (e )i >0: 4 /(e )1 =1,
B /e, )3 = 5. Prin urmare elementul pivot va fi (e, )1 =1.

Aplicand metoda descrisa mai sus vom obtine 1in
continuare urmatoarea succesiune de trei tabele simplex.

Et:' X X x B
Plye | B X, *2 3 X, 5 ‘1 (a,),
Yol 2 -1 | | 0 0
3
X
503 2 [1] 0 1 1 0 <1_
11 4
xé —
4 1 1 0 -1 0 1 1
A
/ 3 7 4T | o 3 0 0
% 4 0 0 1 2 1 0
111 -
%2 3 2 1 0 1 1 0 -
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x _ J—
6 1 3] 0 0 2 : 1 |3
A
7115 17 0 0 7 4 0
X3
4 0 0 1 2 1 0
12 11/3 0 1 0 -1/3 13 | 2/3
v
X
! 1/3 1 0 0 12 | <13 | 173
A
J 46/3 0 0 0 193 | 113 | 1/3

Toate diferentele A; ale ultimului tabel sunt nenegative, fapt ce
semnaleaza ca algoritmul simplex a ajuns la etapa finald. Prin
urmare, avem solutia optimd x =1/3,x,=11/3,x;, =4 si

valoarea optima a functiei obiectiv f, =46/3.

max

Observatie. Daca existd mai mult de un raport minim

B _ B _ B
(as)k (as)r i‘(as)[>0 (as)i

atunci putem alege ca element pivot («,), sau («,),. Alegand
elementul pivot (), vom obtine (x;), =0. Solutia de bazd
obtinutd va fi degenerati. In acest caz este posibil ca valoarea
functiei obiectiv sa nu se modifice In cursul catorva etape
succesive si sd revenim la una din solutiile de bazd admisibile prin

care am trecut deja. Aceastd situatie se numeste ciclare; algoritmul
simplex poarte continua la infinit fara a conduce la solutii. latd de
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ce se presupune nedegenerarea in aplicarea algoritmului simplex.
Finitudinea algoritmului simplex este asigurata pentru probleme de
programare liniarda nedegeneratd (avand toate solutiile de baza
nedegenerate). Subliniem incad o datd faptul cd degenerarea
(existenta a cel putin unei solutii de bazd degenerate) nu implica
neapdrat ciclarea. Desi multe probleme practice sunt degenerate,
nici una nu a ciclat pand acum si exemplele de ciclare au fost
construite cu dificultate. In cazul degeneririi se procedeazi intr-un
mod special pentru a evita fenomenul de ciclare, utilizand fie
tehnica de perturbare, fie metoda lexicografica (vezi de exemplu
[13,21,31,36]).

4.3.5. Determinarea solutiei initiale de baza

Dupa cum s-a stabilit in paragraful 4.3.3, pentru rezolvarea
unei probleme de programare liniard se pleacd de la o solutie de
baza initiald si folosind algoritmul simplex, se ajunge la o solutie
optima. Nu orice matrice B din desfacerea 4 =[B N| ne asigura ci
x, = B'b>0 si prin urmare trebuie si continuim cu altd matrice
B. Numarul de probe poate fi destul de mare. Mai mult, in cazul
cand multimea solutiilor admisibile este vida nu existd matricea B
ce ne-ar da o solutie de baza admisibila.

Consideram o problemd de programare liniara in forma
standard

f =(c,x) > max

Ax :b’} (4.14)

x>0

unde A este o matrice de dimensiune mxn, x € R",ce R",be R".
Vom presupune cd b>0; in caz contrar putem inmulti linia 7 in
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care b, <0 cu—1. Asociem problemei (4.14) urmatoarea problema

de programare liniara
g=y+y,+..+y, > min

Ax+y=0b,
x20,y20

Variabilele y,,»,,...,y, se numesc variabile artificiale.

(4.15)

Problema (4.15) are forma explicitd cu matricea B=/ unde / este
matricea unitate de dimensiune mxm si cu solutia de bazd
admisibila y, =b,20,...,y, =b 20, x =x,=..=x,=0. Prin
urmare, putem aplica algoritmul simplex pentru rezolvarea
problemei (4.15).

Dacd problema (4.15) are o solutie optimi (x,y’) si
min(g) =0, cum y, >0 ,rezultdcitoti y, =0 .

Sunt posibile doua cazuri [13, 14]:

1. In urma aplicarii algoritmului simplex nici una din
variabilele artificiale y,,y,,...,, nu este variabila bazica.
Atunci, inlaturdnd variabilele artificiale si coeficientii
acestora se obtine un tabel simplex corespunzdtor unei
forme explicite a sistemului Ax =5 in care termenii liberi
sunt nenegativi.

2. In tabelul simplex final unele dintre variabilele artificiale
Vs Vasee ,, Sunt variabile bazice. Aceasta este posibil daca

problema (4.15) este degenerata sau daca rang(A) =r <m.
Daca rang(A)=m si problema (4.15) este degenerata,
atunci in loc de variabila bazica y, =0 introducem
variabila nebazica x, fara a afecta nenegativitatea

termenilor liberi si nici optimalitatea solutiei pentru

problema (4.15), deoarece solutia de baza admisibila nou

obtinutd este aceeasi cu solutia precedentd. In cazul
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rang(A) =r <m, pot ramane printre variabilele bazice
y;, =0, dar liniile lor se exclud din sistem fard a se

modifica multimea solutiilor admisibile pentru problema
(4.14).

In acest mod se pot elimina succesiv dintre variabilele bazice
din tabelul simplex final toate variabilele artificiale, dupd care se
poate continua algoritmul simplex cu solutia de bazi admisibild x”
pentru problema (4.14).

Dacid min(g) >0, in acest caz cel putin un y; >0 si, deci,

problema (4.14) nu are solutii admisibile si deci nici solutie
optima.

Aceasta metoda se mai numeste metoda celor doua faze. O alta
metoda este metoda lui M — mare (metoda penalizarii), care
constd in rezolvarea urmatoarei probleme

m

f= (c,x)—MZy,. — max

i=1
Ax+y=>b,
x>0,y>0
unde M este un numar real suficient de mare (de aici si denumirea
metodei).
Problema (4.16) are o solutie de baza admisibild y, =b, 20,

(4.16)

i=12,...m; x,=0, i=L2,..,n. Dacd in wurma aplicarii
algoritmului simplex problema (4.16) are o solutie optima (x", ")
pentru care y =0, atunci x este solutia optimald a problemei

(4.14). In cazul cand y" #0 problema (4.14) nu are solutii

admisibile. Dacé problema (4.16) are functia obiectiv nemarginita
superior atunci problema (4.14) nu are solutii optime (nu are
solutii admisibile sau functia obiectiv nu este marginita superior).
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4.4. Dualitatea in programarea liniard

4.4.1.  Probleme duale simetrice
Fie o problema de programare liniara de forma
f(x)=(c,x) > max
Ax < b, (P)
x>0
incare ce R", be R", x € R", iar A este o matrice de dimensiune
mxn.
Sa-1 asociem problemei (P) o altd problema de programare
liniara definita prin
g(y) =(b,y) > min
A'y<e, (D)
y=>0
in care y € R", iar 4, b si ¢ sunt datele problemei (P).

Fiind datd problema (P), numitd problema primala,
problema (D) se va numi problema duala asociatd problemei (P).

Exemplu. Sa se scrie problema duala problemei:
f(x)=2x,-3x, + x; + 4x, > max
3x,—2x, = 3x; +x, <4,
X, +5x, —4x, +6x, <8,
2x, +x, +x; +x, <5,
x,20,i=123,4,
Avem problema duala
g(y)=4y, +8y, +5y; > min
cu restrictiile
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3y + y, +2y, 22,
=2y, +5y,+ y; 23,
=4y, +y 21,
N6y, +y;, 24,
y, 20, i=123.

Daca transformam problema (D) intr-o problema de minim,
scriind-o sub forma

—g(y)=—(b,y) —> max
_AtyS —C, (D')
y <0,

si construim duala problemei ( D") atunci problema duala asociata
acesteia va fi problema (P). Putem spune cd problemele (P) si
(D)constituie o pereche de probleme duale una alteia. Aceste
probleme (P), (D) se mai zic duale simetrice.

4.4.2.  Teoreme duale ale programarii liniare

Intre problemele primali si duala pot fi stabilite unele relatii
care se dovedesc a fi de multe ori deosebit de utile atat din punct
de vedere practic cat si din punct de vedere teoretic.

Teorema 4.1. Fie X o solutie admisibila a problemei
primale (P), iar y o solutie admisibila a problemei duale (D)
Atunci are loc relatia

f(®)= ().

Demonstratie. Sa presupunem cd x >0,y >0 sunt solutii
admisibile ale problemelor (P), (D). Inmultim 4% <5 din (P)
cuy>0si A y>c din(D) cu x 20 . Obtinem

(%)< (4"3.%)= (7. 4%),  (6.7)2(4x.5)= (7, 4%),
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de unde rezulta ca g(y)> f(x) si teorema este demonstrati.
Teorema 4.2. Daca x* este o solutie admisibilad a problemei
(P) iar y* este o solutie admisibila a problemei (D) si are loc
(b.y*)=(c.x*)
atunci y* si x* sunt solutii optime a problemei (D) si respectiv
problemei (P).
Demonstratie. Fie x* o solutie admisibila a problemei
(P). Din teorema 4.1 rezulta ci pentru orice solutie admisibild ¥ a
problemei (D) are loc
(b.5)= (c.x*)
si avand in vedere ca (c,x*)= (b, y *) urmeaza
(b.y*)= (6.7).
Deci y* este o solutie optimd a problemei (D) In mod
analog se aratd ca x* este solutie optimd a problemei (P)

Teorema este demonstratd.
Teorema 4.3 (Teorema dualititii). Daca problema primala

(P) are solutie optimd atunci si problema duali ei (D) de
asemenea are solutie optimd, iar valorile optime ale functiilor
obiectiv din cele doud probleme sunt egale: f ., =g.. .

Demonstratie. Sa presupunem ca problema (P) admite o
solutie optima x*. In acest caz solutia x* ar putea fi obtinuti
rezolvand cu algoritmul simplex problema standard asociata
problemei (P):

(¢, x)+(0,x,) - max

Ax+1Ix = b,
x20,x, 20,
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in care 0 = (O,O,...,O)T € R",x € R", iar [ este matricea unitate de
ordin m.

Dacd notim cu B submatricea matricei [4 ] construita
din acele coloane ale acesteia pentru care solutia optima va fi

* -1
e Xp | _ B™b ’
0 0
atunci A, = (cB,B*Ia_/)—(cN ), 20, unde ¢, este vectorul
constituit din acele componente ale vectorului ¢ care corespund

necunoscutelor x, din ultimul tabel simplex asociat problemei

standard de mai sus.
Putem scrie ca

Deoarece
T p-1 T AT
czB" —c; =0,
rezulta
cpyBla —(c )
B i BJj
si

B [41]=[c" o7,
Daci notim (y *)' =c;B™" din ultima relatie rezulta
(y*) A=c" si(y*)f' 120
sau
A"y*>c si y*>20
sideci y* este o solutie admisibila a problemei duale (D) In plus
putem scrie

(b.y*)=(y*) b =c;B b =cpxy =c"x*=(c.x*).
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Dar x* este o solutie admisibila (chiar optima) a problemei (P),
iar y* este o solutie admisibild a problemei (D) si totusi folosind
teorema 4.1 constatam ca

(b.7) (e,x*) = (b,y*)
pentru orice solutie admisibila y, adica y * este o solutie optima a
problemei (D). Teorema este demonstrat.

Problema primali (P) poate fi considerati ca duala
problemei (D) si atunci din teorema 4.3 rezultd imediat ca si in
cazul cand problema duald (D) are o solutie optimd urmeaza ca
problema primala (P) are de asemenea solutie optima si valorile

optime ale functiilor obiectiv sunt egale.
Teorema 4.4 (Teorema ecarturilor complementare).
Pentru ca doua solutii admisibile x* si y* ale problemelor duale

(P) si respectiv (D) sa fie solutii optime este necesar si suficient
ca aceste solutii sa verifice relatiile:
(y*,Ax*—b) =0,
(x*,ATy*—c): 0.
Demonstratie. Necesitatea. Fie x* si  y* solutii optime
ale problemei duale (P) si respectiv (D). Putem scrie
(b.y%)=(c.x®) si (y*, Ax*) = (4 y*,x%).
De unde
(y*,b— Ax*)+ (x*,ATy *—c): 0.
Tinand cont de faptul ci y* >0, x*>0,b> Ax* si A" y*>¢, din
relatia de mai sus rezulta
(y*,b—Ax*)z 0,
(x*,ATy*—c): 0.
Suficienta. Reciproc, dacd x* este admisibild pentru
problema primala, iar y* pentru cea duala, din (y*,b — Ax *) =0
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si (x*,ATy*—c)zo, cum avem (ATy*,x*):(y*,Ax*), rezultd
(b,y*)=(c,x*). Adici x* este o solutic optimd a problemei
primale (P) iar y* solutie optima a problemei duale (D)
Teorema este demonstrata.

4.4.3.  Algoritmul simplex dual

Aplicarea algoritmului simplex la rezolvarea problemei
duale ne conduce la un algoritm nou de rezolvare a problemelor de
programare liniard, numit algoritmul simplex dual. Algoritmul
simplex dual construieste o succesiune de solutii de baza ale
problemei primale astfel incat prima solutie de baza admisibild
este o solutie optima a problemei. Pentru inceput vom descrie
procedeul de aflare a solutiei optime cu ajutorul metodei simplex,
corespunzatoare solutiei optime a problemei primale.

Fie x* solutia optima a problemei primale

£(x)=(c,x) > max
Ax<b,y>0.
Din demonstratia teoremei dualitatii (vezi paragraful 4.4.2.)
se deduce imediat ca vectorul
y*= (B B )T Cp
este o solutie optimd a problemei duale
g(v)=(b,y) > min
A" y=>c,y20.
In limbajul tabelelor simplex aceasta inseamni ci coordonatele
vectorului y* sunt situate in ultima linie a tabelului simplex
corespunzator vectorului unitate.
Exemplu. Fiind data problema primala:
f(x)le + X, +2x; = max
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cu restrictiile:
1
X, +5x2 +x; <1,

X, +2x, +3x; <2, ,

x20,x,20,x,20

problema duala va fi:

g(v)= +2y, - min
cu restrictiile:

Nty 2l

1

—y,+2y, 21,
2)’1 V2

N3y, 22,
»20, y,20

Aplicam algoritmul simplex la problema primald adusa la
forma standard si obtinem urmatoarea succesiune de tabele
simplex:

Eta- | Variabil P
pa ede p X X X5 X X —=
bazé ! ? N 4 (as)i
X, 1 1/2 1 1 0 :
. X, 2 1 2 [3] 0 1 2:3«
A, 0 -1 -1 2T o 0
X, 1/3 [2/3] 1/6 0 1 -1/3 | 1:3 «
I X, 2/3 1/3 2/3 1 0 1/3 2
A/ 4/3 - 1/2 0 0 2/3
' 131
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X, 1/2 1 1/4 0 372 | -12
I X, 1/2 0 7/12 1 -12 | 172
A 3/2 0 7/12 0 172 1/2

Solutia optimd a problemei primale este x, =1/2,
x, =0, x; =1/2. Conform celor spuse mai sus, solutia optima a
problemei duale se gaseste pe ultima linie a tabelelor simplex:
vy, =1/2, y,=1/2. Pentru ambele probleme, functia de eficientd
are valoarea
Joax = 8min =3/2.

Sa trecem acum la descrierea algoritmului simplex dual.
Consideram o problema de programare liniara in forma explicita (
cu notatiile precedente): sd se determine valoarea maxima a
functiei

f(x): (cBuB)_ A, (XN )1 - AZ(xN )z - o —AL, (xzv )n—m in
urmadtoarele conditii
xy=p-a (xN )1 -a, (xN )z - T, (xN )n—m

Xy 20, x,20.

Se spune cd problema de programare liniard este dual
admisibila daca este 1n forma explicita si diferentele
A, A,,...,A, , sunt negative. Atunci cand matricea bazicd B
coincide cu matricea unitate / , problema este dual admisibila daca
coeficientii functiei obiectiv sunt nepozitivi.

Sa presupunem ca A2 0 pentru orice j=12,..,n—m .

[l

se va numi solutie dual admisibila a problemei.

Solutia de baza
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Algoritmul simplex dual este algoritmul simplex aplicat
dualei fara insd a construi problema duald. Acest algoritm executa
ciclic urmatoarea succesiune de pasi.

Pasul 1. Alegerea liniei pivot p.

Se determina indicele p astfel incat ﬁ’p =minf,; .
i|g<0

In cazul ca B, 20, Vi, atunci solutia de bazd disponibild este
solutie optima a problemei de programare liniarad. STOP.

Pasul 2. Alegerea coloanei pivot.

Pe linia p se cauta elementele («;), <0 si se determina

acel indice ¢ pentru care

A . A,
———= min {——
(@), @< (a)),

si se decide eliminarea dintre componentele solutiei de bazd a
necunoscutei x, si inlocuirea acesteia cu variabila x,, .

Daca toti («;), 20, V j, atunci problema consideratd nu
are solutie admisibila. STOP.
Pasul 3. Se executd transformadrile elementare necesare in
tabelul simplex asociat problemei, cu pivotul (a . )p, dupa regulile

de la algoritmul simplex si se revine la pasul 1.
Exemplu. Fie problema de programare liniara
X, +3x, + x, > min
cu restrictiile
2%, +x,— x; =1,

X, =X, >2,
3x, +x;, 20,
X, +2x, 21,

x>0, i=123
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Aducand aceasta problema la forma standard obtinem
problema de programare liniara
f(x)=—x —3x, — x, > max

in conditiile

—2X, =X, — X;+Xx, =-1,
-Xx, +X, + x5 =-2,
—-3x, - X, +x, = 0,

- X, —2x, +x, = -1,
x, 20, i=12,.7.

Aceastd problemd este sub formad dual admisibila si
aplicandu-i algoritmul simplex dual obtinem urmatoarea
succesiune de tabele simplex:

Eta- | Variabi min
n lede | B | x, | x, X, Xy | Xs | X | X2 | B
baza !
X, -1 -2 -1 1 1 0 0 0
x; | 2|l 0 o] 1 ]o]o]-2
&
X, 0 -3 0 -1 0 0 1 0
I X, -1 0 -1 -2 0 0 0 1
A 0 1 3 1 0 0 0 0
J
A Ne,) | 1T
I X, 3 0 -3 1 1 -2 0 0
X, 2 1 -1 0 0 -1 0 0
X, 6 0 -3 -1 0 -3 1 0
X, -1 0 -1 [-2] 0 0 0 1 -1
(_
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A 2] 0] 4 r o1 oo
J
N RE 12T
X |52 0] 52| 0 [ 1] 2]0 12
4
x |2 | U] T [ o [o[1[0]o0
m| % |0 R oo s R
x. |12] 0|12 ] 1 [0]0]o0 |12
3
A |52 0 [ 2] 0 [0 1] o012
J

Prin urmare solutia optima a problemei considerate este
x, =2,x,=0, x,=1/2 iar f_ =-5/2. Solutia optimi a
problemei duale este y, =0, y, =1, y; =1/2.

Inainte de a incheia acest paragraf, vom sublinia faptul ci
algoritmul simplex sau algoritmul simplex dual nu constituie
unicele metode de rezolvare a problemelor de programare liniara.
Cu alte metode de rezolvare puteti lua cunostintd in lucrarile
[13,14,19,21,24,25,31,33,36].

Algoritmul simplex a fost creat in anul 1947 de George
Dantzing (S.U.A.) si dupa cum s-a vazut constd in parcurgerea
varfurilor poliedrului solutiilor admisibile, apropiindu-se mereu de
solutia optimd, pana o atinge intr-un varf al poliedrului. Prin anii
saptezeci s-a constatat ca in anumite cazuri algoritmul simplex
lucreaza in timp nepolinomial (timpul de calcul nu este o functie
polinomiald). In anul 1979 savantul L. G. Khachian a propus un
algoritm numit metoda elipsoidului. In acest algoritm se parcurge
un sir finit de elipsoizi, astfel incat centrul ultimului elipsoid
corespunde unei solutii optime si timpul sdu de calcul este
polinomial. Ulterior, in anul 1984, a fost lansat de catre N.
Karmarkar (savant indian care locuieste in SUA) o metoda
originala de rezolvare a problemelor de programare liniard, care
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considerabil intrece prin rapiditate metodele vechi. Strategia lui
Karmarkar consta in reformularea problemei de fiecare data astfel
incat se obtine un sir finit de puncte situate in centrul poliedrelor
solutiilor admisibile. Pentru detalii privind metodele lui Khachian
si Karmarkar recomandam cititorului monografia [36], precum si
lucrarea lui Karmarkar N.A. New Polinomial-Time Algorithm for
Linear Programming. Bell AT&T Laboratories 1984, 38 p.

4.5. Rezolvarea problemelor de transport

4.5.1.  Preliminarii

Primele aplicatii ale metodei programarii liniare in
rezolvarea problemelor de planificare le-au constituit problemele
de transport. In paragraful 4.2.2. a fost expusi problema de
transport ca un exemplu de programare liniara. Astfel de probleme
se Intalnesc foarte des in practica cu ocazia distribuirii marfurilor,
a repartitiei intre diversi consumatori etc. Se spune cd o problema
de optimizare este o problema de tip transport, daca modelul sdu
matematic poate fi prezentat astfel: si se determine valoarea

m n
minimi a functiei /= Y, Y ¢,%; in conditiile:
i=1 j=1

n
Zx[j =a,,i =1,2,...,m;
=1

;xl.j =b;,j=1,2,...,n;

xl.].ZO, i=12,....m; j=12,..,n;
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Datele unei probleme de transport pot fi prezentate sub
forma urmatorului tabel numit matrice de transport:

\1% B, B, . B, a;
i Ci2 Cln
A4 a,
X1 X1p X1
€ ) Con
A, a,
X1 X Xon
Cnt Conz |~ Conn
A4, a,
Xt X2 X
b, b, b, . b, T

In tabel prin T s-a notat valoarea comuni din Zai = Zb -
i=1 =1
Aceastd conditie se numeste conditie de echilibru. Daca ea nu este
realizata, atunci se poate introduce un centru fictiv si reduce astfel
problema la o problema de transport echilibrata. Intr-adevar, fie

m

Zai < y bj .
j=1

i=1
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Atunci introducem o linie (m+1) cu a,, = ij —Zai sl
Jj=1 i=1

c =0 pentru j =1,2,...,n. Pentru cazul

m n

24> b

i=1 =1
se va introduce o coloana (1 +1) cu

m n
b, = Zai —ij $i ¢,n=0, i=12,.,m.
i=1 Jj=1

Astfel in ambele situatii ajungem la forma echilibrata.

Problema de transport este un caz particular de programare
liniard, care se poate rezolva prin algoritmul simplex. Datorita
formei ei particulare rezolvarea se poate face prin metode speciale.
In continuare vom arita o varianta a algoritmului simplex numita
metoda potentialelor. Inainte de a trece la descrierea acestei
metode vom ardta procedee de determinare a solutiei initiale de
baza.

m+l, j

4.5.2.  Determinarea solutiei initiale de bazd

Intr-o problema de transport, sistemul ecuatiilor de conditii
are m+n-1 ecuatii independente. Intr-adevar, numarul de restrictii
este m+n. Rezolvam fiecare ecuatie, Incepand cu a doua, a

n
sistemuluinij =a,, i=1,2,...,m inraport cu variabila x,, :
=

n
X, =a, —le.j, i=23,...m.
j=2

In mod analog rezolvam fiecare ecuatie, incepand cu a

m
doua, a sistemului le.j = bj, j=L2,...,n., in raport cu variabila
i=1

X
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m
X, :bj —inj, j=23,..,n
im2

Din primele ecuatii ale sistemelor mentionate avem

n
X =4 _lej >
=2

m
X, =b _inl >
i—2

Sau

= Z(bj - in/j =b - ZL‘% - Z’%J’
j=2 i=2 '
de unde conchidem ca

a, —ij =h —Zai ,
j=2

i=2
adicd obtinem conditia de echilibru.
Prin urmare, din conditia de echilibru rezulta ca sistemul de
ecuatii — restrictii poate fi rezolvat in raport cu m+n-1 variabile.
Asadar o solutie de baza are cel mult m +n-1 componente x, >0 ,

celelalte fiind nule. Daca avem mai putin de m +n-1 componente
pozitive, solutia de baza este degenerata.

Pentru determinarea unei solutii initiale de baza pe langa
metodele cunoscute din programarea liniard, se cunosc $i metode
specifice: procedeul coltului nord-vest, procedeul elementului
minim (din tabel, linie sau coloand). Aceste procedee nu cer o
teoretizare speciala si le vom ilustra cu aplicarea lor in cazul
rezolvarii problemei concrete de transport cu trei centre de
productie A4,,4, si A4, In care se gasesc cantitdtile 90 ¢, 70 ¢ si
respectiv 50 t si care trebuie transportate la patru centre de consum
B,, B,, B, si B, in cantitdtile 80¢ 60 ¢, 40 t si respectiv 30 t.
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Costul transporturilor de la centrele 4; la B, sunt prezentate in

matricea de transport.

80 10

50

12 1[50

N{k
S
o w ) R
M
S
L FLE
[
-
ol

6 40 30 210

Procedeul coltului nord-vest de determinare a solutiei
initiale de baza constd in urmitoarele. In patratul, ciruia i se mai
spune casuta, (1,1) din coltul nord-vest al matricei de transport se
trece valoarea 80 egalda cu cel mai mic dintre a, si b, adica

x,; = min(80,90) . Deoarece avem repartizata o cantitate de produs
necesara, in prima coloana se trec x,, =0, x,, =0. In matricea de

transport Tn aceste casute vom scrie simbolul "-". Casutele in care
este trecut acest simbol se numesc casute libere.
In continuare ne fixdm atentia asupra lui x,, din coltul din

stanga de sus al tabelului format cu coloanele B, si B; si
proceddm In mod analog ca si pentru x,,, adica vom lua
X, = min{bz,a1 —-b } = min{60,10} =10. Deoarece intreaga cantitate
a, =90 a fost repartizata centrelor B; si B, vom avea
x;=0,x,=0.

Ramane un tabel format din liniile 4», A3 si coloanele B;,
B3 si By. Pentru acest tabel se aplica din nou procedeul descris:
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Xy = min{50,70} =50,x;,=0. Se trece la x,;= min{20,40} =
=20, x,, =0.
In fine x,, = min{50,20}=20, x,, = min{30,30}=30.
Solutia initiald de baza este x;, =80, x,, =10, x,, =50,
Xy, =20, x;;, =20, x;, =30. Valoarea functiei de eficientd este:

f,=2-80+1-10+3-50+3-20+2-20+1-30=450.

Determinarea solutiei initiale de baza cu ajutorul
procedeului elementului minim (din tabel, linie sau coloand ) se
face in mod asemdnator, numai ca valorile nu se mai trec in coltul
nord-vest, ci In cadsutele cu cost minim de fiecare datd (din tabel,
linie corespunzator coloana).

De exemplu, folosind procedeul elementului minim pe linie
in problema de transport precedentd, obtinem urmatorul tabel:

Bj

> B, B, By B, a;

4 | 2 |1 13 ] 12 [90
30 60 - - ]

4 |2 E 13 ] 1 |70
40 - - 30

4 E 3 [2 | [1]s0
10 - 40 -

b, 80 60 40 30 | 210

Se alege in fiecare linie elementul ¢, cel mai mic si se

repartizeaza in cdsuta corespunzdtoare cea mai micd cantitate
dintre  cantitdtile  disponibile @, ~ si  cele  necesare

b, :x; :min{ai,b/}. In linia intdi elementul cel mai mic este
¢, =1. Se va destina pentru
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x,, = min{a,, b, | = min{90,60} = 60 .

Deci x,, =0, x;, =0. In 4; au mai rdmas 90-60-30 t. Vom
cauta in valoarea lui ¢, imediat superioard lui c¢,,. Aceasta

valoare este datd de ¢, = ¢, =2 . Constatam cad putem lua arbitrar
oricare din ele. De exemplu, daca alegem casuta (1,1), atunci se va
destina pentru x,, valoarea 30 egala cu min{90 - 60,80}.

In continuare se procedeaza in mod similar cu celelalte linii
rdmase. Se obtine urmatoarea solutie initiald de bazd: x,, =30,
x, =60, x,, =40, x,, =30, x;, =10, x,; =40. Valoarea functiei
devine:

£,=2-30+1-60+2-40+1-30+3-10+2-40 =340.

Procedeul elementului minim pe coloana este asemanator
procedeului  elementului minim pe linie, dar valorile

x; = min{ai,b j} se determind tindndu-se cont de valoarea minimala
a elementelor ¢, aflate In fiecare coloana. Rezultatul aplicarii

acestui procedeu duce la solutia de baza initiald aratata in tabelul
urmator:

80 10

50

|2 1[50

N:L
o0
o w ) R
M
<)
L FLE
[
.
ol

6 40 30 210
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Valoarea functiei de eficienta este:
f£,=2-80+1-10+3-50+1-20+2-40+1-10=430.
Procedeul elementului minim din tabel constd 1n

repartizarea cantitatilor destinatarilor dupa criteriul elementului c;

minim din tabel. Aplicarea acestui procedeu ne da o solutie de

bazad initiald care coincide cu cea obtinutd prin procedeul
elementului minim pe linie sau cu cea indicata in tabelul urmator:

Bj

E B, B, B, B, a,

4 | 2 |1 EN 12 90
30 60 - - ]

4 |2 E EN |1 |70

2150 - 20 -

4 E 3 [2 | [1]50
- - 20 30

b, 80 60 40 30 210

Valoarea functiei de eficienta va fi:

fa=2-30+1-60 +2-50 + 3-20 + 220 + 1-30 = 350.

Solutiile de baza initiale obtinute prin cele patru procedee
nu coincid si

f, =450, f, =-340, f, =430, f, =350.

Rezultatele obtinute pentru problema consideratd nu pot
constitui o concluzie in avantajul utilizarii unuia sau altuia din
procedeele descrise.

Observatie: In exemplul dat m =3,n=4. Prin procedeele

prezentate mai sus am obtinut m +n—1=6 valori strict pozitive
pentru x;, iar celelalte mxn— (m+n—-1)=12-6=6 sunt egale
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cu zero. Se demonstreazd ( vezi, de exemplu, [14] ) ca, 1n caz
general, pentru m centre de depozitare si n centre de destinatie cu
ajutorul procedeelor descrise mai sus putem determina cel mult m
+ n — 1 valori ale necunoscutelor x; strict mai mare decat zero.

Aceste variabile se numesc variabile bazice si determind o solutie
initiald de baza. De la aceasta solutie initiald de baza stabilita prin
unul din procedeele prezentate se poate trece la o alta solutie de
bazi si asa mai departe pani vom obtine solutia optima. In
continuare vom descrie metoda numitd metoda potentialelor si
care este o varianta a algoritmului simplex.

4.5.3. Metoda potentialelor

. *
Teorema 4.5. Fie X
optimd a problemei de transport. Fiecarei linii i a matricei de

Ae - * . - . .
transport ii corespunde un numdr u, si fiecarei coloane j- un

i=12,...,m;j=12,...n o solutie

~ * ~ ~ . .o
numar v, astfel, incat se satisfac relatiile:
£
=c¢; pentrux; >0,

<c¢,; pentrux; =0,

Demonstratie. Problema de transport poate fi considerata
ca o problema duald a urmatoarei probleme de programare liniara:

m n
g= Zaiui +ijvj — max
i=1 =1

cu restrictiile
u,+v, <cy,
i=12,....m;

j=12,...n.
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Daca u:,v;,i =12,...,m;j=12,...,n este o solutie optima
a problemei de mai sus atunci, conform teoremei ecarturilor
complementare (vezi paragraful 4.2, teorema 4.4), conditia

necesara si suficienta ca, x,

* . * o . -
;> U; sl v, sa fie optime este datd de

relatiile
(u, +v; —cl.j)-x;. =0,i=12,...m;j=12,...,n.
Din faptul ¢a u; siv; sunt solutii admisibile pentru problema duala
urmeaza ca
ul* +v; —¢; < 0,i=12,...m;j=12,....n
relatii care impreuna cu cele de mai sus demonstreazd teorema.
Marimile u; si vj. se numesc potentiale ale centrelor 4; si B;.

Sé reludam exemplul din paragraful 4.5.2 si sa cercetdm solutia
initiala de baza obtinutd prin procedeul coltului nord-vest pentru
cazul optim. Pentru aceasta centrului de depozitare 4.,i=1,2,3,1i

atribuim potentialul u,, iar centrului de consum B »J=1234 —

potentialul v,.

|4
7w
s
o
&
JPU
<

[3 |

80 10 - - ]
4 |2 B 13 ] 1 [70

- 50 20 -
4 3 3 [2 | [1]s0

- - 20 30
b 80 60 40 30 | 210
J
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Conform teoremei demonstrate mai sus pentru casutele
ocupate avem:

u +v, =2,
u +v, =1,
u, +v, =3,
u, +v, =3,
Uy +vy =2,
u, +v, =1.

Deci, pentru a determina potentialele trebuie sa rezolvam un
sistem de sase ecuatii cu sapte necunoscute, care are o infinitate de
solutii. Luand in acest sistem de ecuatii, de exemplu, u, =0, vom

obtinev, =2,v, =Lu, =2,u; =1,v; =1,v, =0.
Calculam diferentele u, +v, —c, pentru casutele libere ale
matricei de transport:

e pentrucasuta (1,3): u, +v, —¢c,; =-2<0;
e pentrucasuta (1,4): u, +v,—¢c, =0<0;
e pentrucasuta (2,1): u, +v, —c,, =2>0;
e pentrucasuta (2,4): u, +v, —c,, =1>0;
e pentrucasuta (3,1): u;+v,—¢c;; =0<0;

e pentrucasuta (3,2): u; +v, —c;, =-1<0.

Observam ca u, +v, > ¢, §1 u, +v, >, uy + v4 > cay, prin
urmare, solutia initiala de baza nu este optima.

Pentru a Tmbunétati valoarea functiei de eficienta, va trebui sa
intocmim un nou tabel, care reprezintd tot o solutie de baza
admisibild si care sa conduca la o valoare mai mica pentru functia
de eficienta.
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Determinam
H}.’:}X{ui +v; —cij}:u2 +v,—¢c, =2.

Aceasta inseamna ca 1n casuta (2.1) vom introduce o cantitate
oarecare 0. Introducerea trebuie facutd in asa fel incét pe linia a

doua dintr-un x, =234 trebuie scazut 0 pentru a nu modifica

disponibilul a,, iar pe coloana j trebuie addugat 6 pentru a nu
modifica necesarul b, si asa mai departe, pana se inchide ciclul in
casuta(2,1).

Vom numi ciclu in matricea de transport o linie franta
inchisa, varfurile careia sunt situate in casutele ocupate, iar
segmentele — de-a lungul liniilor sau coloanelor ei. Din orice varf
al ciclului putem nimeri in orice alt varf de-a lungul segmentelor
liniei frante.

Se numeste ciclu de recalculare a casutei libere (i,j) un
astfel de ciclu, pentru care unul din varfuri este situat in casutele
ocupate. Fiecarui varf al ciclului de recalculare i se atribuie semnul
"+" sau "—" dupd urmatoarea reguld: casutei libere (i,/) aleasa i se
atribuie semnul "+”, casutei-varf Invecinate — semnul "-",
urmatorului varf — semnul "+” s.a.m.d.

Pentru a construi o noud solutie de bazd in ciclul de
recalculare in cadsutele cu semnul "+"” adaugam valoarea 0, iar in

casutele cu semnul "—" vom scddea 6. Pentru ca toate valorile x;

situate in casutele — varf sa fie nenegative, 0 se alege egal cu
valoarea minima din casutele — varf cu semnul atribuit "-".

Revenim la exemplul de mai sus si studiem ciclul de
recalculare pentru casuta liberd (2,1). Avem urmatorul ciclu de
recalculare cu casutele — varfuri (1,1); (1,2); (2,1); (2,2) :
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80 10
+0

¥ | L2 [- 3

+0 —0

Valoarea lui  este egald cu min(80,50)= 50 . Prin urmare,
avem urmatorul tabel:

Bj
x Bl Bz B3 B4 a;
4 2 | 1] E (2 90
' 130 60 - -
4 2 E B [1 170
2150 - 20 -
4 3 E [2 [1 150
- - 20 30
b, 80 60 40 30 | 210

Obtinem o noua solutie de baza:
X = 30, X, = 60, X21 :50, X23 = 20, X33 :20, X34 =30.
In raport cu aceasti solutie, valoarea functiei de eficienti este

#=1350.
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Verificam daca aceastd solutie este optimd. Avem urmatorul B,
sistem: > B, B, B, B, a;
—+ = 2 ! ~
=S ) 2 1 3 2 |90
u +v, = 1, 1 30 60 _ _
uy +v, =2, 4 2 3 13 (1 [70
u, +v, =3, ’ 50 - - -
4 3 3 |2 1[50
U, +v, = 2, 3 _ _ 40 30
uy+v, =1. b, 80 60 40 30 210
Luand u; =0, obtinem u; = 0,u3=-1, v; =2, v, =1,13=3, v4=2.
Calculam max{u, +v, —c,} pentru casutele libere (1,3), (1,4), Asadar obtinem o noua solutie de bazd xi; = 30, x12= 60, x21=
iJ ' . o =50, x24=20, x33=40, x35,=10 cu costul total f=330.
(2,2),(2,4), (3,1), (3,2). Avem o singura casuta (2,4) cu: Verificdim daci aceastd solutie este optimd. Conform celor
Uyt va— 24 =1>0. expuse mai sus, avem urmatorul sistem:
Deci aceasta solutie nu este optima. U +v, =2,
Trecem la o noud solutie de baza. Pentru aceasta efectuam o v =1
repartizare, folosind un nou ciclu de recalculare pentru casuta (2,4) hrv =5
cu 6 = min(20,30) = 20: Uy +v, =2,
u, +v, =1,
- 3 |+ 1 U, +v, =2,
+v, =1.
20 0 . NS
5 In acest caz u;= 0, u,= 0, us= 0, vi= 2, vo= 1, vs=2, v4= 1.

‘ Constatam ca pentru casutele libere

| o ¢ 1 u, +vy, =2<3,

30 u +v,=1<2,

+0 -0 u, +v, =1<3,

u, +v, =2<3,

Avem tabelul urmator:
u, +v, =2<3,

u, +v, =1<3.
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Deci solutia obtinuta este optima .

Metoda pe care am descris-o este cunoscutd sub denumirea de
metoda potentialelor. Numarul iteratiilor necesare a obtine solutia
optima depinde de solutia initiala de baza, adica de procedeul de
determinare a ei.

Observatie importantd. Metoda potentialelor descrisd 1in
varianta de mai sus necesitd ca toate solutiile de baza sa fie
nedegenerate, adicd sd avem de fiecare datd exact m+n-1 casute
ocupate. Dacd la un moment dat obtinem o solutie de baza
degeneratd (cu mai putine de m+n-1 casute ocupate), atunci exista
casute libere pentru care nu se poate determina nici un ciclu de
recalculare a lor. In continuare, vom arita cum trebuie sa procedim
in cazul aparitiei unei solutii de baza degenerate. Sunt posibile doua
cazuri.

Cazul 1. Solutia de baza degeneratd apare pe parcursul
aplicarii metodei potentialelor, de exemplu, avand o solutie de
bazd nedegeneratd, putem obtine un ciclu de recalculare, astfel
incat prin inlocuirea valorii O se anuleazd deodatd mai multe
componente ale solutiei noi. Atunci vom ldsa liberda numai una
dintre aceste casute, iar in celelalte se va scrie cate un zero si se
vor considera ocupate. Asemenea zerouri se€ numesc zerouri
esentiale. Zerourile esentiale sunt considerate variabile bazice ca si
variabile diferite de zero. Prin urmare, putem asigura ca
intotdeauna numarul casutelor ocupate sa fie egal cu m+n-1.
Cand se verificd dacd solutia de bazd este optimd sau nu, in
sistemulu, +v; = ¢, (pentru  x;>0) se includ i ecuatiile
corespunzatoare valorilor egale cu zerouri esentiale. Daca solutia
obtinutd nu este optima, atunci se construieste un ciclu nou de
recalculare pentru casuta respectiva libera, ciclu in care cdsutele cu
zerourile esentiale pot fi folosite ca varfuri.
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Cazul 2. Solutia degenerata apare la inceput ca solutie initiala
de baza determinatd prin unul din procedeele descrise in paragraful
4.5.2. Aceasta solutie se completeaza cu zerouri esentiale pentru a
avea m+n-1 casute ocupate. Alegerea casutelor, in care se pun
zerourile esentiale, trebuie facutd cu atentie, astfel incat vectorii
corespunzatori tuturor casutelor ocupate sa fie liniar independenti
(si formeze o matrice bazicd). In acest scop, in procedeele de
determinare a solutiilor initiale de bazd, descrise in paragraful
4.5.2, vom actiona in felul urmator. Daca la un pas oarecare s-a
obtinut cd avem epuizatd cantitatea disponibila a, si este

repartizatd cantitatea necesara de produs b,, atunci in coloana sau

linia respectiva i se va trece in zero esential, iar in celelalte casute
ale coloanei si liniei date se va pune simbolul mentionat deja "—".

Exemplu. Fie o problema de transport si fie solutia initiala de
baza, calculatd prin procedeul coltului nord-vest, este cea din
tabelul urmator:

B/'
E B, B, B, a;
A,

3 2 1
30 20 - 50

A 3 5 6
- - 40 40
b 30 20 40 90

Avem numai trei casute ocupate, adicd o solutie de baza
degeneratd. Pentru a obtine m+n-1=2+3-1=4 casute ocupate
vom pune un zero esential in cdsuta (1,3) sau in casuta (2,2).
Alegerea casutei, in care se pune un zero esential, poate fi
facutd comparand costurile de transport (se poate face si in
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mod arbitrar, mai ales cdnd prin comparare nu se poate decide).
Vom obtine urmatorul tabel:

B/
EL Bl Bz BS a;
A 3 2 1
30 20 0 50
A 3 5 6
_ _ 40 40
b 30 20 40 90

X11~— 30 ,x12=20 , X23= 40,f: 370.

Pentru a determina potentialele u; ,v;, rezolvam sistemul de
ecuatii:

u, +v, =3,
u +v, =2,
u, +v, =1,
u, +v, =6.

Obtinem
u1 =0, u=5, vi=3, =2, v3=1.

Calculand u;+v;-c;; pentru casutele libere, avem:

u, +v-3=8-3=5>0,

Pentru casuta (2,1) construim ciclul de recalculare cu casutele
varfuri (1,1), (1,3), (2,3), (2,1):
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_ 3 + 1
30 0
| ©
| 3 |- l 6
+0 40
+0 0

Valoarea lui 0 este egald cu min{30,40}=30. Se obtine
astfel tabelul:

B/
EL Bl B2 B3 a;
A 3 2 1
30 20 0 50
A 3 5 6
_ _ 40 40
b 30 20 40 90

X12:20,X13:30,XQ1:30,)623: 10,f=220.

Continuarea calculelor o lasam pentru cititor, indicandu-i
ca solutia optima este
* * * * .
X, =10,x,=40, x,, =30,x,, =10 $1 fmin=200.
Mai subliniem aici, cd daca in cercetarea unei solutii
optime gasim una sau mai multe diferente nule pentru casutele

libere:
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u, +v;-c, =0,

atunci putem afirma ca exista si alte solutii optime de bazd care
dau aceeasi valoare pentru functia obiectiv. Daca dorim sd le
determindm, putem continua aplicarea metodei potentialelor,
ocupand casuta libera, pentru care diferenta respectiva este nula.

Cu alte metode de rezolvare a problemelor de transport puteti
lua cunostinta in lucrarea [14].

4.6. Programarea liniard in numere intregi

Sa consideram o problema de programare liniara:
fx) = (c,x) —> max
Ax=b,
x>0,

in care toate sau o parte dintre variabilele x,xa,,...,x, sunt numere
intregi. Dacd toate variabilele trebuie sd ia valori Intregi, atunci
problema consideratd se va numi problema de programare liniara
total in numere intregi; In caz contrar se va numi problema de
programare liniara partial in numere intregi.

Astfel de probleme apar in cazul multor modele
matematice in care variabilele x; reprezintd marimi fizice ce nu pot
lua decat valori intregi. Multe probleme de extrem cu caracter
combinatoric pot fi de asemenea modelate ca probleme de
programare liniard in numere Intregi (in majoritatea cazurilor
variabilele pot lua una din valorile 0,1 ). Vom da in continuare
cateva exemple de probleme de programare in numere intregi.

Problema rucsacului(ranitei). Un calator care urmeaza sa
plece intr-o excursie intentioneaza sd ia Intr-un rucsac n obiecte
utile. Sa presupunem cad existd m restrictii asupra rucsacului si
obiectelor in discutie, de exemplu volumul rucsacului, greutatea
obiectelor s.a.m.d. Fie a ; caracteristica i a obiectului de tipul j,
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i=1,2,...m; j=1,2,...n, iar b, i=1,2,..,m sunt volumul, greutatea
s.a.m.d. Notdm cu x; numarul de obiecte de tipul j planificate de a
fi puse in rucsac, j=1,2,...,n. Se considera cd se cunoaste valoarea
utild ¢; a unui obiect de tipul j. Atunci modelul matematic al
problemei rucsacului are forma:

n
ZC]-X]- — max
J=1

cu restrictiile

j=l
x; 2 0,x, - numere intregi, j =1,2,...,n.
Multe probleme practice se reduc la problema rucsacului.
De exemplu, 1n calitate de rucsac poate fi considerat un vapor sau

un avion de bombardament, iar rolul obiectelor il preia o anumita
marfa ambalata 1n lazi sau bombe de volume si greutati date.

Problema de afectare. Fie ca trebuie executate m lucrari de
catre n persoane, fiecare dintre aceste persoane urmand a executa
exact una din cele n lucrari. Se cunoagte beneficiul ¢; obtinut in

urma executiei lucrdrii j de catre persoana i. Se pune problema
determindrii unei repartizari a celor n persoane pentru executia al
celor n lucrari, astfel incat beneficiul realizat sa fie maxim.

Dacé notam cu x;, i,j = 12,...,nastfel incat x, =1, atunci
cand persoana i este repartizatd sa execute lucrarea j si x; =0 in

caz contrar, atunci putem scrie

n n
Z Z C;X; —> max

i=l =1
cu restrictiile
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X =0saul,i,j=12,...,n.

Restrictiile acestei probleme determind ca fiecare persoana
sa execute o singura lucrare si ca fiecare lucrare sa fie efectuata de
0 singura persoana.

Problema voiajorului comercial. Sa presupunem ca avem
oragele notate cu numerele 0,1,2,...,n. Voiajorul comercial trebuie
sd treacd o singura datd prin fiecare oras si sd se intoarca acasa, in
orasul 0, astfel incat tot drumul sa aiba cost minim.

Fie variabilele x,, i, j = 1,2,...,n. astfel incat

1, daca drumul trece din
x; =4 orasuliinorasul j, i# ],
0, 1in caz contrar.
Dacid ¢, este costul drumului din oragul 7 in orasul /, atunci

problema voiajorului comercial se reduce la rezolvarea problemei
de programare liniard cu variabile intregi:

n n
Z Z CyXy —> min

i=0 j=o0
astfel incat sa fie indeplinite conditiile

S, =1j=12...n,
i=0

n
inj =1i=12,...,n,
j=0

x, =0sauli, j=12,...,n.
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S-a constatat ca conditiile problemei nu garanteaza in
totdeauna conexiunea drumului, de exemplu, drumul ilustrat in
desenul de mai sus satisface relatiilor mentionate mai sus, dar nu si
problemei voiajorului comercial.

Se demonstreaza (vezi, de exemplu, lucrarea Awmanos
C.A. Jluneunoe npoepammuposanue. M.: Hayxa,1981,p.240 - 242)
ca, pentru a garanta conexiunea drumului, este necesar a adauga la
restrictiile deja mentionate urmatoarele inegalitati:

U, —u; +nx; < n—=1, i,j=12,...,n,

unde u; sunt variabile suplimentare, care nu participa in functia
obiectiv.

Problema de afectare si problema voiajorului comercial au
diverse aplicatii In probleme de organizare, dispecerate, relee de
televiziune etc.

Faptul ca intr-o problema de programare liniara unele sau
toate variabilele trebuie sd fie intregi, implicd mari greutati in
rezolvarea acestor probleme. Se disting doud categorii de metode
de rezolvare a problemelor de programare liniard in numere
intregi:

e metode sectionare;

e metode de ramificare i marginire (branch and bound).
Orice metoda de sectionare constd in urmatoarele:

1. Se rezolva problema de programare liniard obtinutd din
problema datd prin renuntarea la restrictiile de integritate
(numita problema relaxata ),

2. Daca solutia optima a problemei relaxate are componentele
intregi, atunci ea este solutia optima intreaga cautata;
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3. Daca nu, atunci se construieste noua problemd relaxatd
obtinuta din problema relaxatd anterioara prin addugarea unei
restrictii suplimentare.

Astfel problema de programare liniard in numere intregi se
reduce la rezolvarea unui sir de probleme de relaxare. Regulile
dupd care sunt construite restrictiile suplimentare determina
diferite metode sectionare. Una dintre cele mai simple metode de
sectionare este algoritmul lui Gomory.

In cele ce urmeazi, vom prezenta primul algoritm al lui
Gomory de rezolvare a problemei de programare liniara integral in
numere intregi. Considerdm problema de programare liniara in
numere intregi:

(c, x) > max
cu restrictiile

x>0,
x—intreg.

Vom nota prin [a] partea intreagd a numarului g, iar prin
{a } partea fractionara a numarului a:
{a} =a-[a], 0 < {a} <.

Se rezolva problema relaxata
(¢, x) - max

Ax=>b,
x>0,

. . . . . .o *

folosind algoritmul simplex. Se obtine solutia optima x .
. * . - . * A - A .

Fiex, prima componentd a lui x,, ne Iintreagd, in ordinea

cu restrictiile

crescatoare (dupa indice) din ultimul tabel simplex:
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Var
de B Gt | el )i | eee| GB)m | Gt | o] G | o Wnom
baza
() | xi” 1 ..l o ..l o (ay; | | @ |- (@)
(xg),. xXi 6 N 6 (a',)j @i ] (an:,,,),,
Coln | 5w | 0 | o] 0 || 1 | @ | ] @ | -] @rnm

Se calculeaza partile fractionare {(ay);} pentru linia
corespunzatoare variabilei (xp); si se construieste o noud problema
de programare liniard prin addugarea la restrictiile date a unei
restrictii noi de forma

{(al )I} (xN )1 + {(a2 ),} (xN )2 Tt {(an—m )l} (xN )n—m 2 {xz* }
Se demonstreaza ( vezi, de exemplu, [13]) ca inecuatia de mai

sus defineste o sectionare admisibild, astfel incat solutia optima x
a problemei relaxate nu verifica aceasta inecuatie, dar orice solutie
admisibild a problemei de programare liniard Tn numere intregi
verifica aceasta inecuatie.
In continuare se rezolva urmatoarea problema relaxati:
(c, x) — max
cu restrictiile
Ax=b,x=>0,
= *
2{(%),-}' (XN),' = {xi }
Jj=1
Daca solutia optima a acestei probleme nu are componentele
intregi, atunci se va construi o noud problemd de programare
liniard prin addugarea la restrictiile date a unei noi sectiondri
obtinute prin procedeul descris mai sus. Se poate ardta cd in
conditii destul de slabe din punct de vedere practic primul algoritm
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Gomory rezolva problema de programare liniard in numere intregi
intr-un numar finit de pasi. In cazul cand {(ay);}=0 pentru s =
1,2,....,n-m, constatdim ca problema de programare liniard integral
in numere nu admite solutii admisibile.
Exemplu. Fie ca problema de programare liniara integral in
numere intregi:
f =7x,+9x, - max
in conditiile
-x, +3x, <6,
Tx, +x, <35,
x,20,x, 20,
X,,X, - intregi.
Aplicand algoritmul simplex pentru rezolvarea problemei
relaxate asociate problemei date scrisa In forma standard
f =7x,+9x, - max
—x,+3x,+x, =06,
Tx, +x, + x, =35,
x,20,x,20,x;20,x, 0.

Obtinem urmatorul tabel simplex final:

Variabile
de baza S X, X, X, X,
X, 7/2 0 1 7/22 1/22
X, 9/2 1 0 —-1/22
A 63 0 0 28/11 15/11
J

Solutia optimi  x, =9/2,x,=7/2 pentru problema
relaxatd nu este Intreagd. Vom construi o noud problemd de
programare liniard prin addugarea la restrictiile anterioare a unei
sectiuni, de exemplu x,:

(1722}, + 22}, > )
sau
7

— Xyt —=Xx,=—.

22 22 2
Prin urmare avem urmatoarea problema relaxatd (adusa la
forma standard):
f =7x,+9x, - max
cu restrictiile
- X, +3x, + x, =6,
Tx, +x, + X, =35,
LN BN
2270 227 T 2’
x,20,x,20,x;, 20,x, 20,x, 0.
Se observa cd problema obtinutd este dual admisibila.

Folosind algoritmul simplex dual obtinem urmatorul tabel
simplex:

Variabile

de baza Yij X, X, X, X, X,
X, 3 0 0 0 0 1
X, 32/7 1 1 0 1/7 -1/7
X, 11/7 0 0 1 1/7 -22/7
A ; 59 0 0 0 1 8
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Deoarece solutia optimd x, =32/7,x, =3,nu este total
intreagd, vom continua procesul de sectionare. Variabilei x, fi
corespunde sectionarea generata de restrictia

7+ 7 = )
sau, cum partea fractionara
F1/7}==1/7-[-1/7]==1/7+1=6/17,
l)c4 + éx5 > i
7 7 7

Formdam o noud problemd de programare liniard dualad
admisibila careia - 1 aplicdm 1n continuare algoritmul simplex dual.
Obtinem urmatorul tabel

Variabile
de baza ﬂ
Xl X, X5 X A xs X 6
X, 0 1 0 0 1 0
X, 4 1 0 0 0 -1 1
X, 1ol o | 1 ]o[-4]1
X, 4 ol oo 1] 6 |-7
A 55 0 0 0 0 2 7
J

care di solutia optimd intreagdi x, =4,x,=3si [, =55.
Observam ca eficienta scade de la 63 la 55 unitati.

Subliniem faptul ca restrictia adaugatd problemei
anterioare face ca problema relaxatd, dupa ce este adusa la forma
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standard, sa fie intr-o forma dual admisibild. In acest mod putem
aplica algoritmul simplex dual. In aceasta si consti partea
importanta a algoritmului Gomory.

Primul algoritm al lui Gomory, descris mai sus, rezolva
problema de programare liniara total in numere intregi. Cel de-al
doilea algoritm al lui Gomory poate fi utilizat atat pentru
rezolvarea problemelor total in numere intregi, cat si pentru
rezolvarea problemelor de programare liniard partial in numere
intregi. Descrierea acestui algoritm si a altor metode de rezolvare a
problemelor de programare liniara in numere intregi (metode de
ramificare si marginire ) poate fi gasitd in lucrarile [13,14,36], la
care si-1 trimitem pe cititorul dornic de a face cunostinta cu ele.

4.7. Programarea liniar-fractionara

In cazul cand functia obiectiv este raportul as doud functii
liniare si domeniul solutiilor admisibile reprezintd un tronson,
atunci se spune cd avem o problema de programare liniar-
fractionara. Modelul matematic al unei probleme de programare
liniar-fractionara este de forma:

in conditiile

Ax < b,

x =0, }
unde vectorii p,qg € R",be R", A este o matrice de dimensiune
mxn, iar a $1 f sunt scalari.

Astfel de probleme sunt reductibile la probleme de
programare liniard. Exista diferite procedee de reducere (vezi, de
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exemplu, lucrarea [19]). Procedeul ce-1 vom descrie mai jos a fost
propus 1n anul 1962 de catre Charnes si Cooper.
Sa presupunem ca domeniul solutiilor admisibile

Dz{xeR” :Abe,xZO}
este 0o multime marginitd (adicd un poliedru) si (¢,x)+ >0
pentru orice solutie admisibila x € D.
Daca notam

z=—— sl y=2z-X,
(g,%)+

si tinem cont de faptul ca z>0, atunci problema se reduce la
urmatoarea problema de programare liniara:
f =(p,y)+oz > max

in conditiile

Ay —-bz <0,

(¢,y)+pz =1,

y20,z20.
R*ezolﬂyéﬂpd aceastd problema, obtinem solutia optima y', z . Atunci
x =y /z va fi o solutie optima a problemei de programare liniar-
fractionard. Intr-adevar, imediat se constata ca

Ax" <b six >0,
adica x este o solutie admisibila. Putem scrie
( ,y*)+ az" > (p,y)+az

pentru orice
1

y=—  §iz=—
(¢.x)+ (q,x)+p
si orice x € D, ceea ce este echivalent cu
(p.xH)+a  (p.x)+a VxeD
(¢, x")+a  (¢,x)+p
deoarece (g, y*)+ pz*=1.
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Daca (g,x)+ f < 0pentru Vx € D, notand

z e sily=z-X,

obtinem urmatoarea problema de programare liniara:
f=—(p,y)—oz - max

in conditiile

Ay—-bz <0,

—(¢,y)=fz =1,
y2>0,z2>0.

In mod similar se arata ca, daci y*,z* este o solutie optima
a acestei probleme, atunci x*=y*/z* este o solutie optima a
problemei de programare liniar-fractionara considerata.

Prin urmare, in situatia cand D este o multime marginita si
(¢,x)+ B >0 sau(q,x)+ f <0 pentru Vx € D, putem construi o
problema liniara, care fiind rezolvata cu ajutorul algoritmului
simplex ne da solutia optima a problemei de programare liniar-
fractionara.

Daci insi existd punctele admisibile x',x* € D astfel incat

(¢.x")+ >0 si(g,x*)+ S <0,
atunci functia obiectiv din problema de programare liniar-
fractionara este nemarginita pe multimea D.
Exemplu. Fie problema de programare liniar-fractionara
f = 2x, = X, — max
X, +2x, +1

cu restrictiile

2x, +x, <6,

X, —2x, <2,

x,20,x=0.
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Se observa ca x; + 2x, +1> 0 pentru Vx, > 0,x, > 0. Notand
1
Zz=—, =ZzX, =ZzX,,
X, +2x, +1 i M 2
reducem aceastd problema la problema de programare liniara:
f =2y, —y, > max
cu restrictiile

2y, +y,—6z<0,
Y, —2y,-2z<0,
2y, +z=1,

»20,y,20,z20.
Aplicand algoritmul simplex, se obtine solutia optima
v =2/3,y,=0,z =1/3.

Prin urmare x, =2,x, =0 si f, =4/3 .

4.8. Reoptimizarea si parametrizarea in programarea liniara

Problemele de programare liniara au un caracter static,
insd reoptimizarea si parametrizarea acestor probleme permit
abordarea dinamica a fenomenelor economice, elementelor atasate
fenomenelor economice.

Reoptimizarea sau postoptimizarea consta in recalcularea
solutiei optime a unei probleme de programare liniard in cazul
cand se schimba conditiile initiale ale acesteia. Importanta unui
astfel de studiu duce la economisirea timpului, deoarece se
utilizeaza informatia de care se dispune — adicd solutia optima
cunoscuta.

In procesul de reoptimizare se pot aborda situatiile
urmatoare:
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modificarea vectorului termenilor libert;
modificarea coeficientilor functiei obiectiv;
modificarea unui vector linie din 4;
modificarea numarului restrictiilor sistemului;
modificarea numarului de variabile.

Reoptimizarea se efectueazad parcurgand urmatorii pasi:

1. Verificarea optimalitatii  solutiet in  conditiile
modificarii datelor problemei;

2. Aflarea optimului problemei modificate (in cazul cand
solutia problemei initiale nu mai este optima).

Prin parametrizarea unei probleme de programare se urmareste
aflarea variantelor posibile de solutii optime in cazul cand unele
dintre “constantele” modelului variaza liniar sau neliniar in functie
de unul sau mai multi parametri dati.

Principalele cazuri de programare parametrica sunt:

e parametrizarea vectorului termenilor liberi;
e parametrizarea vectorului coeficientilor functiei
obiectiv;
e parametrizarea vectorului coloana sau linie din
matricea 4.
Solutia problemelor de acest tip cunoaste urmatorii pasi:

1. Aflarea solutiei optime pentru o valoare determinata a
parametrului.

2. Odata aflata solutia optimad pentru o valoare fixatd a
parametrului, se face studiul sensibilitatii solutiei
optime la variatia parametrului.
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4.8.1. Modificarea vectorului termenilor liberi
Se porneste de la formula de verificare in cadrul metodei
simplex:
xp =8B - -b
5,— =B -a;,pentru j = 1,2,...,n

unde xp §i a; reprezintd formulele finale din tabelul de optim (sau
alt tabel). Vom reaminti ¢ ,matricea B se citeste in vechiul tabel
de final, coloanele ei corespund succesiv coloanelor matricei
unitate initiale. In cazul cand se modifici vectorul b, el
transformandu-se in b, ultimul tabel de optim rdmane valabil, cu
exceptia coloanei xp, care se recalculeaza astfel:

X =B"-b

Aici apar doua situatii:

e noul vector al solutiei X' are toate componentele
nenegative, iar x' este insasi solutia optimd, deoarece 1n
ultimul tabel simplex diferentele A, =z, —c;) nu depind
de b;

e noul vector al solutiei x'are componente negative, atunci
aplicdm algoritmul simplex-dual si aflam solutia optima.
Vom analiza urmatorul exemplu:

f(x)=2x, +2x, + x, > (max)
cu restrictiile
2x, +x, +3x; <4,
X, +x, +x,<3,

X, +2x, +2x; <5.
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Solutia optimi este f'(x) = 6, x* = (1,2,0)", iar

I -1 0
B'=|-1 2 0
I -3 1

1. Fie cda avem prima situatie. Noile componente ale
vectorului " = (5,3, 5)". Verificim pe x/, :

1 -1 0Y5) (2
Xy=|-1 2 0|3|=|1]
1 -3 1)\5) 1

Toate componentele lui xj, sunt nenegative, deci solutia este si
f(xp)=2-2+2-1+1=7.

2. Fie ca vectorul b' = (4, 4, 5) atunci avem:

avand componentd negativa, continudm iteratiile, pornind de la
ultimul tabel, deoarece ea este o solutie dual-realizabila:
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VB B | x| x X, X, X X,
X, 0 |1 0 2 1 -1 0
X, 4 1 -1 -1 2 0
X, | =3 0 2 1 -3 1
A, 8 0 0 -1 0 2 0
X, 1 1 0 1,33 0,667 0 | -0,3)
X, 2 10 1 0,(3) -0,3) | 0 | 0,(6)
xx |10 ] o] 23 | -3 [ 1| -1
A, [ 6100 | =23 |-0()| 0 | -0

Am obtinut solutia optima: x}, =(1,2,0) si f(x},)=6.
4.8.2. Modificarea coeficientilor functiei obiectiv

Reoptimizarea functiei obiectiv se face pe baza analizei
noilor diferente, deosebindu-se 2 cazuri:
1) Daca diferentele 4, =z;-c; corespunzatoare vectorilor,

care nu apartin bazei B, pastreazd semnul pe care l-au avut
inainte de modificarea vectorului ¢, atunci Inseamna ca
noua solutie va fi de asemenea optima.

2) Dacd cel putin una din diferentele 4, =z-c,, care
corespund unui vector ce nu apartine bazei, este pozitiva, in
cazul problemei de minimum si negativ, in cazul problemei
de maximum, atunci se vor continua iteratiile prin aplicarea
algoritmului simplex primar pornind de la ultimul simplex.
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Remarca. Reoptimizarea vectorului ¢ se poate realiza de
asemenea prin scrierea dualei problemei date; caz in care
vectorul ¢ devine b si se procedeaza asa cum s-a ardtat in
paragraful anterior.

Vom analiza pe baza aceluiasi exemplu ambele cazuri:

I. Fie coeficientii functiei obiectiv au devenit respectiv
c=(3 2 1y.
Asadar se cere de rezolvat:
f(x)=3x, +2x, + x; &> max
cu restrictiile
2x, +x, +3x; <4,
X, +x, +x; <3,
X, +2x, +2x; <5,
x,20,x,20,x, 20.

Observam ca s-a modificat numai prima componenta a
functiei scop, care corespunde x; §i care nu apartine bazei B,
deci solutia ramane optimd, A; nu-si schimba semnul. Deci
avem x" =(1,2,0)7,iar f(x")=3-1+2-2=7

II. Fie ca avem modelul
f(x)=2x, +2x, +3x;—> max
cu restrictiile
2x, +x, +3x; <4,
X, +x, +x; <3,
x, +2x, +2x; <5,
x,20,x,20,x;, 20.

Aici observam ca s-a schimbat componenta lui x3,

vectorul caruia intrd in baza B, deci vom continua iteratiile

pornind de la solutia obtinuta in paragraful 4.8.1.
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4.8.3. Addugarea unui vector coloand in matricea A

In cazul extinderii matricei 4 cu unul sau mai multi vectori
coloane este necesar de asemenea sa se verifice criteriul de
optimalitate, adica diferentele 4, =z,-c,, care corespund

vectorilor introdusi. Se distring 2 cazuri:

1) Daca conditiile de optimalitate se verifica, atunci solutia
ramane optima si pentru matricea extinsa.

2) Daca existd cel putin un vector a,, m — unul din
multimea indicilor introdusi, — care nu verifica criteriul
de optimalitate, atunci se continua iteratiile pana la
determinarea solutiei optime.

4.8.4. Modificarea unui vector coloana al matricei A

Vom presupune ca vectorul a; din matricea 4 s-a schimbat,
dupd ce s-a aflat solutia optimd xz. Vom avea de studiat 2
cazuri, in dependentd de apartinerea sau nu a acestui vector
bazei B:

1. Daca a; nu apartine bazei B, atunci se verificd testul de
optimalitate 4, =z,-c, >20. In cazul in care solutia nu este
optima se continua iteratiile.

2. Daca a; apartine bazei optime B, atunci el capdtd forma a;.
Deci, se modifica chiar o coloana a matricei B, ceea ce
duce si la schimbarea lui B, care va trebui recalculati. Fie

noua inversd notatd cu B~. Cu ajutorul ei se reface —
coloana cu coloana — tot tabelul final, folosind formulele:

)?_E: B'.b; @ =B"a,l=12,.,m
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In cazul algoritmului simplex primal si dual, poate sa se

intimple ca unele componente ale vectorului X, sa aiba

componente negative, astfel sa nu verifice testul de
optimalitate. In asemenea cazuri se reia problema de la iteratia
anterioara intrarii vectorului a; in baza sau se mareste matricea
A cu o coloand, caz analizat In punctul precedent.

4.8.5. Adaugarea de noi restrictii

Fie ca dupd determinarea solutiei optime xp se adauga noi
restrictii (linii) la sistemul Ax =5. Vom obtine problema de
programare liniara:

A b
(A j-x = [b j; A (1,n); b(L,1); x > 0; max f(x) = (c, x).

Vom alcatui extins:

A O) («x b
. = ; [(l,n); x20,x, 20
A 1) \x b,

max g(x) = (¢, x) - /”LZ X,

Daca B; este baza optimd pentru problema de
programare liniard initiald si B, inversa ei, atunci matricea

B | o
B=
B, | I

este nesingulara ( B, este matricea formatd din componentele
restrictiilor suplimentare corespunzatoare bazei B; 1n solutia
optima initiald).
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Daca notam cu b; vectorul termenilor liberi ai
problemei extinse, atunci:

-1
x” =B -b

4.9. Exercitii

1. Sa se arate ca, dacd X si Y sunt multimi convexe atunci
multimea ¥ = X NY de asemenea este convexa.
2. Sa se demonstreze cd  varfurile tronsonului

T= {x|Ax < b}in care A este o matrice de dimensiuni sunt
puncte extreme ale sale.

3. Sa se determine punctele extreme ale tronsonului 7" definit
de

X, +2x, <12,
x +x, <18,
X, <12,
x <09,

X, =0,

x, = 0.

4. Sa se arate ca functiile
ORI
k=1

fr(x)=- x,x>0,xe R,

fi(x)=2x] +x3 = 2x,x,,x € R®,

,XER"

f,(0)=x +2x; +3x] —4x, —4x,x;,xe R’
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sunt convexe. Care din ele sunt strict convexe si care sunt tare
convexe?

5. Fie f(x),xeR", o functie convexa. Sa se arate cd daca
f(x)>0,Vxe R"si p>1,p e R atunci functia
gx)=[f(x)]"

este o functie convexa.

6. Fie
2
2,xeR",

f(x)=||4x-b

unde 4 este o matrice de dimensiuni mxn,b € R". Sa se arate

ca functia f(x) este convexa in R".
7. Sa se arate ca daca functiile f,(x),i=12,..,m,e R" sunt
convexe atunci va fi convexa si functia
g(x) = max f;(x).
1<i<m
8. Sa se arate ca pentru orice functie f(x),xe€ R", care are
un punct de minim global in 7 < R", are loc

min f(x) = —max(—/(x)).
9. Sa se aduca la forma standard urmatoarea problema de
programare liniara:
f(x)=3x,—2x, +4x; > min

in conditiile

3x, —6x, +9x; > -4,

2x, +x, +3x; <5,

X, —4x, +5x; =2,

x,20,x;=20.

10. Sa@ se rezolve cu ajutorul metodei grafice problema de
programare liniara
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f(x)=4x,+6x, > min
in urméatoarele conditii
X +2x, 28,
X, +6x, 212,
3x,+x,209,
x,20,x, 20.
11. Se da sistemul de ecuatii liniare
X +3x,—x; =4,
2x,+x, —x,=3,
x,20,i=1,23,4.

a) Sa se scrie acest sistem sub forma explicita;
b) Sa se determine o solutie de bazi;

c) Sa se determine o solutie admisibild de baza.
12. Sa se rezolve problema de programare liniara
f(x)=x-2x,—2x; &> min
X +x,+5x, =2,
X, —x,+2x, =0,
x,20,x,20,x;,20
utilizdnd algoritmul simplex.
13. S& se demonstreze ca duala unei probleme duale de
programare liniara este problema initiala.
14. Sa se rezolve atat problema primald, cat si problema
duala. Sa se aduca interpretarea geometrica.
a) f(x)=2x,+x, > min
-x, +3x, 25,
3x,—x, 21,
x, 20,x, 20;
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b) f(x) =x,+x, > max
-x, +3x, <6,
3x,—x, <6,

x,20,x, 20;

c) f(x) =2x, +x, > max
x, +3x,<2,
—2x +x,<2,

x,20,x, 20.

15. Sa se demonstreze ca daca problema primala are functia
obiectiv nemarginitd pe multimea solutiilor admisibile,
atunci problema duala nu are solutii admisibile.

16. Folosind algoritmul simplex dual, sa se rezolve problema
de programare liniara

f(x)=x, +2x, +3x; &> min
in conditiile
— X, +x, +4x; 23,
X, +x,—2x; 26,
2x,+2x, —x; 22,
2x, +x, —2x; 2 3.
x,20,x,20,x; 20.

17. Sa se rezolve problema de transport cu urmatoarele date
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}Q B, B, B; B, B, a;
j
A, |1 | 3 | 2 | 4| | 5] 50
4, | 3 |1 | 5 | 3] [ 2] 40
As | 4 | 2 |1 [ 5] [1] 60
A, | 2 | 3 |1 | 2] | 4] 21
b, 15 25 36 10 85 171

18. Utilizand algoritmul Gomory, sa se rezolve problema de
programare liniard integral in numere intregi
f(x)=-x, +x, +3x; > max
in conditiile
3x, +x; <5,
—4x, +2x, —x; <2,
2x,+ x,+x;, <1,
X;,X,,X; — intregi
x,20,x,20,x; 2 0.
19. Sa se rezolve problema de programare liniar-fractionara
f “ATHIH ) ax
2x, +x;,+1
cu restrictiile
X, —Xx, +3x; =8,
—x, +2x,—x; =4,

x,20,x, 20,x; 20.
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