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In lucrare sunt prezentate principalele metode de calcul
numeric pentru rezolvarea unor probleme ce pot fi Intalnite
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Matematica de calcul s.a. Cartea insa poate fi folosita si de toti cei
care sunt preocupati de utilizarea metodelor numerice si a
mijloacelor electronice de calcul la solutionarea problemelor
practice.
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PREFATA

Metodele de calcul numeric au patruns eficient in
toate domeniile stiintei, tehnicii si economiei. Cursurile
corespunzatoare se predau studentilor de la institutiile de
invatamant superior cu profiluri tehnic si economic,
matematicienilor si fizicienilor. Lor si le este adresata
aceastad lucrare, precum si celor care doresc sa se initieze in
aplicarea metodelor numerice si mijloacelor electronice de
calcul la rezolvarea problemelor ce se intdlnesc des in
practica.

Lucrarea este structurata astfel: o introducere, cinci
capitole, o anexa si isi propune sd prezinte principalele
metode numerice de rezolvare a ecuatiilor algebrice si
transcendente,

Un loc important il ocupd rezolvarea numerica a
ecuatiilor si a sistemelor de ecuatii neliniare, a sistemelor de
ecuatii liniare si neliniare, a problemelor de optimizare
neconditionatd si conditionatd. Se propun spre solutionare
exercitii,  rezolvate sau  insotite de  indicatiile
corespunzatoare.

Pentru intelegerea materialului de baza sunt suficiente
cunostintele pe care studentii le-au obtinut la cursurile de
matematici $i programare.

In Notiuni introductive sunt expuse primele conceptii
despre metodele numerice si despre algoritmii de calcul, se
fac estimari privind viteza de convergentd a acestora.

Capitolul intai este dedicat aproximarii numerelor
reale prin reprezentdari computationale finite cu ajutorul
virgulei mobile si erorilor care le implica. Prin exemple
simple se arata ca erorile de rotunjire, propagandu-se de la o
opera-ie aritmeticd la alta, ne pot conduce la rezultate
eronate.

In capitolul al doilea se prezinti metode numerice de
calcul al radacinilor ecuatiilor algebrice si transcendente.
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Este vorba de metoda injumadtatirii intervalului, metoda
aproximatiilor succesive, metoda tangentei (Newton),
metoda secantei si alte metode numerice. Un loc aparte il
ocupa ecuatiile algebrice, istoria carora incepe cu Ewvul
Mediu si cu Renasterea. Se expun schema lui Horner si
metoda Newton de determinare a tuturor raddcinilor reale ale
ecuatiilor algebrice.

Capitolul al treilea, destinat metodelor algebrei
liniare, pune la indemana cititorului atat elemente de analiza
matriceald, cat si algoritmii cei mai reprezentativi ce
intervin in problemele de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare si de calcul ai valorilor si vectorilor proprii. Sunt
expuse metodele directe si iterative de rezolvare a sistemelor
de ecuatii liniare (metoda Gauss si metoda Cholesky cu
factorizarile sale triunghiulare, metoda Jacobi, metoda
Gauss-Seidel, metode de ortogonalizare s.a.), facandu-se
totodata aprecieri asupra eficacitatii si stabilitafii numerice a
acestora. Se subliniazd faptul cd@ metodele bazate pe
transformari de asemanare ortogonala sunt mai eficace decat
metodele clasice de determinare a valorilor si vectorilor
proprii.

in capitolul al patrulea se trateazia metoda simplex in
vederea utilizarii acesteia in determinarea solutiilor optime a
problemelor de programare liniard, de programare in numere
intregi, de programare liniar-fractionara. Se prezinta
problema de transport si se abordeazd dualitatea 1in
programarea liniara. Tot aici cititorul este familiarizat cu
notiunea de functie convexd folositd pe larg in urmatorul
capitol al lucrarii.

In capitolul al cincilea se prezinta principalele
metode numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii
neliniare si a problemelor de optimizare neconditionata.
Problema de optimizare se poate reduce la rezolvarea unui
sistem de ecuatii si invers. De aceea $-a considerat necesar a
expune 1n cadrul aceluiasi capitol metodele mentionate. Se
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trateaza metoda iteratiei, metoda Gauss-Seidel neliniara,
metoda Newton care sunt o extindere a metodelor studiate in
capitolele doi si trei. Se aduc conditiile necesare si
suficiente de extrem in optimizarea necondifionatd. Se face
o trecere in revistd a metodei gradientului, metodei Newton-
Raphson, metodelor cvasi-Newton si a metodelor de directii
conjugate, punandu-se in evidenta drept cea mai eficace
metoda Fletcher-Powell in versiunea Polak-Ribiere.
Bibliografiainclude referintele in care cititorul poate
afla detalii suplimentare asupra metodelor numerice de
calcul prezentate in lucrare. Unele date bibliografice au fost
incluse chiar in text. Mentionam ca din multimea cartilor
scrise in limba romana se fac trimiteri doar la acele surse pe
care autorul le-a avut la indeméana in timpul scrierii lucrarii.

LISTA DE NOTATII

R multimea numerelor reale

R" spatiu liniar n-dimensional (3.1.1)

{(x®3 sir de vectori; x*) e R"

X* solutia problemei; x* € R"

HXH norma vectorului x e R"

A norma matricei A (3.1.1)

AT transpusa matricei A

A inversa matricei A

I matricea unitate

(xy) produsul scalar al vectorilor x,y € R"

{xP} multimea elementelor X cu
proprietatea P

V(x) gradientul functiei f(X).

VZ1(X) matricea Hesse a functiei f(X)

o(X) o(X)/x > 0 daca x —0.

3(x) matricea Jacobi (5.2)
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NOTIUNI INTRODUCTIVE

Metodele de calcul numeric au devenit in zilele noastre
deosebit de importante. Ele se aplica aproape peste tot: In inginerie
si in economie, In matematica si fizicd, in medicind, in astronomie,
in chimie, in geologie etc. Acest lucru se datoreste atat progreselor
obtinute 1n domeniul calculatoarelor electronice, cat si
experimentelor din ce in ce mai complicate in modelarea
matematica.

Prin metode numerice se subinteleg metode de rezolvare a
problemelor cu ajutorul operatiilor cu caracter aritmetic — logic
asupra numerelor reale, adica cu ajutorul acelor operatii care pot fi
executate Tn mod automat de un calculator electronic.

Rezolvarea unei probleme impuse de practica incepe cu
constructia modelului matematic. Modelul matematic reprezinta
efectiv formularea matematica a problemei enuntate, adica
constituie exprimarea matematica a relatiilor si restrictiilor dintre
parametrii problemei.

Dupad formularea matematicd a problemei se realizeazd
alegerea metodei numerice si se elaboreaza algoritmul de calcul.
Aceste etape sunt cele mai importante in procesul solutionarii
problemelor. La alegerea metodei numerice se ia in consideratie
viteza de convergentd, precizia, stabilitatea, timpul de executie si
necesarul de memorie.

Algoritmul metodei numerice consta dint-un numar finit de
operatii aritmetice si logice, care trebuie sia le efectueze
calculatorul electronic pentru rezolvarea problemei date. Regulile
de calcul alcatuiesc pasii algoritmului.

Subliniem faptul ca notiunea de algoritm in forma sa generala se
situeaza printre notiunile fundamentale ale matematicii si sta la
baza programarii calculatoarelor electronice. Orice algoritm este
caracterizat prin urmatoarele proprietati:
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e Generalitate. Prin aceasta se Intelege ca algoritmul nu
trebuie sd rezolve numai o problema, ci toate
problemele din clasa respectiva de probleme.

e Finitudine. Numarul de transformari intermediare,
aplicate datelor de intrare pentru a obtine datele de
iesire, este finit.

e Unicitate. Toate transformarile intermediare trebuie sa
fie determinate univoc de regulile algoritmului.

Dupa elaborarea algoritmului metodei numerice de calcul
se trece la scrierea programului de rezolvare a problemei intr-un
limbaj de programare. In continuare se trece la testarea si
verificarea programului. Dupa testarea programului din punct de
vedere sintactic, este necesar ca programul sa fie verificat prin
exemple de probleme concrete (probleme - test) ale caror solutii
sunt cunoscute.

Prin urmare, rezolvarea unei probleme la calculator
necesita parcurgerea urmatoarelor etape:

|. enuntarea problemei si formularea matematica,
evidentiind ce se da si ce se cere;

Il. alegerea unei metode numerice pentru obtinerea
solutiei;

I11. elaborarea algoritmului de calcul,

IV.testarea si verificarea programului;

V. analiza rezultatelor obtinute.

Majoritatea metodelor numerice de calcul reprezinta in
esentd proceduri iterative. Aceasta inseamnd ca, plecind de la un

X, dat, se construieste un sir X,,X;,K,X,,K (notat de obicei prin
{Xk}) care in anumite condifii converge catre solutia exactd X. a
problemei considerate. Elementele x,, k=012K pot fi atat

numere reale cat si vectori sau matrice.
In metodele numerice drept criteriu de oprire (stopare) al

iteratiilor, de obicei, se foloseste urmdtorul: sirul {x,} se
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trunchiaza la un indice m determinat pe parcursul calculului in
functie de precizia data astfel incat termenul curent X, constituie o

aproximatie satisfatatoare a solutiei cautate X.. De aceea un fapt
esential in compararea metodelor de calcul numeric il constituie
aprecierea vitezei de convergenti a metodelor. In metodele de
convergentd rapidda sunt necesare un numdr mai mic de iteraii
pentru a atinge precizia prescrisa decat in metodele cu convergenta
lentd. Dintre metodele care necesitd acelasi volum de calcul la
fiecare iteratie in practicd se alege metoda cu convergenta mai
rapida.

De obicei viteza de convegetd a sirului X, — X, Se
stabileste cu ajutorul unei functii e(x), numitd functie de estimare
a erorii, care satisface conditiilor:

e(x)>0, pentruvx sie(x,)=0.

In practicd se utilizeazd pe larg in calitate de functie de

estimare a erorii cantitatea
e(x)=[x—x,

in cazul x,x, € R, sau
e(x)=|x-x.

dacd metoda genereaza un sir de vectori sau matrice. Aici ||d| este
0 norma vectoriala sau matriceala (vezi 3.1.2).
Fie sirul {x, } convergegent catre x,, adica
limx, =x, si lime(x)=0.
Se spune ca sirul {x,} converge liniar citre X, daci existd o
constanta , 0 < q <1, astfel Incat

. ex
||m ( k+l) — q
k—o0 e(xk )
Altfel spus, exista un numadr intreg N > Oastfel ca pentru
orice k>N avem

|Xk+l - X*

<qx, —x,
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sau, in cazul vectorilor si matricelor,
||Xk+1 —-X|=q
Daca printr-o metoda numerica de calcul se obtine un sir
care converge liniar atunci se spune ca metoda este de convergenta
liniara sau de ordinul intdi de convergentd. Se mai spune in acest
caz cd metoda converge tot atit de repede ca si progresia
geometricad de rafie q sau ca converge liniar cu ratia q.
Se spune ci sirul {x, } converge supraliniar citre x, daci

X, — X,

. ex
lim —( ) =0.
k—o0 e(Xk)
Cu alte cuvinte, sirul este convergent supraliniar daca
|Xk+1 =X = qk|Xk — X
sau, in cazul vectorilor si matricelor,
||Xk+l =X |= qk”Xk =X

unde g, — 0 pentru k — 0.

Convergenta supraliniara iseamna ca e(xk)—> 0 mai repede
decat orice progresie geometrica de ratie (, adicd converge mai
repede citre zero decit orice sir de forma cq*, unde ¢>0 si
0<g<l.

Daca exista o constanta C =0 astfel incét

Iim e(xk+1) =C’
< [e(x, )
atunci se spune cd sirul {Xk} are ordinul B de convergentd. In
cazul cand =2 sau f =3 se spune ca sirul {Xk} este de ordinul

doi, corespunzator de ordinul trei de convergentd. Se mai spune ca
metoda nuimericd cu ajutorul careia se construieste acest §ir este
CU convergenta patraticd, respectiv cu convergenta cubica sau ca
este 0 metoda de ordinul al doilea, respectiv al treilea.

Prin urmare, sirul {Xk} are ordinul S de convergenta daca

existd un numar N > Oastfel incat pentru orice k > N are loc



B

= <
sau, in cazul vectorilor si matricelor,
X = %] <

Evident, cu cét este mai mare 4 cu atat sirul {x,} converge mai

_X*ﬂ

repede catre X, .

In cele ced urmeaza vom ilustra prin exemple concrete
definitiile date.

Exemle de convergentd liniara.
1) Sirurile

x0:2,x1:g,x2:§,x3:§,K x, =1+27 K,

Xo =3,% =% X =% %5 = /%, . K, % =1/%; =3 K
converg catre X, =1 liniar cu ratia q = %

Intr-adevar,

—(k+1) _

Ilm e(Xk+l)_||m1+2 —~ 1:l1

oe g(x, ) ke 142% -1 2
si

- 2—(k+1) _1 - 1

I|mT: I|mT:—.

k—>o0 32 _ k—>o0 32 +1 2
2) Sirurile

a) X0:C1X1:Cq1X2:Cq2 X3:Cq3K Xk:quK

b) X =¢ % =c(q+1),x, _c(q+ ) K xk_c[ +ij K
€)X, =X =c(q-1)x _c(q——j xk—c(q—%j K

d) xozc,xl:cqz,xz—cqz,xs_cq ,K,xk:cq

10



unde ¢>0 si 0<qg<1, converg citre X, =0 liniar cu ratia Q.
Demonstratia rezulta imediat din definitia convergentei liniare:
. e(x . X.,—0

Ilmw:hm"”—:q.

k—o0 e(xk) k—o0 Xk -0

Exercitii.

1. Fie 0<q, <q, <1. Definim sirul {x, } in modul urmator:

Xo=C+1,% =C+0;, X, =C+l,, Xy =C+ 0Ty,

2~2 342 K+1 ~ k
X4:C+q1q21X5:C+q1q27K'X2k—C+q1q2’ X1 =C+0; G.K
unde ¢ >0. Sa se arate ca acest sir converge liniar catre X, =C cu

ratia g =/Qy0; -

2. Si se demonstreze ci sirul {x,} converge liniar cu ratia

0<g<1 daca si numai daca Iim,k/eix i=|imk X —X|=q.
g } ko0 K Ko |k -1 =4

Exemple de convergenta supraliniard. Sirurile

1 1 1
a Xo =X =1X =2, X K, x =—K
) Xl 2 3= 27 K — kk
11 1
b) X0=X1=1,X2=§, 3 = 6 K VX = kIK
C2 C3 Ck
C) Xy =X =C,X, = 2’X3:E’K’XKZE’K

converg catre X, =0 cu viteza supraliniara. Aceasta rezulta din
faptul ca

im el tim %00
k k
Exercitiu. Sa se demonstreze ca orice sir de forma
X, =€, % =¢q™, X, =cg™ K Xy =cq™ K,
unde ¢>0, 0<q<1 si m>1, converge catre x, =0 cu viteza
supraliniara.
Exemple de convergenta patratica.

1. Sirul X, =C0, X, =CC|2,X2 =(;q4’x3 :chK y X :(:qzk K,
11



unde constsnta q satisface conditiei 0<g<1 si ¢>0, este cu
convergenta patratica.
Intr-adeviar, avem X, =0 si

2. Sirul
3 5 17 257 2
==, %=—X="X=—-Kx =1+2" K,
TN T T e T e
care converge catre x =1, are viteza de convergenti patratici:

fim e =L

=1
]

Exercitiu. Sa se demonstreze ca sirul definit prin formula

Xy = %(xk +ij k=012K,
Xk

converge citre x, =10 oricare ar fi x, si viteza de convergenta
este patratica.

Alte detalii si aspecte de diferite nuante legate de viteza de
convergentd a sirurilor pot fi studiate de cititor in lucrarea
fundamentala Ortega J.M.,Rheinboldt W.C. Iterative Solution of
Nonlinear Equations in Several Variables. Academic Press,
London and New Zork, 1970. Lucrarea a aparut si in limba rusa in
anul 1975 la editura Mir.
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CAPITOLUL |

NUMERE APROXIMATIVE

1.1 Erori absolute si erori relative

Notam cu X. valoarea aproximativa pentru numarul exact X.
Daca x.<x, atunci spunem ca X, aproximeaza numarul X prin lipsa,
iar daca x,>X, atunci aproximarea lui x prin X, este prin adaos.

De obicei, in procesul de calcul se inlocuieste valoarea
exacta (care, in caz general, nu este cunoscutd) prin valoarea sa
aproximativa. In felul acesta comitem o eroare. Expresia

A(X)=[%-x
poartd numele de eroare absoluta.

Eroarea absolutd nu caracterizeaza suficient de bine
precizia cu care se obtin rezultatele. Astfel, de exemplu, dacdx =1
x=1 si X.=2, atunci eroarea absoluta A(X.)=1 indica o precizie
slabi a masurarii. Dacd x=10"+1 iar x. =10, aceeasi eroare
absoluta A(X.)=1 caracterizeaza o precizie remarcabild. Aceasta ne
conduce la notiunea de eroare relativa O(X.)care reprezinta
raportul dintre eroarea absoluta si valoarea aproximativa, adica

o(X.)= pex.)
Ix.]
daca x. #0.
In exemplele de mai sus erorile relative sunt egale cu 0.5

respectiv cu 10™°, ceea ce confirma buna precizie a masurarii in
cazul al doilea.

Daca se cunosc numerele X si X., atunci calculul erorii
absolute si relative este imediat. Dar de obicei, in majoritatea
cazurilor se cunoaste numai aproximarea X.. De aceea se
introduce notiunea de margine (sau limitd) a erorii absolute si
relative. Numarul pozitiv & este 0 margine (sau o limita) a erorii
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absolute a numarului aproximativ X. daca
X-xJ< e
iar numarul pozitiv r este 0 /imita a erorii relative daca
x|

Notatia  X=X. = ¢  semnificd intotdeauna faptul, ca

[x-xJ|< &, adica
Xa-ES XS XtHE.
Orice numar aproximativ X. poate fi scris sub forma
X. =¢10" +¢,10™* +K +¢,10™ ",
unde c,,c,,K ,c, sunt cifrele zecimale ale numarului aproximativ
X.. Se stie ca zerourile de la Inceputul numarului servesc numai
pentru a fixa pozitia virgulei zecimale. Cifrele cuprinse intre prima
si ultima cifrd diferitd de zero sau care indicad ordinele pastrate in
calcule se numesc cifre semnificative.
Exemplu. Numarul aproximativ
X, =3-10"+6-10°+0-10" +5-10* +8-10°°
are cinci cifre semnificative, iar numarul
Y= -(2 -10°+8 -10™+0 -10°)= -0.00280
are trei cifre semnificative (primele trei zerouri sunt
nesemnificative).

Dacd mirimea erorii X, nu depaseste 0.5-10" se spune ci
numarul aproximativ X, are t cifre zecimale corecte.

Daca numadrul aproximativ se scrie fard a indica limita
erorii absolute, atunci 1n scrierea lui se considerad ca toate cifrele
sunt corecte. In acest caz zerourile de la sfarsitul numarului nu se
arunca.

De pilda numerele 0.0345 si 0.034500 sunt diferite; eroarea
absolutd a primului numar nu depaseste 0.0001, iar eroarea
absolutd al celui de al doilea numar este mai mica ca 107,

Exemple: 0.010224+#0.000004 are cinci zecimale corecte sl
patru cifre semnificative; 0.001234+0.000006 are patru zecimale
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corecte si doud cifre semnificative (deoarece valoarea maxima a
numarului poate fi 0.001240 iar minima 0.001228 si deci ultimele
doua zecimale sunt nesigure).

Numarul de zecimale corecte ne permite sa ne facem o idee
despre marimea erorii absolute in timp ce numdrul de cifre
semnificative ne da o idee sumara despre marimea erorii relative.

1.2 Propagarea si sursele erorilor

In procesul de calcul aproximativ eroarea se propagi de la
o operatie la alta. Fie date valorile aproximative X. si Y. ale
valorilor exacte x si y, afectate de erorile & si &, adica fie

X=Xzt&,y=Y. L&,
Atunci avem
Xe—&,+ Y, —& SX+Y <X+ +Y, +é,
X+ Vo= (6, +€,) SX+HY <X+ Y+ (g, +E,),
Sau
X+y=X+Y.t(g +¢,)
In mod analog ca in cazul adunirii, se va obtine
X=y=X—-VY.t(s +&)

Deci, la adunare sau scadere, marginea erorii absolute a
rezultatului este data de suma marginilor pentru erorile absolute
ale termenilor.

Se poate demonstra de asemenea cd la inmulfire si

impartire marginile erorilor relative ale factorilor se aduna.
Fie acum date doud numere pozitive X. si Y. aproximativ

egale , afectate de erorile absolute A(x.) si A(Y.). Atunci
A —Y.) _ A(X) + A(Y-

St -y A0 V) L ACG) +A(Y.)

Xe = Ya Xe = Y
si deci, eroarea relativa a diferentei poate fi destul de mare, daca
diferenta |X. -y.| este foarte micd. Aceasta ne aratd ca exactitatea
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relativa poate fi foarte slaba atunci cand efectudm diferenta a doua
numere aproximativ egale.

Exemplu. Vom considera numerele aproximativ egale

x=0.123440.5-10* si y=0.1233+0.5-10"
atunci  x-y = 0.0001+0.0001 si marginea erorii este tot atat de
mare ca i estimarea rezultatului.

Acest fenomen poartd denumirea de anulare prin scadere
sau de neutralizare a termenilor . Cele mai serioase erori care apar
in calculele efectuate cu ajutorul calculatorului electronic sunt
datorate acestui fenomen.

De cate ori este posibil neutralizarea termenilor se evita
prin rescrierea formulelor de calcul sau prin alte schimbari in

algoritm. De exemplu, o expresie de forma (a+ y)* —a? poate fi
scrisa sub forma y(y +2«), sau expresia

Ja+y-Ja
b

sub forma

V4
b(Ja+y +vJa)

Vom mai da un exemplu in care se aratd cum poate fi
evitatd anularea prin scadere. Ecuatia de gradul doi
x*+1000.01-x - 2.5245315=0
are una din radiacini egala cu 0.0025245. Dacd calculdm
radacina cu ajutorul formulei
- —1000.01++/(1000.01)° + 4 2.5245315

2
efectudnd calculele cu opt cifre semnificative, se va obtine

=0.0025.

—1000.0100+1000.0150
X = 5

Rezultatul obtinut are numai doud cifre corecte cu toate ca
radicalul de gradul doi a fost calculat cu opt cifre semnificative.
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Daca vom face calculul aceleiasi radacini utilizand
formula
2-2.524315

© 1000.01+,/(1000.01) + 4-2.5245315

se va obtine rezultatul exact.

Precizia calculelor numerice este criteriul cel mai eficient
pentru alegerea metodelor de calcul. Analiza erorii dintr-un
rezultat numeric este o chestiune esentiala in orice calcul, fie ca
este executat manual , fie de un calculator. Cu toate performantele
calculatoarelor electronice, precizia rezultatelor este influentata de
diferite erori. Se pot distinge trei surse de erori:

1. Erori provenite din simplificarea modelului fizic, pentru a fi
descris intr-un model matematic; erori din masurarile initiale
sau din solutii aproximative ale altor probleme etc. Aceste
tipuri de erori se numesc erori inerente. Ele nu pot fi
influentate de metoda de calcul.

2. Erori de metoda sau de trunchiere. Majoritatea metodelor
numerice necesitd un numar infinit de operatii aritmetice
pentru a ajunge la solufia exacta a problemei. De aceea suntem
nevoiti sa trunchiem metoda dupd un numar finit de operatii.
Ceea ce omitem constituie eroarea de trunchiere.

3. Erori de rotunjire in datele de intrare in calcule si in datele de
iesire. Multe numere nu pot fi reprezentate exact printr-un
numar dat de cifre. Daca 1n calcule numerice trebuie sa folosim
numarul 7, il putem scrie 3.14, 3.14159 sau 3.1415926 etc.
Nici un numdr irational nu poate fi reprezentat printr-un numar
finit de cifre. Chiar si unele numere rationale nu au o
reprezentare exactd. Numarul 1/3 poate fi scris ca 0.3333..., 0
succesiune a cifrei 3 la partea zecimala.

Datoritd proprietatilor constructive ale calculatoarelor
electronice  este necesara limitarea numadrului cifrelor
semnificative. Un exemplu instructiv este furnizat de numarul
rational 1/10 care se foloseste de multe ori ca dimensiune a
«pasului» in multe algoritme . In sistemul binar (care foloseste
pentru reprezentarea numerelor cifrele 0 si 1) fractia 1/10 are o
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reprezentare infinita 0.00011001100... . in calcule trebuie si ne
marginim la un numar finit de cifre semnificative. Cand se aduna
de zece ori numadrul care reprezintd o aproximatie binard a
numarului 1/10, rezultatul nu va fi egal exact cu unitatea.

1.3 Numere cu virguld mobild

Este bine cunoscut cd pe majoritatea calculatoarelor
moderne numerele reale se reprezintd cu ajutorul virgulei mobile .
Un numar scris 1n virgula mobild este compus dintr-o fractie,
numitd mantisa si un intreg, numit exponent. Deci,

X=1m- f3°,
unde S este baza sistemului de numeratie (binar, octal sau

hexazecimal), m este mantisa numarului si e este exponentul,
afectat de semn. Fractia m satisface

e <m<l1
si are forma
m= % + % +A + %
unde numerele intregi d;,d,,K,d,, numite cifre, verifica
inegalitatile
0<d, <p-Li=12K,t
si L<e<U.

Daca prima cifra din mantisa este diferitd de zero, atunci
numarul reprezentat in virgula mobild se numeste normalizat.

Prin urmare, sistemul de calcul cu numere cu virgula
mobild este o multime F (B, t, L, U) caracterizata de patru
parametri: baza f, precizia masinii t si intervalul exponentilor [L,
U].

F este 0 multime finita care contine

2-(B-1D--U-L+D)+1
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numere. In fig.1.1 este reprezentati multimea F formati din 33
puncte pentru sistemul de calcul cu virgula mobila, ilustrativ cu
urmatorii parametri: =2, t=3, L=-1, U=2.

oo | ——
b | = ——
—
r
L
.

|
1
0

1
e
1
[
1
V]
1
—_
b | = ——

A
4
Fig.1.1. Sistemul de calcul F (2,3,-1,-2).

Multimea F nu poate reproduce oricat de detaliat structura
continud a numerelor reale. Mai mult, in general nu putem
reprezenta in calculator numerele al caror modul depaseste cel mai
mare element al lui F sau care sunt mai mici in modul decat cel
mai mic numar din F.

Mantisa m poate fi scrisa

m=4"(d,f" +d,7° +K +d,)
de unde rezulta, ca daca d;#0, atunci maximul marimii m este egal
cu 1-8 %, ce corespunde cazului m = g-1, =1, 2, ..., t; valoarea
minimala va fi 8 si se obtine pentru d, =1,d, =d, =K =d, =0.

Fie X un numar real care nu depaseste limitele mul{imii F si

X#0; in calculator acest numar este reprezentat de numarul cu
virguld mobila notat fl(X), a carui mantisa m, se obtine din mantisa

m a lui x rotunjind-o la t cifre (de aceea spunem ca precizia masinii
este t). Daca se efectueaza rotunjirea corecta atunci

Im-m.|<18™"
Eroarea relativa in fl(x) este
|f| (x) - X L g
i
deoarece |X|X_| X| = i A P v

Numirul &, =1 ""se numeste unitatea (de rotunjire a)
maginii. Efectudnd rotunjirea corectd, numarul fl(x) este cel mai
19



apropiat element de x, care apartine lui F. Daca se foloseste
rotunjirea prin taiere (se elimind compararea primei cifre
neglijate), atunci &, = 5" si fl(x) este cel mai apropiat element
din F, inferior lui x (vezi 1.4).

In afara de parametrul gy in practica sunt larg raspanditi
inca doi parametri o si A: cel mai mic element pozitiv si elementul
maximal al lui F. Pentru ilustrare vom analiza sistemul F(2, 3,
-1, 1). El contine numarul zero si toate numerele care au o
exprimare binara de forma

x=+0.1d,d, - 2°,

unde -1 <e <1 iar fiecare din cifrele d, si d3 este 0 sau 1 . prin
ori +1 ) si patru pentru reprezentarea partilor fractionare
(0.100, 0.101, 0.110 si 0.111). Multimea F consta din
2-1-4-3+1=25 de numere cu virguli mobila. In sistemul zecimal de
numeratie fractiile de mai sus pot fi scrise respectiv 1/2, 5/8, 3/4 si
7/8  (de  exemplu, fractia  binara  0.101  devine
121 +0-22+1-2° =1/2+1/8=5/8). Prin urmare in sistemul de
calcul F (2,3,-1,1) cel mai mic element pozitiv este egal cu
o=1/2-2"=1/4, iar cel mai mare element A=7/8-2"' =7/4. in
fig.1.2 sunt reprezentate numerele pozitive ale multimii F.

SM gM :%
.

sl

|
|

3
2

Al

]
|
3
> 1

=

|
1
1
0 4
Fig.1.2. Numerele pozitive ale sistemului de calcul F(2,3, -1, 1).

Parametrii o si A se reprezinta prin parametrii S, t, L si U
dupd cum urmeaza

c=p"A=p"1-5")
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Unitatea de rotunjire a masinii gy se mai numeste epsilon
al masinii 1 este cel mai utilizat parametru ce caracterizeaza un
sistem de calcul dat. Acest parametru ne dia masura de
«discretizare» a sistemului F care are loc pentru tot intervalul
numerelor nenule 1n virgula mobilad. Deci distanta dintre numarul X
€ F si numarul cel mai apropiat de el in sistemul dat nu e mai mica
decat au|x|/S si nu e mai mare decat gu|X| (numai dacd numarul X
nu este situat in vecinatatea lui zero).

Din fig.1.2 se vede ca in vecinatatea lui o distanta dintre
oricare doud numere cu virguld mobila este mai mica decat o. Prin
urmare aceste numere nu pot fi obtinute unul din altul prin
adunare. Ele pot fi capatate decat in calculul expresiilor aritmetice.

Un alt exemplu. Fie =10, t=6 si L= -100. Atunci su=10",
0=10"", Intre zero si o nu existd nici un numar ce apartine
sistemului dat, in timp ce intre o si 10 o sunt 899999 de numere
cu virgula mobila.

1.4 Aritmetica virgulei mobile si erorile de rotunjire

Pe multimea F, care o consideram un model al multimii
numerelor reale, se definesc operatiile aritmetice in asa fel incat
ele sa reproducd modul de efectuare al acestor operatii de catre
calculatorul electronic.

Fie x si y € F . Atunci suma lor exactd nu apartine, insa,
intotdeauna multimii F. In exemplul in care F este o multime
formatd din 33 de puncte si cu parametrii f=2, t=3, L=-1, U=2
(vezi fig.1.1 din 1.3) putem constata aceasta luand x=5/4 si y=3/8,
sau x=3/4 si y=7/8. In particular, in cazul al doilea vom avea

0.110-2°+0.111-2°=0.1101-2" (3/4+7/8=13/8)

Suma calculata nu apartine sistemului de calcul F deoarece pentru
reprezentarea partilor fractionare a ei sunt necesare patru cifre
binare. Prin urmare, operatia de adunare trebuie modelata ea insasi
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in calculatorul electronic cu ajutorul unei aproximatii a ei numita
adunare cu virgula mobila (pe care o vom nota cu @ ).

Daca x si y sunt numere cu virguld mobila iar numarul x+y
nu iese din limitele multimii F atunci ar fi ideal ca

X @y = fl(x+y)
Acest ideal este atins sau aproape atins de majoritatea
calculatoarelor electronice. In sistemul de calcul F din exemplul
considerat ne putem astepta ca 5/4 @ 3/8 este egal cu 3/2 sau cu
7/4 (deoarece ambele eclemente se afla la distantd egald de
5/4+3/8).

Diferenta dintre X @ y si x+y (pentru X, y € F) reprezinta o
eroare de rotunjire care se comite In cazul adundrii cu virgula
mobild. Proprietdti asemanatoare sunt adevarate si pentru celelalte
operatii aritmetice cu virguld mobila.

Revenind la exemplul dat de fig. 1 din 1.3 constatim ca
5/4+3/8 sau 3/4+7/8 nu apartine lui F din cauza repartizarii
elementelor lui F. Pe de alta parte, suma 7/2+7/2 nu apartine lui F
deoarece 7 este mai mare decat elementul maximal al lui F.
Incercarea de a forma o astfel de sumid atrage la majoritatea
calculatoarelor aparifia unui semnal de depagsire, dupa care
calculele se intrerup deoarece nu este posibil de dat o aproximatie
de sens pentru numerele care ies din limitele lui F.

Desi majoritatea sumelor x+y cu X € F, y € F, apartin ele
insele lui F, foarte rar produsul (exact) obisnuit x-y apartine lui F,
deoarece, de regula, el are 2t sau 2t-1 cifre semnificative . In afara
de aceasta, depisirea este mai probabild la inmultire. In fine, in
cazul inmultirii cu virguld mobila, este posibild aparitia unui zero-
masind, atunci cand pentru x#0 si y=0, produsul x-y este nenul dar
este mai mic, in modul, decat cel mai mic element pozitiv al lui F
(aparitia unui zero-masinad este posibild si in cazul scaderii desi
aceasta se Intampla foarte rar).

Operatiile de adunare si ITnmultire cu virgula mobild sunt
comutative dar nu sunt asociative; de asemenea nu este adevarata
nici distributivitatea.
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In continuare ne vom ocupa de erorile de rotunjire. Eroarea
de rotunjire reprezinta diferenta |fl(X)-X|, unde X este un numar real,
exponentul caruia apartine intervalului [L, U] iar fl(X) este numarul
cu virguld mobila ce semnificA numarul dat X in memoria
calculatorului. Pentru x#0 eroarea relativa in fl(X) se defineste
astfel
5(x) = [ fl(x)— X

X

si se indeplineste conditia

, daca are loc rotungirea prin trunchiere

o(X)<¢g, =41 . .
()< 2 > B daca are loc rotungirea corecta.
Intr-adevar, fie numarul intreg e, L<e<U si

ﬂe_l <x< ,Be
in intervalul [ﬂe"l, ,Be] numerele in virguld mobild sunt
repartizate uniform cu pasul 8. In cazul rotunjirii prin trunchiere
fl(x) se afla la departare de X ce nu depaseste marimea £ *" iar in
cazul rotunjirii corecte marimea £ e12 adica
et . - - -
,in cazul rotungirii prin taiere

() —x<<1 o .
109~ = B%" ,in cazul rotungirii corecte.

2

Deoarece x>4°*:

e—t
B oy |n cazul rotungirii prin taiere

e-1
sl P
L2 1 .
ﬂe_l :Eﬂ y pentrurotunglrea corecta.

Din cele de mai sus reiese cad rotunjirea prin trunchiere a
numerelor se efectueaza mai repede decit rotunjirea corectd. Insa
eroarea relativi este de doud ori mai mare. In afard de aceasta
eroarea rotunjirii prin trunchiere are permanent acelasi semn (opus
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semnului numarului dat) ceea ce in cazul calculelor masive poate
sa conduca la o acumulare rapida de erori. De aceea ar fi mai bine
sa se utilizeze rotunjirea corecta.

Pentru exemplificare vom analiza sistemul de calcul
F(10,4,-50,50). Numarului x=12.467 prin trunchiere 1ii va
corespunde numarul in virgula mobila fl(x)=0.1246-10° cu eroarea
relativa de rotunjire

&x)=0.007/12.467 ~ 0.00056 < £,=10°=0.001
In cazul rotunjirii corecte vom avea fl(x)=0.1247-10° si
&x)=0.003/12.467 ~ 0.00024 < £,=10"%/2=0.0005

1.5 Determinarea parametrilor unui sistem de calcul

Pentru inceput vom analiza principiile generale de realizare
a operatiilor aritmetice la un calculator. Fie doua numere nenule
reprezentate de numerele cu virguld mobila

x=mep°  si y=my-B%
La adunare si scddere numerele se aduc la exponentul cel mai
mare i apoi se aduna (scad) mantisele:
Joxty {(mX +m, . f7P9Y). 3P daca p>q,
(m,-p P +m)). % daca p<q.

Evident ca mantisa rezultatului poate deveni mai mare ca
unitatea dar Intotdeauna este mai mica decat doi. Dacd in urma
operatiei de adunare mantisa sumei depaseste unitatea, atunci
trebuie normalizata aceasta prin deplasarea ei cu o pozitie spre
dreapta, adaugand o unitate la exponent pentru a compensa

deplasarea.
Operatiile de inmultire si impartire se definesc astfel:
sz.y:(mx.my).ﬁmq,
;=X :ﬂﬂ(pfq),y 20,
y m
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adicd se Inmultesc (impart) mantisele numerelor X si Yy, se
normalizeaza rezultatul, oprindu-se t cifre la mantisa si la partea
exponentiala se aduna (scad) exponentii.

Dupa cum vedem, deoarece calculul se face cu un numar
anumit de cifre semnificative t, modul de rotunjire are o mare
importantd. De modul de rotunjire depinde parametrul & care
caracterizeaza exactitatea relativa a sistemului de calcul F. Acest
parametru poate fi definit ca cel mai mic numar pozitiv care
adaugat in sistemul de calcul F la unitate da in rezultat un numar
cu virguld mobila ce apartine din nou lui F si este strict mai mare
cal, adica

fl(1+eau )>1.
De exemplu, in sistemul de calcul F(10,4,-50,50) la rotunjirea prin
trunchiere sy =10°=0.001, deoarece
f1(1.+0.001)=f1(0.1001-10")=0.1001-10">1
si nu existd un alt numdr gy mai mic cu aceastd proprietate .
La rotunjirea corectd vom avea gy =0.005, fiindca

fI(1.+0.0005)=f1(0.10005-101)=0.1001-10">1 .

La majoritatea masinilor de calcul se folosesc instructiuni
speciale care determind modul de rotunjire. De aceea unul si
acelasi program poate da rezultate diferite in dependentd de modul
de rotunjire stabilit de translator. Un mare numér de compilatoare
genereazd programul obiect ca sd foloseascd tdierea. Acest tip de
rotunjire introduce o eroare mai mare decat regula obisnuita de
rotunjire, care, dupd cum s-a mai spus, foloseste mult timp de
calculator daca este aplicata la fiecare operatie aritmetica.

Pentru a afla care mod de rotunjire e folosit in programele
compilatoare este suficient sd calculam unitatea de rotunjire a

masinii ey. Daci &, ="', atunci masina de calcul genereazi
. e . y 1 . <
modul de rotunjire prin tdiere, iar dacd ¢, =E B - genereazi

modul de rotunjire corect.
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De retinut ca si ceilalti parametri (5, t, U, L, osi 1) pot fi
estimati direct la calculator utilizand tehnicile de programare
(software) ai acesteia. Programele si argumentarea algoritmilor
acestor programe poate fi gasitd in [8,15,17,24,33,37], lucrari la
care si-1 trimitem pe cititor pentru a afla si alte detalii.

Trebuie de mentionat importanta ordinii efectuarii
operatiilor aritmetice, deoarece intr-o aritmeticd a virgulei mobile
nu au loc legile asociativa si distributiva. Pentru unele sisteme de
calcul

(A+1.0)-A=A+(1.0-A)

Intr-adevir, fie de exemplu t=40 si f=2. Atunci (vezi [9], pag.30)
in cazul rotunjirii corecte

(2°9+1.0)-2°=2
in cazul rotunjirii prin taiere

(2°9+1.0)-2*°=0,
iar dacd vom muta parantezele, pentru orice mod de rotunjire, vom
avea

2%0+(1.0-2%=1.

Deci putem sintetiza ca operatiile aritmetice +, -, *, / se
realizeazd la calculatoarele numerice dupd cum urmeaza (prin X
este notat rezultatul exact al operatiei aritmetice):

1)daca o < |X| < A, atunci rezultatul operatiei se rotunjeste;

2) daca |X| < o, atunci rezultatul se anuleaza, adica apare
un zero-masina;

3) daca |X|>A, atunci calculele se intrerup si apare un
semnal de depasire.

1.6 Efectul erorilor de rotunjire

Erorile introduse de calculator in procesul de calcul sunt
erorile de rotunjire. Aceste erori se propagd de la o operatie
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aritmetica la alta. Felul in care o eroare se propagd depinde si de
algoritmul de calcul. Aducem cateva exemple ilustrative

1.6.1. Calculul mediei aritmetice

Media aritmeticd dintre doud numere a si b poate fi
calculata prin formulele :

a+b
C=—— 1.1
. 1D
a:a+b_7a (1.2)

Formula (1.1) necesita cu o operatie de adunare mai putin
decat formula (1.2) dar din punct de vedere al exactitatii nu este
intotdeauna cea mai buni. Intr-adevidr, fie cd calculele se
efectueaza intr-o aritmetica zecimala (£=10) a virgulei mobile cu
trei cifre semnificative (t=3) si fie a=0.596 si b=0.600.
Presupunem de asemenea ca are loc rotunjirea corecta. Atunci

0.596+0.600 1.20
c= = =0.600,

2
cu toate ca valoarea corectd a lui C este egala cu 0.598. Efectuand
calculele dupa formula (1.2), vom avea

c=0.596 + M =0.596 + £204 =0.598.

Este necesar sd mentiondm cd in exemplul dat in care inclindm
pentru formula (1.2) numerele a si b au acelasi semn.

S& consideram acum un alt exemplu in care t=4 si se
aplica rotunjirea prin taiere. Fie a=-3.483 iar b=8.765. Folosind
formula (1.1) obtinem

oo —-3.483+8.765 5.282

5 =2.641
si acest rezultat este exact. Calculul dupa formula (2) ne da:
c=-3483+ 2T 3EE 5485, 2220

=-3.483+6.120=2.637.
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Chiar daca s-ar efectua rotunjirea corectd rezultatul obtinut prin
formula (1.2) ar fi diferit de valoarea exacta, deoarece in acest caz
am avea €=2.642. Prin urmare, in exemplul de mai sus, unde a i b
sunt de semne diferite, vom prefera formula (1.1).

in concluzie, este necesar de-a ne folosi de una din
formulele (1.1) sau (1.2), in dependenta de semnele lui a si b: daca
sign(a)=sign(b) atunci c=(a+b)/2; in caz contrar c=a+(b-a)/2.

1.6.2. Evaluarea recurentd a unei integrale
Ne propunem sa calculdm urmatoarea integrala :
= j.x"ex‘ldx,n =12K
Integrand prin parti, ob!;ineom|

1
J'Xnex—ldx _ Xnex—l
0

1
- _[ nx"e*dx,
0 0

sau
l,=1-n-1_,n=23K

n

Pentru n=1 avem

i 1
l, = J'xex’ldx ==,
° €
Fie aritmetica virgulei mobile cu f=10 si t=6. Utilizand formula
de recurenta I, =1-n-1_,, obtinem [29]:
I, =0.367879, lg ~0.127120,
I, ~0.264242, I; ~0.110160,
I3 ~0.207274, ls ~0.118720,
1, ~0.170904, lg ~-0.068480,
Is ~0.145480,
Desi x"e* >0,Vx e [0,1] se observa ca pentru N=9 am obtinut 1,<0,
evident contradictoriu. Aparitia rezultatului eronat se datoreaza
algoritmului utilizat. Pentru explicarea acestui fapt notam cu E,
eroarea din I,. Atunci E; este eroarea din calculul 1/e=0.367879,
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deci Eq~ 4.412-107. Se vede din formula de recurenta ca E,= -2E;,
Es= -3E,=(-2)-(-3)E;=3!E; s.a.m.d. Calculand E, pentru n=9 vom
gasi Egx 91*4.412*10” ~0.1601, care este In mod evident mai
mare decat lg, intrucat valoarea exacta lg (cu trei cifre
semnificative ) este egald cu -0.06848+0.1601=0.0916. Se spune
ca algoritmul de calcul folosit este instabil.

Deci, se vede ca algoritmul constituie aici sursa erorilor.
Pentru inlaturarea acestui neajuns vom rescriec formula de
recurentd sub forma

|n71:1_ b h-23K
n
In acest caz eroarea din |, la fiecare pas se Inmultesc la factorul
1/n. Prin urmare, pornind cu Iy (N>1) am obtine Iy.1, In2,..., I3, |2
si eroarea de rotunjire s-ar micsora la fiecare iteratie. Despre astfel
de algoritme se spune ca au o stabilitate numerica. Pentru a
calcula valoarea initiala IN observém ca

I RSl
. n+1 n+1’
si deci

liml, =0.

Nn—o0
Alegand 120=0, se admite o eroare ce nu depdseste 1/21. Atunci
eroarea in lig nu va intrece (1/20)*(1/21) ~ 0.0024. Aceasta eroare
se va micsora pana la 4-10® in timpul calcului 115 si devine mai
mica decat eroarea de rotunjire. Rezultatele obtinute prin recurenta
inversa sunt urmatoarele [29]:

I20 0.0, l14 =0.0627322,
119 #0.0500000, 113 =0.0669477,
115 #0.0500000, 112 =0.0717733,
117 =0.0527778, 111 =0.0773523,
116 #0.0557190, 110 =0.0838771,
I15 ~0.0590176, lo =0.0916123.
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Deci este importantd alegerea corecta a algoritmului de
calcul. Un algoritm de calcul se numeste numeric stabil daca
aplicat unei probleme cu date initiale «usor perturbate» produce o
solutie care aproape coincide cu solutia exactd (solutia problemei
cu datele initiale neperturbate).

1.6.3. Exemple de sisteme rau conditionate

Fie sistemul liniar
5x—331y =5,
{6x—397y=7.
Rezolvarea se poate face folosind algoritmul dat de regula lui
Cramer

A= =332,y =

5 =33y 5 -331 5 5
6 -397, |7 -397 6 7
Solutia exacta a sistemului Xx=332, y=5. Daca se reia sistemul de
mai sus, admitdnd insa o variatie mica a coeficientului 5 de pe
langd X din prima ecuatie, adica
5.01x —331y =5,
6x—-397y =7,
acelasi procedeu de calcul ne conduce la solutia x= -111.7845...,
y=-1.7070.... S-a produs o catastrofd! Despre un astfel de sistem se

spune ca este rau (Sau prost) conditionat.
Un alt exemplu de sistem rdu conditionat :

X+2y =3,
{O.499x +1.001y =1.5.

Solutia exacta este x=y=1.0, ceea ce se poate verifica prin
substituire. Daca inlocuim ecuatia a doua a sistemului dat cu
ecuatia 0.5x+1.001y=1.5, atunci solutia devine x=3, y=0.

Sistemul de ecuatii

‘:5.
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14x+13y-66z =1,
12x+11y-13z =1,
11x+10y+4z =1,

admite o solutie unica x=1, y=-1, z=0. Inlocuim elementele din
partea dreapta a sistemului (1, 1, 1) cu 1.001, 0.999 si 1.001
respectiv. Atunci, lucrand doar cu trei cifre semnificative, vom
obtine X= -0.683, y=0.843, z=0.006.

In practicd solutia exactd nu se cunoaste, deci nu putem
avea certitudinea ca solutia aproximativa calculata este suficient de
aproape de solutia exactd. Acest lucru depinde, dupa cum se vede
din cele cateva exemple de mai sus, atat de algoritmul de calcul,
cat si de insusi problema considerata. Prin urmare, rezolvarea
numerica a unei probleme nu este o chestiune simpla, adica nu este
suficient sa facem niste calcule pentru a ajunge la solutia
problemei. Mai este necesar de a studia si de a face aprecieri,
privind conditionarea problemei si stabilitatea numerica a
algoritmilor de calcul.

1.7 Exercitii

1. Sa se calculeze eroarea absoluta si relativa a numarului «
daca se ia drept numar aproximativ X.=3.1416
2. Fie aritmetica virgulei mobile cu =10, t=4 si se aplica
rotunjirea prin taiere. S& se determine eroarea relativa a diferentei
X-y, daca
a) x=0.3258x10° si y=0.3257x10%

b) x:% siy=0.6665.

3. Presupunand cd@ lucrdm intr-o aritmeticd a virgulei
mobile data, sa se gaseasca eroarea relativa in calculul expresiilor
usiv:
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a) u :l_i si v:#,x;«to, X #-1
X x+1 x(x+1)
b) u=@1+x)?* si v=x*+2x+1;
X— 1
C) u= 1 V= , X = +1.
) x—1° (x+1)x* +1
Intotdeauna va avea loc u=v ?
3
4. Sa se calculeze x= a \2/6 , unde x=7.45+0.001,
c

b=50.46+0.02, ¢=15.440.03. Sa se estimeze ecroarea absolutd si
eroarea relativa.
5. Fie aritmetica virgulei mobile p=10, t=3 si rotunjirea
prin tdiere. Sa se calculeze integrala [1]:
1 n

I, = I X dx
o X+9
pentru n=1, 2, 3, 4, utilizdnd formula de recurenta
I n= % =3l n-1
6. Care va fi rezultatul In urma rularii urmatoarei secvente
de program [37] ?

X=0.0
H=0.1
DO 10 1=1.10
X=X+H
10 CONTINUE
Y=1.0-X
WRITE (6.20) X,Y
20 FORMAT (2E20.10)
STOP
END

7. Fie date trei sisteme de calcul cu virgula mobila in care
baza sistemului de numeratie =2, =8 si respectiv f=16. Cum se
reprezintd fractiile 1/2, 2/3 si 3/5 in aceste sisteme? Explicati
rezultatele obtinute in urma ruldrii programului [37]:

H=1./2.
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X=2./3.-H
Y=3./5.-H
E=(X+X+X)-H
F=(Y+Y+Y+Y+Y)-H
Q=F/E
WRITE(6,10) Q
10 FORMAT(1X,G20.10)
STOP
END
Pentru o initiere mai aprofundata in materialul prezentat in
capitolul de fata, recomandam lucrarile [2,15,16,17,22,37].
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CAPITOLUL I

Rezolvarea numerica a ecuatiilor algebrice
si transcendente

2.1 Introducere

In acest capitol este tratati problema rezolvirii ecuatiilor
neliniare de forma: f(x)=0, unde f(x) este un polinom sau o functie
transcendenta.

Daca f(X) este un polinom sau in urma unor transformari poate fi
adusa la forma polinomiald, ecuatia se numeste algebrica.

Exemple:

4x5—12x4+x3—2x+10:0;

X +1=x>-2.

Cea de-a doua ecuatie este tot algebrica, deoarece prin ridicare la
patrat si ordonare devine:
X —4x"—x+3=0.
O ecuatie algebrica In forma generala se va scrie:

n n-1
ax+a ,x +.+ax+a =0 (2.1)

cu n>1 si coeficientii reali a,a, .., a;a # 0.

Orice ecuatie algebrica (2.1) are exact n radacini, fiecare
radacind multipla fiind socotitd ca atatea radacini confundate cat
aratd ordinul ei de multiplicitate. Aceastda afirmatie poartd
denumirea de teorema fundamentala a algebrei si pentru prima
datd se intdlneste in lucrarile lui Girard si Descartes. Prima
demonstrare completa a acestei teoreme a fost datd in anul 1799 de
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catre Carl Gauss, unul din cei mai mari matematicieni germani din
secolul al XIX-lea.

Ecuatiile care nu sunt algebrice se numesc ecuatii
transcendente.

Exemple:

X —sin x-1=0; 2'“Ig (x+1)=0.

Rezolvarea ecuatiei f(X)=0 (algebrica sau transcendenta)
implica parcurgerea a doud etape importante:

1) separarea radacinilor, care constad in determinarea unui
interval [a, b], in care este situatd o radacina reala a
ecuatiei;

2) calculul aproximativ ai fiecarei radacini si evaluarea erorii
care s-a comis, considerand ca separarea deja s-a efectuat.

Sa presupunem, de exemplu, cd in intervalul [a, b] a fost

separata raddcina reald r pentru ecuatia respectiva. Atunci graficul
functiei f(X) intersecteaza axa absciselor in punctul x=r. In general,
prin raddacina aproximativa se intelege o valoare X_ suficient de

apropiatd de radacina exacta r. Cu alte cuvinte, trebuie sa avem:
X, —rl<e

unde >0 si suficient de mic.
Se poate defini o radacina aproximativa si altfel: numarul

s 4 J0) 1

Jxy)

v

O] a r X, b Syl @ r b

Fig. 2.1 Fig. 2.2
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X, cu proprietatea ca f(x,) este aproape de zero, adica
If(x)|<e,, €,>0.

Mentionam ca aceste doud moduri de definire a radacinii
aproximative nu coincid, dupa cum se poate vedea din fig.2.1 si
fig.2.2. Ecuatia f(X)=0 este echivalentd ecuatici C x f(X)= 0
oricare ar fi constanta C = 0. De aceea nu se recomanda de aplicat
ultima relatie pentru determinarea radacinii aproximative, deoarece

ea depinde in mare masura de scara functiei f(x).
In fig.2.1 valoarea lui |x,—r| este foarte mica, dar [f(x,)| nu

este apropiatd de zero. In fig. 2.2 [f(x)| este un numar foarte mic,
in timp ce X —r| este un numar mare. In general ar fi bine sa fie

satisfacute ambele conditii.

2.2 Separarea radacinilor

Separarea radacinilor poate fi efectuatda prin diferite
metode. In continuare vom prezenta metoda grafici si metoda
analiticd de separare a radacinilor unei ecuatii cu o singurd
necunoscuta.

Metoda grafica. Fie data o ecuatie f(x)=0. Construim
graficul functiei y=f(x). Abscisele punctelor in care graficul
functiei intersecteaza axa OX sunt radacinile ecuatiei. Aceste
radacini pot fi citite Intr-0 primd aproximare pe grafic si pentru

y=1tx)

’”1\ " ’”3\

Fig. 2.3

\4
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fiecare radacina poate fi indicat un interval in care se afla (fig.2.3).

Adeseori ecuatia data poate fi prezentatd sub forma:
¢(X)=g(x). Radacinile ultimei ecuatii sunt abscisele punctelor de
intersectie ale curbelor y=¢(x) si y=g(x) (fig.2.4).

y=g(x)

Fig. 2.4

Ecuatia f(x)=0 este un caz particular al ecuatiei ¢(x)=g(X),
si anume cazul in care g(X) este functia constanta zero. Graficul
acestei functii este axa OX, care are acum rolul curbei y=g(x).

Exemplu: Consideram ecuatia:

x3—BX—1=0
3
Graficul functiei y=x —3x—1 se vede in fig.2.5. Deci ecuatia

. SR DS

3 r.e(=2,-1),r,e(-1,0),re(l,2)
Ecuatia X —3x—1=0 poate fi pusa sub forma:
X =3x+1.
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y=x13x-1

i K 4]

Fig. 2.5

Atunci radacinile ei sunt abscisele punctelor de intersectie ale
] 3 .
curbei y=x cu dreapta y=3x+1 (vezi fig.2.6).
y A

y:jx—l'l
y=x?
K x
7 n 4] g
Fig. 2.6
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Observatie. In fig.2.7 se vede graficul functiei:

y:x3—1.5x2+0.5.

y A y A
y=(x-1)"
y=x"-1.5%+0.5
/ x> O »
05/ 0 1 /] =
Fig. 2.7 Fig. 2.8

Astfel ecuatia X3—1.5X2+0.5=0 are trei radacini: r1=—0.5, r2:r3:1.
In punctul r=1 axa Ox este tangenti la graficul functiei date. Se
spune cd r=1 este o raddcind dubla a ecuatiei considerate.

In general, daca in descompunerea functiei in factori apare
factorul (X—r)k sl nu apare o putere mai mare a lui gx—r), se spune
ca numarul r este o radacina multipla de ordinul k. In exemplul de
mal Sus avem:

X —1.5X +0.5=(x-0.5)(x-1) .

Ecuatia X —3X +3x-1=0 are o radacind tripla r=1

(fig.2.8), deoarece
x3—3x2+3x—1:(x—1)3.

In cursul de analizi matematici se demonstreazi ci un
numar r este o radacina multipla de ordinul k a unei ecuatii f(x)=0,
daca si numai daca f(r)=0 si primele sale k-1 derivate

f()=f"(r)=.. = (=0 i f “(r) =0.
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O radacind care nu este multipla se numeste radacind
simpla.

Metoda analitica. Se stie ca o functie continua nu trece de
la o valoare la alta fara sa treaca prin toate valorile intermediare.
Fie f o functie continud pe un interval inchis [a, b] si fie valorile
functiei f(x) la capetele acestui interval f(a) si f(b) sunt de semne
contrare (pentru a exprima ca valorile f(a) si f(b) sunt de semne

0 a b X a r,\ﬁ 5 K\ b
@ f1b)

Fig. 2.9 Fig. 2.10

contrare, se scrie f(a)f(b)<0. Atunci exista intre a si b cel putin un
punct r, astfel incat avem f(r)=0. In fig.2.9 si fig.2.10 se di o
justificare intuitiva a acestei afirmatii.

Conditia f(a)f(b)<O arata ca ecuatia f(X)=0 are un numar
impar de radacini (cel putin una) pe intervalul [a, b].

Conditia de continuitate a functiei f(x), dupa cum se vede
din fig.2.11, este esentiala in enuntul afirmatiei de mai sus.
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Daca f(a)f(b)>0, adica f(a) si f(b) au acelasi semn, aceasta

A

y4 y
Jb)
Ja)
— x St x
a 0 b~ 0 a r b
Jb)

inca nu inseamna ca ecuatia f(x)=0 nu are pe intervalul [a, b] o
radacina reala (fig.2.12).

In cursul de analizda matematica se demonstreaza, ca intre
mult o radacina reald a ecuatiei f(x)=0. Interpretarea geometrica a
acestei afirmatii este data in fig.2.13.

Y
Y
/ xL xL
0 r 0/\r r "
Fig. 2.13 Fig. 2.14

vvvvv

exista cel putin o radacina a ecuatiei f '(x)=0 (fig.2.14).
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Fie a<x,<x,<...<x,<b radicinile ecuatiei f '(X)=0, asezate

in ordine crescatoare. Sirul
f(a). f(x, ). f0%,). .- 7x,). f(0)
se numeste sirul lui Rolle.

Ecuatia f(X)=0 are atdtea radacini reale, cate variatii de
semn prezinta sirul lui Rolle. Intr-adevar, in fiecare interval

(@ X )y (X %,)5 e 5% g0 X, )y (X, D),
conform celor enuntate mai sus, se afla cel mult o radacina reala a
functiei, numai daca la capetele intervalului functia ia valori de
semne contrare.

De aici rezulta urmatorul procedeu de separare a
radacinilor unei ecuatii f(X)=0. Se scriu in ordine crescatoare
raddcinile derivatei, X;, X,, ... , x,, precum capetele a si b ale
intervalului dat, iar dedesubt valorile corespunzatoare ale functiei.

b

X a X, X, e Xy

00 | f@ | f0q) | o) | .. | fx) | f(b)

Daci la capetele unuia dintre intervalele (&, X,), (X;, X,), ... ,(X,, b)
functia f(x) ia valori de semne contrare (prezintd o variatie),
ecuatia are In acel interval o singura radacind; in caz contrar
ecuatia nu are in acel interval nici o radacina.
Exemplu. Fie ecuatia algebrica:
7 3 _2
f(x)=x —x —2x +3x—3=0.
. 3 .2 2 2 2
Derivata f'(x)=4x —3x —4x+3=4x(x —1)-3(x —1)=(x —1)(4x-3) se
anuleaza pentru X,=-1, X,=3/4, X,=1. Sirul lui Rolle este urmatorul

x | 2 | 1 | 3/4 1 2
fx) | 7 | 6 | 198 | -2 3

La extremitatile intervalului (-2, —1) functia are valori de semne
contrare, deci 1n acest interval ecuatia are o singurd radacind; in
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intervalul (-1, 2) situatia este aceeasi; la extremitatile intervalului
(-1, 3/4) si (3/4, 1) functia are acelasi semn, deci in acest interval
ecuatia nu are nici o radacina.

Prin urmare, avem doua variatii de semn, deci ecuatia propusa are

vvvvv

uuuuu

2.4 Metoda injumatatirii intervalului

Fie ecuatia
f(x)=0, (2.2)
unde functia f(x) este continud pe [a, b], are o singura radacina
reald in acest interval si f(a)f(b)<O.
Metoda constd in construirea recurentd a unui sir de
subintervale [a,, b, ] si a unui sir de puncte ¢, =(a,+b, ) /2, astfel ca

f(a )f(b,)<0 (2.3)
si
1
b, - &, :2—k(b—a). (2.4)
Fie a,=a, b,=b si c,=(a,+b,)/2 jumitatea intervalului [a,
b,]. Daca f(c,)=0, atunci c, este chiar rdddcina cautatd. Dacd nu,
atunci radacina realda se gaseste intr-unul din intervalele [ao' CO],

acolo unde functia ia valori de semne contrare la capetele
intervalului. Fie acesta notat cu [a,, b, ], unde

_ |Gy, daca  sign f(a,) =sign f(c,)
" |a,,daca sign f(a,) = sign f(c,)

b, = C,,daca sign f(b,) =sign f(c,)
" |b,,daca sign f (b,) = sign f(c,)
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Evident ca sign f(a,)=sign f(a,) si sign f(b)=sign f(b,) si
prin urmare f(a )f(b,)<0. Continudnd, se obfine succesiunea de
subintervale

[a, b]=[a,, b,]=[a,, b,]=[a,, b,]> ... o[a, b ]>..o
la extremitatile carora functia ia valori de semne contrare,

a, +hb,
C, =——=F
2

c.,daca sign f(a)=sign f(c,)

B _{ak, daca sign f(a )= sign f(c,)

b c,,daca sign f(b,)=sign f(c,)
“*"|b,,daca sign f(b,) = sign f(c,)

Se obtin astfel sirul {a } nedescrescator, marginit superior, si sirul
{b} nedescrescator marginit inferior. Trecand la limitd in
egalitatea (2.4), obtinem:

r=Ilima, =limb, (2.5)

k—o0 k—o0
Din (2.3) si (2.5) rezulti ci
lim 7 (a,) f(b) =[f (N) <0,

de unde concluziondm cd sirurile {a}, {b} si {c} sunt
convergente catre raddcina ecuatiei (2.2) si avem:

b-a
|Ck_r|S 2k+l '

In fig. 2.15. este ilustrat procesul de injumititire a
intervalului.

Fie €0 marginea superioard a erorii absolute, care se

admite. Daca ‘bk—ak|<28, atunci ¢, aproximeazd raddcina r cu

eroarea doritd, deoarece ‘ C, T | <e.
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Daca vrem ca precizia sa fie foarte mare (eroarea mica),

y A
_ |a=g, a=c, ~¢c X
0 r bl b:bg

Fig. 2.15. Metoda injumatatirii intervalului

atunci numirul k de injumatatiri creste. In cazul cind au fost
separate mai multe radacini, algoritmul expus anterior poate fi

Observagie. In programele de calculator operatia de
injumatitire se recomandd de scris astfel: c=a+(b-a)/2 . In
sistemele de calcul cu rotunjirea prin taiere formula c=(a+b)/2 ne
poate scoate in afara intervalului [a, b]. De exemplu, fie o
aritmetica a virgulei mobile B=10 si t=3. Atunci pentru a=0.982 si
b=0.987 vom avea :

c=(a+h)/2=(0.982+0.987)/2=1.96/2=0.980<a.

2.5 Metoda aproximatiilor succesive

Fie
f(x)=0 (2.6)
o ecuatie algebrica sau transcendentd care admite o singura
radacina reala in intervalul [a, b].
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Ecuatia (2.6) o punem sub forma echivalenta:

X=@(X). (2.7)

Rescrierea ecuatiei (2.6) sub forma (2.7) se poate face utilizand
deferite artificii de calcul.

3
Exemplu . Ecuatia X —2X—9=0 poate fi scrisa:
3

X =X —%-9, x=3/2x+9,
2X+9
X= 2 y X = 9 i
X x>—2

Plecand de la o valoare initiala arbitrara X,e[a, b], generam
sirul x,_conform regulii:
X~ 0(%), k=0,1,2,..., (2.8)

adica X, = 0(X,), X,= 0(X,), ..., X, = 0(X,_,), ---.
Sirul definit mai sus prin relatia (2.8) se numeste sir de

iterare .
Sa presupunem ca exista |!im X, =Tr. In acest caz se spune
—0

ca sirul de iterare este convergent si converge catre r.

Daca ¢(x) este o functie continua, atunci avem:
r=1limxc, = lim o(x) = ¢(r),
k—>o0 k—>o0

deci limita r este chiar radacina ecuatiei (2.7).

Din punct de vedere geometric, raddcina reala r este
abscisa punctului de intersectie a curbei y= ¢(x) cu dreapta y=x.
Modul cum sirul aproximatiilor succesive
Xor Xp v s X e conduce spre solutia exacta este ilustrat in fig.2.16
si fig.2.17 (in functie de forma curbei y=¢(X)).
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Fig. 2.16 Fig. 2.17

Daca graficul functiei ¢(x) are forma din fig.2.18 sau din
fig.2.19, atunci sirul de iterare {x,} nu converge citre radicina

cautata, deci sirul este divergent si se spune ca metoda diverge.

v =

X 7 X, X
ojlr x X X, 0 % 270

Fig. 2.18 Fif. 2.19

Deci sirul de iterare poate fi divergent chiar daca X, se

alege oricat de apropiat de radacind. O conditie suficientd de
convergenta este datd de urmatoarea teorema.
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Teorema. Fie functia ¢(x) definitd pe intervalul [a, b] si
o(X)e[a, b] pentru Vxe[a, b] . Daca functia ¢ este derivabila si
derivata sa ¢ satisface inegalitatea \go‘(x)|s a<l, oricare ar fi

~~~~~

putem forma sirul de iterare X, X,, ... X,,... dupa regula (2.8), astfel
incat x, €[a, b] pentru k=0, 1, 2,... si acest sir converge catre
radicina r. In plus eroarea este evaluati prin

a

k
|Xk_r|S |Xk_Xk-1|31iC_a|X1—Xo|, k1.

l1-o
Demonstratie. Datorita faptului ca ¢(x)€[a, b], Vxe]a, b],
rezultd cad @(a)>a si p(b)<b. Punem g(x)=¢(x)—x. Atunci g(a)=0,
g(b)<0 si deoarece g(x) este continud, rezulta ca exista cel putin un
punct refa, b], astfel incat g(r)=0, adica r este radacina ecuatiei
initiale (2.7) in intervalul [a, b] . Sa consideram acum diferenta:
X, =X )-o(r).
Aplicand teorema lui Lagrange, se obtine:
X — T = @)X 1), & X h).
Deoarece
| @) | <0, Vxela, b],
avem:
I, rl<alxrl.
Atunci, pentru orice k>0, avem:
[t | <t x-r].

[t <a? [ x 1.

% rl<a™ Ixrl.

k+1
Din ultima relatie rezulta ( fiindea 0<a<1):
limx, =r,

k —o0
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Dar Eim X = ¢(£im X.) , intrucat functia ¢(X) este continua. Prin
—>00 —®

urmare, r=g¢(r).

Sa aratam ca radicina astfel obtinutd este unica. Intr-
adevar, fie s o alta radacina a ecuatiei (2.7) in intervalul [a, b]
. Atunci s=¢(s). Evaluam diferenta:

r-s=¢(r)-p(s)=¢'(€)(r-s), &e(r, s)cla, b].
(r-s)[1-¢'(€)1=0,

Deci

de unde rezulta ca r=s.
Pentru a analiza cum se propaga eroarea in calcule vom
scrie:

X 1T X = Xt g%y )=0N=X X0 (B 1), Ee(X 4, 1)

Datorita inegalitétii din enunful teoremei, se obtine:
[ rl<Ix x| +alx -rl,
Sau

|X—X

rlect x|

k-1 _1—0l

| x
Prin urmare:

| X T B o(X,_)—o(r) | <al X, T |< % | XX, .

Teorema este demonstrata.

Deci, pentru rezolvarea ecuatiei (2.6) prin metoda
aproximatiilor succesive va trebui sd o aducem, in prealabil, la
forma (2.7), alegandu-l pe ¢(X) in mod special, ca sa se satisfaca
conditia de convergenta.

Exemplu. Fie data ecuatia:
3
X —2x—9=0.
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Prin metoda graficd sau prin metoda analitica se stabileste
ca ecuatia admite o singura radacina reala in intervalul (2, 3).
Rescriem ecuatia sub forma echivalenta:

x=3/2x+9

Pentru a verifica conditia de convergenta, calculam derivata:

T T
3 3 (2x+9)2

Conditia de convergentd |¢'(x)|<1 este indeplinita

pentru intervalul (2, 3) si deci sirul de iterare este dat de

Xk+1=3~/2xk+9, k=0, 1,2, ...

cu valoarea initiala (de start) Xo€(2, 3).
De remarcat ca daca am fi rearanjat ecuatia initiala
X ~2%-9=0
in felul urmator: x=Xx>-x-9 si deci am fi folosit sirul de iterare:
X, =X —X —9, atunci metoda aproximatiilor succesive diverge,
conditia suficientd de convergenta nefiind indeplinita:
()] =[3x*-1>1], ¥ x &2, 3).

Din teorema demonstratd mai sus rezultd ca pentru
determinarea radacinii aproximative X, cu eroarea >0 procesul de

calcul il vom opri cand

|X Xk‘<s.

E k1
Acest criteriu pentru terminarea calculelor necesitd aprecierea
parametrului subunitar o, care nu se cunoaste, in mod general,
apriori. In 2.5 ne vom ocupa de examinarea altor criterii de stopare
in metodele iterative de rezolvare a ecuatiilor algebrice si
transcendente.
In incheiere remarcim cd metoda aproximatiilor succesive
se utilizeazd cu succes si pentru studiul aplicatiilor numite
contractii in aga-numite spatii metrice.
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2.5 Criterii de oprire in metodele iterative

In metodele iterative oprirea procesului de calcul se face
prin trunchierea sirului de iterare {X } la un indice m, astfel incat
termenul X sd constituie aproximatia satisfacdtoare a radacinii
exacte. Definirea apropierii radacinii aproximative X, de radacina
exacta r este o chestiune delicata si e departe a fi perfecta.

Presupunem ca radacina simpla r a ecuatiei f(x)=0 este
izolata intr-un interval [a, b]. Vom deduce o estimare a erorii, care
sa fie independenta de metoda de rezolvare a ecuatiei considerate.
Fie functia f(x) continua si derivabila pe intervalul [a, b] si fie

m=min | f'(x) | >0, xe(a, b).
Aplicand teorema lui Lagrange, se obtine:
fx )-f(N)=(x,—1) (€), Ee(x, ncla, b],
de unde rezulta
[ ()
oo

Aceasta relatie evidentiaza, In primul rand, ca daca | f'(r) |
este mic, atunci ‘f(xk) | /m este mare si perturbatii slabe in X, pot
produce perturbatii mari In radidcind; in acest caz se spune ca
problema determinarii lui r este rau conditionata. Pentru ilustrare a
se vedea fig.2.2 din paragraful 2.1. In al doilea rand, daca dorim si
determinam radacina r cu eroarea prescrisa €>0 am putea opri
iteratiile de Indata ce

[ xrl<

| £(x) [ <em,

ceea ce presupune cunoasterea majorantei m a derivatei f'(x).

Deoarece derivatele, in caz general, sunt greu de estimat,
inclinam sa facem cateva iteratii in plus, decat sa folosim
formulele de mai sus sau alte formule complicate de evaluare a
erori.

In practica, rezolvand problema la calculatorul electronic,
putem folosi urmatorul criteriu de stopare. Fie

| f(Xeer) | <e1, (2.9)
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unde 81>0 si este suficient de mic; de exemplu, 81:,/5M ,

unde ¢, este unitatea de rotunjire a calculatorului. Atunci
putem termina iteratiile §i accepta X, ca radacina
aproximativa, daca

| Xg+1—Xk | <&y, R (2.10)
Aici £,>0 si se alege, astfel incat g,>¢,. In cazul cand se verifica
inegalitatile (2.9) si (2.10) cantitatea |x x| este, de regul, o
buna estimare a lui |Xk—r ‘ . Mentionam ca in practica cel mai des

este utilizat in calitate de criteriu de oprire a algoritmului cel care
verifica doar inegalitatea (2.10) cu €,>0 si suficient de mic. Pentru

aprofundarea problemelor acestui paragraf recomandam referintele
[15,17,20].

2.6 Metoda lui Newton (metoda tangentei)

Fie ecuatia algebrica sau transcendenta f(x)=0 care admite o

Y A Y A
Ao/y=flx,)
x?-3=0
4,
0 X X
r X, /% Xo 0 / X
Fig. 2.20 Fig. 2.21
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singura radacina reald r in intervalul [a, b]. Sa presupunem in plus

ca derivatele f'(x) si f''( X) pastreaza un semn constant pe intervalul

[a, b]. Ducem in punctul A, (fig.2.20) tangenta la curba y=f(x).
Punctul x; in care tangenta intretaie axa OX ne da o valoare

aproximativa a radacinii. Deoarece

. e f(x
X =XP si f(xo)zﬁ.

vom avea:
f '(XO) p=f(X0).
Prin urmare, abscisa punctului de intersectiec a acestei
tangente cu axa Ox este
f
X=X y(XO) :
f'(xo)

Consideram punctul de coordonate A (x;, f(x)) si

construim tangenta la curba in acest punct. In mod analog ca mai
sus se arata ca

f
Xzle_ﬁ'
f'(x)
Procedeul se va repeta in mod asemandtor. Se obtine
metoda tangentelor definitd de urmatoarea formula de iterare:

f (xi)
+ :X _’—l kzol 1! 2! e (2-11)
k+1 "k f (Xk)

Aceastd metoda se mai numeste si metoda lui Newton.

Exemplu. Sa aplicam metoda Iui Newton la calculul J3.

. .2 . .
Pentru aceasta scriem ecuatia X —3=0 (fig.2.21). Formula de iterare
a lui Newton este 1n acest caz

Xi —3
2Xk ,

X1 =X

Sau
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3
Xk

).

1
Xer1™ E (i +

Alegénd Xx,=2, obtinem:
X,=1,75; X,=1,732; x,=1,7320508.

Se observa ca avem o convergenta rapida a sirului X}s Xpy o

citre +/3 . Acest lucru nu este intAmplator. Analizdm cazul general.
Fie dat a>0 si sa se gaseasca radacina ecuatiei:
2

X —a=0.
Atunci
2
Xk—a X a
Xk = Xk — =—+—
2 Xk 22X
si

2
X a Xk — Ja
Xk+1—\/a=—k+——\/_=M,
2 2 Xk 2Xk
ori, utilizand eroarea relativa:

Xk+1_\/a_(£j Xk—‘/a 2
Ja o 2% Ja

Astfel, in cazul rezolvirii ecuatiei x*—a=0, putem spune ci
fiecare iteratie in metoda lui Newton, in mod aproximativ, ridica
eroarea la patrat. Deci numarul cifrelor zecimale (sau binare)
corecte aproape se dubleaza, la fiecare iteratie. Acest rezultat este
adevarat si in cazul rezolvarii ecuatiilor scrise in forma generala.
Se mai spune ca metoda lui Newton este cu convergenta patratica
sau cd este o metoda de ordinul al doilea.

Teorema. Fie functia f(X) definita si de doua ori derivabila
pe [a, b]. Presupunem ca exista m>0, M<ox, astfel incat
f(x) |2m>0, | f'(x)|<M<oc, ¥ x €[a, b]
si refa, b] este radacina ecuatiei f(X)=0. Atunci sirul de iterare
determinat de relatia (2.11) converge catre r daca aproximatia
initiala X este aleasd intr-o vecinatate a radacinii r. Eroarea este
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estimata de relatia: ,
|xmf¢|sc|x(¢\.

Demonstratie. Se observa ca metoda lui Newton este un
caz particular al metodei aproximatiilor succesive cu functia:

O(X)=X— f}x).
f'(x)
Se verifica imediat ca r=¢(r) si ¢'(r)=0. Deci putem afirma ca intr-
o vecindtate a raddcinii r se indeplineste conditia |¢'(X)| < a <1.

Rezultd ca sirul (2.11) converge (catre radacina r), daca
aproximatia inifiald X este aleasa suficient de aproape de radacina.

Pentru a analiza viteza de convergenta se evalueaza
diferenta:

_ f(Xk)|: 1 f! —N—(f _f
x| |f'(xk)|| (x) O = 1) = (f (x) = T ()]

Prin aplicarea repetata a teoremei de medie a lui Lagrange, tinand
seama de conditiile din enunt, rezulta:

L ' 1
<T@ EDN =

unde

|Xk+l_ r| =X~ T

fE) | x| [xrl,

&1=r+91(xk—r), a2=§1+92(xk_§1)l Ogel’ OZS]' '
Avem
‘ Xk+1_r | SC | Xk_r ‘ 2, C =w
m

si teorema este demonstrata.

O dificultate in aplicarea metodei lui Newton (si in general
a unei metode iterative) o reprezintd alegerea aproximatiei initiale
X, Sa presupunem, de exemplu, ca se rezolva ecuatia arctg Xx=0

(fig.2.22).
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VA
+1/2
-x;xo+8 ; xoj-cg, x*
—n/2
Fig. 2.22

Alegem ca aproximatie initiala punctul X,e[1,39; 1,40] .
Atunci tangenta dusd in punctul (X,, f(x,)) va trece prin punctul de
abscisd -X, si apoi tangenta dusd in (-, f(-X,)) trece prin x,. in
acest caz, sirul X incepe sd "cicleze". Se numeste zona de
convergenta a radacinii r mulfimea tuturor aperxima‘;iilor initiale
X, pentru care sirul iterativ {X } tinde catre r. In fig.2.22 zona de
convergen{a a radacinii r=0 este intervalul (-x +¢, x;—¢). Alegerea
aproximatiei initiale in afara zonei de convergentd a radacinii
dorite nu permite sa gasim aceasta radacina (putem insd nimeri,
eventual, in zona de convergenta a altei radacini).

A .. .3 - o qw s es
In cazul ecuatiei X —x=0 zona de convergentd a radacinii

V5 5

r=0 este intervalul deschis (—?, ?) (fig.2.23).Pentru

vom avea X1:_X X2=—Xl= XO’ X;=X,=—X, ... , un sir care

0’ 3 "2 0
"cicleaza". Daca oni\/§ /3, atunci f '(X)=0 si deci tangenta la

curba data in aceste puncte este paralelda cu axa OX. Alegand
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aproximatia initiala X0<—\/§/ 3, vom avea cd sirul iterativ {X}
tinde catre radacina r=-1; alegand XO>\/§/ 3, se asigurd

convergenta citre ridicina r=1. In practici se recomandi de a
alege valoarea aproximativd inifiald X, astfel ca

f(x,) "(x)> 0.

y a
., 5
-1 5 3 / .
X
[ 5 !
3 5
Fig. 2.23

Aceasta alegere a punctului de start asigurd aplicarea metodei lui
Newton, dupa cum se observa din fig.2.20-fig.2.23.

Drept criteriu de oprire al iteratiilor poate servi urmatorul:
itertiile se intrerup atunci cand ‘Xk+1—xk| si (sau) ‘f(xkﬂ) | devine
mai mic decat €0, o eroare maximd pe care o fixdm pentru
determinarea radacinii.

Am vazut ca in cazul radacinilor simple (f '(r)=0) metoda
lui Newton are gradul doi de convergenta. Daca r este o rddacina
multipla, atunci convergenta sirului {x } este liniard.

. - . 2 < ae - <

Exemplu. Fie datd ecuatia X =0 cu radacina dubla r=0.
Potrivit metodei lui Newton putem scrie:

Xk+1 = X Xﬁ = L X
kil = Xk~ T 4 Xk
i 2x« 2
Prin urmare
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| x

=L x|
e T _E X1

Daca se cunoaste gradul de multiplicitate a radacinii, atunci
putem accelera convergenta sirului construit prin metoda lui
Newton. Daca r este o radacind multipla de gradul p, adica

FO=Fm)=... =" =0, £ =0,
se recomanda de a efectua calculele conform formulei de iterare:
f ()
u=xXk—-p——%, k=0,1
X1 =Xk — P fl(Xk)

2.7 Metoda secantei

In metoda lui Newton fiecare "pas" necesiti calculul
valorilor functiei f si ale derivatei f' in punctele X, Exista functii

pentru care calculul valorilor derivatei este dificil sau aproape
imposibil, de exemplu, cdnd nu se cunoaste expresia analitica a lui
f, ci este definita cu ajutorul unui tabel de valori. Pentru astfel de
functii pentru care derivatele se evalueaza greu, o alegere mai buna
este metoda secantei.

Metoda secantei se deduce din metoda Iui Newton,
inlocuind derivata:

f —f
f'(Xk) ~ (Xk) (Xk—l) )
Xk — Xk-1
Obtinem:

= ) X1 k=1, 2, ... 2.12
AT ) (212

Pentru startul iteratiilor in metoda secantei sunt necesare de
doud aproximatii inifiale X, si X,. Valoarea X, este abscisa

punctului de intersectie dintre secanta
X=X __ Y= f (%)
X1~ Xk f (Xk—l) — f (Xk)

58



care trece prin punctele (x,_,, f(x, ) si (x,, f(x)) si Ox (fig.2.24);
de aici si denumirea metodei.

y A

— 1 r X+l X Xkt X

Fig. 2.24. Metoda secantei

Un criteriu de oprire a algoritmului, dupa cum am stabilit in
2.5, este ca s fie verificate inegalitdtile:
| f(%,1) | <€, | X1 %k | <¢,, €2¢,>0.
Daca se cunoaste
m= min|f'(x)|>0
xe[a,b]

si dorim sd determindm radacina cu eroarea &>0, vom
intrerupe calculele cand ‘f(xk) | /m<g. In cazul cand se stie si
constanta

M =XT[§,>§]|f (X)| <00

calculele le vom opri, daca
M
_|Xk+1 — X "Xk - Xk—1| <é&,
2m

ceea ce garanteaza inegalitatea | Xics1—T l<e.
Sa studiem in continuare viteza de convergentd a metodei
secantei, presupunand ca se indeplinesc conditiile: f(r)=0, f'(r)=0,
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jar f'( X) sunt functii continue si pastreaza un semn constant pe
intervalul [a, b]. Pentru aceasta se dezvolta functia f(x) in serie
Taylor in vecinatatea punctului X=r:

F(X) = F(r)+ (x—r) F/(r)+ =) zr) () + .

Notam prin € =X T g =X, g =X T In dezvoltarea Taylor

k-1
VoM pune SUcCesiV X=X 1 §i X=X, , apoi o trunchiem dupd termenul

al doilea (tinand seama ca f(r)=0):

2
f(xes) = g T'(1) + 87 f(r),

2
f(x) =~ e f'(r) +% f"(r).

Inlocuind in formula de iterare (2.13), obtinem:
2
Lo 0+ 5 £ (0= 22)

22 )
(gk _gk_l) f '(r) +% f ”(r)

Ek = &k —

sau
1 f'(r)
Ek+1 ™ 2 f ( )Ekgkfl'
Deci putem scrie:
1f(r
Xy —r=ax, —rnNx.,-r,a== > (( )) (2.13)

Relatia de recurenta (2.13) o vom pune sub forma:
a B
X, ,—r=a (X))
unde « si furmeaza a fi determinate. Substituind aceasta forma in
(2.13), vom obtine (pentru demonstratie vezi [18,27]):

2

ap=1, p[—p-1=0. (2.14)

Se va lua numai radacina pozitivd a ecuatiei patrate (2.14),
deoarece numai ea garanteaza convergenta sirului {X }. Prin

urmare, pentru metoda secantei vom avea:
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1B B
X, ~r=a  (XT)
unde g = %(\/E +1) ~1.62, 1/5:0.62.

In metoda lui Newton (vezi paragraful 2.6) =2 si deci
metoda lui Newton converge mai repede decat metoda secantei. Pe
de altd parte, metoda lui Newton reclamd necesitatea evaludrii
functiei si a derivatei sale, iar metoda secantei necesitd numai
calculul functiei. De aceea la aceeasi cantitate de operatii in
metoda secantei se poate face de doud ori mai multi "pasi" si deci
se poate obtine radacina cu o precizie mai inalta.

Sa observam ca la fiecare pas nou In metoda secantei se
calculeaza o singura valoare noua pentru functia f. Formula (2.12)
se mai poate pune sub forma:

Xk T Ox) = xk f(xua)
Xk+l - ’

f(xi) = (xc)

care nu se recomanda la programare, deoarece daca f(x,) f(x, ,)>0
atunci poate avea loc o neutralizare a termenilor.

$LXAX

2.8 Rezolvarea ecuatiilor algebrice

Consideram ecuatia algebrica
n n-1
P.(X)=ax+a x +.+a, x+a,=0, (2.15)
unde coeficientii 8, a,, ,, ..., & sunt reali, a >0.

2.8.1 Proprietatile ecuatiilor algebrice

Fara a putea rezolva ecuatia algebrica (2.15) se poate stabili
cate radacini are ecuatia, unele relatii intre coeficientii polinomului
P (X) si radicinile ecuatiei (2.15) etc. In cele ce urmeazd vom

aduce unele dintre aceste proprietati:
1. O ecuatie algebrica (2.15) de gradul n are exact n
radacini (printre care pot fi atat reale, cat si complexe),
fiecare raddcind multipla fiind consideratd ca atatea
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radiacini confundate cat indica ordinul ei de

multiplicitate.

2. Intre coeficientii ecuatiei algebrice (2.15) si
radacinile el OF PRI & exista relatiile (formulele
lui Viéte):

an

r+r+.4+r =—
1 2
" an

G P g GRS N ,

r1r2r3+rlr3r4+...+rn72rn71rn: — )

n dp
rr,..r=-1) o
n

3. Radacinile complexe ale ecuatiei algebrice (2.15) cu
coeficienti reali sunt conjugate doud cate
doua.(Numarul a-ib, i:\/—_l, se numeste
conjugatul lui a-+b).

4. Daca o ecuatie algebrica (2.15) cu coeficienti
rationali admite ca rddacind un irational patratic
m#./p(m, neQ, nz0, peN), ea admite si
conjugatul sau, m-n \/6 , ca radacina.

5. Ecuatia algebricd (2.15) de ordin n par si cu a,<0

6. Radacinile reale si complexe ale ecuatiei algebrice
(2.15) sunt situate in inelul circular R1<|X‘<R2,
unde
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Ri=— T Ry=l+ T max lau

1 0<k<n—1
1+~ max|ay |
|ao 1<k<n
Aceste si alte proprietati ale ecuatiilor algebrice sunt tratate
in manualele de algebra superioara.

2.8.2 Schema lui Horner

Schema lui Horner constituie un procedeu efectiv de calcul
al valorii unui polinom si al derivatelor lui.
Consideram polinomul de gradul n:

_ n n-1
P.(X)=ax+a X +..+ax+a,,
Pentru stabilirea schemei lui Horner se transcrie polinomul

astfel:
P (X)=aptx(artx(azt ... + x((@n-1+ xan) ... ).

Deci putem afla valoarea acestui polinom in punctul X=g,
calculand succesiv marimile:

bn=an,

bnfl :anfl +éjon:anfl +‘5&a‘n y

bn72 :anfz +éjo n-1 :an72 +§(anfl +§a‘n) !

b,=a,+b,=a,+&a, +..+&@a, ,+&a )...)=P ().

Aceasta schema de obtinere a sirului finit {bj} se numeste
schema lui Horner. Ea necesita cel mult 2n operatii aritmetice. Se
demonstreaza, ca in cazul general, cand toti coeficientii
polinomului dat P_(x) sunt diferi{i de zero, nu existd o schemd mai
eficienta de calcul, decat cea a lui Horner.

Catul Tmpartirii lui P, (X) la x-& este dat de polinomul

P ,(x) de gradul n—1 cu coeficientii b, b, , ..., b :
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n-1 n-2
P ,(¥)=bx +b x +.+bx+b,,
adica
P.(0)=(x-&P ,(x)+P (&)
Ultima relatie ne da:
R.(x) - PF.($)
P =0 nos,
n—1(X) X — 5

Trecand la limita in aceasta identitate, obtinem:

PP, (9

Prin urmare, cu ajutorul lui P_ (x) putem calcula valoarea
derivatei polinomului P (x) in punctul x=¢. Valoarea derivatei de
asemenea se obtine cu ajutorul schemei lui Horner:

Cn:bn:an’
Cn 1:bnfl +§Cn:anfl +2an é:’ )
Cn72 :bnfz +§Cnfl :anfz +2 anfl ‘§+3 an éj !

Procedeul poate fi continuat obtinandu-se valorile oricarei derivate
a lui P_(x) intr-un punct fixat x=¢.
Pentru usurinta calculelor coeficientii polinoamelor
P,P K,P"

se pot determina cu ajutorul schemei concise a lui Horner.
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Schema concisa a lui Horner

an an—l an—z a2 al ao
y U U IR U
R ) R A S
U/
b b, b, b, b, bo':pn(g)
U U U U U
(O) gcn acn—l N aCC:; &CZ
U v/ v/ by /
C, C . C c, ¢ =1/11P'
- A ©
Sn n-1 s = 1 %
o o
A x P ")
U
S
U n—lz _ n
0 (n=D)!

2.8.3 Metoda lui Newton

Fie datd ecuatia algebrica
n n-1
P.(X)=a x+a , X +.+ax+a,=0,
cu coeficienti reali.
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Vom folosi metoda lui Newton pentru a determina o
radacind reald a ecuatiei date. Sirul de iterare Newton (vezi
paagraful 2.6) devine:

X =x — Pl s
P'n(Xk)
Valorile lui Pn(x) si Pn'(x) in punctele fixate X, k=0, 1, 2, ..., se
calculeaza cu ajutorul schemei lui Horner (vezi 2.8.2):
b =a
n ns

bj:aj+xkbj+l, j=n-1, ..., 0,
P.(x)=D,,
c.=b,
cj:bj+xkcj+l, j=n-1,...,1,
P' (x)=C,.

Prin urmare, expresia sirului de iterare va fi

bo
X =X k=0, 1, 2, ... (2.16)

1
Cu ajutorul acestei metode pot fi calculate toate radacinile
reale ale ecuatiei algebrice date. Intr-adevar, fie r radacina

(simpla) obtinuta prin metoda lui Newton (2.16). Atunci
P.(X)=(x-r)P._,(¥).
Deci pentru a gasi o altd radacind reald, avem ecuatia
algebrica de gradul n—1:
n-1 n-2
P _,(X=b x +b_,x +..+b,x+b=0.
Ultima ecuatie o rezolvam reludnd metoda lui Newton si schema
lui Horner dupa cum s-a aratat anterior. Astfel se calculeaza toate
radacinile reale.

Aceastd metodd pentru determinarea radacinilor reale ale
ecuatiilor algebrice se mai numeste metoda iterativa Birge-Victe
(vezi[16]).
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Exemplu [30]. Sa se calculeze3 radacina reald a ecuatiei:
P,(X)=x —x-1=0
utilizand X =1.3.
Folosind schema concisa a lui Horner, se obtine:

+ 1 0 -1 -1
0 1.3 1.69 0.897
-1 13 0.69 0103 = b, = P (1.3)
0 1.3 3.38
[ 1 26 4.07=c =P" (1.3)
x =% -2 =13 79198 _; 55
(6]
+ 1 0 -1 -1
0 1325 1755625 1001203
_[ 1 1325 0755625 0.001203=b,=P,(1325)
+ 0 135 351375
[T 265 4.267=c,=P" (1.325)
X, =% — 2 =1305 - 0001203 _ 3947181
C1 4.267
+ 1 0 -1 -1
0 132471 1154878 1.0000004
8
_[ 1 132471 0154878 0.0000004 = b, =
8 P,(1.324718)
| 0 13471 4109756
8
_[ 1 264943 4 264634=c, = P'(1.324718)
6
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_bo _y 3p471g 0:0000004 _, 12179

X3 =X,
C 4.264634

Deci, una din rddécinile reale ale polinomului P,(x) este

r,=1.324718 cu sapte cifre semnificative corecte.
2.9 Alte metode numerice
Consideram o ecuatie algebrica sau transcendenta

f(x)=0.
Presupunem ca am stabilit printr-un mijloc oarecare ca ea are o

Metoda coardei este o variantd a metodei secantei, in care

y b y A B
A
0 Xt X r x
a r = b *aAV X1 b’
Fig. 2.25 Fig. 2.26

se alege coarda care trece prin (a, f(a)) si (x (f(x)) sau (b, f(b)) si
(x,(f(x,)), unde se alege capatul a sau b, daca f(a) f(x,)<0 sau f(b)
f(x,)<0. Figurile 2.25-2.28 arata toate cazurile posibile.
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y A B y ALA

Vk
o
=

a
st b a X \\r
A B

Fig. 2.27 Fig. 2.28

Ecuatia dreptei care trece prin punctele A si B este:
y—f(a) _f()-f(a)
X—a b-a
Pentru a calcula abscisa punctului de intersectie a coardei
AB cu axa Ox punem y=0 si deci

x =a-f(a)

b-a
f(b)-f(a)’
Ssau
_ af (b) —Dbf (a)
CfO)-f@)
Punctul x, imparte (@, b) in doud intervale (a, Xl) si (Xl,b).
Din (a, Xl) sl (Xl,b) este ales acel interval la extremitdtile caruia

functia f(x) are semne contrare si procedura se repeta in mod
analog. Concis, formulele de iterare a metodei coardei pentru
generarea sirului de aproximatii ale lui r, plecand de la aproximatia
inifiald X, se scriu astfel:

b— Xk
=x.—f —_— =a, k=0,1,2, ... 2.17
Xk+1 = Xk (Xk) f(b)— f(Xk) Xo=a ( )
sau
— =~ Xp=b, k=0,1,2,... (2.18
Xk+1 = (Xk) f(Xk)— f( ) 0 ( )
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In dependentd de forma functiei pe intervalul [a, b] se
va alege una sau alta din formulele de iterare a metodei
coardei. Fie intervalul [a, b], astfel incat derivata a doua f
"(X) sd pastreze acelasi semn cand X variaza de la a la b, adica
curba este tot timpul convexa sau tot timpul concava. Daca

f'(x) f'(x)<0, Vxe[a, b],
(vezi fig.2.25 si fig.2.26), atunci se aplica formula (2.18). In caz
contrar (vezi fig.2.27 si fig.2.28) se va aplica formula (2.17).

Aceastd metoda se mai numeste si regula falsei pozitii.

Avantajul metodei coardei este ca ea produce un sir care,
pentru functiile continue, este intotdeauna convergent (spre
deosebire de metoda secantei sau metoda lui Newton). Dupa cum
se vede din fig.2.25 - fig.2.28 convergenta sirului construit prin
metoda coardei catre radacina ecuatiei nu este rapida. Deci metoda
coardei este o metoda buna de start, dar nu trebuie utilizatd in
vecinatatea radacinii.

In metoda lui Newton gradul de convergenta este patratic,
adica eroarea la fiecare iteratie este proportionald cu patratul erorii
de la iteratia anterioard. Pentru metoda secantei gradul de
convergentd este aproximativ egal cu 1.618. Metoda coardei in
general, este de ordinul intdi. Se demonstreaza, in ipoteze foarte
slabe, ca nici o metoda iterativa care foloseste doar o evaluare a
functiei la fiecare pas nu poate avea ordinul doi de convergenta.

O metoda de ordinul doi care la fiecare pas foloseste doua
evaludri pentru functie, dar nici una pentru derivate, este metoda
lui Steffensen:

—y . f(x) _
S T 1 T B

Exista si alte metode de ordin superior (vezi [36]), adica
metode 1n care sirul de iterare sa tinda mai repede catre radacina r
decat sirul Newton sau Steffensen.
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Metode de ordinul trei de convergenta:

f(x) :
Fx) (%)
21'(x)

Xip = X —
(%) -

Xiq = X

) [, T %)
Pl 2120¢) |

Metode de ordinul patru de convergenta:

f(xk)f*(xk)—;f2(xk)f"(xk)

(%) - f(Xk)f’(Xk)f"(Xk)+é F2(%) (%)

Xn = X —

IICO IR CHLECHIN
f(x)  2f7°(x)

RO LA IRACY)
L6100 2F%(x) )

X1 = X

2.10 Exercitii

1. Sa se separe radacinile reale ale ecuatiilor:
5"~ 6x—3=0;
X —C0s X =0;
x*+3x°-3=0.

2. Presupunem ca exista un interval [a, b], astfel incat f(a)
f(b)<0 si in intervalul [a,b] functia este continua, iar
ecuatia f(X)=0 admite solutic unica. Care este numarul
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maximal de injumatatiri al intervalului dat pentru a
obtine solutia cu eroarca data €>0?
Consideram ecuatia f(x)=0, unde

F(x) = (x+1)?-1, daca -1<x<0,
—(x-1)%+1daca 0<x<1,

Indicati zona de convergenta a metodei lui Newton. Ce
se intampla daca se alege Xo=—2/3?

Sa se calculeze 3\5 cu gatru zecimale, aplicand
metoda lui Newton ecuatiei X™—3=0. Sa se scrie formula

generald pentru calculul %/; .
Sa se calculeze o radacina reald a ecuatiilor:

X-2x°—4x+7=0, xe(-1,0),
lg(2x +3)+2x-1=0, xe&(0, 0.05),

aproximatiilor succesive si metoda lui Newton. Sa se
compare rezultatele.

Sa se determine conditia necesara si suficientd pe care
trebuie sd o satisfacd numerele p si ( pentru ca ecuatia
X3+pX+q=0 sd aiba o radacina dubla.

. Sa se arate ca sirul Newton pentru determinarea
radacinii ecuatiei 1/x—a=0 este convergent, dacd se
alege xo, astfel incat l1-axo |<1. Si se caluleze 1/12,
alegand xo=0.1. Ce se Intimpla daca se alege Xp=1?

. Sa se rezolve ecuatia algebrica x3—2x2—4x+7:O,
utilizand metoda Birge-Viiite.
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CAPITOLUL Il

METODE NUMERERICE iN ALGEBRA LINIARA

3.1 Elemente de analiza matriceala
3.1.1. Vectori si matrice

Un tablou dreptunghiular de mxn numere reale asezate pe
m linii si n coloane:

se numeste matrice. numerele a; se numesc elementele matricei.

Matricea  se mai poate reprezenta simbolic astfel:
Az(aij), i=12,..,m; j=12,.,n, sau A=(aij)mn. Vom spune cd
matricea A este de dimensiune mxn. In cazul cind m=n,
matricea se numeste pdtratd de ordinul n si se noteaza A= (aij )n.

Daca m=n, matricea se numeste rectangulara (dreptunghiulara).
O matrice 1xn se numeste vector linie, iar o matrice nx1 este un
vector coloand.

Un sistem ordonat de n numere reale se numeste vector n-
dimensional. Un vector se reprezinta printr-o matrice cu o singura
linie sau o singurd coloani. In lucrarea de fatd prin vector vom
intelege intotdeauna vector-coloana:
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Vom nota prin AT matricea transpusd (matricea obtinuti
din cea data, transformand liniile in coloane si coloanele in linii):

8 8y 8y . Ay
8, 8p 83 .. Ay
T

A =lag 8y 8 . A

In particular, transpusa unui vector coloani x este un vector linie:

T
X = (X, X peeey X, )
Matricea A se numeste matrice simetrica daca A=A", adica

Multimea tuturor vectorilor n-dimensionali (n natural,
fixat) se numeste spatiul liniar n-dimensional si se noteazi cu R".

Suma matricelor A si B, ambele de dimensiuni mxn, este
o matrice C de dimensiune mxn cu elementele ¢; =a; +b; ..

Produsul a doua matrice se defineste numai in cazul cand
numadrul coloanelor primului factor este egal cu numarul liniilor
celui de-al doilea factor. Astfel, daca A=(a&jj)mn si B=(Di)np ,
atunci C=AB, unde C=(Cj;)mp si

Cij ZZaikbkj,i =12K  m; j =12K, p.
k=1

Consideram doi vectori x,y€ R". Ca un caz particular,
vom obtine:
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y
XY = (X0 X X ) | 78 (= XYy XYy o XY,

Y,
) XY: XY, XY,
' XY XY, o XpY,

T X2

Xy = '(yl'yZ""’yn): X5y XY, XY
B
Xnyl Xnyz Xnyn

x'y se numeste produsul scalar al vectorilor x,ye R"si se
mai noteaza (X,y) sau <x,y>.

xy' se numeste produsul diadic al vectorilor x,ye R"; este
o matrice patratd de ordinul n si se mai noteaza astfel: >Xx,y<.
Pentru orice vectori din R" au loc proprietatile:
L (xy)=(y);
2. (x+y.2)=(x.2)+(y.2);
3. (axy)=a(xy); (@a€R);
4. (x,x)=> 0; (x,x)=0 atunci si numai atunci cand x=0.
Produsul scalar este comutativ. In caz general pentru
matrice A-B=B-A

Orice matrice patrata se poate Tnmulfi cu ea insasi:
A-A=A% A2 A=A%: AT A= A™
Au loc inegalitatile:
1. (A-B)C = A(B-C), legea asociativitatii,
2. A(B+C)=AB+AC, legea distributivitatii la
stanga,
3. (B+C)A=BA+CA, legea distributivitatii la
dreapta,
4. a(AB)=(cA)B=A(cB),xeR.
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3.1.2. Norme de vectori si matrice

Norma unui vector X € R"este un numar real, notat |x|, cu
proprietatile:
1. [x|=0pentruorice x e R"

2. ||x|=0daca si numai daca x =0

3. |lex| =|e|x| pentruorice xe R" six e R.

4. ||x+y|<|x|+|ly| pentruorice xsi y € R".
Pentru orice vector x € R" se definesc normele:

n
= S
n 1/2
i, = %)

[.. = max

1<i<n

|-
Ele satisfac proprietdtile din definifia de mai sus a normei. Norma
|X|, se numeste si norma euclidiand. Ea provine din produsul

[}, =vx%)

si generalizeaza notiunea de lungime a vectorului.
Au loc urmatoarele inegalitati:

scalar:

.. <[l < nlix]...

Xl <Ix], < Vnlx],.

o, <[], </l
Exemplu. Fie x=(1,-2,-3)". Atunci

x|, =6. 4], =14 si[], =3.
Oricare ar fi x,y € R"avem:
06y <11,
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Aceastd relatie se numeste inegalitatea lui Schwarz Cauchy
Buniacovski.

Unghiul dintre doi vectori x,y din R" se defineste prin
formula:

cosf = M
[ [1y1;
Doi vectori x,y din R" se zic ortogonali daci (x, y)=0.
Pe multimea matricelor patrate se poate introduce o norma
||A|| in sensul definit mai sus pentru vectori. Mai importante $i mai

utilizate sunt insd normele matriceale definite astfel:
| A = mex]Ax

X|=1
Aceasta norma satisface urmatoarea conditie:

|A-B] <]A-[&]

oricare ar fi matricele A si B.
Daci in plus, oricare ar fi vectorul X € R" avem:

Ax| < | Al

se zice ca norma matriceald este compatibila cu norma vectorialda
sau subordonata normei vectoriale.
Normele:

n

A, = max > fay)

j=1

n

|Al, = rax Z‘aij‘;
=

1
sunt norme matriceale compatibile cu normele vectoriale |x| si

-
Numarul A se numeste valoare proprie a lui A daca exista
un vector nenul x e R", astfel incat Ax = Ax.
Multimea valorilor proprii ale matricei A formeaza spectrul
lui A si se noteazi cu o(A).
Raza spectrala a lui A se defineste prin relatia:
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p(A)=max|4].

AEG(A)

Norma matriceald subordonatd normei euclidiene ||X|| , este:

AL, = plATA).

In aplicatii se utilizeaza des urmatoarea norma:

non 1/2
_ 2
|Al- —[ZZ%J '
i=1 j=1
numitd norma lui Frobenius, care insd nu este subordonatd unei
norme vectoriale.

Prin | vom nota matricea unitate:

1 0 .. 0

01 .. 0
| =

0 0 .. 1

Oricare ar fi matricea A avem IA=AI=A. Matricea A se
numeste inversabild dacd existd o matrice, notatd cu A, astfel
incat ATA=AAT =1,

Daca HA” <1 atunci matricea I-A este inversabila si

(1A =1+A+ A2+ A’ +

~ 1
(1-A<——:.
=4
Pentru ca matricea I-A sa fie inversabila este suficient ca:
lim A" =0.

n—o0

unde 0 este matricea nula (0 matrice cu elementele egale cu zero).
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3.1.3. Matrice speciale

O matrice patrata de forma:

d, 0 0 .. 0
0 d, 0 ..0
D=[0 0 d, 0

0O 0 0 .. d
se numeste matrice diagonala. Astfel de matrice se mai noteaza:
D = Diag(d,,d,,...,d, ).
Matricea A se numeste inferior triunghiulara (superior
triunghiulara) daca elementele sale satisfac relatiile:
a; =0 pentrui<j(i>j)i j=12...n.

Matricele inferior triunghiulare se noteaza de obicei prin L, iar cele
superior triunghiulare prin U; de exemplu:

-1 00 4 2 1
L= 2 3 0 U=/0 3-7
7-4 5 0 0 6

Matricea A se numeste tridiagonala daca elementele sale
satisfac relatiile:

a; =0 pentrufi—j|>1, i j=12..,n.

Astfel:
a; a,0 0 K O
a,, a, a, 0 K 0
0 a,, a,, a,, K O
A= 32 33 34
I<a‘n—l,n
0 0 K 8,4 An

O matrice Q se numeste ortogonala daca:
Q'Q=QQ" =1 sau Q"=Q".
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Imediat se verifica ca
(Qx)'Qy=x"y, pentruvxeR",
|Qx|2 = ||x||2 pentruvx e R",

0, =1 oA, =|AQl,=[|Al, pentruva

Prin urmare, matricele ortogonale pastreazd produsul scalar,
lungimea vectorilor si norma matricelor.
Exemplu.

cosd —siné + 4 ([cos@ sin@
Q=| . , Q =Q7=
—sind cos@ —sin@d cos@
Matricea Q roteste orice vector cu unghiul @, iar matricea Q' il
roteste in directie inversa cu unghiul -6.

Matricea obtinutd din matricea unitate prin reordonarea
coloanelor ei se numeste matrice de permutare si se noteaza P. De

exemplu:
01
01
P= , P=/0 O
5 o

O matrice de forma uv', unde u, veR", se numeste matrice
de rangul intdi. Matricele |+auv', unde o este un scalar, se
numesc matrice elementare. Matricea

2uu’
2
Jul
se numeste reflector sau matricea lui Householder.
Se verifica usor ca matricele P si H sunt ortogonale.
Identitatea Sherman-Morrison-Woodbury. Fie x,yeR" si
presupunem ci matricea A este inversabild. Matricea A+xy' va fi

inversabild atunci si numai atunci cand 1+ y" A™*x #0. In plus:
A—leT A—l

1+y" A

O matrice A simetrica se numeste pozitiv definita daca

H=1l , uz0,ueR"

(A+xy™) =A"—
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(Ax,x)>0 pentruV x=0,xeR".

Elementele de pe diagonala principalda a matricei pozitiv
definite sunt pozitive. Pe diagonala principald se afla si elementul
maximal (in modul) al unei matrice pozitiv definite.

Exemplu. Matricea

1 -1
A=
este pozitiv definita, deoarece
1 -1)x
(AX, x)=x"Ax = (x, - xz)(_1 2}[)(1 ] = X2 —2XX, + 2X% =
2

=(x,—X%,) +x2>0 pentru ¥x =0.

3.2 Sisteme_de ecuatii algebrice liniare

Consideram sistemul de ecuatii algebrice liniare
X FapX, +ot 3y X, =Dy

Ay, X, + 8y X, + .o+ 3y, X, =D, 3.1)

X =b

nn“'n n

A% +a,X, +...+a

Acest sistem poate fi scris sub forma matriceala:

Ax =h.
unde
& &y e Ay b, X
A — aZl a22 a‘2n b — b2 X = X2
anl an2 ann bn Xn

A rezolva sistemul de ecuatii dat inseamna a determina un

vector x" e R" care satisface egalitatile (3.1).
Oricare ar fi sistemul de ecuatii liniare exista trei si numai

PR
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1. Sistemul de ecuatii are o solutie unica. In acest caz se
spune ca sistemul (3.1) este compatibil determinat. De exemplu,
sistemul:

X, + X, =2
{le -X,=1
este compatibil determinat cu solutia X; =x; =1. In fig. 3.1 este
data interpretarea geometrica a sistemului considerat, din care se
vede cd dreptele X, =2—-X i X,=-1+2X se intersecteaza
numai intr-un singur punct.

X4

Fig. 3.1 Interpretarea geometrica a sistemului compatibil
determinat

2. Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii. Despre
astfel de sisteme se spune cd sunt compatibil nedeterminate. In
fig.3.2 avem interpretarea geometrica a sistemului:

X +X, =1
2X, +2X, =2
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care are o infinitate de solutii; aceste doud solutii descriu una si
aceeasi dreapta X, =1-X,.
X2 A

Fig. 3.2 Interpretarea geometrica a sistemului compatibil
nedeterminat

3. Sistemul de ecuatii nu are solutii, adica este
incompatibil. De exemplu, sistemul:

X, +2X,=2
2X, +4x, =7

nu este compatibil. Dreptele x, =1—%x1 si X, :2—%& (vezi

fig. 3.3) sunt paralele.

Fig.3.3 Interpretarea geometrica a sistemului incompatibil
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Daca matricea A este nesingulara (det A=0Q), atunci

oricare ar fi vectorul beR" sistemul Ax=b este compatibil
determinat. Solutia sistemului poate fi scrisa sub forma:

X" =A"h.
unde A este inversa lui A.

Inversarea matricelor este o operatie costisitoare (vezi de
ex., [2]) care trebuie evitatd in practica. In calitate de exemplu
ilustrativ consideram “sistemul” dintr-o ecuatie cu o singurd
necunoscuta:

7x=21.
Mijlocul cel mai bun de rezolvare a acestei probleme este
impartirea:
X" = 21 3
7
Aplicarea matricei inverse ne-ar duce la:
X" =7"x21=0.142857 x 21 = 2.99997.
Al doilea procedeu necesita cu o operatie aritmetica mai mult si da
un rezultat mai putin precis. Acelasi lucru, dar intr-un mod mai
pronuntat, este adevarat si in cazul rezolvarii sistemelor cu multe
ecuatii. De aceea relatia (3.2) trebuie interpretatd doar in sensul de
exprimare a faptului cd X este solutia unici a sistemului Ax =D,
dar nu si ca o cale de obtinere a acestei solutii.

Dupa cum se stie din matematica elementara, sistemele de

ecuatii liniare pot fi rezolvate prin formulele lui Cramer:

x.*:%, A = det(A), Ai:zn:A“.bj, i=12..,n,
j=1

A; fiind complementul algebric al lui a; .

Metoda de rezolvare a sistemelor prin formulele lui Cramer
din punct de vedere practic ramane inutilizabila, deoarece cere un
numar mare de operatii aritmetice, si anume este necesar sa se
calculeze n+1 determinanti (A,A,,...,A,) si sda se efectueze n

impartiri. Pentru calculul unui determinant sunt necesare (n—1)xn
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inmultiri si (n—1) adundri. De exemplu, rezolvarea unui sistem cu

20 de ecuatii prin formulele lui Cramer presupune efectuarea a
19%x 2021 inmultiri. S-a apreciat cd daca am executa aceste
inmultiri la un calculator electronic de viteza 10° operatii pe
secundi ne-ar trebui aproximativ 3x10° ani!

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare sunt de doua tipuri: metode directe si metode iterative.

Metodele directe constau in transformarea sistemului Ax=b
intr-un sistem echivalent pentru care rezolvarea este cu mult mai
simpla. In metodele directe solutia exactd se obtine dupa un numar
finit de operatii aritmetice elementare (adunare, scadere, inmultire,
impartire si radacind patratd) si acest numar de operatii este de
ordinul n®. Subliniem ca solutia exactd se obtine in cazurile
(ideale) in care erorile de rotunjire sunt absente. La fiecare operatie
elementara efectuatd de calculator avem o eroare de rotunjire si
prin urmare metodele directe In caz general furnizeazd doar o
solutie aproximativa. Metodele directe se utilizeaza pentru
rezolvarea sistemelor nu prea “mari”, de dimensiune n <200 .

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare printr-o metoda

iterativa inseamna construirea unui sir de vectori X(k), k=01...
(pornind de la un vector x ales arbitrar) convergent catre solutia
sistemului considerat. In metodele iterative, de obicei, o iteratie

necesitd efectuarea unui numir de ordinul n® operatii aritmetice.
De aceea metodele iterative se utilizeazd pentru rezolvarea

sistemelor “mari”, de dimensiune n>10> (in cazul asiguririi unei
viteze sporite de convergentd pentru o alegere a aproximarii

initiale adecvate). Trunchierea sirului {X(k)} are loc la un indice m
astfel incat x™ constituie o aproximatie satisfacatoare a solutiei
<&, unde &£>0 este

*

cautate X*  (de exemplu, Hx(m)—x*

eroarea admisa).
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3.3 Metoda eliminarii a lui Gauss

Metoda elimindrii a lui Gauss consta in a aduce sistemul
initial la un sistem echivalent avand matricea coeficientilor
superior triunghiulara. Transformarea sistemului dat intr-un sistem
de forma triunghiulard fara ca sd se modifice solutia sistemului se
realizeaza cu ajutorul urmatoarelor trei operatii de baza:

1. rearanjarea ecuatiilor (schimbarea a doud ecuatii intre

ele);

2. inmultirea unei ecuatii cu o constanta (diferita de zero);

3. scaderea unei ecuatii din alta si inlocuirea celei de a

doua cu rezultatul scaderii.

Exemplificam aceastd metoda pentru urmatorul sistem de
ecuatii liniare:

2% + X, + X3 =1,
4X, + X, =2,
—2X +2X, + X3 =1.
Putem elimina necunoscuta X, din ultimele doua ecuatii,

inmultind prima ecuatie respectiv cu factorii:
a4 a; —2

' Hay

Hoq
a; 2 a, 2
si scazand-o din ecuatia a doua si apoi din ecuatia a treia.
Obtinem astfel sistemul echivalent

Coeficientul a, =2 din prima ecuatie se numeste elementul pivot

al primului pas de eliminare, iar linia corespunzatoare se numeste
linie pivot.
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In mod analog putem elimina necunoscuta X, din ultima

ecuatie. La pasul al doilea elementul pivot este a;2 =—1. ecuatia
8, _
22

a treia. Deci se obtine sistemul de forma triunghiulara:

— =-3 si o0 scadem din ecuatia

a doua o Inmultim cu g4, =

22X, + X, + X3 =1,
— X, —2X; =4,
—4x;, =-4.
In continuare se determini necunoscutele incepand cu
ecuatia a treia: X; =1; inlocuind rezultatul obtinut in ecuatia a

doua vom obtine pe X, =2; in sfarsit din prima ecuatie avem

X, =-1.

Sa generalizam aceastd metoda. Fie dat sistemul de ecuatii
liniare:

Ax=D. (3.3)
unde A=(a;),, XbeR", detA=0.

Sa presupunem ca a,, # 0; daca a;, =0 se aduce elementul
nenul din prima coloand pe locul (1,1), permutand ecuatiile
respective ale sistemului. Primul pas constd in eliminarea
necunoscutei x din ecuatiile sistemului incepand cu a doua,
multiplicand ecuatia intaia cu raportul:

= i=23 .0

&
si scizand rezultatul obtinut din ecuatia i pentru Vi > 2.
Obtinem in acest caz sistemul echivalent:

APx =p?, (3.4)
cu coeficientii:
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a =af, j=12..n
a?=0, i=23..,n;
al? =al) - pal, i, j=23..n

b® =p®, @ —p®_ b0 j=23..n.

Mai sus s-a notat ai(jl)=aij; i,j=12,..,n si bY=b:i=12,..n.

Prima ecuatie a sistemului (3.4) coincide cu prima ecuatic a
sistemului (3.3). In continuare se repeta procedeul de mai sus
pentru eliminarea necunoscutei x, din sistemul (34) s.a.m.d. La

pasul k se obtine sistemul:

ARy = p)

unde
ay af K afi, al K a b
0 af K af, af K af bf?
KKKKKKKKKKKKKKKKKKK M
A=lo 0 K ali, afy Koaly [ib¥=| bl
0 0 K O al) K al by
KKKKKKKKKKKKKKKKKKK M
n k
0 0 K O al) xk an b

Elementele al* ale lui A% si b ale lui b se calculeazi

recursiv prin formulele:

ai(jk‘l) ,pentru  i<k-1,
ai(jk)z 0 , pentru i>k,j<k-1,

al — i -all  pentru ik, j2Kk,

unde
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ik-1
Hix )
tall,
iar
) b ,pentru i<k-1,
"V — g, b pentru ik,

Dupd n pasi necunoscuta X, , va fi eliminatad din ultima

ecuatie, obtinandu-se un sistem cum matricea superior
triunghiulara:

aY% +a%,+ K +allx, + K +a¥x =bY,

a?x,+ K +aZx + K +ax =b?,
KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

al + K +al¥x =b,
KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK
a'x, =h".

Acest sistem se rezolva incepand cu ultima ecuatie cu
ajutorul procesului de eliminare inversa care se poate descrie
astfel:

- B,
"l Mt Ay,
- Zn:aﬁjk)x
X, = J':(kk+)1 , k=n-2,n-3K ,21.
a'kk

Metoda eliminarii a lui Gauss prezentata mai sus presupune
ca elementele pivot trebuie sd fie diferite de zero. Daca la
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efectuarea pasului k elementul pivot al) = 0, atunci cel putin unul
din celelalte elemente din coloana k si din liniile k+1,k+2,...,n este
nenul; in caz contrar matricea A ar fi singulara (det(A)= 0).

Permutand ecuatiile sistemului putem aduce pe locul (kk)
elementul nenul si, deci, este posibil sa reludm eliminarea.
Consideram un exemplu simplu:

0 3\ X 0
2l
Evident, nici o multiplicare a primei ecuatii nu poate fi utilizata
pentru a elimina pe X, din ecuatia a doua. Schimband ecuatiile
intre ele cu locul, obtinem:
2X, + X, =4.
{ 3x, =0.
un sistem sub formd triunghiulara, care se rezolva imediat prin
eliminarea inversa: x, =0, X, =2.
Analizdm un alt exemplu:
0.000100x, + x, =1,
{ X +X, =2
cu solutia exacta X, =1.00010, x; =0.99990.. Vom utiliza o
aritmeticd a virgulei mobile cu =10 si t=3: se pastreaza in
calcule numai trei cifre zecimale semnificative si presupunem ca

rezultatul se rotunjeste corect. Aplicind metoda elimindrii a lui
Gauss obtinem sistemul:

0.000100x, + X, =1,
—10000x, =-10000.
Din ultima ecuatie avem X, =1.000 care inlocuita in prima ecuatie

ne da x =0.000, evident un rezultat eronat. S-a produs o
catastrofa de calcul! Permutand ecuatiile intre ele, avem sistemul:

90



X +X, =2.
0.000100x, + X, =1.

si metoda eliminarii lui Gauss 1l transforma in:

X +X, = 2.
X, =1.
cu solutia X, = x; =1.00.

Prin urmare, daca un element pivot este exact egal cu zero
sau chiar aproape egal cu zero, din motive de stabilitate numerica,
trebuie sa efectuam rearanjarea ecuatiilor.

Exista doua strategii de alegere al elementului pivot pentru
a preveni ca influenta erorilor de rotunjire s devind catastrofala.
Prima strategie se numeste pivotare partiald si constd 1n
urmatoarele: la pasul k pivotul se ia egal cu primul element
maxim in modul din coloana kK subdiagonala a lui AW:

k k
‘aSk)‘ = Mmax ai(k )‘

k<i<n

si se permuta liniile K si r.

O alta strategie de permutare constd in pivotarea completa
(totald); se schimba liniile K si r (r=k) si coloanele k si s, (5>k)
astfel incat pivotul aﬂj) obtinut dupa permutare sa coincida cu
primul element maxim in modul din submatricea delimitata de
ultimile n-k linii si coloane ale lui Ak

a.(.k)‘.

2 (

rs

= mMax

k<i, j<n

Matricea A se numeste diagonal dominanta daca
n
lay| > Z‘aij‘, i=12K ,n.
i=1
j#i
Fie A o matrice simetrica si diagonal dominanta. Dupa primul pas
de eliminare gaussiana matricea A® devine:

o
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unde submatricea A: este de asemenea diagonal dominantd. Se
poate demonstra ca procesul elimindrii in cazul matricelor
diagonal dominante nu depinde de alegerea elementului pivot. Nu
este necesard pivotarea i in cazul cand matricea A este pozitiv
definita.

Putem estima numarul de operatii aritmetice in metoda

elimindrii lui Gauss. Procedura de eliminare a necunoscutei X;
cere n(n—1)=n*—n operatii aritmetice. Eliminarea necunoscutei
x, necesitdi k(k—1)=k*—k operatii. Prin urmare procedura
directa cere urmatorul numar de operatii aritmetice:

N, =(n*—n)+K +(k* —k) +K +(1* 1) =

nin+)(2n+1) n(n+l) n°—n
_Zkz Zk (Cn+) _nind) _
2 3

Procesul de ellmlnare 1nversé se efectueaza cu mult mai

repede. Necunoscuta X, se afla cu ajutorul unei singure operatii

2

(impartirea la elementul pivot); calculul X, , cere doud operatii
(impartire — scadere si apoi impartire) s.a.m.d.; pasul k necesita
numai k operatii. Prin urmare eliminarea inversa necesita

3 n(n+1)
= Z k = =
k=1
de operatii aritmetice.
Multi ani s-a crezut ca metoda elimindrii lui Gauss este

optimd in sensul ca orice altd metodd directd de rezolvare a
3

. . ce e e . n ..
sistemelor din n ecuatii liniare necesitd cel putin ?opera;n

aritmetice. In momentul de fata se cunosc metode in care numarul
de operatii este redus la Cn“ (2<a<3). Aceste metode se
bazeaza pe un rezultat remarcabil obtinut in 1971 de cétre A.
Schonhage si V. Strassen care au aratat ca , teoretic, inmulfirea
poate avea o complexitate numai cu putin superioara adunarii. Nu
ne vom opri aici asupra acestor metode. Pentru a arata ca metoda
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lui Gauss nu este optima sa examinam algoritmul lui Strassen de
multiplicare a doua matrice.
Fie de exemplu,

Az(au aﬂ} Bz(bu blz}
a21 a22 b21 b22
Algoritmul lui Strassen (vezi, de exemplu, [18], pag.47) se bazeaza

pe identitatea matriceala:
C D
AxB= ,
E F
unde:

C= (au + a22)(b11 + bzz)+ azz(_ bu + bZl)_ (au + aiz)bzz +
+ (a12 - a22)(b21 + bzz)’
F= (311 + a22)(bll + bzz)+ a11(b12 ) (a21 + a22)bll +
( a,+ aZl)(bll + blz)'
D= all(b12 - 22) (au + a12) 221

E= (a21 + a22)b11 + azz(_ by, + b21)-

Astfel, pentru a obtine produsul a doud matrice este
suficient de a efectua sapte inmultiri si 18 adunari. Daca am
multiplica matricele in mod traditional, ne-ar trebui opt inmultiri.
In exemplul de mai sus nu s-au concretizat elementele matricelor A
si B si nu s-a utilizat proprietatea de comutativitate a produsului.
Prin urmare elementele a;; , bj; pot fi considerate matrice si avem o
procedura de multiplicare a matricelor de orice dimensiune n. Fie

n=2", m — natural; in caz contrar addugam atatea linii si coloane
nule Tn matricele A si B Incat n ar deveni o putere a lui doi. Daca
N(2™) este numirul de operatii efectuate la inmultirea a doui
matrice de dimensiune 2" , atunci in baza identititii de mai sus
avem:
N(2")=7-N(2"")+18-2°"2
Tinand seama ca N(2)=7+18, ultima relatie implica
NR™)=7"+6(7"+4")
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sau
N(n) =n"%" +6(n"%" +n"%*),
Deoarece « =log, 7 =2.81< 3, algoritmul lui Strassen pentru n

suficient de mare este mai avantajos decat procedeul obignuit de
inmultire a matricelor.

3.4 Factorizarea LU

Sa reluam exemplul numeric din paragraful 3.3 de
rezolvare a sistemului Ax=b, cu

2 11 1
A= 4 1 0| b=|-2|
-2 21 7

In urma procesului de eliminare a necunoscutei X, se obtine

sistemul A?x =b®  unde

2 1 1 1
AD—lo -1 —2| b@=[_-4|
0 3 2 8

Notdm prin M, matricea interior triunghiulara:
1 00 1 00
M,=|-u, 1 0|=[-2 1 0]
-4y 01 1 01

care se obtine din matricea unitate prin Inlocuirea elementelor

subdiagonale din coloana intdia cu multiplicatorii — z,,,—4,. Se
verifica usor ca
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1 00Y2 11) (2 1 1
M,A=|-2 1 0| 4 1 0|=[0 -1 -2|=A9,
1 01)\-221) (0 3 2
1 0 0)1 1

Mb=-2 1 0|-1|=|-4|=b®.
1 0 1)\7 8

In etapa finala de transformare necunoscuta X, va fi eliminati din

ultima ecuatie, obtinandu-se un sistem sub forma triunghiulara
Ux=c, unde

2 1 1 1
U=[0 -1 -2| c=|-4|
0 0 -4 4

Se observa ca U = M,A® si c=M,b®  unde

1 0 O 1 00

M,={0 1 O0|=/0 1 0}

0 —u, O 0 31
Prin urmare procesul de transformare a sistemului Ax =b, intr-un
sistem echivalent de formd triunghiulara Ux=c poate fi
reprezentat ca inmultirea sistemului initial succesiv la matricele
M, M,:

M,M,Ax=M,M,b.
Relatia M,M;A=U permite de a da o alta interpretare metodei lui
Gauss. Multiplicand aceastd relatie la stdnga cu matricea inferior
triunghiulard L =M, 'M," obtinem:

A=LU.

Deci, cu ajutorul metodei eliminarii a lui Gauss matricea A se

descompune in produsul de doi factori L si U, unde L este o
matrice inferior triunghiulara, iar U este 0 matrice superior
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triunghiulara. Aceasta descompunere se numeste factorizarea LU a
matricei A.

Vom ardta cd pentru orice matrice nesingulara existd o
“factorizare LU” care este echivalentd metodei eliminarii lui
Gauss. Pentru inceput presupunem ca matricea A este astfel, incat
eliminarea sa se poata face fara permutari de linii sau de coloane.

Fie

0 0

0
" 0
M

m,=|0 , e =|1 |« componentak

Mk 0
M M
/unk O

unde multiplicatorii z,,i=k+1Lk+2,K n sunt cei utilizati la
pasul k+1 pentru eliminarea necunoscutei X, , (vezi paragraful

3.3).
Definim o matrice M, astfel

M, =1-me.

Aceasta matrice diferd de matricea unitate | numai prin elementele
subdiagonale nenule din coloana k:
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1 K 0 0
1 0 0
M,=|0 O 1 0].
0 0 ... —ay 0
0O 0 .. -—py .1

Metoda eliminarii a lui Gauss consta (vezi paragraful 3.3) in
determinarea sirului de matrice A=AY, A® K A", Se constatd
usor ca

AlkD) _ M, M, -K-MAk=12K n-1.

Scriind aceastd relatie pentru k=n-1 si notand U =AM
obtinem:

M_-M_,-K-M,-M,-A=U,
Ssau
A=M,"-M," K -M 3 -U.

Se verifica imediat ca
M. =1+me,.
De mai sus deducem:
A=L-U,
unde

L=M*M," K -M =1+n-1> me;.
k=1

Prin urmare, metoda elimindrii lui Gauss calculeazi o
factorizare LU a matricei A, unde
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1 0 0 0
Hy 1 0 0
L= ,
Ha  He 1 0
Hear Heaz Mk 0
Ho Mo Hak 1
) a) oAl
0 ay a,)
U=|... ...
M M . M
0o 0 .. a¥

Dupa cum s-a ardtat in paragraful 3.3 din motive de
stabilitate este indicat sa utilizam 0 strategie de pivotare partiala.
Se demonstreazd ca orice matrice admite o factorizare LU,
eventual efectudnd asupra liniilor permutdrile care apar prin
pivotare partiald. Cu alte cuvinte, exista o matrice de permutare P
astfel Tncat

PA=LU.

Metoda eliminarii lui Gauss si factorizarea LU sunt
echivalente. O factorizare LU a lui A poate fi calculata si direct,
printr-o procedura compactd numitd factorizarea lui Crout.
Aceastd factorizare impune U cu diagonala unitate §i este mai
avantajoasa pe calculatoarele ce permit calcularea rapidd a
produselor scalare. Pentru o initiere mai aprofundatd in
factorizarea lui Crout recomandam lucrarile [2,34,38].

Presupunem ca se cunoaste o factorizare LU a matricei A.
atunci sistemul de ecuatii liniare Ax=Db este echivalent
cu LUx=D, care se desface in doua sisteme triunghiulare:

Ly=b,Ux=Yy.
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Se rezolva mai intai sistemul inferior triunghiular Ly =b
printr-o procedura tipica de substitutie ‘“Inainte” incepand cu
prima ecuatie:

b by — lekyk
y1=_1 yi— —|—33K n.
Ill i
Aici |, sunt elementele matricei L. Apoi se rezolva sistemul
superior triunghiularUx=y prin procedura de substitutie

“Inapoi”, incepand cu ultima ecuatie'

Zuklxk

X :h, x._#1 i=n-1n-2K 1

n 1

u u..

nn n

unde u,, sunt elementele matricei U.

Utilizand o factorizare LU a lui A putem rezolva simultan
mai mult sisteme de ecuatii, avand aceeasi matrice A, fara a relua
calculele de la inceput.

Metoda elimindrii lui Gauss ne permite sa calculdm si
determinantul matricei A. Intr-adevar, sa observam ca

det(A)= det(L)x det(U ).
Deoarece det(L)=1, avem:
det( ) a11 22 ).K -aly)

nn?
adica determinantul este produsul elementelor pivoti. Dacd se
aplica una din strategiile de pivotare atunci:

det(A)=(-D"af) a7 -...-a)y
unde m este numarul total de permutari efectuate.

99



3.5 Factorizarea Cholesky

Fie A= (aij )nxn 0 matrice simetricd si pozitiv definita, adica:

(Ax,x)>0, V¥xeR",x=0.

Vom arata cd in factorizarea LU a lui A se poate alege

U =L". Descompunerea
A=L-U
se numeste factorizarea Cholesky.

Teorema. Daca matricea A este simetica si pozitiv definita,
atunci existd o matrice inferior triunghiulara L, cu elementele
diagonale pozitive, unici, astfel incat A=L-L".

Demonstratie. Vom demonstra teorema prin inductie
asupra lui n. Prntru n=2 avem:

A:(an aiz], L:[In Oj.
a21 a'22 |21 |22

Daci formdm produsul L-L' si-l identificim cu A,

obtinem:
2

a, = I11' a, = |11|21’

_ _ 12 2
aZl - |21lll’ a'22 - |21 + |22'

Deoarece matricea A este pozitiv definita, elementele de
pe diagonala sunt pozitive si deci putem extrage radacina patrata:
l,,=+a, .Al doilea element 1, se determind din ecuatia ce
contine a,, (a,, =a,, pentru ca A este o matrice simetrica):

_ G
Va,

in fine elementul |,, se determina astfel :

2

_ | 2 _ / a,,
|22— a22_|21— Ay ——.
a,

Sa ardtam ca extragerea radacinii patrate de mai sus este posibila.
Intr-adevar, fie vectorul x cu componentele a,, si —a,;:

|21
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. :( auJ |
—ay
Atunci (Ax,x)=x"Ax=a2a,, —a%a,, >0 fiindca matricea A este

pozitiv definitd. Impartind ultima inegalitate la a’, > 0 obtinem

2

A,
a,— 120,

1

Prin urmare pentru n=2 descompunerea A=L-L" existi
si este unicd. Sa presupunem teorema adevarata pentru n=KkK—1:

A=L-L" unde A i L sunt matrice de dimensiune (k —1)x (k —1).

Fie A’ si L' astfel:
Ay L O
A= T , L= T !
Yy ay Wl

unde y si W sunt vectorii coloana ,avand k—1 componente .
Formam produsul L'-(L')" si-1 identificim cu A’. Atunci
obtinem:
A=LL, y=Lw,

y'=w'L", a,=I12+w'w.

Prin presupunerea de inductie matematicd, matricea L
este determinatid in mod unic astfel ca A=LL . De aici rezulti
ca vectorul w este siel unic sise calculeaza ca solutie al
sistemului y=Lw. Mai departe, elementul I, se defineste din

formula;
Iy = A, —W'W.

Ardtam ca si in cazul matricelor de dimensiune 2x2ca expresia
de sub radacina este pozitiva. In calitate de vectorul x vom lua :

x{f;y].
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Notim z = A™'y; atunci

(A, x)=x"Ax=2"Az-27"y+a, =

= _ZTy +ay =ay — yT A_ly =8y — yT (LLT )_1)/ =

=a, - (L'y) (L'y)=a, -w'w>0.
Deci matricea L' cu proprietatea A'=L'-(L')" este unic
determinata si feorema este demonstrata.

Se poate arata ca factorizarea Cholesky a unei matrice

A= (aij )nxn simetrice pozitiv definite necesitd aproximativ n®/6
operatii (inmultiri si adunari) si n extrageri de radical (necesare
pentru a calcula elementele diagonale 1,,).

Metoda lui Cholesky de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare se mai numeste metoda rdddcinii pdtrate si COnsta in
descompunerea sistemului Ax =D in sistemele triunghiulare:

L'y=b, Lx=y.
Elementele |;; ale matricei inferior triunghiulare L pot fi calculate

in modul urmator: se determina prima coloana a matricei L

I, =va,, Iy :%, i=23K,n;
11
dupd ce s-au obtinut primele (k—1)coloane ale natricei L se

calculeaza coloana k
k-1
_ 2
Ikk = . _Zlkj J
=1

1 S .
I"‘:I_ 8 — > lilg | i=k+1K,n.
¢ =

k

O caracteristicd remarcabilda al algoritmului Cholesky
consta in stabilitatea lui numericd. Acest lucru rezulta din faptul ca
elementul maxim in modul al unei matrice simetrice §i pozitiv
definite este situat pe diagonald principali. In plus, elementele
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diagonale ale matricei A si elementele |; ale matricei L satisfac
relatiei:

i +12 +K +12 =a,, k=12K,n.
Astfel avem o limitare a cresterii elementelor matricei L: orice
element I; nu depaseste elementul maxim in modul |akk|.

3.6 Perturbatii. Numarul de conditionare

Consideram sistemul liniar Ax=Db. Solutia exacta a
sistemului considerat poate fi scrisd sub forma : X' =A"b. Si
presupunem ca matricea nesingulard A si vectorul b sufera
perturbatiile 6A si .

Mai intdi sa analizam cazul cand perturbAm numai
termenul liber. Solutia perturbata X a sistemului cu partea
dreapta b+ ob satisface egalitatea:

AX =b+ .
Obtinem:
X—x =A"'h,
de unde rezulta ca
%= x| <[ Ao (3.5)

oricare ar fi norma matriciala subordonatid unei norme vectoriale.
Pentru orice A si b existd o perturbatie b astfel incat si avem

egalitate in (3.5).Prin urmare [A”| evalueaza cu cat poate sa

creasci eroarea furnizata de ob.

Pentru determinarea efectului relativ al aceleiasi
perturbatii b sa observam ca:
ol = ax] < A
Sau
1A
x| [b]




Tinand seama de aceasta, inegalitatea (3.5) implica
X —X o
H H = ||A||HA_1H ”||b||” (3.6)

Presupunem acum ca perturbam elementele lui A; atunci
solutia perturbata X va verifica egalitatea:

(A+3A)X =b.
Rezulta ca:
XX =A"oAX
si obtinem estimarea:
%= < Al (3.7)
Aceastd inegalitate o putem pune sub forma:
Lty P
AT ©9

Se observa cd atat in (3.6) cat si (3.8) numarul
||A||HA*1H estimeaza eroarea relativd in solutie furnizatd de Sb sau

OA. Acest numar se numeste numar de conditionare al matricei A
in raport cu norma matriceala considerata s1 se noteaza:

cond (A ||A||HA‘1H

Deoarece pentru orice normd matriceala subordonata unei
norme vectoriale se indeplineste egalitatea |1]|=1 ,avem:

L= = a7 < A7,
si deci , cond(A)>1 oricare ar fi matricea A.

Numarul de conditionare caracterizeaza efectul maximal al
perturbarilor ob si 6A la rezolvarea sistemului Ax=Db. Daca
numarul de conditionare cond (A) este mare, atunci perturbatii
mici ale lui A si b vor produce perturbatii relativ mari ale lui X ;
in acest caz se spune cad matricea A este rdu (sau prost)

conditionata. Matricele cu numarul de conditionare cond (A) “mic”
se numesc bine conditionate.
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Subliniem ca dimensiunea matricei nu are o influenta
directd asupra numarului ei de conditionare: daca A=l sau chiar

A:%I avem cond(A)=1. Pentru comparatie, determinantul

matricei nu este un indice adecvat al conditionarii, deoarece
valoarea determinantului depinde si de dimensiunea n a matricei.
Daca A este 0 matrice aproape singulara inca nu inseamna ca este

prost conditionatd. In exemplul A=%I avem det(A)=10_“;

aceasta matrice "aproape singulard” este maxim de bine
condifionata .

Exemplu. Consideram sistemul de ecuatii Ax =b, unde:

1 -1 -1 K -1 -1 -1

0 1 -1 K -1 -1 -1

0 0 1 K -1 -1 -1
A= , b= .

.................................. K M

0 0 0 K 1 -1 -1

0 0 0 K 0 1 1

Mentionam ca det(A)=1¢0. Sistemul considerat in forma
desfasurata este:

X, — X, =X, —K =X, =-1,
X, =X, =K =X, =-1,
..................................... (3.9

Sistemul de ecuatii (3.9) admite o solutie exacta  unica
X =X, =K =X, =0,x, =1. Presupunem ca perturbdm vectorul

liber b cu &b =(0,0,K,0,&)". Atunci solutia exacti al sistemului
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perturbat  AX =b+dbdevine X=X +r si

r=(r,r,K,r, ) satisface ecuatiilor:

L-r,——-K-r =0,
r,—r,-K-r =0,

r,—r=0,
r=¢
De unde rezulta, ca:
r =g,
r,=r =g,
r,=r+r_,=2¢
[ ,=r +r =4 =2?

Astfel X, =2""'¢, i=12K,n-1 X =l+¢.

croarca

Sa estimam cond(A), luand in calitate de norma || . Vom

avea:

HY — X*Hw = ||r||0o =2"2¢, |Ix

Prin urmare

B

bl _ .
ool

cond (A ||A||w H A*
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Deoarece ||A||w =n, rezultd cd norma matricei inverse este destul
9 _ 1
de mare, cu toate ca det(A l):—:1. De exemplu pentru

det(A)
n=102 avem:
|A]. =102, cond(A)=2'*>10%, iar HA‘luw >107%",

In particular, dacd £=10" (o eroare suficient de mica),
atunci HX—X*H =|r||. >10"°; o perturbatic destul de mici a

termenului liber a produs o perturbatie atat de mare in solutie!
Valoarea numarului de conditionare al unei matrice
depinde de norma matriceala intrebuintata. Presupunem ca A este o
matrice simetrica si pozitiv definitd cu valorile proprii pozitive
ordonate astfel : 0< 4, <A, <K <A . In mod analog se arati ci

pentru astfel de matrice numarul de conditionare este:

cond(A):%:iﬂ.

min

Exemplu:Valorile proprii ale matricei:

11
A p—
(1 1.0001j

o 1 .
aproximativ sunt egale cu 4, = 510’4 si 4, =2.De aceea numarul

de conditionare cond (A) este aproape egal cu 4-10°. Ne putem

astepta ca perturbatii mici ale datelor initiale vor produce mari
schimbari in solutie. Intr-adevar, fie sistemele de ecuatii AX=b
si AX=Db+ b unde

0
b= 2 , N = .
2.0001 0.0001

Solutia se schimba de la X" =(1 1) panila X=(0 2):
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T2

loo] H 0. 0001
lol,

I -XH H

Fie dat un sistem de ecuatii liniare. Reprezentarea cu
virguld mobild a elementelor A si B in calculatorul electronic nu
este exacta. Prin urmare, efectiv in memoria maslnu electronice de

H 2. 0001

calcul vom avea sistemul Ax =D unde A si b sunt rotunjirile
corespunzatoare. Exista matricele de perturbare Psi D (D este o
matrice diagonald ) astfel incat

A=A(l+P) b=(1+D)b.
Daca notdm cu &,, unitatea de rotunjire a masinii (vezi paragraful
1.3), atunci |P| <&, si |D]<e, . Astfel obtinem:

Jon|=[ A~ A< [A], o] =[b ~b] < e o]

Din inegalitatile de mai sus si din (3.7) rezultd ca erorile de
rotunjire produc o perturbatie estimata prin:

HY —~ XH < 2¢,,|[X|cond (A).
Subliniem cad determinarea numarului de condifionare
cond(A) este 0 problemi dificild, deoarece contine calculul lui

HA’lu. Calculul matricei inverse si normei sale necesita

aproximativ n®+2n®operatii suplimentare si aproape de patru ori
majoreaza cheltuielile necesare pentru rezolvarea sistemului
Ax=b. Un procedeu practic de calcul aproximativ al lui HA*1H

consta in urmitoarele. Se observd cid daci w=Aly atunci

v < HA‘1H||y|| $i prin urmare
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Deci, se poate alege kvectori Y., apoi se rezolva sistemul de
ecuatii Aw, = y,, 1=12,K Kk, si se pune
]

HA‘l‘ ~ max +— .
1<i<k |yi ”

3.7 Calculul valorilor si vectorilor proprii

3.7.1. Formularea problemei. Proprietati fundamentale

Fie A o matrice de dimensiune nxn. Numarul A (real sau
complex) se numeste valoare proprie a matricei A daca exista un

vector nenul x e R", astfel incat

AX = AX (3.10)
Vectorul x =0 se numeste vector propriu al lui A asociat valorii
proprii 4.
Ecuatia (3.10) poate fi rescrisa sub forma Ax —Ax =0sau
(A-Al)x=0, (3.11)
unde
A 0 0O 0
0 200
Al = , 0=|0
0 0 0 4
Ecuatia (3.11) poate fi scrisa dezvoltat astfel:
e A a, a, X 0
Ay  Ap—A .. 8y | X _ 0 '
M M
a, a, .. a—=A, \ X 0
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Relatia de mai sus este un sistem omogen de ecuatii liniare.
Conditia necesara si suficienta ca acest sistem omogen sa admita
solutie nenula este ca:
det(A—Al)=0. (3.12)
Acest determinant este un polinom de grad N cu coeficienti reali
si se noteaza de obicei:
P(1)=(-1"A"+p A +..+ p, A+ Dp,.

Polinomul P,(1) se numeste polinom caracteristic asociat

matricei A, iar ecuatia (3.12) se numeste ecuatia caracteristica a
matricei A.

Ecuatia caracteristica este o ecuatie algebrica de grad n cu
coeficienti reali care 1n virtutea teoremei fundamentale a algebrei

are exact n radacini 4, 4,,K,4,, in general complexe si nu

neaparat distincte.
Multimea valorilor proprii ale matricei A se numeste

spectrul lui A si se noteazi cu o(A):

o(A)=(4 4K, 2,)
Raza spectrala a lui A se noteaza p(A) si se defineste prin
relatia:
p(A)= max|4.

ﬂeo‘(A)

De aceea norma matriceala |A[, =+ o(ATA) subordonati normei

.. 2 . o .
euclidiene ||X||2 =42 X~ semai numeste norma spectrald.
Pentru orice norma matriceald subordonatd unei norme

vectoriale avem:
p(A)<[A-
Mai mult ca atat:

A, <A <A,

unde ||A[_ este norma lui Frobenius (definitia vezi in paragraful

3.1.2).
Daca A este o matrice simetricd, adici A= A", atunci
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A, = max|2| = p(A)

Aea(A)

L= 5

Daca se cunoaste o valoare proprie atunci un vector propriu
asociat acestei valori proprii este solutia nenuld a sistemului
omogen (2). Pe de alta parte daca se stie un vector propriu V atunci
Av=Av,de unde A(v,v)=(Av,v): deci valoarea proprie
corespunzatoare se obtine imediat:

P (Av,v)
(v.v)
Exemplu: Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii

pentru matricea:
4 -5
A= )
2 -3

Polinomul caracteristic este:

si

Pz(z)=det(A—,u)=‘;_’1 ;5/1‘=

=(4-2)-3-4)+10=2 -21-2
Se obtine: 4, =-1, 4, =2. Prin urmare matricea A are doua valori

proprii distincte. Inlocuind fiecare valoare proprie in sistemul
omogen (3.11) obtinem vectorul propriu asociat valorii proprii.
Pentru A, = -lavem:

ez S

de unde vectorul propriu :
V= C(ﬂ , c=const =0.
In mod analog pentru A4, = 2vom avea:
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In exemplul considerat spectrul 0' : , lar raza
spectrala p(A): 2.

Subliniem ca vectorii proprii al unei matrice se determina
neunivoc, deoarece daca X este un vector propriu atunci orice
vector CX, unde c este un scalar, va fi tot un vector propriu.

Dam cateva rezultate remarcabile referitor la valorile
proprii ale unor matrice speciale:

1. Valorile proprii ale matricelor simetrice sunt reale.

2. Valorile proprii ale matricelor pozitiv definite sunt
pozitive.

3. Valorile proprii ale matricelor diagonale, inferior
triunghiulare i superior triunghiulare coincid cu
elementele de pe diagonala principala.

Proprietatile 1-3 se demonstreaza imediat, reiesind din definitia
valorilor si vectorilor proprii.

4. Matricele asemenea au aceleasi valori proprii .

Demonstratie: Fie matricele A si B sunt asemenea. Aceasta

inseamna ca exista o matrice nesingulara M astfel incat

B=M"AM.
Daci Ax=Axatunci M'Ax=AM"'x. Vom nota x=My.
Rezulta ca
M™AM =1y si By =Jy.

. Prin urmare la matricele asemenea valorile proprii coincid.
In plus, vectorii proprii sunt legati prin relatia X = My.

5. Suma valorilor proprii ale unei matrice A este egala cu

suma elementelor de pe diagonala principala:
A+ + .+ A, =a,+a, +..+a,,.

Aceastd suma se numeste urma matricei A si se noteaza Tr(A)

sau Sp(A).
6. Produsul valorilor proprii coincide cu determinantul
matricei:
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A -2 K - A, =det(A)

7. Daca A,1<i<n sunt valorile proprii ale matricei A ,
atunci A,1<i<n, sunt valorile proprii ale matricei
A=A -AK-A.

Notam
Q,(A)=(-1"P,(1)=2"+qA* +K +q, , A +q,.
Polinomul Q,(4)se numeste polinom propriu.
8. Formulele Iui Newton'

/’lk+zqﬂkl qu1 k:1|21Kan1
unde

n
=YX, k=12K,n,
iar 4,,4,,K , 4, sunt radacinile ecuatiei caracteristice .

Se observa ca g :Tr(Ak) Suma Zn:/lr se mai numeste
i=1
moment de ordinul k al valorilor proprii.

9. Identitatea lui Cayley - Hamilton. Orice matrice patrata A

este o raddcind a polinomului sdu caracteristic:
(-] A"+ p A" +K +p,,A+p,l =0

10. Teorema despre cercurile lui Gershgorin. Orice valoare

proprie Aa matricei A= (aij )nxn se afla, in planul complex,

in reuniunea cercurilor :

z:|z—a;|<r; r._Z|a,,|

j¢|
11. Teorema (Rayleigh-Ritz). Fie A o matrice simetrica si
valorile proprii ale lui A sunt agezate in ordine crescatoare
= <A <K <A <A, = A

n-1 —

i=1

Atunci
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AL < (A, x)< A X[}, vxeR",

=ﬂ .= = AX, y
ﬂ’l min rQ!g] (X, X) m‘:g( X)
A=A, =max (Axx) _ max (AX, ).
0 (X,X) XL
Expresia (AXX) se numeste cdrul lui Rayleigh.

(%)

Metodele de calcul ale valorilor proprii se impart in doua grupe:

1) metode care determind intdi coeficientii polinomului
caracteristic §i apoi se rezolva ecuatia caracteristica,

2) metode care determina valorile proprii §i vectorii proprii
prin procedee iterative fara a calcula coeficientii polinomul
caracteristic .

Se cunosc metode de determinare a coeficientilor polinomului
caracteristic: metoda lui Krilov ,metoda lui Leverrier ,metoda lui
Fadeev , metoda lui Lanczos (vezi, de exemplu, [12,16,18,27]).
Subliniem ca aceste metode sunt recomandabile doar in cazurile
cand matricea A este de ordin mic si radacinile ecuatiei
caracteristice sunt bine separate. Motivul este ca numarul de
operatii aritmetice pentru determinarea coeficientilor polinomului
caracteristic este foarte mare (de exemplu, metoda lui Fadeev
necesitd N* operatii). Pe de alta parte, coeficientii se obtin cu erori
de rotunjire inerente care pot conduce la variatii mari ale
radacinilor, deoarece problema rezolvarii ecuatiilor algebrice este
rau conditionata .
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Fie ,de exemplu ,matricea A de forma [2,28] :

«a 1 0K 00
0 1 K 00
Ale)=|0 0 a« K 0 0],
MMMMMM
e 0 0K 0 «a

unde geste o perturbatie mica iar « valoarea proprie de
multiplicitate n a matricei neperturbate A(0). Polinomul

caracteristic al lui A(¢)este

P (6,2)= (1-a) —(-1)e.
Se observd ci, de exemplu, dacdi n=10, o =0,si&'10™°, atunci
practic matricele A(0)si A(lOflO) reprezintd una si aceeasi matrice
in memoria maginii electronice de calcul, in timp ce polinomul
caracteristic P,o(10** 1) are radacina multipla 0.1. Prin urmare,

valoarea proprie o =0suferd o deplasare de 10° ori mai mare
decat o perturbatia & care a produs-o.

3.7.2. Metode bazate pe transformari de
asemanare ortogonala

Metodele practice de determinare a valorilor si vectorilor
proprii constau in proceduri iterative de aducere a matricei
considerate la forma canonicd Schur prin transformdri de
asemanare ortogonala.

Doua matrice A si B se numesc ortogonal asemenea daca
existd o matrice ortogonala Q astfel incat

B=Q'AQ
Transformarea Q"AQ a lui A se numeste transformare de
asemanare ortogonald.
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Matricele Asi Q" AQ au aceleasi valori proprii, deoarece
Q' =Q™ (vezi proprietatea 4 din 3.7.1.). Daci x este un vector
propriu pentru matricea A, atunci Qx este vector propriu pentru
matricea Q" AQ.

Teorema (Schur). Oricare ar fi matricea A= (aij )nxn exista

o matrice ortogonald Q de dimensiune nxn astfel incat :
Sll SlZ K Slk

0 s, K s
TA =S: 22 2k ,
QAQ M M M M
0 0 0 s

unde s;,i=12K ,k, sunt blocuri diagonale de dimensiune 1x1

sau 2x2. Blocurile s; de dimensiune 1x1 reprezinta valorile

proprii reale ale matricei A iar fiecare bloc de dimensiune 2x2
reprezintd valorile proprii complex conjugate.

Demonstratia acestei teoreme poate fi gasita in [2,40].

Matricea S se numeste forma canonica Schur reala a lui A.

Daca matricea A are numai valori proprii reale atunci
matricea S este superior triunghiulara . Daca A are si valori proprii
complexe atunci S este cvasi-triunghiulara .

Stabilirea unei forme canonice Shur este precedata de o
pregatire initiald a matricei A, aducand-o la forma compacta
numitd forma Hessenberg:

hll h12 h13 K hl,n—l hln
h21 h22 h23 K h2,n—1 h2n
0 h32 h33 K h3,n—1 h3n

A =
M M MM M M
0 O O K hn—l,n—l hn—l,n
0 0 0 K h,, h,

Pentru matricele simetrice forma Hessenberg devine o
forma simetrica tridiagonala.
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Metoda lui Householder

Reducerea oricarei matrice A la forma Hessenberg se poate
face dupa un numar finit de rotatii plane printr-un procedeu numit
metoda lui Givens. O alta metoda mult mai eficientd este metoda
reflexiilor a lui Householder.

Reamintim ca matricea

.
H=1-22"
M,
se numeste reflector sau transformarea lui Householder.

Fie z=(L0,K ,0) eR", o =|x], si v=x+oz. Atunci
Hx=-0z=(-0,0K ,0) .

Intr-adevar,
.
X~ (x+02) 2(x +Taz) X _
(x+oz) (x+02) ,

T
oW
M,

=X~ (x+02)= -0z,

H =X

deoarece X' x=o".

Procedura directd de adunare a matricei A la forma lui
Householder consta din n-2 etape si se bazeaza pe egalitatea mai
sus demonstrati. In prima etapi se determini matricea U, astfel
incat ultimele n-2 elemente din prima coloana a matricei U,A sa
fie nule . Pentru aceasta notam

ay, 1 -0
a 0 0
x=| | z=| | Hx= .
M M M
a 0 0

Aici H este matricea lui Householder de dimensiune
(n—1)x(n—1) Calculul lui U, se face conform relatiei :
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U= [FYT=ut

Deoarece in coltul “stanga-sus” este situata unitatea, multiplicarea
matricei U, cu matricea A nu modifica prima linie a lui A dar
modificd ultimele n-lelemente din coloanele urmatoare
J=2,3 K ,n. Dupa ce matricea U, A a fost obtinutd, se calculeaza

matricea (U, A)J,. Multiplicarea matricei U,A cu U, nu modifica
prima coloand a lui U A, astfel incat matricea

a, * K =*
-0 * K =*
UTAU,=| 0 * K *
M MMM
0O *K *

este de forma Hessenberg in prima coloand. Prima etapa este
complet terminata.

Etapa a doua este asemanatoare primei: se ia x egal cu
vectorul din n—2 elemente ale coloanei a doua a matricei
U 1_1AU1, Z un vector unitate de dimensiune corespunzitoare, iar
H, va fi o matrice de dimensiune (n—2)x(n—2). in mod analog
obtinem :

***K*
100K O . e ox g
010K O 0 % xRk
U2:U2’1:0 0 vuz(ulAulpzz

00 * K *

MM H
2 MMMEK M
00 0 0 * K *
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Astfel matricea:

U n72U n-3 K UlAU lU 2 K U n—3U n-2
Obtinuta in final, dupa parcurgerea celor n—2 etape ale procedurii,
este de forma Hessenberg. Numarul de operatii aritmetice necesar este
egal cu 5n°/3.

Daca aplicam transformarile descrise unei matrice simetrice,
atunci toate matricele UU, . KUAUU,KU, U, vor fi de
asemenea simetrice si in final obtinem 0 matrice Hessenberg simetrica
tridiagonald. In acest caz este nevoie doar de 2n®/3 operatii
aritmetice .

Exemplu: Consideram matricea [35]:

1 01
A=l0 1 1
1 10
Vom avea:
0 1 1
H=|—2ﬂ=(o _], Hx=(_1}
M, =1 0O 0
Deci
1 0 1 1 -1 0
U=/0 0 -1, U'AU=|-1 0 1].
0 -1 0 0 1 1
Algoritmul QR

Algoritmul QR construieste iterativ un sir de matrice
ortogonal asemenea A,=AA,A, K convergent citre forma

canonica Schur a matricei A . Prin urmare acest algoritm rezolva
problema completa a valorilor proprii .
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Fie A o matrice de dimensiune nxn. Notim A=A si
consideram o factorizare QR a matrice A, (vezi compartimentul
3.9.3):

A =RQy,
unde Q, este o matrice ortogonala, iar R, este o matrice superior
triunghiulard. Matricea urmatoare A se obtine multiplicand
factorii Q, si R, in ordine inversa :
A =RQ,
Matricele A, si A sunt ortogonal asemenea:
Q(;lA)Qo = Q(;l(QoRo)Qo =RQ =A.

in general se calculeaza sirul matriceal Ay, A, A,,K definit
recurent prin formulele:

A =QRy, A =RyQy,
A=QR, A =RQ,

A :QkRk’ A= Rka-

Se poate demonstra (vezi, de exemplu, [2,22,26,32] ) ca in
conditii destul de generale , sirul {A |

k=0
limitd A, =S coincide cu forma canonica Schur a lui A. In plus,

converge $i matricea

matricea limitd A _are pe diagonala valorile proprii ale lui A.

< A
Daca unele rapoarte ALH sunt aproape de valoarea 1

m
convergenta este inceatd. In acest caz algoritmul QR se modifica
astfel:

A -l =QR, A,=RQ +xl, k=01K.
unde ¢, este un parametru de accelerare a convergentei numit
deplasare. Deoarece
CAQ =Q (QR + 1) =RQ, +a, 1 = A,
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fiecare pas in algoritmul QR cu deplaséri este o transformare cu
asemanare ortogonala.

Daca deplasarile «, se aleg suficient de apropiate de o
valoare proprie A a lui A vom avea o convergenta rapida a sirului
{A} catre forma canonica Schur.

o : : .. 4n® 3
O iteratie al algoritmului QR necesita 3 operatii,ceea ce

este exagerat. In practica se recomanda initial de-a aduce matricea
consideratd la forma Hessenberg prin metoda lui Householder;
apoi asupra formei Hessenberg se aplicd algoritmul QR. Astfel

numirul de operatii la o iteratie se reduce la 4n’, in cazul
matricelor nesimetrice, si la aproximativ 12n in cazul matricelor
simetrice.

3.7.3. Metoda puterii

Metoda puterii este cea mai simpld metoda de determinare
a celei mai mari valori proprii (in modul) a unei matrice reale A de
dimensiune nxn si a vectorului propriu corespunzator .

Fie A o matrice simpla. Matricea A de dimensiune nxn se
numeste simpla daca are exact n vectori proprii liniar independenti

el,ez,K ,€,. Acesti vectori formeazd o bazd a spafiului n-
dimensional si pot fi alesi astfel incat:
lel,=+(e.8)=1 i=12K,n.
De exemplu, orice matrice simetricd este o matrice

simpld. Vom presupune ca matricea A admite o valoare proprie
reala dominantd 4, adica

4] > 12| 2[4 2K 2[4,
Alegem un vector initial arbitrar x® nenul. Deoarece vectorii proprii
e, e,, K ,e, formeaza o bazd, existd scalarii ¢, C,,K ,C, nu toti nuli,
astfel incat:
x® =ce +c,e, +K c.e, .
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Vom presupune cd C, #0; in caz contrar se poate alege alt vector

initial X astfel incat coeficientul corespunzitor ¢, # 0.
Recurent formam sirul de vectori:

x® = AxtH = A0 k=12,K
Deoarece Ae, = e, putem scrie:

x = Ax© = A(ce, +c,e, +K c €, )=
=C,Ae, +C,Ae, +K +C Ae, =
=cAe +c,4.e,+K +c 4.€,.

In general sirul {x(k)} are reprezentarea:
X(k) =C k k k _ 1k (k)
- 1ﬂle1 + CZAQeZ +K +Cnﬂ’nen - ﬂl Clel +77

unde

ﬁ k /1 k

n' ZC{—ZJ e, +K +cn(—”j e,
A A
k
- . - i . . . (k) _ /12 .

Prin ipoteza (1 <1 pentru i > 2; deci ||, =0 ik

lim|"], =0-

Calculdm produsul scalar:

- e el ) ol )

Deoarece (e,,e)=|e). =1 si

‘(el’ n(k_l)} < ”el”ZHn(k_l)Hz - H”(H)Hz’
e, ) <7 e, = ™,
)b L,

deducem ca
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(Ax(k—l)’ X(k—l)): j’fk—l 012 +O[
In mod analog obtinem:

(X(k—l)’x(k—l)):lfk—Z Clz_'_o(

Prin urmare catul lui Rayleigh al lui x(

AX(k -1) X(k -1)
x(" 5 =440

4
4

ﬁ k-1

ll .
ﬂ k-1
A

va tinde catre valoarea proprie (maxima in modul ) 4, .

Se observa ca
k
@] |
A

b, =SB - ol

De aici rezultd ¢d pentru |4]>1 avem Hx(k)u2 —> oo iar dacd |4]<1

atunci HX(k)H2 — 0. Rezolvand problema la magina electronica de

calcul in primul caz putem avea aparitia unui semnal de depasire,
dupi aceea , calculele se intrerup. In cazul al doilea Hx(k)Hz poate

deveni un zero-masind. De aceea in practicd este necesar sa
schimbam factorul de scara al sirului {X(k)}:{AX(H)}; in locul

sirului {X(k)} se formeaza un alt sir de vector {Z(k)} cu Hz(k) Hz =1

si construit astfel:
, (k) B AZ (k—l)

et

(k-1) 5 (k-1)
Az, ) (29, 6
Z(k_l) , Z (k_l)

k=12K,

de unde



Exemplu: S se calculeze valoarea proprie maximad A,
pentru matricea:

1 -1 -1
A=-1 2 0
-1 0 2

Folosim ca vector de start pe x® =(0,0,1)". Calculele le aranjam
intr-o schema usor de urmarit:

A x©@ | x® x@ x® X x® x )

1 -1 -1[0 | -1 -3 -9 -25 | -75] .| —w
-1 2 0 |o0 3 15 45 | ] + 0
-1 0 2 |1 5 13 35 95 | "1 +o0
0| -1/4/5 | 3/4/35 -9/+/259 . T;

0 0 1/+/35 3/+/259 - %

1| 2/J5 | 5/435 13+/259 ' %

3

— 3 3 28| 3|.]3

— — 3 3 3|..]3

2 2.5 2.6 2.69 2.7/ 1 3

In schema de mai sus, in penultim tabel avem vectorii

) (k)
70 = X(k) iar 1n ultimul — catul ()((k_l))i , unde prin (X(k))u s-a
X X i

2

notat componenta i a vectorului x*). Valorile proprii ale matricei
(k)
. . X .
considerate sunt: 4, =3,4,=2 si 4 =0. Catul =} tinde
X

citre valoarea maximd A, , iar sirul de vectori {Z(k)} converge catre
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.
. -1 1 1
vectorul ropriu | ——,—,—— | corespunzator acestei valori

ropri .
P Metoda puterii poate fi folosita si pentru calculul valorii
proprii minime (in modul) 4, cu conditia ca s avem |/In| < |/1n71| .
Intr-adevar, dacd matricea A este nesingulard, atunci A™x=A"X;
deci valoarea proprie maximi a lui A™ va fi valoarea proprie
minima a lui A.
Acum sirul de vectori {Z(k)} se formeaza in felul urmator:

A—l (k-1)
z<k>=m, k=12K,

Aceasta metoda se numeste metoda puterii inverse. Subliniem ca

)

A . - A e o k « v A
in practica in metoda puterii inverse vectorul 2" se determini in

urma rezolvarii sistemului de ecuatii liniare:
(k-1)
A = f
A"

O alta metodda mult mai eficientd este metoda puterii
inverse cu deplasari. Observam ca matricea A—al are valorile
proprii A —a si aceeasi vectori proprii ca si A. De aceea, daca se
aleg deplasarile «,, suficient de apropiate de valoarea proprie 1 a
lui A, atunci sirul {z(k)} definit prin

(A-a,1)2% =g 2"
converge catre valoarea proprie € cu o viteza destul de rapida.
Parametrul g, este un factor de normare, ales astfel

incat

z(")H2 =1. Daca A este inversabild si luam ¢, =0 obtinem

Az = g 7Y - metoda puterii inverse .
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In practici in scopul accelerarii convergentei sirului {Z(")}
cdtre vectorul propriu cea mai buna alegere a deplasarii «,, pentru
matrice simetrice este catul Rayleigh:

Az 7(m)
% = ( S () ZTm) )

Se poate demonstra ci {a, } converge citre 1, extrem de rapid

(cu viteza cubica de convergenta).

Aici iIncheiem discutarea metodelor de calcul al valorilor
proprii ai vectorilor proprii. Subliniem inca o datd ca algoritmul
QR este unul dintre cele mai remarcabile metode ale matematicii
aplicate. Cititorului dornic de a-si aprofunda cunostintele in acest
domeniu I se recomanda lucrarile [2,22,26,28,35,40].

3.8 Metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare

Sa consideram sistemul de ecuatii liniare:
Ax=Db (3.13)
unde beR" iar A este o matrice nesingulard (det(A)=0) de

dimensiune nxn. Metoda eliminarii a lui Gauss de rezolvare a
sistemului liniar (3.13) necesita cel putin n°/3 operatii aritmetice si
atat timp cét acest numar de operatii este acceptabil putem utiliza
aceastd metodd. Pe de alta parte, cand n®/3 este mare, cu ajutorul
metodelor iterative se poate obtine cu aproximatie satisfacatoare a
solutiei dupa efectuarea unui numar mult mai mic de operatii
aritmetice.

Metodele iterative se construesc utilizind desfacerea
matriciei A difinita prin:

A=S-T.
Atunci sistemul (1) este echivalent cu sistemul :
Sx=Tx+ b, (3.14)

Sau
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X=Ox +d, (3.15)

unde: Q=S"T,d =S"b. Prin urmare putem construi sirul {X(k) }
utilizand relatia recurenta:
stV =Tx® +p, k=012K, (3.16)
sau
x =0x¥ +d, k=012K, (3.17)
unde x® eR" este o aproximatie initiala a solutiei xX*.
Pentru a reduce sistemul (3.13) la forma (3.14) sau (3.16),
potrivita pentru iteratie, desfacerea matricei A trebuie sa satisfaca
conditiile:

a) Sistemul (3.16) are o solutie unica xV i se rezolva
usor. De aceea matricea S se alege de o forma simpla
si este inversabila. Ea poate fi diagonala sau

triunghiulara.
b) Sirul {X(k)}fzo converge catre solutia exactd
x *oricare ar fi X% eR".
Deoarece x*=Qx +d avem:
Xt o= Q(x® —x*),  k=012K,
de unde rezulta ca:
y(kH) _ ke Qk (X(o) _ X*)
Evident ca lm x¥) = x" daca si numai daca
ima* =o.
in cursul algebrei se demonstreaza ca Qk k:L O, daca si

numai dacd raza spectrald a lui Q este mai micd ca unitatea:
p(Q):{n%)|ﬂ|<l. Viteza de convergentda a sirului matriceal
€0

Q,Q%,Q% K ,Q" K citre matricea nuld O, si deci a sirului
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{X(k)}:lo citre X, este cu atat mai mare cu cat raza spectrali p(Q)
este mai mica. Rezultd ca este adevaratd urmatoarea teorema.

Teorema 1. (Conditia necesard s§i suficienti de

convergentd). Sirul {X(k)} definit prin (5) converge catre solutia

unica X a sistemului (3) pentru orice aproximatie initiala x? eR"

daca si numai daca
= max |4 <1. 3.18
PONEE 19

In practica nu cunoastem valorile proprii ale lui Q, de aceia
teorema | este dificil de folosit. In locul teoremei 1 se utilizeaza
urmatoarea teorema.

Teorema 2. (Conditia suficienti de convergentd). Daca
existd o norma matriceala subordonata unei norme vectoriale astfel

incat ||Q|| < <1, atunci sistemul (3.15) are o solutie unica X', sirul
{X(k)} definit prin (3.17) converge citre X oricare ar fi aproximatia

@ eR" si eroarea se evalueaza prin:

[ x|« 9 -] < iuxm Xl
1-q 1-q

initiala x

Demonstratie. Conditia |Q| <1 implica conditia (3.18) (vezi
paragraful 3.2). Pentru a obtine a estimare a erorii folosim relatia:
x* _y kD) g k) (k1) Q(x* _ X(kfl))_
Deci
S

|

Deoarece prin ipoteza 1-|Q| >1-q > Oavem:

X =x"],

Sau

_ 1 -
s E
1-q

Pe de alta parte
ot <ol
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Prin urmare

o2 )

Teorema este demonstrata.
Presupunem ca elementele diagonale a; #0,i—-1,2,K ,n.

Atunci in calitate de matrice S se poate lua matricea diagonala
atasata matricei A:

S = Diag(a,;,2,,K ,a,,).
Avem

Procesul iterativ (3.17) este definit prin:

Xkt =—|b- Za”] . i=12..n. (3.19)

1
j¢|

Astfel obtinem o metoda de rezolvare a sistemului liniar (3.13)
numitd metoda lui Jacobi.

Exemplu. Fie dat sistemul de ecuatii liniare:

2%, —X, =1,
1 (3.20)

—X +2X, =
(01
1 0/

(47} e o)
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1
Q=S7T= 2] d=
0

NI, O

1
2
1
2
1 1 .
Valorile proprii ale matricei Q sunt: 4, = 5 A, =3 Deci

metoda lui Jacobi:

1 1
X1(k+1) R

2%
X(k+l) 1X(k) 1
2

converge citre solut;ia exactd x*=(1,1)" oricare ar fi x® eR?. in
particular, pentru x© = (o, O) obtinem sirul:

:
0 _ 1,1 <2 (3 3Y INOIR A RENUIN 15
2 2 4’4 8 8 16'16
Observam ca pentru metoda lui Jacobi matricea Q are
elementele
0, daca i=]
N7V gaca—.izj
a.

Utilizand teorema 2 cu norma ||0||w obtinem:

[, = max Z\qu\—TE?,‘Z‘ ‘

Ia..l
Rezulta ca daca
2y > Zn:‘aij" i=12K,n,
=
=i

adica daca matricea A este diagonal dominanta, atunci metoda lui
Jacobi este convergenta.
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In metoda lui Jacobi este necesar de a pastra in memoria
calculatorului toate componentele vectorului x®) atata timp cat se
calculeaza vectorul x**Y. Putem modifica metoda lui Jacobi astfel

incat la pasul (k +l) sa folosim in calculul componentei Xi(k+l),

valorile deja calculate la acelasi pas: ™, x%* K x** Aceastd

modificare a metodii lui Jacob se numeste metoda lui Gauss-Seidel
iar sirul iterativ (3.19) devine:

1 i-1 n .
ii j=1 j=i

Se observa usor cd metodei lui Gauss-Sedel corespunde
desfacerea A=S-T unde S este matricea subdiagonala atasata lui A,

lar T este matricea strict supradiagonala cu elementele —a; atasatd
la aceeasi matrice A:

&, 0 0 K 0 0 - &, —a3 K - &
a, a, 0 K 0 0 0 -a, K -a,
S=|a; a;, a, K 0 || T=/0 O 0 K -a,,

a, a, a; K a 0 0 O K 0

Sa reluam exemplul de mai sus cu sistemul de ecuatii (3.20).
Pentru metoda Gauss-Seidel avem:

52 5 e o)

nn

o 1 1

_ et _ 2 _| 2
Q_ST_OE’d_l
4 2

Sirul Gauss-Seidel arata astfel:
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k+1) :lx(k) +1
2 )

(
& 2 2

1 1
X§k+1) _zT Xl(k+1) + >

2 0 (k+1) 0 1 (k)
X = % + . .
-1 2 x{) (0 0fx0) \1
Pentru aproximatia initiala x© = (0, 0)T obtinem:
T T T
Xm:(l'lj O E,Zj M(s){Eﬂj K
2 2 48 16 32

Se observa ca o iteratic Gauss — Seidel aici este echivalentd cu
doua iteratii Jacobi, deoarece valorile proprii ale matricei Q sunt 0

ori:

.1 ) g _ 1 . <«
s k deci raza spectrald este p(S 1T):Z. Aceasta inseamna ca
eroarea la fiecare iteratie se Tmparte la 4; in metoda lui Jacobi

1 .
p(S "lT)= 2 si eroarea se imparte la 2.

Subliniem ca metoda lui Gauss — Seidel, necesitand acelasi
numar de operatii aritmetice, este in caz general mai bund ca
metoda lui Jacobi. Se poate ardta ca daca A este 0 matrice pozitiv
difinita atunci metoda Gauss — Seidel converge de doua ori mai
repede catre solutie decit metoda lui Jacobi.

Se demonstreaza si aici (vezi, de exemplu, [15], pag.181) ca
dacd matricea A este diagonal dominanta atunci metoda Gauss —
Seidel converge. Se cunosc modele in care metoda lui Gauss —
Seidel converge iar metoda lui Jacobi nu converge si invers. Pentru
ilustrare anuntam urmatoarea teorema.

Teorema (Reich). Daca matrcea A este simetrica si are
elementele diagonale a; >0 pentru orice i atunci metoda Gauss —

Seidel converge daca si numai daca A este 0 matrice pozitiv
definita.
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Este cunoscut ca metoda lui Jacobi nu Intotdeauna converge
pentru matricea A pozitiv definitd. De exemplu daca A este 0
matrice pozitiv definitd si nu este diagonal dominanta atunci este
posibil ca raza spectrala p(S _1T)>1 pentru metoda lui Jacobi.

Dupa cum sa vazut mai sus, daca matricea A este diagonal
dominanta, atunci metoda lui Jacobi si metoda lui Gauss — Seidel
vor genera un sir de aproximagii succesive care converge catre

solutia exactd oricare ar fi aproximatia initiala X . Subliniem ca
aceasta conditie este numai suficienta si nu necesara. De exemplu
pentru matricea

8 2 1
A=/10 4 1
50 25 2

care nu este diagonal dominanta metoda Iui Gauss — Seidel
converge foarte rapid.

Metoda lui Gauss — Seidel poate fi modificata pentru
imbunatdtirea vitezei de convergentda a sirului aproximatiilor
succesive. Fie X" vectorul obtinut la pasul k+1 prin metoda
Gauss — Seidel. Metoda iterativa definitd prin:

(kD) — y () w(g(k) _ X(k))
este cunoscutd cu numele de metoda suprarelaxarilor succesive.
Parametrul de relaxare @ se alege astfel incat sa creasca viteza de
convergentd. Pentru @ =1 metoda se reduce la metoda lui Gause —
Seidel.

S-a gasit cad pentru o alegere potrivitd a parametrului @
convergenta metodei suprarelaxarii succesive este net superioard
metodelor Jacobi si Gauss — Sedei. De exemplu, in cazul
sistemului de ecuatii liniare (3.20) o iteratie prin metoda
suprarelaxarii succesive este echivalenta (vezi [2,35]) cu 30 de
iteratii prin metoda lui Jacobi.

Se poate arata ca a)e(O, 2), de reguld 1n practica
w~18+19.
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Se demonstreaza [39] ca metoda suprarelaxarilor succesive
converge pentru toate matricile A simetrice pozitiv definite. Pentru
o intelegere mai profundd a metodelor iterative recomandam
referintele [35,39]. In lucrarea [39] este adus si un subprogram —
Fortran a metodei suprarelaxarii succesive.

3.9 Sisteme liniare supradeterminate si metoda celor
mai mici patrate

3.9.1. Formularea problemei

Fie un sistem de m ecuatii cu n necunoscute

Ax=Db (3.21)
unde A este o matrice de dimensiune mxn iar beR™ este un
vector cu m componente. Daca m>n sistemul (3.21) se numeste
sistem supradeterminat. Deoarece sistemul (3.21) contine mai
multe ecuatii decat necunoscute, nu putem gasi, in caz general, o
solutie care sa verifice exact toate ecuatiile sistemului. De exemplu
sistemul:

2%, =D,
3%, =bh,,
4x, =h,,

va avea solutie numai in cazul cand terminii liberi b;,b, sib, se

afla in raportul 2:3:4.

Desi sistemele supradeterminate in majoritatea lor nu sunt
compatibile, ele se intdlnesc des In practicd, de exemplu in
probleme de statisticd. Una din caile de rezolvare sistemelor
supradeterminate constd in a determina pseudosolutia x* care
minimizeaza eroarea medie pentru toate cele m ecuatii ale
sistemului.

O pseudosolutie in sensul celor mai mici patrate (CMMP)
pentru sistemul supradeterminat (3.21) este un vector x*eR" cu
proprietatea:
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|Ax* b|| _m!erg AX — b|| (3.22)

Vectorul x* se mai numeste solutie generalizata in sensul
CMMP. Acest vector x* minimizeazda norma euclidiana a
vectorului rezidual r=Ax—-b, adicdi minimizeaza abaterea
patratica a lui Ax fata de b:

el =(r.r) Z .
De aici si denumirea de CMMP. In exemplu de mai sus
[rl, = (2% ~b.f +(3% b, ) + (4% b, ).

Se pune problema determindrii unui vector X*e€R" care si
realizeze minimul expresiei:

E(X)ZHAX_b”z _Z[Zau j .] (3.23)

Aceasta problema revine la determinarea lui X* cu proprietatea
(3.22).

3.9.2. Metode bazate pe sisteme normale

Valoarea minima a sumei (3.23) se obtine anuland derivatele
partiale in raport cu X, X,,K , X, adicd anuland gradientul functiei
E(x):

VE(x)=2A"(Ax—b)=0. (3.24)
Din ecuatia (3.24) rezultd ca orice pseudosolutie x* in sensul
CMMP a sistemului (3.21) satisface relatia:

AT (Ax*-b)=0,
sau
ATAX* = A'b (3.25)
Sistemul de ecuatii (3.25) se numeste sistem normal asociat

problemei (3.21). In acest sistem, C=A"A este 0o matrice de
dimensiune nxn, simetrica cu elimentile:
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C; =a§aj =(a.a)),

i
unde & :(aii,aZi,K ya; )T sunt vectorii coloand ai matricei A,
i =12,K ,n. Evident, matricea C = A" A este pozitiv semidefinita
deoarece
(Cx,x) = x"Cx =x" AT Ax = (Ax)" Ax = || Ax] > 0.
Daca coloanele a;,a,,K,a, ale matricei A sunt liniar

independente atunci din X =0 rezulta ca si Ax=0, deci matricea
C=A"A este pozitiv definiti. Prin urmare este adevirati
urmatoare teorema:

Teoreme de existengd si wunicitate. Dacd matricea A de
dimensiune mxn are coloanele liniar independente atunci oricare
ar fi vectorul b e R™sistemul (3.21) are o pseudosolutie in sensul

CMMP unicd x* e R" si

x*=(ATA)"Ab (3.2)
Exemplu. Consideram sistemul supradeterminat:
2%, — X, =9,
X, +4X, =0,
3% + X, ==3.
Avem
2 -1
; (21 3
A=l1 4| A = ,
-1 41
3 1

AT A 14 5 ATh = 9
5 18/ -12)

Sistemul normal asociat problemei propuse devine:
14x, +5x, =9,
5x, +18x, =-12.

Sistemul normal permite determinarea pseudosolutiei prin
metodele prezentate in paragrafele 3.3 - 3.6, 3.8. Deoarece
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matricea A'A este simetricd si pozitiv definitdi putem folosi
faotorizarea Cholesky. Pentru calculul lui A"A si A'b sunt
necesare m-n(n +3)/ 2 operatii aritmetice, iar metoda lui Cholesky

de rezolvare a sistemelor cere aproximativ n®/3 operatii. Astfel
cea mai mare parte a efortului este cerut de formarea sistemului
normal asociat problemei (3.21).

Numirul de conditionare a matricei ATA este egal cu patratul
numarului de conditionare a matricei A:

cond (A" A)= [cond (A)F.

Rezulti cd in general matricca ATA este prost conditionatd si
calculul sau, deci, este afectat de erori de rotungire cu efect deseori
catastrofal. De aceea in practicd se evitd formarea sistemelor
normale si rezolvarea lor. Exista metode mult mai bune de
rezolvare in sensul CMMP n sistemelor supradeterminate. Ele se
bazeaza pe factorizarea ortogonald a matricei A.

3.9.3. Metode de ortogonalizare

In cazul in care coloanele éiT, i=12K ,n, ale matricei A
sunt ortogonale putem usor determina pseudosolutia sistemului
supradeterminat (3.21). Intr-adevar, daca éiTaj =0,1# J, matricea
A" A devine o matrice diagonald cu elementele de pe diagonalid
egale cu e_liTEi # 0 si imediat se obtine pseudosolutia:

X, = b'a
' a'a

Prin urmare, in locul formarii sistemului normal putem
ortogonaliza coloanele matricei A. Un procedeu clasic de
ortogonalizare este metoda lui Gram — Schmidt. Sirul de vectori
liniari independenti a&;,a,,K,a, se ortogonalizeaza dupa
formulele:
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i—1
Vl:a1’ Vi:ai ZM

=230, (3.27)
=R

Se constatd usor ca vectorii V;,V,,K ,V, sunt ortogonali. impért;ind
fiecare vector la lungimea lui obtinem un sir de vectori

V. v,
ortonormati: ¢, = ——, (, = K,q, = .
CL T, z|| Iv.ll,
Exemplu. Fie vectorii:
1 1
a=(1]| a,=[0]|
0 1
Atunci v, =a,, iar V, se calculeaza conform (3.27):
1/2
av. 1
V,=a,— vai =a, _EV1 =|-12
1
Vectorii ortonormati sunt:
] 1 5 1/2
Vl V2
G=—r=y51} %= =\ﬁ—1/2
SR 1 VY R

Pentru metoda elimindrii lui Gauss o forma comoda de
scriere al rezultatului consta in factorizarea matricei A=LU .
Procesul de ortonormare Gram — Schimdt da o alta factorizare
pentru matricea A, numiti factorizarea QR. In cazul exemplului de
mai sus putem scrie:

a=Vv, Sau 312\/qu,

1 1 3
a2=—§v1+v2, sau a, = Eq1+ qu.

Reprezentarea matriceala a acestor doua ecuatii este:

o a)-(q qz{f w2 J

3/2
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adica A=QR unde Q este cu coloane ortogonate iar R este
superior triunghiulara.

Se poate arata ca orice matrice de dimensiune mxn,m>n,
cu coloanele liniar independente admite o factorizare QR, unde Q
este 0 matrice (de dimensiune mxn) cu coloanele ortonormate iar
R este o matrice (pdatrata de dimensiune nxn) superior
triunghiulara.

Daca se cunoaste factorizarea QR a matricei A atunci CMMP
se rezolva usor. Din (3.26) obtinem:

x*=(A"A)]"A" =(R'TQ"QR)"R'Q"b
de unde, tinand seama cd Q' Q =1, rezulti ca:
x*=(R"RJ"R'Q"b=R'Q’b.
Prin urmare pseudosolutia in sensul CMMP se poate obtine usor rezovand
sistemul triunghiular:
Rx=Q'b. (3.28)
Pentru calculul lui R si Q'b sunt necesare aproximativ
n’m operatii, iar pentru rezolvarea sistemului triunghiular (3.28)

numai n(n+1)/2 operatii. Deci numarul total de operatii este

aproximativ de doua ori mai mare decat cel pentru formarea
sistemului de ecuatii normale.

Exista o varianta noua a metodei Gram — Schmidt numita
algoritmul lui Gram — Schmidt modificat:
Pentru k=1,2,K ,n

A

|ak||2
Pentru j=k+1Lk+2K,n

_ _ T
a; =4, (aj a, )ak

ak=|
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Algoritmul lui Gram — Schmidt modificat este numeric
stabil datoritd rearanjarii ordinii de efectuare a calculelor. In plus,
el necesitd mai putind memorie operativa decat metoda clasica de
ortogonalizare. Vectorii g, se calculeaza si se plaseaza in acelas

loc de memorie care il ocupa vectorii initiali a, .

Pentru completarea cunostintelor cu alte metode de
rezolvare a problemei CMMP se recomanda [2,22,29,34,35,37].
Mentionam lucrarea [29] care contine un program bun FORTAN
bazat pe factorizarea valorilor singulare, numita DVS. Cititorul
care stdpaneste bine notiunile de bazd din algebra liniara
recomanddm lucrarea fundamentala [29].

3.10 Exercitii

1. Fie matricea

0O 0 6
A=|1/2 0 0].
0 1/3 0

Si se calculeze A®.

2. Sa se determenie matricele patrate de ordinul doi,
satisfacand relatiile:

a) A>=0 desi A=0

b) B> =-I

c) CD=-DC, dar CD#0

d) EF =0 cu toate ca elementele matricelor E si F sunt
nenule.

3. Sa se arate ca

(AB)' =B"A";(AB)* =B AL (A1) =(AT)".

4. Matricea P se numeste idempotentd daci P> =P . Si se
determine toate matricele idempotente de ordinul doi.

5. Sd se caleuleze ||X|,,[X],.|X], pentru x=(0,-1-2,01)".
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6. Sa se arate ca oricare ar fi norma vectoriald au loc
inegalitatile:
) |IXI=[vl] < lx=vl
b) [x £yl < x| +}y]
7. Sa se deetermine unghiul dintre vectorii x=(2,-2,1)" si
y=0022)".
8. Sa se arate cd matricele A si B sunt egale intre ele daca si
numai daca Ax =Bx pentru Vvx.
9. Fie A=1-2xx" unde xeR",(x,x)=1. Si se arate ci
matricea A este ortogonald si A* =1 .
10. Fie A o matrice ortogonald si AX = Ax,x = 0. Sa se arate
ca |4 =1.

11. Fie matricea de rangul 1ntéi

"

Si se pund matricea A de forma uv' .
12. Fie matricea

A cosé —sind
sind cos@ )
Sa se arate ca matricea A este ortogonala.

13. Sa se arate ca daca A este 0 matrice pozitiv definita

atunci matricele A* si A™' sunt de asemenea pozitiv definite.
14. Sa se calculeze factorizarea LU a matricei

N

15. Si se calculeze factorizarea Cholesky LL™ a matricei

2 -10
A=|-1 2 -1|.
0 -1 2
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16. Sa se arate ca cond(AB)< cond (A)xcond(B).
17. Sa se arate ca sistemul de ecuatii
X, +100x, =100
{ X, =0
Este rau conditionat. Sa se calculeze numarul de conditionare.
18. Fie x=(3 4),z=(1 1. Si se calculeze
o= ||X|| o V=2Z+0X si matricea corespunzatoare Householder.

19. S& se compare metodele Jacobi, Gauss — Seidel si a
suprarelaxarii succesive n cazul matricei A din exercifiul 15, iar

b=101) si x®=(0,0,0).

20. Fie
2 -10

acl-r 2 1) bz(o.m} 50:(0.0001].
o 1 2 0.1 0

Sa se calculeze preudosolutia in sensul celor mai mici patrate a
sistemelor supradeterminate Ax=b,Ax=b+d. Sa se compare

rezultatul.
21. Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii ai
matricei

5 11
A=|1 3 1].
1 13

22. Sa se calculeze valorile proprii ai matricei din exercitiul
nr. 15.

23. Fie sistemul supradeterminat AX:b,AZ(aij)an,

beR™, cu pseudosolutia X = (AT A)ﬁ1 Ab . Si se arate ci vectorul

rezidual r = AX" —Db este ortogonal pe subspatiul
ImA={yly = Ax,xeR"}c R".
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24, Matricea A" =(ATAJ ATde dimensiune nxm se

numeste pseudoinversa lui A sau generalizarea matricei inverse a
lui More — Penrose. Sa se arate ca

AA+A=A; A+AA+=A+;
(AA] = mar; (AA = A'A
25. P, = AA" este proiectorul ortogonal al lui A pe spatiul

Im A. Si se arate ¢ P =P, si P, =P,, adicd matricea P, este
idempotenta i simetrica.
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