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Transformari grafice

Transformarile grafice permit reprezentarea
desenelor la scara dorita, efectuarea operatiilor de
detaliere si de micsorare asupra imaginilor,
realizarea animatiel, etc.



Scopul transformarilor grafice

Modelarea si implementarea obiectelor
Definirea obiectelor prin coordonatele lor

Necesitatea anumitor actiuni (deplasate, rotire,
scalare) pentru a insera obiectele n
coordonatele globale

etc.




Tipuri de transformari

Geometrice
* Translatie
* Rotatie
* Scalare

Lineare (prezervare a liniilor
paralele)

* Scalare neuniforma, forfecare,
etc.

Proiectie (prezervare a
dreptelor)

* Proiectie de perspectiva
* Proiectie paralela
Ne-lineare (liniile devin curbe)

S0 .
Identity Translation Rotation (Uniform)
Scaling




Transformari geometrice

Obiectele 2D/3D sunt reprezentate prin:

* Coordonatele varfurilor, raportate la un sistem de coordonate
carteziene 2D sau 3D;

* Atribute topologice (laturi, ciclul de laturi al uneli fete, s.a.);

* Atribute de aspect: culoare, tipul de interior pentru suprafete
2D, atribute de material(ex.: reflexia/refractia luminii de catre
suprafata), texturi, s.a.

Transformarile geometrice se aplica varfurilor (coordonatelor)
obiectului si nu afecteaza atributele sale!



Transformari geometrice

Sunt operatii fundamentale In sinteza
iImaginilor folosite pentru:

* Redarea desenelor la diferite marimi
 Compunerea desenelor sau a scenelor
* Realizarea animatiel

* Transformarea obiectelor dintr-un spatiu logic, In
care sunt definite, in spatiul fizic de afisare

* elc.



Transformari geometrice

Exista doua interpretari ale unei transformari grafice a unui punct:

a) se efectueaza transformari asupra coordonatelor unui punct, pastrand
acelasi sistem de coordonate;

b) se efectueaza transformari asupra sistemului de coordonate.

x'=x+d
Ay y'=y A J{,r‘ Ay
P(x,y) P'(x",y") P'(x', y")
. e < L
d d




Transformari geometrice
2D elementare

Translatia
Scalarea fata de origine
Rotatia fata de origine

~orfecarea fata de origine
Oglindiri fata de axele principale, fata de origine



Transformari geometrice 2D
Translatia

Translatia se defineste ca fiind transformarea grafica
pentru care orice punct al formei sufera o deplasare
liniara global definita.

Translatia este o transformare grafica ce lasa
nemodificate distantele intre punctele unei forme
grafice. Acesta caracteristica este specifica corpurilor
fizice solide (nedeformabile) si de aceea o vom numi
caracteristica de corp solid. Reformuland, putem
spune ca transformarea grafica numita translatie
prezinta caracteristica de corp solid.



Transformari geometrice 2D
Translatia

P(xy) — P(x’, y)

x'=x+t
X

'—+
y'=y+t,

Translatia 7(7 1 ))

A
Y




Transformari geometrice 2D
Scalarea

 Scalare: forma grafica sufera o modificare de
reprezentare in urma careia distantele dintre puncte sunt
afectate.

Fiecarel axe de coordonate | se ataseaza un scalar numit
factor de scara. Atunci cand factorii de scara au aceeasi
valoare, operatia de scalare se transforma in operatie de
asemanare iar factorul de scalare unic definit poarta
numele de factor de asemanare. Factorul de asemanare
unitate conduce la operatia de identitate.

Un factor de scalare supraunitar - marire de dimensiune,
un factor de scalare subunitar - micsorare de dimensiune.
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Transformari geometrice 2D
Scalarea fata de origine

P(x,y) = P(x',y)
x’=sx *x
y'=s*y
2.9 6.9

s =2,8=3
X y

1.3 __3.3 :

(A Dt B

2.3 b,3
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Transformari geometrice 2D
Scalarea fata de un punct arbitrar

P(x,y) —> P(x' y) Punctul de scalare: F(x,y)

Operatia se reduce la scalarea vectorulur FP

* L] W » — » L] W
l‘*__x- }( — SJ( . (.1- — _x}() : X=X"3 x + .:C- f .I- f S x
' - . - — * L] \ .
) Y=YV 8, T V=V S,

y=yr=s, *(J»’ — Vs

1,4 3.4

1,1 3,1
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Transformari geometrice 2D
Rotatia fata de origine

P(xy) — P(x’, y)

x =rcos (6)
y =rsin (0)
x'=rcos(0+ o)
y'=rsin(0+ )

x’=rcos(6) cos(a) — r sin(6) sin(a)
y’' =rsin(0) sin(a) + r cos(6) cos(a)
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Transformari geometrice 2D
Rotatia fata de un punct oarecare

P(xy) — P(x’, y)

x'- X, = (x- xf) cos(a) — (y -yf) sin(a)
Y-y, = (x-x) sin(@) +(y-,) cos(c)

15



Transformari geometrice 2D
Coordonate

Un punct P(x,y) este reprezentat prin coordonatele sale
(x,y) sau printr-un vector-linie: [x,y]

O metoda alternativa ar fi reprezentarea printr-un vector-
coloana:

X
(x,y) =
2
. ) . 2
Exemplu: P(x,y)=(2.14.8)=[2.1,4 8]= y

16



Transformari geometrice 2D
Notatil coordonate

Notatiile par a fi echivalente, exista insa si diferente...

Sa examina inmultirea matricelor | aceste doua cazuri
Pentru vector-linie :

a b c
[x y z]d e f:[ax+dy+gz bx+ ey+ hz cx+fj/+z'z]

g h i a b clx]| |ax+by+cz
Pentru vector-coloana : d e =|dx+ey+ f
g h i|z| |gxt+hytiz)|

17



Transformari geometrice 2D
Notatil coordonate

Ecuatiile obtinute prin Tnmultirea matricelor sunt
echivalente doar cand se respecta anumite conditil

X la b cfx a d g

y'l=|d e f|y Xy Z)=lx oy oZ]b e h

') g h iz c f i
P'= MeP P'= PsM'
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Transformari geometrice 2D
Notatil coordonate

Ambele notatii sunt utilizate in literatura. Pentru a trece
dintre-o notatie in alta (de la vector-linie la vector-
coloana sau invers) va trebui sa utilizam matricea
transpusa fata de notatia opusa pentru a obtine acelasi

rezultat.

a b
M=|d e
g h

a d g
=\b e h
c f i

19



Transformari geometrice 2D
Forma matriciala: translatia

Avem:

Dorim
sa calculam:

Forma
matriciala:

P =(-3.7,-4.1)
T =(7.18.2)
x'=-3.7+7.1
y'=-4.1+8.2
x| [-37

— +
_y'_ - 4.1_
x'=34

y'=4.1

7.1]
8.2
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Transformari geometrice 2D
Forma matriciala: rotatia

P=(x,y) x'=rcospcos—rsingpsin
R=(6’) y'=r cosp s f+rsm ¢ cos
x'=xcosf/— ysinf

xi’”cf’w y=xsm@+tycost
y’—rsmgp x"|_|cos —smd || x
x=rcos(gﬂ"6’) y'| [sin@ cosf ||y

y'=rcos(p+0)  p-g.p
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Transformari geometrice 2D

Forma matriciala: scalarea
P =(1.4,2.2)
S =(3,3)

P =(x,y)
S =(s,,5,)

x'=3*%1.4
y'=3%2.2

X

'

Y

30

_O 3_

x'=4.2
y'=6.6

1.4
2.2

22



Transformari: rezumat

Translatie R L d,
I: + r| — .

P'=T+P y|"ly) \d,

Scalare X _|s. 0 |[x

P'=S -P v]|o s, [y

Rotire x| [cosf -sind]|x

P' =R - P 1=l :
y| |smf cosO ||y

Am fi interesati ca toate transformarile sa fie cu inmultiri pentru a le
putea concatena

Solutia: utilizarea coordonatelor omogene
23



Coordonate omogene

Daca se va incerca exprimarea unor transformari compuse ce cuprind in secventa cel
putin o translatie, reprezentarile matriceale ale acestora (dupa modelul prezentat) nu vor
mai fi posibile fara a apela la coordonatele omogene.

Un punct din plan, notat (x,y), se reprezinta in coordonate omogene
X tw

prin vectorul: | y, |, unde X, =wx ,y ,=wy

P, (wx,wy,w)

/ 11l /PQd .y, 1.)/

W

24



Coordonate omogene
Exemple

Ex.

Ex.
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Coordonate omogene

Observatie 1:

Reprezentarea unui punct in coordonate omogene nu este unica.

3 6 30
Astfel, vectorii: | 2| , |4|SI |20|Sunt reprezentari posibile ale punctului
1 2 10

(3,2) in coordonate omogene.

Observatie 2: 4
Un vector in coordonate omogene |5 | , ¢ #() ,
C
reprezinta punctul din plan notat |4 /c
b/c

26



Coordonate omogene
Exemple

Ex.

Ex.

27



Coordonate omogene

Cele trei transformari discutate (translatia, scalarea si rotatia) in
coordonate omogene, capata urmatoarele exprimari:

* translatia:

* Scalarea fata de origine:

* rotatia fata de origine:

_ ,_

X

yr
1

’_

X

’

=

] 0

X

‘.

0 1 t,||y

0 0 1] /|

s. 0 0][x]
=10 s, O||y

o o0 1|1
(cosgp - sing 0||x
sing cosp 0
0 0

]__ .
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T—l

R—l

Coordonate omogene
Transformari inverse

Fiecare dintre transformarile elementare detine o
operatie inversa (o transformare opusa).

10 -t

0 1 -t

Y

00 1
.cosﬁ guly, O.
—sinf cosf 0
( (0 1_

29



Coordonate omogene
Transformari inverse

Se pot verifica proprietatile:

L [T(t,t) ' = [T(1,1) ]
2. [ S(sys) [T =[S(1/s,1/s5) ]
3. [R(a) ["=[R(-a)]

30



Transformari finale

' x| |1 0 z|]x]

(e ) =| | =[] +|” | =lo 1
txaty o yv R A + y - V o ty y
g 1] |0 0O 1]|1]

X' s. 0 0
(os) = =5 2{1F] = |y
SSX’Sy:y':OS y—>y=0 s, Oy
g 1| |0 O 1|1
P :S(Sx,Sy)‘P—> P :S(Sx,Sy)’P
_ ' x'| [cos@® -sin6 O0]]
x' cosfd -smnf||x ,
R(g) = = . — | y'| =|smnf cosO O
) sinf cos@ ||y
1] | O 0 1|

P=R(@)e P— P=R(@)e P




Combinarea transformarilor

De cele mai multe ori o transformare grafica este compusa din mai multe
transformari elementare.

Pentru simplificarea reprezentarilor matematice, se prefera utilizarea
notatiei matriceale in descrierea operatiilor de transformare. Astfel, rotatia
punctului P(x,y) fata de origine, se exprima astfel:

X cCosQ - SINQ||X

V' _Sinw cosq@ ||y

SauP ' =RP

32



Combinarea transformarilor

Consideram in continuare o scalare fata de origine urmata de o rotatie fata
de origine. Avem: P'=RS P

cosp - sing||S, 0 |s,cos@ -5, sing

Sin cos@ |0 s s Sin S oS
i 1] D I Y ]

MERS =

Observatie:

Deoarece produsul matriceal nu este comutativ, va trebui acordata atentie
succesiunii matricelor ce semnifica operatorii transformarilor. Regula este ca
matricea sa se succeada in ordinea in care acestea opereaza, de la dreapta
la stanga.

Astfel, o transformare compusa dintr-o rotatie urmata de o scalare se scrie:
M=SR

O transformare compusa dintr-o scalare urmata de o rotatie se scrie: M=RS

Exercitiu: Sa se demonstreze ca cele doua transformari sunt distincte. 33




Combinarea transformarilor

Ecuatii echivalente

X' la b c|x a d g
.}H = d & f 1" [.Il yl El] — [.I y E_ b e h
2| |g h i)z c f i
P'= MP P' = PM'
TRSv VvSTRTTT
- - :
Matricele sunt aplicate Matricele sunt aplicate
de la dreapta spre stanga de la stanga spre dreapta

34



Transformari compuse

Ce se-ntampla daca dorim sa scalam, sa rotim si sa
deplasam o figura?

Putem sa executam transformarile una cate una

De ex: sa rotim segmentul cu 45 de grade n jurul
ounctului a

A A

=

35



Transformari compuse

Linia e definita prin doua puncte

Daca aplicam o rotatie la 45 de grade, R(45), ea
afecteaza ambele puncte

Ar trebui sa translam ambele puncte pentru a intoarce
punctul a Tn pozitia originala cu scopul de a prezerva
punctul a...

A A A

— -> > >
Incorect ! Correct

R(45) T(-a) R(45) T(a)

36



Transformari compuse

Alegem originea punctulul
de rotatie a=3

Deplasam linia la origine: T (-3)
Rotim cu 45 de grade: R(45)

Deplasam linia Tnapoi: T(3)

a

37



Transformari compuse

Va functiona oare aceasta secventa? Verificatl
singurl... Explicati .

10 —3lcos(45) —sin(45) 0lf1 o 3]lx| [x']
0 1 0 |sin(45) cos(45) 0[[0 1 0fyl=[y’
_001__0 ( 1__001_1 I
Rezultatul primeil Tnmultiri (vector*matrice)

[ 0 31|x| [x+3
0 1 Olly|=| y
00 1)1 1




Combinarea transformarilor

P'=Ae P,P"=Be P’

Y =10 1T ¢||y

1) |00 1|1

x"| |cos@® -sin@ O]]x']

y"'| =|sinf cosf Of})'

'""=B-A-P

1 o o0 1|1

x"| [cos® -sin@ O[[1 O z||x'| [x] [cos® -sind t . cos@—t, sin6
Y'| =|sinf@ cos® 0|0 1 ¢||)|&D|)y"|=|sin cosf ¢ sinf+t cosb|
1 0 0 1|0 0 1|1} |1 [ O 0 | 1
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Combinarea transformarilor

Scalare apol Translatie

L (1,1)

q

Scale(2,2)

(0,0)

Multiplicarea matricelor:

TS=

>

f103\
011

00 1

Exemplu

q

A

(2,2) Translate(3,1
ranslate( (3!

> )

(0,0

KZOO\
020

00 1

(5.3)

f203\
0 21

00 1

Multiplicarea nu e comutativa !

>

P' = T(SP) = TSP

40



Combinarea transformarilor

Exemplu
Scalare apoi Translatie: P' = T(SP) = TSP
Ll 1) Scale(2,2) (2,2) Translate(3,1)' (3! (5,3)
(0,0) > . N | i

Translatie apol Scalare: P' = S(TP) = STP

' ||
(1,1) Translate(3,1) ’ (4,2) Scale(2,2)
> 3.1

. L 62

(0,0)

41



Combinarea transformarilor

Exemplu

SapoiT: P (SP)—TSP
r103\200 (20 3
7S= |1 01 1/l 020 = 021
001/ 001 |001

TapolS: P'=S(TP) =STP
200|103 r206\
ST=1020/| 011 =022
001|001 00 1

(. 4 - 4 - 4



Scalarea fata de un punct arbitrar

P'=T(xr, yr) * S(sx,89) * T (- x7,- yr)* P

S O -

0
1
0

'_ [ ] \ § — w @ 1
X=X-S,+Xp—Xp Sy

Xf

yr
1

Sx 0 0
0 s 'y 0

— S ¥ xr X

=Sy Fyr

0 0 1

1 1

J

10
0 1
0 0

Sx 0

0 O

'_ - 1 W — . w7
V=y-S,+ysr=yr-s,

0 s 'y

— X/

— v
1

— Sx ¥ X7+ X1

— s ®yr+ yr

1

T(.Xfyf) -

punctul de

scalare

VES A+ yr— s * yr

1

X* s+ xr— S ¥ Xy

' Aceasta formula a fost dedusa anterior !

43




Rotatia fata de un punct arbitrar

o o =

P =T(xr,yr)*R(a)*T (- xr,- yr)* P

<

¥ sina
0

o = O
-

r —

x'= xcos(a)—ysin(a) + X, - xfcos(a) + yfsin((x)

y'= xsin(a) +y cos(a) +yf - xfsin(a) —yfcos(a)

cosax O

J

0

cosa —-smma 0

|

*

1 0 —xf|
0 1 —yr
0O O 1

%k

T(.Xfyf) -

punctul de

rotatie

Y
1

44



Alte transformari: oglindirea

Oglindirea fata de axa OX

’ x’ 1 0O O||x
X —X
{,_ = |yl=lo -1 ol|y
r Y 7| o o 1|1
Y/\

XV

45



Alte transformari: oglindirea

Oglindirea fata de axa OY

, x| -1 0 o0]|lx
X —= X
{,_ = |y|l=lo 1 ol|y
7Y 1] o o 1]|1

46



Alte transformari: oglindirea

Oglindirea fata de origine

, x| -7 0 O0]||x
X — X

{,_ = |yl=lo -1 oy
s 7| o o 1|1

47



Oglindirea fata de o dreapta arbitrara

Oglindirea fata de o dreapta y=a*x+b

fP(x,y)
®

48



Oglindirea fata de o dreapta arbitrara

Oglindirea fata de o dreapta y=a*x+b poate fi exprimata ca o
transformare compusa din urmatoarele transformari elementare:

1. translatie astfel incat dreapta sa treaca prin origine T(0,-b)

2. rotatie a dreptei pentru a o alinia cu una din axele de coordonate:
R(-arctg(a)) (de exemplu cu axa Ox)

3. oglindirea fata de axa pe care a fost suprapusa: Ox
4. rotatie inversa celei de la punctul 2  R(arctg(a))
5. translatie inversa celei de la punctul 1, T(0,b)

In notatie matriceala transformarea se exprima astfel:
M=T1*R-1*O*R*T
49



Oglindirea fata de o dreapta arbitrara

Exercitiu Oglindirea fata de dreapta y=x-2
Fie y=x-2 -
a=1, b=-2 ot
P=|2
1 e /

Definiti matricea compusa a >
acestei transformari si, fiind dat /
un punct P(x,y), calculati
coordonatele punctului P'(x', y')

M = T *R*O*R*T = T(0,-2) *R(45) *O(0X) *R(-45) *T(0,2)
50



Oglindirea fata de o dreapta arbitrara

Oglindirea fata de dreapta y=x-2 a punctului P(2,1)

1 0

0 1 -2

0 0

0

1

},

= =

= D -

| I 1 A
2 RERNRER
; Lo o) 2~ 2 1 0 0
g U{u ~1 U}* _g g U‘{U l 2}_ ./
0 1[0 0 1| o 0o 1|0 01 / . >
2 1 o o] | 2_ 2

‘Eu*ulg}rﬁﬁﬁ_

A 2 2

o 1{[0 0 1 0 0 1 I _

1 o1 27T1] [4
- - = ]_ 0 _2 & 2 — _1

V2|2 2 )
A |5 1l foo 1|1 |1
N2 N2 N2 sl Ltd L 1 U] L

, ) 2

b : : l x'=4

Calculati oglindirea fata de |
2] fo 1 2 y=x-2 a punctelor : y'=-1
P.(-5,7) ; P,(5,-5) ; P,(5,1

ol=[1 0 -2 (-5,7) ; P,(5,-5) ; P,(5,1) >

1 {0 o0 1




Alte transformauri: forfecarea

Forfecarea (inclinarea) fata de OX

) x| |1 F 0l x]
xX'=x+Fy
1 < |y|=|0 1 0||y
S 7| o o 1||1
F : factorul de forfecare pe axa OX
Y/\




Alte transformauri: forfecarea

Forfecarea fata de OY

o x| |1 0 0][x
X =X ’ 70
< — —
Vi=y+Ex > ’

“ 1 0 0 1||1

Fy: factorul de forfecare pe axa OY




Alte transformauri: forfecarea

Forfecarea caz general

(L —
X'=x+F_.y

—

1
£
0

S ~ T

Y =y+Ex

o

O X

.N%




Alte transformauri: forfecarea

Forfecarea fata de un punct oarecare din plan, (xf,yf) ,
exprimata ca transformare compusa:

1. Translatie prin care punctul (xf, yf) ajunge In
origine
2. Forfecarea fata de origine

3. Translatia inversa celei de la pasul 1

95



Transformare de coordonate
Translatia

Fie reperele X,0,Y, si X,0,Y,, ortogonale drepte. Translarea punctului
curent din P in Q este interpretata in acest caz ca o transformare de
coordonate, de la (x,,),) la (x,y,), adica o deplasare a referentialului

X,0,Y,fata de X,0,Y, cu distanta D.

Yo X =x +D Daca se face
referinta la O (0,0) :
) Y., >, +D (00
Py %] q—x -I-D

Yo
0, V. ~— Qfxzys)
Vad i E T

Ex-'-? !'5 : E Koo

|:]F'{Drﬂ];“. D E }:P
D~/ __
0.(D.D,) * s

56



Transformare de coordonate
Alt exemplu

Obtinerea matricel
globale de transformare
prin concatenarea
transformarilor locale de
la stanga spre dreapta

p', p", p" coordonatele p
dupa fiecare
transformare

57



Transformare de coordonate
Alt exemplu

p"=M *M__* ... *M *p

p" sunt coordonatele punctuti p dupa n
transformari



Pozitii relative si absolute

Jtilizarea in robotica
pentru a calcula pozitia
oratului in 3D In raport
Cu pozitia robotului :

m=1] M,
1




Exercitiu practic

Utilizand multiplicarea matricelor calculati rotatia figurii
de mai jos cu 45 de grade in jurul punctului (5, 3), iar

5 ——

apol scalarea cu s,=10, s,=20

(5, 4)

(4, 3) (6, 3)

(5, 2)




Intrebari ?
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Problema

Ma aflu in masina iar retrovizorul e in cu 0,4 m
in dreapta mea si cu 0,3 m mai in fata

Pornesc masina si ma deplasez inainte cu 5 m,
dupa care intorc la dreapta cu 30 de grade,
conduc iarasi Tnainte 5 m dupa care iarasi intorc
la dreapta cu 45 de grade si ma opresc.

Care este pozitia retrovizorului in raport cu
pozitia mea initiala Tnainte de a porni masina?

62



Solutie

» Pozitia initiala a y
retrovizorului: (0.4;0.3)
» Matricea pentru

deplasarea la primii ~ ; i
5 metri

S = O
IH(J]OI




Solutie

Matricele pentru
intoarcerea spre dreapta
la 30 si la 45 grade
(rotirea la -30 si la -45
grade 1n jurul originii)

ﬁ l 0 L_ L 0
2 2 V2 Y2
1 3 11

== 2 0| .R=|—— 0
2 2 V2 2

0 0 1 0 0 1
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Matricea finala

TR, TR,=

l\>|§|

o | —
| Sy o 1 —

o

o

()

o

Solutie

-
Pozitia finala a retrovizorului | &}
va fi (2.89331, 9.0214)



Exercitiul 1
Translati figura de mai jos cu coeficientii (7,2)

(2, 3)

(1,2 (3,2)




Exercitiul 2

Scalati figura co coeficientul 3 pe axa x si cu 2

pe axay

6 ——

(2, 3)

(1,2

3. 2)




Exercitiul 3

Rotiti figura cu 30° in jurul originil

(7, 3)

(6, 2) (8, 2)

. AR



Exercitiul 5

Utilizand multiplicarea matricelor calculati rotatia
figurii de mai jos cu 45 de grade Iin jurul punctulul

(5, 3)
0

5 ——

(5, 4)

(4, 3) (6, 3)

(5, 2)




Exercitiul 4

Scrieti matricele omogene pentru cele trei
transfofmari anterioare

Translatie

Scalare

Rotatie

70



Intrebari ?
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