LINII DE ORDINUL DOI: CONICE

O conica este o curba, care se obtine la intersectia unei suprafete conice circular drepte cu
un plan.

In cazul cand aceasti curba este inchisa, linia de intersectie este o elipsi. In partilular, daci
planul este perpendicular axei conului, linia de intersectie este un cerc.

In cazul cand linia de intersectie nu este o curbi inchisa, vom obtine: 0 hiperbola, daca
planul nu este paralel cu o careva generatoare a conului, sau 0 parabola, daca planul este
paralel cu o generatoare a conului. Vom studia acestor patru linii si vom deduce ecuatiile lor.

Consideram in plan un sistem rectangular de coordonate OXY .

CERCUL
Definitie. Multimea punctelor planului, egal departate de un punct dat M, din plan, se

numeste Cerc.
Fie My (%, Y,), si r un numar real pozitiv. Cercul C de centru M, si razd r reprezintd

multimea  punctelor M (x,y) ale planului astfel incat |MM|=r. Deoarce

IMM| = \/(x— %) +(y—V,)" obtinem (x—x,) +(y—y,) =r?- (1.6.1) — ecuatia canonici a
cercului (sau ecuatia carteziana implicita a cercului). Deci,
C={M(xy)|(xy)eR:, (x=x) +(y=¥,)" =r* |. Se mai scrie C:(x—x,) +(y-y,)" =r*.

Ecuatia cercului cu centrul in originea coordonatelor este x* +y* =r”.

Ecuatia (1.6.1) mai poate fi scrisd sub forma x*+y*—2x,x-2y,y+xZ+ys—r’>=0. Apare
intrebarea daca o ecuatie de forma x* + y? + 2ax + 2by +¢ = 0 reprezinta totdeauna un cerc.

Fie multimea I':x*+y”+2ax+2by+c=0. Deoarece ecuatia Xx* +y*+2ax+2by+c=0
poate fi scrisi sub forma: (x+a)° +(y+b)* =a? +b* —c, distingem cazurile:
1. a*+b’-c>0,atunci T este un cerc cu centrul in punctul (-a,—b) siraza r = Ja?+b?—c;
2. a*+b*-c=0,atunci I ={-a,-b};

3. a’+b’-c<0,atunci ' =3.
Ecuatia x* +y” +2ax+2by+c=0 cu a’*+b*-c>0 (1.6.2) se numeste ecuatia generali a

y:y0+1/R2—(X—XO)2
y:yO_\/RZ_(X_Xo)Z

Un cerc C separa planul in doud multimi disjuncte- interiorul lui C notat cu IntC si

cercului.

Din ecuatia (1.6.1) rezulta (1.6.1) —ecuatii explicite ale cercului.

exteriorul lui C notat cu ExtC: IntC:{M(x,y)‘x2+y2+2ax+2by+c<0} si

ExtC :{M (x, y)‘x2 +y? +2ax+2by+c>0}.
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Fie dreapta | : Ax+By+C =0 si cercul C:(x-x,)"+(y-y,)" =r?. Pozitia dreptei | fata de
_ |A%, +By, +C]|

\JA? + B?

cercul C poate fi determinata de distanta d(M,l)

de la centrul M, al

cercului la dreapta I.
1. Daca d(M,l)<r, atunci dreapta este secantd cercului (are doud puncte comune cu

cercul);

2. Dacad d(Mg,l)=r, atunci dreapta este tangentd cercului;
3. Daca d(Mg,l)>r, atunci dreapta si cercul nu au puncte comune.
Punctele de intersectie ale dreptei cu cercul (daca exista) sunt solutii ale sistemului .
{(x—xo)2 +(y- y0)2 =r?
Ax+By+C =0.
Fie cercul C:(x—x) +(y—-Y,) =r* si M,(x,y,)eC. Atunci ecuatia de gradul intai

(X%, =% ) (X=X, )+ (¥, = Yo ) (Y —¥,) =17 reprezintd tangenta la cercul C in punctul M, .

ELIPSA
Definitie. Se numeste elipsa locul geometric al punctelor, pentru care suma distantelor la
doua puncte fixe, numite focare, este constanta.
Fie ¢ un numar real pozitiv, F, si F, doud puncte fixate din plan astfel incat |F,F,|=2c.

Fie a>c. Multimea E a punctelor M ale planului cu proprietatea |MF,|+|MF,|=2a reprezinta
elipsa. Distanta |F,F,[=2c se numeste distanta focald, iar dreapta F F, se numeste axi
focala, iar segmentele de dreapta [MF,| si [MF,] se numesc raze focale ale punctului M.

Fixam un sistem cartezian de coordonate {Of]} astfel incat O este mijlocul segmentului

F,F,, vectorul i este coorientat vectorului F, F, , de unde este evidenta pozitia vectorului j.
Astfel focarele au coordonatele F, (—c,0)si F,(c,0).

XV
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Punctele A (-a,0), A, (a,0), Bl(o,—\/a2 —c? ) B, (O,\/a2 —c2) apartin elipsei si se numesc

varfuri ale elipsei.
Sad deducem ecuatia elipsei E. Fie M (x,y) un punct arbitrar al elipsei. Avem

IME|=y/(x+¢)" +y*, |MF,|=4/(x=c)’ +y*. Avem \/(x+c)2 +y? +\/(x—c)2 ty —2a, de
unde /(x+ ¢) +y* = 2a—\/(x—c)2 +y? . Ridicand ambele parti la patrat si reducand termenii

asemenea, obtinem: a (x—c)2 +y? =a®* —cx. Ridicand ultima ecuatie la patrat si reducind

termenii asemenea, obtinem: (a’-c’)x*+a’y’ =a’(a’-c?). Cum a>c>0 rezultdi cd
2 2

- X
0<a’—c?=b?, de unde avem ci b’x* +a’y® =a’h’ sau -+~
a

F:

1 (1.6.2) - ecuatie canonica

a elipsei sau ecuatie carteziana implicita. Atunci varfurile B, si B, au coordonatele

B,(0,-b) si B,(0,b). Distantele |AA|=2a, |BB,|=2b se numesc axa mare si axa mici,

respectiv, ale elipsei. Jumatatile a si b se numesc semiaxe. Punctul O este centrul de simetrie
y:Q /az_xz

al elipsei. Din ecuatia (1.6.2) rezulta ab (1.6.3), numite ecuatii carteziene

y=—— [32 _ 2
a

explicite ale elipsei.
Prima ecuatie a totalitatii reprezinta portiunea elipsei cuprinsa in semiplanul y >0, iar a
doua ecuatie reprezinta portiunea elipsei cuprinsa in semiplanul y <0.

2 2

Intersectia unei drepte h: Ax+by+C =0 si a elipsei E :X—2+Z—2:1 este determinata de
a
Ax+By+C =0
solutiile in R* ale sistemului < y2 y? , ultimele fiind cel mult doud la numar.
at b
In cazul cand dreapta | are un singur punct comun cu elipsa E, se spune ci | este

2 2
tangenta la elipsa E. Fie E ::—2+Z—2:1 si M,(x,y,)eE. Atunci ecuatia tangentei la E in

punctul M, este );12)(+{)12y=1 (1.6.4).
Proprietatea optica a elipsei. Razele de lumina ce pornesc din unul din focarele unei
oglinzi eliptice sunt reflectate de oglinda in celalalt focar.
HIPERBOLA
Definitie. Se numeste hiperbola locul geometric al punctelor dintr-un plan cu proprietatea
ca valoarea absoluta a diferentei distantelor pana la doud puncte date, numite focare, este o
marime constantd, mai mica decat distanta dintre focare.

3
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Astfel, fie ¢>0 si F,F, doua puncte fixe din plan astfel incat |F,,F,|=2c. Fie 0<a<c.
Multimea H a punctelor M cu proprietatea |MF,|-|MF,| = 2a determina hiperbola.

Punctele F,F, se numesc focarele hiperbolei, dreapta F,F, se numeste axa focala, iar
distanta |F,F,|=2c se numeste distanta focalia; segmentele [MF,] si [MF,] se numesc raze
focale ale punctului M. Fixam sistemul de coordonate {Of]} astfel: O este mijlocul
AV segmentului [FF,], iTMFF,, iar pozitia lui j este

evidentd. Atunci focarele au coordonatele F (—c,0) si
F,(c,0). Evident, punctele A (-a,0), A (a,0) apartin

g hiperbolei.
Sd deducem ecuatia hiperbolei. Fie M (x,y) un punct

arbitrar al  hiperbolei. Din definitie rezulta
\/(x+c)2 +y° —\/(x—c)2 +y?

\/(x+ c)2 +y? = \/(x—c)z +y? +2a. Ridicind ambele parti la patrat si reducand termenii

=2a, de unde

asemenea, obtinem iZaJ(x—c)2 +y? =a* —xc. Ridicand inca o data ambele parti la patrat,
2 2
avem (c2 —az)x2 —-a’y* =a’ (C2 —az). Notind b® =c®—a*, obtinem Xz—gzzl (1.6.5), numita
a

ecuatia canonica a hiperbolei (sau ecuatia carteziana implicita a hiperbolei). Punctele
A (-a,0), A,(a,0) se numesc varfuri ale hiperbolei. Hiperbola nu intersecteazd axa OY .
Astfel axa OX se numeste axa transversa a hiperbolei, iar OY axa netransversa. Originea de
coordonate O este centru de simetrie al hiperbolei.

yzg X% — a2
Din (1.6.5) rezulta a cu xe(—o,—aJula,+xo) (1.6.6), numite ecuatii
y:_E Xz_az
a
f(x):E\/xZ—a2
carteziene explicite ale hiperbolei. Consideram functiile a . Dreptele
1‘(x)=—g\/x2—a2

y =+—X, sunt asimptote ale acestor functii si Se numesc asimptote ale hiperbolei.
a
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2 2
Intersectia dintre dreapta |: Ax+By+C =0 si hiperbola H ;X_Z _ Z_z —1 este determinati
a
Ax+By+C=0
de solutiile sistemului < y2 y2
a’ b’

2

2
Fie hiperbola H :X—z—g—zzl si My (X,,Y,)eH . Ecuatia tangentei la H in punctul M,
a

X, X

este az_{fzy =1 (1.6.7).

HIPERBOLA
Definitie. Se numeste parabola locul geometric al punctelor dintr-un plan pentru care
distanta pana la un punct fix F din acest plan este egala cu distanta pana la dreapta h fixata,
situata 1n planul considerat.
Punctul din definitie se numeste focarul parabolel, iar dreapta h se numeste directoarea

parabolei, segmentul [MF]se numeste raza focali a punctului M. Deci, multimea P a
punctelor M cu proprietatea d(M,h)=|MF|

determina o parabola.

Pentru a deduce ecuatia canonica a
parabolei sa alegem sistemul rectangular
cartezian de coordonate. Fie punctul D
proiectia punctului F pe dreapta h, iar O-
mijlocul segmentului FD. Directia vectorului i

><V

(respectiv a axei OX), coincide cu directia

vectorului OF , ijar directia vectorului |
(respectiv a axei QY ) rezultd imediat. Fie p

lungimea segmentului FD. Atunci F(%,Oj,

iar ecuatia dreptei h este x :——g sau x+§:0. Sa deducem ecuatia canonica a parabolei.
x+§| 0 >
Fie M(x,y). Atunci d(M,h)="~—=—"= x+—‘. MF|= /(x—ﬂ) +vy?. Deci,

2
x+§‘= /(X—gj +y®. RidicAnd ambele parti la patrat si reducand termenii asemenea,

obtinem y*=2px (1.6.8) — ecuatia canonica a parabolei. Punctul O(0,0) se numeste varful

parabolei, axa OX se numeste axa transversa, iar QY este netransversa.
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=—./2pX
Din (1.6.8) avem: [y P (1.6.9)- numite ecuatii explicite ale parabolei.

y =+/2px
Intersectia dreptei d :ax+by+c=0 cu parabola P:y® =2px este determinatd de sistemul
ax+by+c=0
{yz = 2px '

Fie parabola P:y* =2px si M,(x, Y,)eP. Tangenta la parabola P in punctul M, are

ecuatia Yy, = p(X+X,).



