Fie ca intr-un plan este fixat un sistem cartezian rectangular de coordonate

Fie M, (X,,Yy,2,) un punct si i={A,B,C} un vector

PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

Planul. Diverse ecuatii ale planului

Oyi_), Ts

nenul. Exista un singur plan 7 ce contine punctul M, si T
este perpendicular vectorului 7, numit vector normal al
planului 7. Un punct M (x,y,z) apartine planului = daca

si numai daca MM L, de unde M,M-fi=0. Avem

MM ={x—X;,y—

Yo.Z—2,} . Obtinem

M (xo,¥0)

K

Sl

A(X—X,)+B(y—Y,)+C(z2-2,)=0 (1.5.1) - ecuatia dreptei determinati de punctul

My (Xo. Yo, Zo) si vectorul normal 7 .
Ecuatia (1.5.1) poate fi scrisd sub forma Ax+By+Cz+D=0 (1.5.2), D=-Ax,—By,—-Cz,,

numita ecuatia generala a planului.

Ecuatii incomplete ale planului

1. D=0; ecuatia Ax+By+Cz=0, determina un plan ce trece prin originea de coordonate.

2. A=0; ecuatia By+Cz+D=0, determind un plan paralel axei OX (vectorul normal
i ={0,B,C} este perpendicular axei OX).

3. B=0; ecuatia Ax+Cz+D =0 determind un plan paralel axei OY .

4. C=0; ecuatia Ax+By+D =0 determind un plan paralel axei OZ .

5. A=D=0; ecuatia By+Cz =0 determina un plan ce contine axa OX .

6. B=D=0; ecuatia AX+Cz =0 determina un plan ce contine axa OY .

7. C=D=0; ecuatia Ax+By=0 determind un plan paralel axe1 OZ .

8. A=B=0; ecuatia Cz+D =0 determind un plan paralel planului OXY .

9. B=C=0; ecuatia Ax+D =0, determina un plan paralel planului OXY .

10. A=C =0; ecuatia By+D =0, determina un plan paralel planului OXZ .

11. A=B=D=0; ecuatia Cz=0 sau z = 0 - ecuatia planului OXY .

12. A=C =D =0; ecuatia By =0 sau y = 0 - ecuatia planului OXZ.

13. B=C =D =0; ecuatia Ax=0 sau x = 0 - ecuatia planului OYZ.

Daca in ecuatia (1.5.2) toti coeficientii sunt nenuli, iar

ecuatia se numeste completa. Atunci ea poate fi scrisa sub

forma;

Y ;% _qsau XY i (1.5.3),
a b c

“D/A ~D/B ~DJC

numitd ecuatia planului ,,in segmente”. Numerele a, b, ¢

reprezintd valorile segmentelor taiate de plan pe axele
OX, OY, Oz, respectiv.
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Fie punctele necoliniare M, (x,Y,,Z), M,(%,,¥,,2,), M;(X;,Y5,2;). Existd un singur plan

ce trece prin aceste puncte. Sa determinam ecuatia acestui plan.

Fie M(x,y,z) un punct arbitrar al planului. Atunci vectorii M;M ={x-x, y-vy,, 27—z},
MM, ={X, =X, ¥Y,— Y. ,—2}, MM, ={x—-X,Y;— VY, Z,—2z} sunt coplanari. Conditia de
coplanaritate a acestor vectori este ca produsul lor mixt sa fie egal cu zero, adica

X=X Y=Y Z-17
(MlM,MlMZ,M1M3):0 sau (x,—x Y,—Y, z,—z|=0 (1.5.4)

X=X Y=Y 43—

Ecuatia (1.5.4) se numeste ecuatia planului ce trece prin trei puncte necoliniare.

Unghiul dintre plane. Conditiile de paralelism si perpendicularitate

Fie planele 7z,:Ax+By+Cz+D =0 si 7z,:Ax+B,y+C,z+D,=0. Aceste plane
formeaza doua perechi de unghiuri diedre, unul dintre care este congruent cu unghiul format de
vectorii normali i, ={A,B,,C,} si i, ={A,,B,,C,} ai acestor plane. Atunci,

AA +BB,+CC,

Cos (<7, 7, ) = Cos (i, i, ) = |ﬁ1|-|F122| TR BI+CE A +BIACE
1 1 2 2

Conditia de paralelism a planelor =, si 7, este echivalenta conditiei de coliniaritate a

vectorilor n, si n, , adica ﬁzﬂzﬁ_
BZ CZ

Conditia de perpendicularitate a planelor 7, si 7, este echivalenta conditiei de

ortogonalitate a vectorilor n, si n,: cos(<«,,7,)=cos(«n,n,) =0 sau AA, +BB,+CC, =0.

Distanta de la punct la plan. Fie punctul M, (x,Y,) si planul 7: Ax+By+Cz+D=0.
Atunci distanta de la punctul M, la 7 se calculeazd dupa formula

| A%, +By, +Cz, +D|

JA? +B%+C?

d(MO, 7[)
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Dreapta in plan. Diverse ecuatii ale dreptei
In spatiu o dreapta este bine determinati de un punct M, (Xo: ¥o:2,) Ce-i apartine si un vector
nenul q={m,n, p} paralel dreptei date, numit vector director al dreptei date. Si deducem

ecuatia acestei drepte. Fie M(X,y,z) un punct arbitrar al dreptei. Atunci vectorii q si

MM ={X—X;, Y—Y,, Z—2,} sunt coliniari, verificdnd conditia X=X Y=Y _Z7% (1.5.5),
m n P
numitd ecuatie canonica a dreptei. Notand in (1.5.5) fiecare raport cu t, obtinem
X = X, +mt
y=Yy,+nt, teR, (1.5.6), numite ecuatii parametrice ale dreptei.

Z=12,+pt

Fie punctele distincte M, (X, ¥,,2,), M,(X,,¥,,2,). Ecuatia ce trece prin punctele M, si M,
rezultd din (1.5.5), avand drept vector director vectorul q=MM, = (X=X, Y, =Y. 2, - 7.},

X2% _Y=% 274 (1.5.7) - ecuatia dreptei ce trece prin doui puncte.

X, =X Yo=Y Z,—1,

adica

Intersectia a doud plane neparalele z,: Ax+By+Cz+D,=0 si z,:Ax+B,y+C,z+D,=0
Ax+By+Cz+D, =0

. (1.5.8) se numeste
Ax+B,y+C,z+D, =0

reprezintd o dreapta in spatiu. Atunci sistemul {

ecuatie generala a dreptei.

Dreapta cu ecuatie generald data nu este ,,comoda” pentru ,,lucru”. Mai comoda este ecuatia
canonica (1.5.5). Trecerea de la ecuatia (1.5.8) la ecuatia (1.5.5), se poate face folosind, de
exemplu, urmédtoarea cale: in calitate de vector director al dreptei (1.5.8) putem lua vectorul
g =n, xn, (intr-adevar, vectorii i, si fi, sunt perpendiculari dreptei, de unde vectorul ¢ =rn, xn,

este paralel dreptei date), iar un punct M(X,,Y¥,.2,), ce apartine dreptei, poate fi gasit,

determinand o solutie (X,, Y,,2,) a sistemului (1.5.8).

Unghiul dintre drepte. Conditiile de paralelism si perpendicularitate
Analog, cazului dreptei in plan cu ecuatia canonica, putem determina unghiul dintre drepte
in spatiu.

X=% _ Y=Y _2-1%

X_X1: Y=Y, :Z_Zl Si |2:

Fie date dreptele I, :
ml nl pl m2 n2 pZ

mlm2 + n1r]2 + pl pZ

Atunci, cos(<l,,1,)=cos (<, d,

): 2 2 2 2 2 2’
\/ml +n + P -\/m2+n2+p2



PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

Dreptele 1, si I, sunt perpendiculare in cazul cand mm, +nn, + p,p, =0 .

Dreptele I, si I, sunt paralele, daca vectorii ¢;si G, sunt coliniari, adica: LLLILL B
m2 n2 p2
Unghiul dintre dreapta si plan. Distanta de la punct la dreapta. Distanta minima
dintre doua drepte neconcurente

Fie planul z: Ax+By+Cz+D=0 si dreapta 1:20-Y"Yo_27% ynghiul dintre
My n P

dreapta | si planul 7z este complementar unghiului dintre vectorul director q={m,n,p} si
|Am+Bn +Cp|

vectorul normalﬁ:{A,B,C}.Avem:sin(<rl,7z):‘cos(qq,f)‘:\/ v oo
A“+B°+C°-{m " +n"+p

Dreapta | este perpendiculara planului 7, dacd si numai dacad vectorii ¢ si i sunt
C e .. A B C
coliniari, adica —=—=—.
m n p

Dreapta | este paraleld planului 7, dacid si numai dacd sin(<l,7)=0, adica

Am+Bn+Cp=0.

XX YN 277
T m n p

Fie datd dreapta si  punctul

Mo (%o, Yo Zo). Distanta de la M, la dreapta | este egald cu
d(MO,I)=|§, unde A este aria paralelogramului, construit pe

vectorii G={m,n, p}si MM, cu M,(x,V;,2).

. . ‘quoMl‘
Mai putem scrie d(MO,I):T.

X=X _Y=% _ 274 |-
= = sil,:

ml nl pl m2 n2 p2
Distanta minima dintre doua drepte se numeste lungimea segmentului de perpendiculara,

X—% — Y=Y, — 1-4,

Fie dreptele neconcurente: |, :

comuna ambelor drepte, cu extremitatile situate pe aceste drepte. Avem vectorii directori
4
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G, ={m,n,p}, d,={m,.n, p,} sipunctele M, (x,Y;,2) si M,(X,,Y,,2,) ce apartin dreptelor I,

si l,, respectiv. Construim un paralelipiped pe vectorii G, ¢, si M,M, . Distanta minima dintre
dreptele date va fi egala cu distanta dintre planele fetelor paralele ale paralelipipedului, care

contin dreptele date, si se poate calcula ca fiind indltimea acestui paralelipiped. Prin urmare,

, atunci distanta

, iar aria bazei A =1g, xd,

Vv .
d =—2. Deoarece volumul V, =‘(ql,q2, M.M,)

minima dintre drepte va fi d =



