PRODUSE DE VECTORI: SCALAR, VECTORIAL, MIXT.
PROPRIETATI. APLICATII

Produsul scalar a doi vectori. Proprietati

In cadrul algebrei vectoriale se studiaza doua tipuri de produse a doi vectori: produsul
scalar si produsul vectorial.

Vom numi unghi dintre doi vectori, unghiul format de alti doi vectori, egali celor dati,
dar cu origine comuna.

Definitie. Prin produs scalar a doi vectori vom intelege numarul egal cu produsul
dintre lungimile acestor vectori si cosinusul unghiului dintre ei. Se noteazi cu (@, I;) sau
. — s N s
|a|-‘b‘cos[a , b].

—

a-b. Deci, a-b

Produsul scalar al vectorilor poseda urmatoarele proprietati:

b=

CT |

1) a-b=b-a
2) a-b a\prb\b

pra

3) Pentru ca doi vectori sa fie ortogonali e necesar si suficient ca a-b=0
4) (1a)-b=Al@a-b)=a-(1b), (1 R)

5) a-(b +c):a-b+a-c

6) aa=a =[a = [a]=+a"

7) Din proprietatea 6) rezultd ci i-i= mz

=1=j-j=k-k , iar din proprietatea 3) avem ci
i-j=j-k=k-i=0
Produsul scalar in coordonate. Aplicatii
Fievectorii a =X i +y; ] +2z, K | b=x,0 +Yy,]j+2z,K
Aplicand proprietatile produsului scalar, obtinem:
l.a-b= X X, +Y,Y, +2,Z,.

2. Fie vectorul @ = {x, y, z}. Folosind proprietatea 6 si formula de calcul al produsului scalar in

coordonate, avem ci |&| = /&% = /x? + y? 22 , adica lungimea vectorului este
egald cu radacina patrata din suma patratelor coordonatelor sale rectangulare.

3. Distanta |AB| dintre punctele A(xy,y4,2,) si B(x,,¥,,2,) este egala cu modulul vectorului
AB, adica |AB| = \/(xz —x1)% + (Y2 —y1)?* + (22 — )%
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4. Fie a=xi+Yy,j+zk, b=x,i+y,]j+z,k careva vectori nenuli, atunci
— 5'6 X Z.Z
cos< b = ——=—— X122+Zly2t Ze
al-[o] € yi 2 G yE 2

5. Oricare ar fi numerele reale x,,y;, 2z, x5, V,, Z, are loc
2 2 2 2 2 2 2
(X1 X2 + Y12 + 2122)* < (3% + y5 + 22) (x5 + y5 + 25),

numita inegalitatea Cauchy-Buneakovski-Schwarz.

6. Proiectia vectorului b= x,i+y, j+ z,k pe vectorul nenul a=xi+y,j+zk

a_B — X X + V1Y, + 2,7,
N e T

este egald cu pI’EB —

7. Vectorii a=xi+y, j+2zK,si b=x,i+y,]j+z,k sunt ortogonali daci si
numai daca X, X, + VY, +2,z, =0

8. In mecanica lucrul A al fortei F la deplasarea uni punct material de-a lungul unei axe S
estte A=F-S = ‘E‘ . ‘g‘ .cos«£ F,S ,unde S este vectorul deplasarii.

Produsul vectorial a doi vectori. Proprietati

Definitie. Prin produs vectorial al vectorului a la vectorul b vom intelege vectorul ¢,
care verifica conditiile:

a) ‘E‘:‘E‘-‘B‘sin[a_l?Bj; * axhb

b) c La,c_Lb; -

C) vectorii a, b, c formeazi un triplet de dreapta

b
Se noteazi cu  a x< b, k’

Produsul vectorial verifica urmatoarele proprietati:

1) axb.=0 daci si numai daci acesti vectori sunt coliniari.

Demonstratie: Daca cel putin unul din vectori este nul, atunci afirmatia este evidenta.
Presupunem ca nici unul din vectorii asi b nu este nul, atunci expresia axb.=0 este

—_ — R — N\
echivalenta cu coliniaritatea vectorilor a si b , deoarece SIn [a , b] — 0.

2
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2) axb.=—bxa.
3) Alaxb)=(1a)xb=ax(b)
4) (5+5)><E=5x6+5x6
Produsul vectorial in coordonate
5) ixi=jxj=kxk=0,ixj=—jxi=k, jxk=—kxj=i, EXT:—TXE:T
6) Fiea=x1+VY,]+zk b=xT+y,]J+2z,k.
Folosind proprietatile produsului vectorial, avem:

axb=i(y,z, — ¥,2)— j(}32; — X52;) + k(X Y, — X, ;) sau

i i k

- - - — X _ X
axb:izl Zz—j)z(l 22+kx1 2%, y, z
1 2 1 2 yl y2 X2 y2 22

Aplicatii ale produsului vectorial

1. Modulul produsului vectorial al vectorilor asi b este egal cu aria paralelogramului
construit pe acesti vectori. Astfel, daci ABCD este paralelogram, A,zcp = |AB X AD|.

2. Aria triunghiului ABC este egald cu A g = % |AB x AC|.

Problemai: Fie triunghiul ABC cu A(—1; —2;4), B(—3;—1;2), C(3; —2;1). Sa se calculeze
a) masura unghiului ABC,
b) aria triunghiului,
c) lungimea Tnaltimii AH.

Produsul mixt a trei vectori. Proprietati

Definitie. Se numeste produs mixt a vectorilor @, b si ¢ un numir egal cu produsul
scalar dintre vectorul @ si vetorul ce reprezinta produsul vectorial al vectorilor b si ¢, adica
a: (E X E) . Se noteaza cu (C_l, b, E).

Deci (a,b,c) =a- (b x¢t).

Teorema. Modulul produsului mixt a trei vectori

necoplanari a,b si ¢ este egal cu volumul
paralelipipedului construit pe acesti vectori.

Demonstratie. Fie ci a@,b si ¢ formeazi un triplet
drept. Construim paralelipipedul determinat de acesti
vectori. Aria bazei este A = |b x ¢|, iar pry..a = h este

indltimea paralelipipedului. Atunci V=A4-h = |l_) X C | :
prixc@ =a- (b x¢) = (ab,c).
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Consecinta. Volumul tetraedruui ABCD este egal cu V4gcp = = |(AB,AC, AD)|.

=

Proprietati ale produsului mixt:

1. Produsul mixt este invariant la permutari circulare si isi schimba semnul la
schimbarea ordinii a doi factori vecini. Adica

(a,b,c) =(b,c,a) =(cab), (abc)=—(bac).

2. Vectorii @, b si ¢ sunt coplanari daca si numai daca (ﬁ, b, Z') = 0.

3. Vectorii @, b si ¢ formeaza bazi in spatiu daca si numai daci (E, b, E) + 0.

Vom exprima produsul mixt al vectorilor a, b, ¢ prin coordonatele lor carteziene
rectangulare.

Fiea=x1+Vv,] +zKk,b=x1T+vVy,]+2zk,T=x7T+vy,J+ zk.

_ Yy, zZ X, zZ,||x, vy
Deoarece b<c = ||’ ? 21, % 21,172 21, avem
Y  Zj Xy  Zz| | X3 Y3
X, Y. 7
_ L —_ y2 ZZ X2 ZZ X2 y2 H
a- bxt =x —Y, +z, =|X, Y, Z,|. Deci,
y3 23 3 23 X3 y3
X3 y3 Z3
Xl yl Zl
ab,c =x, vy, gz
X3 y3 Z3



