BAZE IN-PLAN SI iN SPATIU. SISTEME DE COORDONATE.
OPERATII LINIARE CU VECTORI IN COORDONATE

Baze in plan si in spatiu. Sisteme carteziene de coordonate.
Coordonatele vectorului si punctului. Operatii liniare cu vectori in coordonate

Definitie 1.2.1. Vom numi bazi in plan orice pereche {&,€&,} de vectori necoliniari

ai planului.
Teorema 1.2.2. Orice vector C din plan poate fi descompus dupa vectorii bazei

{€.8&,}.
Demonstratie: Yom construi dintr-un punct O A C
vectorii €, €,, OC =C. Fie ca C nu este

coliniar cu nici unul dintre vectorii bazei. Din C
ducem drepte paralele axelor ce contin vectorii

—

€, €,. Atunci obtinem paralelogramul OACB
(vezi desenul) unde OA + OB = OC _

Vectorii OA si OB sunt coliniari vectorilor €, €, , respectiv. Atunci existd numerele < ,

. astfel incdt OA = «-€, OB = (3-€, .Deci, C =« -€ + 3-E, |

—

Daca vectorul € este coliniar cu unul dintre vectorii bazei, de exemplu cu € . Atunci
C=«-€ +0-¢, .
Numerele a si B se numesc coordonate ale vectorului ¢ an baza {&,,€,} si aceste

coordonate sunt unice. Se scrie € = v+ €, + 3- €, sau € ={«, B} .
Definitie 1.2.3. Trei vectori se numesc coplanari, daca ei sunt situati in acelas plan sau
n plane paralele.

Astfel, trei vectori d, b, ¢ sunt coplanari daca vectorii, egali celor dati, dar cu origine
comuna, se afla intr-un plan.

Definitie 1.2.4. Vom numi bazi in spatiu orice triplet {&,€,,&,} de vectori
necoplanari.
Orice vector C din spatiu poate fi descompus in mod unic dupa vectorii

bazei {€,€,,€, }. Astfel existd numerele o, B, v Tncét
C=«-€ + [3-€,+ ~-&,
Numerele @, 8,y se numesc coordonate ale vectorului ¢ in baza {€&,,€,,€, } . Se mai
scrie © =4, 3,7}

Teorema 1.2.6. Fie ca in spatiu este fixata o baza. Atunci:
1. la inmultirea vectorului cu un scalar coordonatele vectorului se inmultesc cu
numarul dat,

2. la adunarea vectorilor coordonatele lor respective se aduna.
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—

Intr-adevar, daca {€,€,,&,} este o bazd in spatiu si fie cd & = {X,, y,,2, } si

b ={x,,Y,,2,} . Atunci

—

d+b=(x-8+y,-8+2-6)+(x-&+Yy, &+2z,-8)= sa
:()C_I.+X2)'é)1+(y1+ yz)' é)2_|_(21_|_22)'é)3
é:_*_6):{)(1_|_X2’y1_+_ Y2 Zl_|_22}
in mod similar se arati ci dacid a € R, atunci vd = {OzXl,ozyl,ozzl}.

Prin sistem cartezian de coordonate vom intelege o totalitate {O, e1, ez, ea}
formata dintr-un punct si o baza. Punctul O il vom numi originea sistemului de coordonate, iar
cele trei axe, coorientate vectorilor bazei si care au originea in punctul O,- axe de coordonate.
De obicei ele se noteaza cu Ox, Oy, Oz si se numesc respectiv - axa absciselor, axa
ordonatelor si axa aplicatelor. Planele, care trec prin oricare doua axe, se numesc plane de
coordonate.

Fie {O, €,€,,&} un sistem cartezian de coordonate, A un punct arbitrar. Pozitia

punctului A in spatiu se determind de vectorul OA, numit razi vectoare a punctului A. Fie

OA=X-€ + y-€,+ z-&. Coordonatele razei vectoare OA se numesc

coordonate ale punctului A in sistemul dat de coordonate. Astfel, fiecarui punct din spatiu
I Se pune in corespondentd un triplet ordonat de numere reale (coordonate), care se
noteaza cu A(X, Yy, z). Conform teoremei 1.2.5. coordonatele punctului Tn sistemul dat de
coordonate se determina in mod unic. Este adevarata si afirmatia inversa: fiecarui triplet
ordonat de numere reale (X, y, z) Ti corespunde punctul cu coordonatele (X, v, z).

Rezolvarea unor probleme prin metoda coordonatelor

Problema 1. Sa se determine coordonatele vectorului , daci se cunosc coordonatele
originii si coordonatele extremititii sale.

Solutie: Fie ca in sistemul cartezian de coordonate se cunosc coordonatele extremitatilor
vectorului AB,unde A(x,,V,,2), B(X,,V,,2,).

e ——

Atunci OA=X,-€ +V,-€,+2 -6, 0OB=x,-€ +VY,-& +z,-€,.

Deoarece AB = OB — OA, obtinem: AB = {X2 — X, Y — Y, Z, — Zl}.

Deci, pentru a determina coordonatele unui vector trebuie de scazut din coordonatele
extremitatii coordonatele originii vectorului.
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Problema 2. impirtirea segmentului in raportul dat. Fie date punctele A(x,,Y,,z,),
B(XZ, Yo, 22) si numarul 1 # —1. Sa se determine pe segmentul 4B un punct C(X, Y, Z),
astfel incit AC = \CB.

Solugie: Vom nota razele vectoare ale punctelor 4, B si C respectiv prin r,, r, si r.

Cum AC=r—-r,, CB=r,—r, atunci F—Fl:ﬂ(a—?). De aici rezulta ca

r= % . Trecind in ultima egalitate la scrierea pe coordonate obfinem:
_|_
w — Kt A% _ YAy, A
1+ 1+ 1+
. .. . . X V4 Z
Daca A =1, atunci C este mijlocul segmentului 4B si C [ % ; 2, Y1 : Yo ,—= er 2 J

Va propunem sa rezolvati urmatoarea problema.
Problema 3. Fie triunghiul ABC, unde  A(X,, ¥;,2,), B(X,,¥,,2,), C (X3, Y3,25).
Atunci centrul de greutate al triunghiului are coordonate
[&+&+&YHNﬁW3A+Q+%]

3 3 3
Problema 4. Sa se determine conditia de coliniaritate a doi vectori.
Solutie: Fie ca vectorii nenuli a = x,e1 + y,€2> + z,€3 si b= Xx,€1 + y,€» + z,e3 sunt
coliniari. Atunci exista un scalar A, astfel incdt a = Ab, de unde
X, €1+ Y,€2 + 2,3 = /1(x2€1 +y,e2 + zzég)z (Ax, )er + (Ay, ez +(4z, Jes.
Deoarece coordonatele vectorului in careva baza se determind in mod unic, obtinem

Z " c .
X, =AX,, Y, =AY, , z, = Az, sau A_h_ 4 conditia de coliniaritate a vectorilor.
X2 yZ Z2
Sistemul cartezian rectangular de coordonate
Consideram tripletul de vectori necoplanari {é’ , b, ¢ }

- A - - . . . C
Acest triplet 7l vom numi de dreapta, daca din extremitatea celui *
de-al treilea vector C cea mai mici rotatie de la primul vector & .

spre vectorul b se face impotriva miscarii acelor ceasornicului. L
In caz contrar tripletul se numeste de stanga. Tripletul de dreapta &
poate fi reprezentat prin degetele: mare, aratator si mijlociu ale
manii drepte, iar cel de stanga - prin degetele respective ale manii stangi.  triplet de dreapta
Un sistem cartezian de coordonate se numeste de dreapta (de stanga), daca baza sa este
ordonata ca un triplet de vectori de dreapta (stanga).
In continuare, dacd nu se specifici, vom considera doar sisteme de coordonate de
dreapta.
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O baza se numeste ortogonalid daca vectorii ei sunt doi cate doi ortogonali
(perpendiculari). Sistemul cartezian de coordonate se numeste rectangular daca baza sa este
ortogonala.

O baza se numeste ortonormata daca ea este ortogonald si vectorii ei sunt unitari.

Aceasti baza se noteaza standard cu { T, T, k } . z

Tn continuare vom considera doar sisteme carteziene

Bl

rectangulare cu baza {T, 7, k}. Axa OXx este coorientatd

vectorului 1 , axa Oy -vectorului j , iar Oz - vectorului k . 0
Nota: x

i ={1,0,0}, 7={0,1,0} k ={0,0,1}.

~]

1). Avem ca

—

2) Daca a=x-1-+ Y- T+Z-k , atunci

|§|:\/x2 + y? 4 z?

3) Fie cad vectorul & formeazd cu axele de coordonate
Ox, Oy, Oz unghiurile «, S,y , respectiv. Versorul

vectorului a este a, = {cosca,cos3,cos~ }.
Atunci cos ar,cos f3,cos ¥ sunt numite cosinusuri directoare ale vectorului a. Are loc

cos® o + cos® 3+ cos® v=1.

4) Deoarece §:|§|-§o, semnele coordonatelor vectorului coincid cu semnele

coordonatelor versorului sau. Astfel, dupa semnele coordonatelor vectorului se poate
determina tipul unghiului format de vector cu axele de coordonate. De exemplu, vectorul

a= {1,—2,0} formeaza cu axa OX un unghi ascutit, cu axa OY un unghi obtuz, iar cu axa
OZ un unghi drept.

Problemai: Sa se cerceteze daca punctele A(3,—1, 2), B(l, 2,—1),C (—1,1,—3), D(3,—5,3)

servesc drept varfuri ale unui trapez.

Problemi: Fie c=16i-15)+12k. Si se determine vectorul d, coliniar vectorului c,opus
orient cu c, astfel incat ‘H‘: 75.

Problemi: Fie dati vectorii a= 2?—3T+6IZ si b= —T+2T—2IZ . Sa se determine
coordonatele vectorului ¢, orientat in directia bisectoarei unghiului format de vectorii a si b,

astfel incat: [¢|=1



