EVENIMENTE ALEATOARE.
PROBABILITATI CLASICE SI GEOMETRICE

Una din notiunile de baza ale teoriei probabilititilor este cea de
eveniment.

Definitia 1.1. Se numeste eveniment rezultatul unui experiment (unei
probe).

Proba sau experimentul reprezintd o activitate care poate fi repetata in
conditii date.

Exemplul 1.1. Experiment: Se arunca doud monede.

Evenimente: Aparitia stemeli, aparitia valorii monedei.

Experiment ( proba ): Patru persoane intra in magazin.

Evenimente: Trei din ele fac cumparaturi, nici o persoand nu face
cumparaturi, cel mult doua persoane fac cumparaturi.

Experiment ( proba ): Se arunca un zar.

Evenimente: Aparitia fetei cu trei puncte, aparitia fetei cu un numar par
de puncte, aparifia fetei cu un numar de puncte, divizibil la trei.

Experimente: Sustinerea unui examen.

Evenimente: Obtinerea notei 8, obtinerea unei note de promovare.

Definitia 1.2. Se numeste eveniment sigur evenimentul, care se produce
cu certitudine in rezultatul experimentului.

Exemplul 1.2. Extragerea unei bile albe dintr-o urna ce contine numai
bile albe.

Definitia 1.3. Se numeste eveniment imposibil evenimentul care nu se
produce la nici o realizare a experimentului.

Exemplul 1.3. Aparifia fetei cu sapte puncte la aruncarea zarului.

Extragerea bilei negre dintr-o urna cu bile albe.
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Definitia 1.4. Se numeste eveniment aleator (intamplator) evenimentul
care se produce sau nu in rezultatul experimentului.

Exemplul 1.4. Aparitia stemei sau a valorii la aruncarea unei monede.
Aparitia fetei cu 5 puncte la aruncarea zarului. Nimerirea in tintd la o
tragere. Obtinerea noter 8 la un examen.

Evenimentele se noteaza de obicei cu litere mari (majuscule) ale

alfabetului latin (cu sau fara indici):

A,B,C...; A,, A>,...A,; B/,B,... B,.

Pentru evenimentul sigur e folosita litera Q , iar pentru cel imposibil —

simbolul & .

Definitia 1.5. Evenimentele 4 si B se numesc incompatibile, daca
producerea unuia dintre ele exclude producerea celuilalt in rezultatul unui
experiment

Exemplul 1.5. Dintr-o urna, care contine bile albe si negre, se extrage o
bild. Extragerea bilei albe ( 4 ) si extragerea bilei negre ( B ) sunt doud
evenimente incompatibile.

Definitia 1.6. Evenimentele 4,, 4,, ... , 4, se numesc incompatibile
doua cate doua, daca oricare doua din ele 4; si 4, (i #; ) sunt incompatibile.

Exemplul 1.6. Se aruncd un zar. Fie 4, —,,apare fata cu i puncte”,

i =1,2,3,4,5,6. Aceste evenimente sunt incompatibile douad cate doua,

deoarece aparitia fetei cu i puncte exclude aparitia fetei cu ; puncte (i#)).



EVENIMENTE ALEATOARE.
PROBABILITATI CLASICE SI GEOMETRICE

Definitia 1.7. Se numeste suma (reuniune) a evenimentelor 4 si B
evenimentul C = AUB, care se produce atunci cand se produce cel putin
unul din cele doua evenimente (sau 4 sau B).

Definitia 1.8. Se numeste produs (intersectie) al evenimentelor A4 si B
evenimentul D = 4B, care se produce odatd cu producerea simultana a
celor doud evenimente (si 4 si B).

Exemplul 1.7. Se efectueaza doua trageri asupra unei finte. Consideram
evenimentele:

A — se nimereste tinta prima oara;
B — se nimereste tinta a doua oara;
C — se nimereste tinta cel putin o dati;
D — se nimereste tinta de doua ori;
Evident, C= AUB, D= ANB.
Operatiile de adunare si inmultire a evenimentelor sunt simetrice, deci:

AUB = BUA4 i ANB = BNA.

La fel ele admit o interpretare geometrica. Astfel, evenimentul sigur Q 1l
vom interpreta ca pe un dreptunghi, iar evenimentele 4, B, C, ... — cercuri in
acest dreptunghi. Atunci operatiile de adunare, inmultire vor fi reprezentate

in forma de diagrame.
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AUB ANB

Definitia 1.9. Se numeste eveniment opus evenimentului 4 (contrar lui
A) evenimentul A4, care se produce odatd cu neproducerea lui 4.

Exemplul 1.8. Intr-o urni sunt bile albe si negre. Se extrage o bili.
A — extragerea bilei albe, 4 — extragerea bilei negre.
Evident, evenimentul opus lui 4 este 4,deci 4 = A.

Remarca. Suma evenimentelor 4 s1 B se mal noteazd A4 + B, iar
produsul 4 - B. Deci, se mai scrie uneori si astfel: C = A +B;D = A4B.

Operatiile de adunare si inmultire a evenimentelor in mod firesc se extind

asupra oricarui numar de evenimente.

Fie date evenimentele A4,, 4., ..., A,. Suma ,-QA" =4.U4,U..U4, este

evenimentul, care se produce odatd cu producerea a cel putin unuia din

evenimentele 4,, 4., ..., A4,
Produsul (14 =4,114,(..N4, este evenimentul, care se produce odati cu

producerea tuturor evenimentelor 4,, 4., ..., 4.

Au loc formulele lui De Morgan:

QA' - zrﬁz 161Ai N L’:JZ (1.1)

1o i=1

Rezultatele posibile ale unui experiment formeaza o mulfime Q.
Considerdm cazul cand numarul rezultatelor posibile este finit, deci

Q=1{A4,,4,,..,4,}. Vom numi fiecare element al Q eveniment elementar.
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Exemplul 1.9. a) Se arunca o moneda. Notam:
S — cade stema;
V — cade valoarea monedei;
Rezultatele posibile ale acestui experiment: Q = {S;V}.
b) Se arunca doua monede. Rezultatele posibile vor fi: 4, = SS;
A, =SV A, = VS; A, = VV. Q = {SS,SV,VS,VV}.

c) Se aruncad un zar. Rezultatele posibile Q= { 4,,4,,4; , A4, ,4;, 4 },
unde 4; este evenimentul ,,cade fata cu i puncte”, i =1,2,3,4,5,6.
De obicei Q se numeste spatiu al evenimentelor elementare.

Fie A4 un eveniment, care se produce in rezultatul experimentului. Acest
eveniment poate fi unul complex, deci, mai general decat cele elementare.
De exemplu, evenimentul 4 — ,,a cdzut un numar par de puncte la aruncarea
zarulu1” se va realiza odata cu evenimentele elementare 4., A,, A4,.

Se spune in asemenea caz, cd lui 4 1i sunt favorabile evenimentele
clementare A4,,4,, A, sisescric A = {A,, A,, A; }.

Evenimentului B — ,,a cdzut un numar de puncte divizibil la 3 1la
aruncarea zarului” 11 sunt favorabile evenimentele elementare A4;, A4, de
aceea B = {A4;, 4,}.

Evenimentele 4,, i=1,2,3,4,5,6 au aceeasi posibilitate de a se
produce. Ele se numesc echiprobabile.

Considerdm un experiment cu n rezultate posibile si echiprobabile
Q={4,,4,, .. ,A,}. Aceste rezultate se mai numesc cazuri posibile.

Fie ca evenimentului 4 , care se produce in acest experiment, i sunt

favorabile m evenimente elementare: 4 ={4, , 4, ,..,4, }.
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Definitia 1.10. Se numeste probabilitate clasica a evenimentului 4 si se

noteaza prin P (A4 ) numarul:

y
p(ay = M - mA (12)
n n

Asadar, probabilitatea clasica a oricarui eveniment A4 este egald cu
raportul dintre numarul de cazuri favorabile evenimentului 4 si numarul de
cazuri posibile ale experimentului.

Exemplul 1.10. Se arunca un zar. 4 — ,,cade fata cu un numar par de

puncte”. Din cele enuntate mai sus imediat rezultd: P(A4) = % = %

Exemplul 1.11. Se arunca douda monede. B —,,pe ambele monede a cazut
stema”. Evident, Q = {S8S, SV, VS, VV}, B = {SS}, deci

n=4,m =1,P(A)::%.

Exemplul 1.12. Se arunca doua zaruri. Fie i — numarul de puncte cazute
pe primul zar; j — numarul de puncte de pe al doilea zar. Atunci spatiul
evenimentelor elementare va coincide cu mulfimea tuturor perechilor (i),

i,j =1,2,3,4,5,6. Acestspatiu poate fi reprezentat de matricea.

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46| (1.3)
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66
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Consideram evenimentele:

A={(ij)i=j},A=1{11,22,33,44,55,66} deci n = 36,m = 6,

P(4) = % = % B = {(ij): i< j}. Favorabile lui B sunt elementele

matricei (1.3) de pe diagonala principald si mai sus de ea. Deci, n = 36, m (

B) = 21. P(B):@ - % - % C={(ij)i+j=5)

C = {41,32,23,14}, deci, m(C) =4; P(C) = @ - % _ é

In continuare, vom enunta proprictitile fundamentale ale probabilititii

clasice P(4) (1.2).

1. Pentru orice eveniment A
0 <P(4) < 1. (1.4)

Rezultd din faptul ci pentru orice 4 avem: 0 < m < n. Impartind
aceastd inegalitate la » > 0, venim la relatia (1.4).

2. Probabilitatea evenimentului imposibil & este zero, deci:

P(D) =0 (1.5)

Pentru evenimentul imposibil & avem m = m (<) = 0, de aceea,
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P(D) = —m;@ - %o

n

3. Probabilitatea evenimentului sigur € este 1, deci:

P(Q) =1 (1.6)

Intr-adevar, evenimentului sigur Q 11 sunt favorabile toate cazurile

m(Q) _n _,
== =1

posibile, m = m(Q) =n, P(Q) = ;

4. Pentru orice evenimente incompatibile 4 si B avem:
P(AUB) = P(4) + P(B). (1.7)

Fie, m (A4) - cazurile favorabile lui 4, m ( B) — cazurile favorabile lui B, m (
A UB) — cazurile favorabile pentru evenimentul sumda 4 U B. Deoarece
evenimentele 4 si B sunt incompatibile avem m (AUB)== m(4)+ m(

B). Prin urmare:

m(AUB) _ m(A)+m(B) m(A) N m(B) _

n n n n

P(AUB) =

= P(A4) + P(B).

5. P(A)=1-P(4). (1.8)
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Deoarece A este evenimentul opus lui 4 rezulta: m(A) =n—m(A). Prin

urmare,

= 1-P(A).

P (A) = m(nZ) _ n—n;(A) _ l_m(nA)

Remarca. La calculul probabilitatii clasice a evenimentului 4 se
foloseste formula (1.2) , care este destul de simpla: se calculeaza numerele m
s1 n, apoi se ia raportul lor. Calculul acestor numere insa nu este intotdeauna
simplu ( ca In exemplele de mai sus ). Pentru a face fata acestor calcule si a
determina corect probabilitatea clasicd a evenimentului 4 este nevoie de
unele notiuni din combinatorica.

a) Permutari. Fie datd o mulfime finitd M, care contine » elemente.

Aceste elemente pot fi aranjate in ordine diferitd. De exemplu, din
multimea M= {1,2,3} pot fi formate multimile: {1,2,3};{1,3,2};{2,
1,3V 42,3,1}; {3,1,2Y si {3,2,11.

Definitia 1.11. Fiecare plasare a elementelor multimii M intr-o anumita
ordine se numeste permutare a elementelor acestei multimi.

Fie P,- numarul permutdrilor elementelor multimii finite M. Atunci,

P,=12...(n—1)-n= n (1.9)

Exemplul 1.13. Pentru » = 3 avem P, = 3! =1-2-3 = 6. Pentru n =
4: P, =4=1-2-3-4 = 24. Daca n = 6, atunci P, = 6! = 720.
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b) Aranjamente. Fie data mulfimea finitd M, care contine n elemente.
Formam din elementele e1 multimi ordonate, care vor contine m
elemente fiecare, m < n.

Definitia 1.12. Multimile ordonate a lui M, care contin fiecare cate m

elemente se numesc aranjamente a elementelor acestei mulfimi.

Dacd notim prin 4, numdrul aranjamentelor din » elemente luate

cate m, atunci:

n!

A:IZI’Z(I’Z—I) ...(I’Z—m+1)=m. (1.10)

Are loc egalitatea P, = 4.

Exemplul 1.14. La 4 posturi diferite pretind 9 persoane. In cite
moduri pot ocupa posturile vacante aceste persoane?
Rezolvare. Multimea M constd din » = 9 persoane. Trebuie sa

formam mult{imi ordonate din m = 4 persoane. Deci,

A, = 9-8-7-6 = 3024

Raspuns. Posturile vacante pot fi ocupate in 3024 moduri.

c) Combinari. Fie data o multime M, care contine » elemente.
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Formam din eclementele lui M multimi, care contin m eclemente (m
< n). O multime difera de alta cel putin cu un element. Doua multimi, care
se deosebesc doar prin ordinea elementelor se considera identice.

Definitia 1.13. Multimile neordonate de m elemente din cele n» ale

multimii M se numesc combinari a elementelor multimii M.

Daca notam prin C, numarul combinarilor din » elemente luate cate m,

atunci,
cr o ‘g - m'(+'_m), (1.11)
Se stie, ca:
c,B =C " (1.12)
si C'+C +.+C" = 2" (1.13)

Exemplul 1.15. Pe masa sunt 20 de bilete de examinare.
Un student, chemat la rispuns, ia la intAimplare 2 bilete. In cate moduri el
poate face acest lucru?

Rezolvare. Evident, acest numar va coincide cu:

5 20! 19-20
20 = = — = 190.
2!-18! 1-2

Raspuns: Studentul poate lua 2 bilete din cele 20 in 190 moduri.
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d) Fie datd o multime, care confine N elemente. Printre ele se afla K
clemente, care poseda o proprietate specifica doar lor. Din multimea
data se iau la intamplare » elemente. Printre elementele luate dorim
sa se afle k£ elemente cu proprietatea specifica. Daca notam prin m —

numarul de astfel de alegeri, atunci:

n—k

Nk (1.14)

e) Regula produsului. Fie, ca elementele unei mul{imi M depind de s

parametri q, ,a, ,...,a, . Fiecare parametru parcurge independent N valori.

i s
Atunci numarul de elemente ale mul{imii M contine ¥° elemente posibile.
Exemplul 1.16. Un zar se arunca de 4 ori. Cate cazuri posibile vor fi ?
Rezolvare. Rezultatul aruncarii unui zar de 4 ori poate fi descris de
evenimentele A4,: (i,,i,,i;,i, ) unde i, = 1,2,3,4,5,6;k=1,2,3,4.
De exemplu, pot fi asa evenimente: (1111),(1211),(3526).... In total
vom avea 6 cazuri posibile.
Exemplul 1.17. Formand numarul de telefon, o persoana a uitat ultimele
2 cifre, amintindu-si doar ca ele sunt diferite. Sa se calculeze probabilitatea
ca s-a format numarul dorit.
Rezolvare. Consideram evenimentul A4: ,,s-a format numarul dorit”. P( 4
m(4)
n

n este numarul de perechi ordonate, care poate fi format din

) =
cifrele 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Deci, n =43 = 10-9 = 90;

m(A) =1 (unsingur numar este cel dorit ). Prin urmare,
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m(d) 1

Pld) =— 90’

Raspuns. Probabilitatea cd a fost format numarul dorit este egala cu 1/
90.

Exemplul 1.18. Intr-un lot de 10 piese 7 sunt de calitate superioard. Sa
se afle probabilitatea ca din 6 piese, luate la intamplare, 4 vor fi de calitate
superioara.

Rezolvare. Consideram evenimentul 4 — ,Din 6 piese, luate la

intamplare, 4 vor fi de calitate superioara”. P(A4) = @ In total avem

10 piese. Din ele luim 6, deci n = €. Inlot sunt 7 piese de calitate
superioara, iar printre cele luate noi dorim sa avem 4 de acest fel, cazuri vor
fi: C:.

Restul pieselor printre cele luate, deci, 2 nu vor avea aceastd calitate.

Numirul de cazuri C?.Infine, m(4) = C¢ - C2.

4 2
Prin urmare: P(4) = C7—6C3 _ 1
ce 2

Raspuns. P(4) = 1/2.
Remarca. Probabilitatea P (4 ) nu poate fi calculatd intotdeauna dupa
formula clasicd (1.2). Motive pot fi mai multe. De exemplu,
a) Se intalnesc evenimente, despre care este greu de afirmat daca ele
sunt echiprobabile.
b) Exista situatii, cdnd numarul de cazuri posibile nu este finit (sau

aceste cazuri sunt greu de precizat). De exemplu, este dificil sa
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vorbim despre cazurile posibile si favorabile pentru evenimentul
,zlua de 15 mai 2015 va fi una ploioasa”.
Din aceastda cauza pe langa definitia clasica a probabilitatii sunt utilizate
si alte definitii a ei.
Una din ele este cea de probabilitate statistica.
Fie cd un experiment ( proba ) , in rezultatul caruia se poate produce
evenimentul 4, se repetd de »n ori. Admitem ca 4 s-arealizat de m ori.
Definitia 1.14. Se numeste frecventa relativa a evenimentului 4 si se

noteaza prin f(A4) raportul:

m
f(4) = — (1.15)

Usor se verifica urmatoarele proprietati ale frecventei f(4).

0 < f(4) < 1. (1.16)
f(Q)=1; f(2)=0. (1.17)
f4UB) = f(4) +f(B), (1.18)

daca 4 si B sunt incompatibile.
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Demonstratia acestor proprietati se face la fel cu demonstratia
proprietatilor similare ale probabilitatii clasice P ( 4 ). Frecventa relativa
variaza de la o serie de experimente la alta.

Exemplul 1.19. S-au efectuat cateva serii de experimente cu moneda.
Fie, evenimentul A4 - ,apare stema la aruncarea monedei”. Rezultatele a 3

serii de experimente sunt date in tabelul de mai jos.

Numarul de aruncari Numarul de aparitii | Frecventa relativa.
a stemei
4040 2048 0,5069
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005

Rezultatele din tabel se datoreaza statisticianului K. Pearson ( 1857 — 1936

Se observa cd frecventa relativa f( 4 ) se apropie de probabilitatea
evenimentului P (4 )= 0,5 odata cu cresterea numarului de experimente
(probe).

Definitia 1.15. Se numeste probabilitate statistica a evenimen- tului A4

frecventa acestui eveniment sau numarul in jurul caruia ea oscileaza.

Altda modalitate de introducere a probabilitatii este cea de folosire a unor
notiuni din geometrie. Astfel se ajunge la notiunea de probabilitate
geometrica, care ne permite sda calculam probabilitdfile s1 in cazul

experimentelor cu un numar infinit de cazuri posibile.
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Consideram domeniile masurabile G s1 g ( domeniul g se afla in

interiorul domeniului G).

Un punct oarecare M se plaseaza la intimplare pe domeniul G. Care
este probabilitatea cd acest punct va nimeri pe domeniul g? Consideram ca
punctul M poate ocupa orice pozitiec in G, iar probabilitatea de a nimeri in g
este direct proportionald cu masura domeniului ¢ Notdm prin 4
evenimentul ,,punctul A va nimeri in domeniul g”.

Logica celor expuse mai sus ne conduce la:

Definitia 1.16. Se numeste probabilitate geometrica a evenimen- tului

A raportul

mes(g)

P(A) = :
(4) mes(G)

(1.19)

Simbolul ,,mes” din formula (1.19) provine de la ,,mesure”, ceea ce
inseamnd masura si se interpreteaza ca lungime, arie sau volum in functie de
faptul unde se afla domeniile G si g ( pe dreaptd, in plan sau in spatiu ).

Exemplul 1.20. Intr-un cerc de raza R se plaseazi la intAimplare un
punct M. Sa se afle probabilitatea ca acest punct va nimeri in triunghiul

echilateral, inscris in cerc.
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Rezolvare. Fie, evenimentul 4 — ,punctul M va nimeri in triunghiul

echilateral, inscris in cerc”. Evident,

S 3+/3R’ 3+/3
P(A4) = —> = 4[132 = f ~ 0,414
7T T

cerc

Raspuns. P(A4) = 0,414.

Exemplul 1.21. Doua persoane au convenit sa se intalneasca pe parcursul
unei ore. Primul sosit la intdlnire asteaptd 15 min. S& se calculeze
probabilitatea ca persoanele se vor intalni.

Rezolvare. Consideram evenimentul 4 —,,persoanele se vor intalni”. Fie,
x — momentul sosirii la intdlnire a primei persoane, iar y — momentul sosirii
persoanei a doua. Fiecare poate sosi la intalnire pe parcursul orei convenite,
deci 0 < x<1; 0 < y< 1. Astfel, multimea tuturor cazurilor posibile va

coincide cu domeniul:

G={(x;y): 0<x<1;0Lpy<1},

(= 15min ), deci

N ol . . A 1
Persoanele se vor intalni doar atunci cand \x—y\ < 1

cazurile favorabile intalnirii vor fi date de multimea:

1
g—{(x,y)-\x—y\ﬁz},
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Prin urmare, P(4) = % Domeniul G reprezintd un patrat cu latura

1,1ar g este o fasie din G cuprinsd intre dreapta x — y = —% , s1dreapta x

o L
y_4'

Raspuns. Probabilitatea intalnirii persoanelor este egala cu 7/ 16.
Exemplul 1.22. Din intervalul [0;2] seiau la intamplare doud numere x si

y. Sa se afle probabilitatea ca aceste numere verifica inegalitatea:

=
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Rezolvare: Consideram evenimentul 4 — “numerele x s1 y verifica

2

. . X v . o . . .
inegalitatea TSy s« . Vom interpreta numarul x ca fiind abscisa unui

punct din plan, iar y — ordonata lui.

Deoarece numerele x s1 y suntde pe [0;2] venim la domeniul
G=1{(x;y) 0<x<2,0<y< 2} carene vada multimea tuturor
cazurilor posibile pentru 4.

Multimea cazurilor favorabile evenimentului A4 va fi descrisd de
2
domeniul g={(x;y): % < y < x}. Atunci in virtutea formulei (1.19), care

S(g)

defineste probabilitatea geometrica avem: P(4) = S(G)

In sistemul de coordonate xOy reprezentim domeniile g si G.

INJ[OSTINN



EVENIMENTE ALEATOARE.
PROBABILITATI CLASICE SI GEOMETRICE

Raspuns: Probabilitatea ca numerele de pe [0 ;2] luate la intAmplare,

2

vor verifica inegalitatea % <y < x, esteegald cu ;



