LUCRAREA DE LABORATOR NR. 4

INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE
Probema Cauchy
Problema Cauchy pentru ecuatia diferentiald de ordinul n
yO=f 0y, y, .,y ) (1)
consta in determinarea functiei y=Yy(x), care satisface ecuatia (1) si conditiile initiale
Y(*0) = Y0, ¥ (X0) = Vo1, P (X0) = Yon-1 (2),
unde Xo, yo,..., Yon-1 ¢ considera numere cunoscute.

Modelele matematice a multor procese in tehnica contin sisteme de ecuatii
diferentiale ordinare de forma

d
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) % = f2(t, Y1, Y25 ) Yn) (3)
e

. % = fu(&, Y1, Y20 s Yn)

In sistemul (3) functiile fi(t,y1,y2,....yn) (/=1,7) sunt cunoscute. Pentru sistemul
(3) problema Cauchy permite determinarea functiilor yi(t) (/=1, ) care satisfac toate
ecuatiile sistemului si conditiile initiale

Y1(to)=Yy10; Y2(to)=Y20; ..., Yn(to)=Yno (4)

In cazul in care se poate construi solutia generala a ecuatiei (1) sau sistemului (3),
problema se reduce la determinarea constantelor de integrare, care satisfac relatiile (2),
respectiv (4).

In majoritatea cazurilor determinarea solutiei pentru problema Cauchy este
imposibila ceea ce impune construirea solutiei aproximative.

Metodele aproximative in dependentd de modul in care se obtine solufia
problemei Cauchy pot fi impartite in doud grupe:

a) metode analitice, care ofera solutia sub forma unei expresii analitice;

b) metode numerice care permit obtinerea solutiei aproximative sub forma unui

tabel de valori ale solutiei Intr-un sir de puncte.



Metoda seriilor de puteri (metoda derivarii succesive)

Aceasta metoda este o metoda analitica.

VVom considera problema Cauchy (1)-(2), presupunind ca pentru ecuatia (1)
se indeplinesc conditiile de existenta si unicitate a solutiei.

Fie ca solutia particulara y=Yy(X) a ecuatiei (1) permite dezvoltarea ei in serie
Taylor in jurul punctului x=xo:

Y00 = yCx0) + 2o () + 20 1y
+...+%(x_x0)n+... (5)

Conditiile initiale (2) permit ca valorile y"(Xo) (i=0,7—1) si fie cunoscute. Pe
de alti parte ecuatia (1) se poate determina y™(xo). Ceilalti coeficienti din
dezvoltarea Taylor (5) se vor calcula prin diferentierea succesiva a ecuatiei (1),
substituind n ultima valorile cunoscute deja a derivatelor de ordin superior in
punctul Xx=Xo.

Tn mod similar se poate determina solutia problemei Cauchy (3)-(4).

Exemplu.. Sa se determine primii 5 termeni ai dezvoltarii in serie a solutiei y=Yy(X)
pentru ecuatia:

YA+ =w)i+y,

cu conditiile initiale y(0) = 2,y'(0) = 2. Vom cauta solutia sub forma seriei de
puteri:

' ' )
y(x) = y(0) + X 4+ L Opz 4. ¥ Opn gy ---y'(O){y (1+y)} ~2
1! 2! n! 1+y

Xx=0

Fie functia f(x,y) satisface in dreptunghiul D= ﬂx— X| < a |y- )y, < b conditiile

|f (e, y1) — f (1, ¥2)1 < Nlyp — vl
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+ f%| <M (N,M-const)
Atunci eroarea metodei se estimeaza in modul urmator:

[y Gen) = yul < 22 [ + AN = 1],

unde y(xn)- solutia exactd, iar yn solutia numerica in punctul X=Xn, obtinuta la pasul
n. Aceastda estimare este o estimare teoretica, care se utilizeaza rar. In practica se



procedeaza in felul urmator: se determina solutia dupa metoda Euler cu pasul h, iar
apoi cu pasul h/2. Atunci eroarea poate fi estimata conform relatiei:

lyGe) =y = |y —

(Yo~ solutia numerica in punctul X=X, pentru pasul egal cu h/2).
Metoda Euler modificata

Dupa cum s-a vazut eroarea metodei este considerabila, care poate fi intrucitva
micsoratd daca se va folosi un pas de discretizare destul de mic. Aceasta din urma
cere eforturi de calcul mari. De aceea au fost propuse mai multe modificari ale
metodei Euler in scopul ridicarii ordinului preciziei. Una din aceste modificari
consta in precizarea iterationala a solutiei.

Fie ca este cunoscuta solutia yi numerica a problemei (6)-(7). Considerand
aceasta solutie ca o aproximatie initiald, determinam urmatoarea aproximatie:

Vi1 = Yi + hf (x, 1) 9)

y yy' ~A+y)y -y
=(—@+1 ) =7—+(10+ ;¥ (0) =2
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Asadar solutia aproximativa se poate scrie sub forma:

2 2.2 3.2 4
y(x)z2+2x+§x +§x +ax,
sau
y(x)=2+2x+x2+1x3+lx4
3 12

Metoda Euler

Aceasta metoda este o metodd numericd care permite determinarea solutiei
aproximative y(x) a problemei Cauchy sub forma unui tabel de valori. Ideea metodei
se bazeaza pe dezvoltarea functiei y=Yy(X) in seria Taylor in vecinatatile unui sir de
puncte, numite noduri, x=x; (i=0,1,2,...) si din care se elimina termenii seriei ce
contin derivatele de ordin mai superior ca unu.

Sa consideram problema Cauchy pentru ecuatia diferentialda de ordinul unu:



Y2

Y1

y' = f(xy) (6)

y(X0)=Yo

(7)

Sa consideram un pas de discretizare destul de mic h si construim un sir de
puncte (noduri) echidistantate Xi=xo+ih (i=0,1,2,...). Solutia aproximativd a
problemei (6)-(7) se obtine conform algoritmului

yi+1=Yi+hf(xi,yi)
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(i=0,12,...) (8)

Y=Y(X)

v
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Geometric metoda Euler consta in inlocuirea curbei y=Yy(X) prin linia poliginala
ABC (fig.5) in modul urmator: tangenta la curba integrala y=0 Tn punctul A(Xo,Yyo)
are coeficientul unghiular Vi=r(x ). Punctele B si C se obtin in rezultatul

solutiondrii problemei Cauchy prin metoda Euler. Dupa fiecare pas noi de fapt
trecem pe o altd curba integrala. Astfel segmentul BC este de acum un segment
al tangentei dusa prin punctul B(x1,y1) la curba integrala 1. Deci sensul geometric
al metodei constd 1in inlocuirea curbei integrale O care trece prin punctul A(Xo,
Yo) printr-o linie poligonala, numitd frinta lui Euler. Metoda lui Euler este o
metoda directd, care foloseste informatia legatd de o singur pas al algoritmului,
adica din acest punct de vedere este 0 metoda unipas.

Eroarea metodei se constituie din doud componente:

a) eroarea legata de trunchierea seriei Taylor;

b) eroarea rotungirii.



Deoarece aceste erori se aduna pas cu pas, eroarea solutiei intr-un punct x,
aflat la o distanta | de la punctul Xo, poate fi destul de mare. Din acest punct de
vedere, metoda Euler este o metoda de ordinul 1 de exactitate.

Folosind aceasta valoare se obtine algoritmul modificat Euler.
h o
V= Y 6+ 1y, (10)

Sensul geometric al metodei rezulta din figura (5)

Metoda Runge — Kultta.

Aceasta metoda este de asemenea o metoda directd de rezolvare a ecuatiilor
diferentiale ordinare. Ideea metodei consta in construirea unei formule de calcul
al valorilor solutiei problemei Cauchy in punctele x; (i=0,1,2, ...) de tipul

yi+1=Yit+ho(xi, i, h) (1)

in care functia ¢ (XiYi,h) ar aproxima segmentul seriei Taylor (5) in jurul
punctului xi cu exactitatea 0 (hP*') si totodatd sd nu contind derivatele functiei
f(x,y).  Trebuie de mentionat ca metoda Runge — Kutta de ordinul 1 (p=1) este
de fapt metoda lui Euler.

Vom exemplifica pentru cazul metodei Runge — Kutta de ordinul 2 cum poate
fi obtinuta formula de recurenta.

Vom cauta functia ¢ sub forma

o(x,y,h)=Af(x,y)+Bf(x+ah, y+/h) (12)

in care A,B,a,f sunt niste constante temporar necunoscute. Pentru a le calcula
vom dezvolta termenul al doilea din partea dreapta a expresiei (12) in seria Taylor
in Timprejurimile punctului x;, pastrind numai primii trei termeni (exactitatea de
aproximare 0(h?)). Obtinem:

%y, ) =AF(,yi)+ {af (2’(”) pa+ o7 (g;’/y") BB, y)+ 0(/72)}

Pe de alta parte solutia y(X) a problemei (6)-(7), fiind dezvoltata in seria Taylor cu
exactitatea 0(h?) este

V. =)+ /{ (X, ¥,) +g( f )+ (60 flx, y,-))}o(/?z)



Comparind ultimele douad formule obtinem un sistem de ecuatii pentru calculul
coeficientilor necunoscuti.

A+B=1; oB=1/2; fB=1/2.

Sistemul dat cu trei ecuatii contine patru necunoscute §i este un sistem
nedeterminat, solutia careia este

A=1-1; B=4; a=p=y21; (170).

si care depinde de paramentrul A. In particular pentru A=1/2 se obtine formula
Runge — Kutta de ordinul 2

h .
ymzy,.+5(/(l+ k) unde(i=0.2) (13)
K=Tx. ) k= fx+hy+hk)

Tntr-un mod similar poate fi obtinuta schema de calcul al metodei Runge —
Kutta de orice ordin p. In particular metoda Runge — Kutta de ordinul patru consta
n aplicarea algoritmului:

AP ALY
1 ) ) ) N
Ay:g(/él)+2/é)+2/é)+/é))

i=0,12  (14)

unde:
kiO=hf(xi,yi); k2O=hf(xi+h/2;yi+ki?0/2)
koO=hf(xi+h/2;yi+k210/2); ks®=hf(xi+h;yi+ksV);

Pasul h poate fi schimbat de la punct la punct. Pentru a verifica corectitudinea
alegerii pasului h se poate calcula marimea

K-k
K- K

care nu trebiue sa depaseasca citeva sutimi, in caz contrar el trebuie micsorat.

0=

Metoda Runge — Kutta are ordinul h* de exactitate pe intreg segmentul de
calcul a solutiei. Estimarea erorii metodei este destul de dificila, insa aceasta
estimare poate fi efectuatd dupa regula Runge in modul urmator.



Fie y(Xn) valoarea solutiei exacte in punctul X, iar y»,, yn — valorile
aproximative ale solutiei in acest punct, calculate cu pasul h/2 si h. Atunci eroarea
metodei este determinata de relatia

V-4x)

Vi y
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Probleme:

1. Sa se determine solutiile numerice ale ecuatiilor diferentiale pe segmentul [a,
b] prin metode Euler, Euler modificat Runge — Kutta cu pasul h=0.05. Sa se
efectueze o analiza a rezultatelor primite

1) y =1+0.5ysinx-0.75y?, y(0)=0; a=0; b=1;
2) y=e~y*  y(0)=0; a=0; b=1;

3) ¥ = xIny-ylnx, y(1)=1; a=1; b=2;

4) y = 0ap/y+In(x+ y -1}, y(-1)=2; a=-1; b=0;
5) y= y+.[y+cosy, y(0)=0; a=0; b=1;

6) y = 1-sin(1,25x+y)+0.4/(2+x), y(-1)=0; a=-1; b=0;

_ Cosy 0 A= 11 -
7y o5 0.25)7, y(0)=0; a=0; b=1;

2,6

8) \= _J/2+m,

y(1)=0.6; a=1; b=2;

cos(1.8x—0.5)

9= 1.5+ X

., ¥(0)=0; a=0; b=1,
10) \= e1#(x?+1.8), x(0)=0; a=0; b=1;

11) \=-J;-o.2y2 Inx, y(1)=1; a=1; b=2;

_ 52 —1- a—0- h—1-
12) \l—@— yigx, y(0)=1; a=0; b=1;



