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Ecuatii diferentiale

O ecuatie diferentiala este o relatie de dependenta functionala intre variabila
independentd x, functia necunoscuta y(x) si derivatele sale y%) (x) :

F (2,00, (0),y" (%), ,y™(x)) = 0

Daca functia necunoscuta depinde de o variabila independenta
ecuatia se numeste ecuatie diferentiala ordinara, 1ar daca functia
necunoscuta depinde de mai multe variabile independente -
ecuatie cu derivate partiale:

: = : 2 7 A2 :
F( dz 0Oz dz 0z O oz d"z):[‘




Ecuatii diferentiale
Ecuatii diferentiale ordinare

F(x,y(0),y'(0),y" (), ,y™(x)) = 0

Ecuatii diferentiale cu derivate partiale
s : . 2 32 )2 :
F( dz 0z dz 0z 0z Oz d”z):ﬂ




Ecuatii diferentiale

Ecuatia diferentiala sub forma explicita:

y™ = f (%, y00,y'@),y" (), -, y" D (@) = 0

Ecuatia diferentiala are ordinul “n” daca derivata de ordin maxim
care apare in ecuatie este y™.




Ecuatii diferentiale

oSolutia ecuatiei diferentiale este o functie din spatiul
Infinit — dimensional al functiilor

oSolutia numerica a ecuatiilor diferentiale se bazeaza pe
aproximarea finit - dimensionala

cEcuatia diferentiala este inlocuita cu o ecuatie algebrica

a carel solutie se apropie de cea a ecuatie1 diferentiale
date




Ecuatii diferentiale

O solutie (integrala) a unei ecuatii diferentiale de ordinul n este
o functie y (X) care are pe un anumit interval (a, b) derivatele

y'(X),y"(X),....y"W(X)

pana la ordinul n inclusiv s1 care satisfac aceasta ecuatie.

Procesul de rezolvare a unei ecuatii diferentiale se numeste integrare.




Ecuatii diferentiale

Exemplu
/ X

y =€

dy_
dx

ex

1 —t+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—F+—+—
-1.0 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
X

y(x) = fexdx= e+ C




Exista multe functii ale caror primitive, desi exista, nu
pot fi exprimate in termeni de functii elementare

X
2 erf(x) = - fe‘tz dt
I — . —X — =
y =¢€ \/ﬁo
Functia de eroare Gauss
I 2
y —COS(X ) x

C(x) = fcos(tz) dt

0
y’ —=qsin (XZ) Functia Fresnel



https://ro.wikipedia.org/wiki/Func%C8%9Bie_elementar%C4%83

Exista multe functii ale caror primitive, desi exista, nu
pot fi exprimate in termeni de functii elementare

X

. n(t
- sin(x) Si(x) = fsm( )dt
y = t
X 0
Sinus integral
, cos(x)
Y X _ ( cos(t)
Ci(x) = f dt
1 t

/ X

Y T () Cosinus integral



https://ro.wikipedia.org/wiki/Func%C8%9Bie_elementar%C4%83

Problema Cauchy

Problema lui Cauchy este una dintre y' = f(x,y)
principalele probleme ale teoriei ecuatiilor

diferentiale (obisnuite si cu derivate partiale); dy _ £00)
Problema Cauchy consta in gasirea unei solutii dx
(integrale) a unei ecuatii diferentiale care satistace dy = f(x,y)dx
asa-numitele conditu 1nitiale (date nitiale).
Problema Cauchy apare de obicei atunci cand f dy = J f(x,y)dx
se analizeaza procesele determinate de legea

evolutiel diferentiale si starea initiala (a carei

expresie matematica este ecuatia si conditia y = j f(x,y)dx
initiald). Acest lucru motiveaza terminologia si _

alegerea notatilor: datele nitiale sunt stabilite =F@lxo + ¢
pentru X = 0, 1ar solutia se gaseste pentru x> 0.




Clasificarea metodelor humerice

Se cunosc doua clase importante de metode numerice pentru

rezolvarea problemei Cauchy.

1. Metode directe (uni-pas, pas cu pas) in care y, este calculat,
printr-o relatie de recurenta, in functie numai de valoarea y;_
calculata anterior.

In aceastd categorie intrd metoda Taylor si metodele Runge-Kutta.

2. Metode indirecte (cu mai multi pasi) in care se calculeaza printr-0
relatie de recurenta in functie de valorile precedente

. Yk—ms =1 Yk-2Yk-1

In aceasta categorie intra metodele Adams-Bashforth, Adams-Moulton

s1 metoda predicator - corector.




Rezolvarea numerica a problemei Cauchy
Problema Cauchy:

>

I

y,:f(x;Y)} ’
y(x9) = Yo

A rezolva numeric problema Cauchy
inseamna a construi tabelul de valori

Xo X1 X2 X3 ‘e Xn

Yo Y1 Y2 Y3 ... | Yn




Metoda lui Euler

Metoda lui Euler este cea mali
simpla metoda numerica pentru
rezolvarea problemei Cauchy.
Este descrisa pentru prima data de
Leonard Euler in 1768 in lucrarea
,,Calculul integral”.

Metoda lu1 Euler este o0 metoda
directa, intr-un singur pas (uni-
pas), de ordinul intai de acuratete,
bazata pe aproximarea curbei
integrale cu o functie liniara pe
portiuni, asa-numita linia franta a
lui Euler.

Euler este considerat a fi fost forta
dominantd a matematicii secolului al
XVIlll-lea si unul dintre cel mai
remarcabili matematicieni si savanti
multilaterali ai omenirii.

El a introdus notiunea de functie si
a fost primul care a notat f(x)

A introdus notatia moderna pentru
functiile trigonometrice, litera e

170?'1783 pentru baza logaritmului
(cunoscut in prezent drept numarul Tui Euler), Titera
greceasca Y (sigma) pentru suma si litera I pentru unitatea
imaginara.

Tot Euler este cel care a definit functia exponentiala pentru
numerele complexe si a facut legatura dintre aceasta
si functiile trigonometrice, prin celebra sa formula:

e'? = cose + ising



https://ro.wikipedia.org/wiki/Logaritm
https://ro.wikipedia.org/wiki/Func%C8%9Bie_trigonometric%C4%83
https://ro.wikipedia.org/wiki/Formula_lui_Euler
https://ro.wikipedia.org/wiki/Num%C4%83r_imaginar

Metoda lui Euler

Metoda lui Euler joaca un rol important in teoria metodelor numerice pentru
rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare, desi nu este folosita adesea in
calculele practice datorita preciziei sale reduse.

Aceasta metoda poate f1 obtinuta in mai multe modurt:
» folosind interpretarea geometrica,
» folosind dezvoltarea in seria Taylor,

» cu ajutorul metodei diferentelor finite (prin aproximarea derivatei cu
diferente finite),

» prin metoda cuadraturii (folosind o ecuatie integrala echivalentd).




Metoda Euler

y' = f(x, y)}
y(xo9) = Yo

Se cere de gasit solutia problemei Cauchy pe intervalul |a, b]

Impartim intervalul [a, b] in n intervale egale [x;, x;_1] cu

pasul
b—a

Xo=a, X, =xo+h, X2 =X+ 2h, ...  Xp =Db=1x9+nh




Metoda Euler

y' = f(x, y)}
y(xo) = Yo

Solutia este cautata pe intervalul [x, = a, x,, = b ], In

nodurile

Ty < 1 < ...< T, = b.

Notam solutia aproximativa in nodurile x; CU y;
Se calculeaza recursiv yq, y,, ***, ¥n
Yo €ste cunoscut




Metoda lui Euler
y' = f(x, y)} Se cauta solutia probleme1 Cauchy

y(xo) = Vo pe intervalul
la = x4, b = x,,]
y=y(x) °? "
X xO X1 X9 xn

Y | Yo P P P




Metoda Euler

Metoda Euler se obtine prin retinerea numai a primilor doi termeni din
dezvoltarea in serie Taylor

y(x) = y(xy) + y' (o) (x — x0)+% Y (o) (X — %)% + -+

Solutia pentru X= x; va fi

y(x1) = y(xo) + hyr(x0>+h72 " (x0) + -+

unde




Metoda Euler

= y0) ~ y(o) + by (xg)

y' (%) = f(x,y(x)) =y (x0)= f(x0,¥(x0)) = f (X0, 0)

= Y1=Y0

hf(in yO)

In mod analog obtinem
Yivr =Yk T h- [, yi), K=012,--,n—1

Aceste formule sunt generalizate s1 in cazul sistemelor de ecuati diferentiale ordinare




Interpretarea geometrica a metodei Euler

o Metoda lui Euler are o interpretare geometrica
foarte simpla: daca s-a determinat valoarea vy, y A
pentru a determina y; 1, se considera solutia
ecuatiei care trece prin (x, v ) (deci care
satisface y(xy) = yy; yer

o se duce apoi tangenta la graficul aceste1 solutii,
in punctul (X, Yi);

o se Intersecteaza aceasta tangenta cu dreapta

X = Xj41, obtinandu-se y, .. Din acest motiv,
metoda lui Euler se mai numeste s1 metoda
liniilor poligonale. Dupa cum se observa din
figura alaturata, erorile se acumuleaza.

U‘ X X 1 X4




Interpretarea geometrica a metodei Euler

Din punct de vedere geometric, metoda
Euler revine la inlocuirea curbei
Famiha de

y — y(x) /":/" - solutii
cu o linie poligonala prin punctele Vil

.......

y |

///////
;;;;;;

,,,,,,,

y =y (x) S A

(xO) }’0)> (xly Y1); (xZI y2)>

Metoda lui Euler mai este cunoscuta
sub numele de metoda liniilor frante




Y- Vo= ¥ (X )x-Xg)
Y=Yy =y (X x-x,)




Metoda Euler

Exemplu 1.

Aplicand metoda lui Euler, sa se calculeze pe intervalul
[0; 1]

solufia ecuatiel diferentiale

y'=x%-2y
cu conditia initiala

y(0) =1,
alegand pasul

h=0,1




Metoda Euler
.

Exemplu 1 (continuare). Yy =x"—2y
=0, »=1

F(x:p)=F(0;)=0%=-2.1==2

B (%0, 2)=01(=2)=-0,2

=01 »=yt+tafix »n)=1-02=08

Fx: ) =F(0L08) =(01*-2.08=001-1,6=-159
Af (x, ) =01-(=155) =-0,159 Ve+1 = Vi + h - f (o, vi)
=02 y,=n+a(x;y)=08-0159= 10,5641

Fxgyy) = £(0,2:0,641)=(0,2)* - 2.0,641=0,04—1,282 = 1,242
B (xy3,) = 0,1 (=1,242) = —0,1242

flx,y)=x"-2y

=03 w=w +&(x, v,)=0641-0]1242=05168




Metoda Euler

Exemplu 1 (continuare).

.‘l

S ) | i (x; %)

!

0 |0 1 -0,2

1 101 0.8 -1.59 -0,159
2 |02 0,641 -1,242 -0,1242
3 [03 0,5168 | -0,944 -0,0944
4 (04 0,42244 | -0,685 -0,0685
S |05 0,35395 | -0,458 -0,0458
6 |06 0,30816 | -0,256 -0,0256
(il B % 0,28253 | -0,075 -0,0075
8 |08 0,27502 | 0,09 0,009

8 109 0,28402 | 0,242 0,0242
10 | 1 0,30821 | 0,3836 0,03836

flx y)=x"=2y




Metoda Euler

Exemplu 2.

Aplicand metoda lui Euler, sa se calculeze pe intervalul
[1; 1.5]

solufia ecuatiel diferentiale

1+x

y'= y+7

cu conditia initiala
y(1) = -1,
alegand pasul
h=0,1




Metoda Euler

Exemplu 2. (continuare)

— 1
Yir1 = Vi + h [ Vi), flx,y)= y+%
Yo =—1
Y1=Yo + h X f(xg,¥0)= — 1+0,1x [-1 + (i)lz]: — 0,9000
Vo=y1 + h X f(x1,y1)= — 0,940,1% [—0,9 + ——j= — 0, 73074

(_019)2
y3=y, + h X f(x,,y,)=—0, 7307 +

1+1,2
+0,1% [— 0, 7307 + == —0,1554
D=0 (-0, 7307)2] ’




Metoda Euler

Algoritmul Metodei Euler:
Date de intrare: n-numarul de subintervale, A-pasul metodei,

valorile inifiale x,, y, si expresia functiei f.
Date de iesire: vectorul ce contine valorile numerice:
Yos Vs Vi -

P1: Se introduc datele de intrare;

P2: Se realizeaza diviziunea intervalului [J»cmxﬂI -|-nh] in

n intervale prin nodurile x,,x,,..., x

(x; =Xt ":h);
P3: Se determind valorile y., i = 0,7 cu relatia:
y1'+| :yi +h-]:i' -j: :f(x;':-y;');

P4: Se afiseza valorile functiei s1 nodurile in care sunt
calculate acestea, dupa care se opreste algoritmul.




Metoda Euler modificata

Metoda lui Euler s-a obtinut prin trunchierea serii Taylor la doi termeni, o
noua metoda se poate obtine in mod natural, prin retinerea mai multor
termeni in dezvoltarea Taylor.

Daca in seria Taylor pastram primii tre1 termeni s1 aproximam derivata de

ordinul do1 cu ajutorul derivater de ordinul intai

y’(xi+1)—y’(xi)
h

vy (xi41) =

obtinem metoda lui Euler modificata




Metoda Euler modificata

La prima etapa, se gaseste folosind metoda Euler
Viv1=yi ¥ h f(x;5 1),

apol aceasta valoare este precizatd folosind formula:

hf(xiiyl') + f (X415 Vie1)

. = v. +
Yi+1 Vi 9




Metoda Euler modificata

K

Yix

yi=Yot+h

f(x0; ¥o) + f(x1;31)

o b

v

'-___.

b
l..l1h.l-———.--_—

X

2

Y1= Yo + h f(x0; Vo), Aceasta schema se mai

numeste si metoda
predictor-corector In
prima etapa, valoarea
aproximativa este prezisa
Cu 0 precizie scazuta (h), iar
in a doua etapa, aceasta
predictie este corectata,
astfel incat valoarea

rezultata sa aiba al doilea
ordin de precizie.




Metoda Euler modificata

(1)




Metoda Euler

Algoritmul Metodei Euler:
Date de intrare: n-numarul de subintervale, A-pasul metodei,

valorile inifiale x,, y, si expresia functiei f.
Date de iesire: vectorul ce contine valorile numerice:
Yos Vs Vi -

P1: Se introduc datele de intrare;

P2: Se realizeaza diviziunea intervalului [J»cmxﬂI -|-nh] in

n intervale prin nodurile x,,x,,..., x

(x; =Xt ":h);
P3: Se determind valorile y., i = 0,7 cu relatia:
y1'+| :yi +h-]:i' -j: :f(x;':-y;');

P4: Se afiseza valorile functiei s1 nodurile in care sunt
calculate acestea, dupa care se opreste algoritmul.




Metoda Euler modificata

Metoda lui Euler s-a obtinut prin trunchierea serii Taylor la doi termeni, o
noua metoda se poate obtine in mod natural, prin retinerea mai multor
termeni in dezvoltarea Taylor.

Daca in seria Taylor pastram primii tre1 termeni s1 aproximam derivata de

ordinul do1 cu ajutorul derivater de ordinul intai

y’(xi+1)—y’(xi)
h

vy (xi41) =

obtinem metoda lui Euler modificata




b 4
Metoda Euler modificata
Exemplu
xo=0,y0 =1,
I _Z_x 2X
YTy faen=y="",
y(0)=1
e | S
i 14 2 i 2 +1 2 i+1 2 i +1
yin=yi+hfi=fe,y) . 1 u ez e
0.2 1.1867 0.085 0.4 1.3566 0.0767
}:_ - f(x; ~ ) 0.4 1.3484 0.0755 0.6 1.4993 0.0699
+ i+1 Vit1 06 14938 0069 08 1618 0.0651
f ; 0.8 1.6279 0.0645 1.0 1.7569 0.0618
.+ f
Vieq = Vi + h2 2‘“ s | to [ a7sa2 [ | | | |




Metoda Euler modificata

La prima etapa, se gaseste folosind metoda Euler
Viv1=yi ¥ h f(x;5 1),

apol aceasta valoare este precizatd folosind formula:

hf(xiiyl') + f (X415 Vie1)

. = v. +
Yi+1 Vi 9




Metoda Euler modificata

(1)




Ordinul de exactitate

Ordinul de exactitate al metodel lui Euler este
O(h)
iar ordinul de exactitate al metodei lu1 Euler
modificate este O (h?)




Metodele Runge - Kutta

Metoda Runge — Kutta de ordinul r se obtine din
dezvoltarea in seria Taylor pastrand termenii pana la h".

In metodele Runge-Kutta se evalueazi doar functia f(x,y).
Calculul derivatelor de ordin superior se inlocuiesc cu
calculul functiei f in puncte alese special de forma

(x + ha,x + h) unde a si 8 sunt definiti de coeficientii
metodel.




Metoda Runge — Kutta de ordinul intdi

Pentru r =1 metoda Runge — Kutta coincide cu
metoda Euler:

Viv1 = yi + h- f(x;,y;)

Eroarea de trunchiere la un pas, este de ordinul h?.




Metoda Runge — Kutta de ordinul dol

Pentru r =2 metoda Runge — Kutta coincide cu metoda Euler
modificata:

Viv1=¥i + h f(x;,v;),

hf(xi'Yi) + [ (Xi+1, Vig1)
2

Yie1 = Yi T

Eroarea de trunchiere la un pas, este de ordinul h?




Metoda Runge — Kutta de ordinul patru

1. . | | |
Vi =V + c (K{ + 2K} + 2K + K})
Ki = hf (xi; yi) |
. h K
K; = hf(x; + S Yit )
h 2"
K: = hf(x; + S Vit )
Ki = hf(x; + h, Vi + Kg")

xi=xO+ih




Metoda Runge — Kutta de ordinul patru

Exemplu
Folosind metoda Runge-Kutta, gasiti solutia problemei Cauchy
2
!
=—yt+X
Y " Y

cu conditia initiala y(1)=0 pe intervalul [1;1,5], luand pasul h egal cu 0,1




Exemplu (continuare)

X0 =1,y =1 0 .
1 =042 (KD + 2K7 + 2K3 + K3) = = (K + 2K7 + 2K5' + KJ)
X1=xg+h=14+01=1.1
KD = 0.1(%*0+ 1) = 0.1
KD = 0.15(1 + 0.05;0 + 0.05) = 0.1f(1.05;0.05) =

= 0.1 (E * 0.05 + 1.05) = 0.114

2
K9 = 0.1f(1 + 0.05; 0 + 0.057) = 0.1/(1.05; 0.057) = 0.1 (— % 0.057 + 1.05> =0.116

1.05
11(2 = 0.1f(1.1;0 + 0.116) = 9.131
5(1{1" + 2K + 2K9 + K9) = g(0.1 +2%0114+ 2 *0.116 + 0.131) = 0.115
y, = 0.115

x1 — 11
y, = 0.115

~




Metoda Runge — Kutta de ordinul patru

Eroarea de aproximare pentru metoda Runge-
Kutta de ordinul patru este 0(h°)

Retinet1 ca atunci cand utilizati aceasta metoda,
functia trebuie evaluata de patru ori.

Metoda Runge-Kutta de ordinul patru este una
dintre cele mal utilizate metode de integrare a
ecuatiilor diferentiale.




- Neglijarea termenilor de
Q ordin superior in seria
Taylor face ca metoda
Euler sa fie comoda in
calcul, dar putin precisa,
erorile cumulandu-se la
fiecare pas.




Metoda Runge-Kutta de
ordinul patru este utilizata
atat de mult incat
in literatura este pur si
simplu numita ,,

” fara nici o
indicatie a tipului sau
ordinii sale.

T







