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Sisteme de ecuatii algebrice liniare

’
Consideram sistemul de ecuatii algebrice liniare:

a11x1 + a12x2+. . +a1nxn — b1
a21x1 + a22x2+. .. +a2nxn = b2

Acest sistem poate fi scris sub forma matriceala:

Ax = b.
unde
a1 Ay A1n b4 X1
X
A=| @1 Q22 A2n b = b, x=["2
b X
anl anz ann n n

A rezolva sistemul de ecuatii dat inseamna a determina un vector x* € R™ care satisface Ax™ = b




Sisteme de ecuatii algebrice liniare

’

eqge ., o,

1. Sistemul de ecuatii are o solutie unicd. In acest caz se spune ci sistemul este compatibil determinat.
De exemplu, sistemul:

x1 + xz = 2
2x1 — Xy = 1
este compatibil determinat cu solutia x; = x;, = 1.
xzu2
2X, —X%X, =1
2 >
Xl

-1 X, + X, =2

Daca matricea A este nesingulara (det A # 0), atunci oricare ar fi vectorul b € R™ sistemul Ax=Db este compatibil determinat. Solutia
sistemului poate fi scrisd sub forma: x* = A~1b. Inversarea matricelor este o operatie costisitoare care trebuie evitati in practicd.




Sisteme de ecuatii algebrice liniare

’

eqge ., o,

2. Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii. Despre astfel de sisteme se spune ca sunt compatibil nedeterminate.
De exemplu, sistemul:

x1+x2=1
2x1 + 2x, =2

are o infinitate de solutii; aceste doua solutii descriu una si aceeasi dreaptd x, = 1 — x4.

X2“

e

x1+x, =1

A 4




Sisteme de ecuatii algebrice liniare

’

eqge ., o,

3. Sistemul de ecuatii nu are solutii, adica este incompatibil. De exemplu, sistemul:

X1 +2x2=2
2x1 +4x, =7

. 1 . 7 1
nu este compatibil. Dreptele x, = 1 — S¥1 §1 Xz =7 ——x; sunt paralele




Sisteme de ecuatii algebrice liniare

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt de doua tipuri:
metode directe si metode Iterative

Metodele directe constau in transformarea sistemului AXx=Db intr-un sistem
echivalent pentru care rezolvarea este cu mult mai simpla. In metodele directe solutia
exacta se obtine dupa un numar finit de operatii aritmetice elementare (adunare, scadere,
inmultire, impartire si radacina patratd) si acest numar de operatii este de ordinul ns.

Subliniem ca solutia exacta se obtine in cazurile (ideale) in care erorile de rotunjire
sunt absente. La fiecare operatie elementara efectuata de calculator avem o eroare de
rotunjire si prin urmare metodele directe in caz general furnizeaza doar o solutie
aproximativa.

Metodele directe se utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor nu prea “mari’, de
dimensiune n < 200 .




Sisteme de ecuatii algebrice liniare

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt de doua tipuri:
metode directe si metode Iiterative

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare printr-o metodi iterativa inseamna
construirea unui sir de vectori {x*)}, k = 0,1,... (pornind de la un vector x(®) ales
arbitrar) convergent citre solutia sistemului considerat. In metodele iterative, de obicei, 0
iteratie necesitd efectuarea unui numar de ordinul n? operatii aritmetice. De aceea metodele
iterative se utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor “mari”, de dimensiune n = 102 (in cazul
asigurarii unel viteze sporite de convergenta pentru o alegere a aproximarii initiale
adecvate).

Trunchierea sirului {x®)} are loc la un indice m astfel incat x(™ constituie o
aproximatie satisfacatoare a solutiei cautate x*

(de exemplu, ||x™ — x*|| <&, unde &> 0 este eroarea admis)




Metoda eliminarii a lui Gauss

Metoda eliminarii a lul Gauss constd in a aduce sistemul
initial la un sistem echivalent avand matricea coeficientilor superior
triunghiulara.

Transformarea sistemulul dat 1intr-un sistem de forma
triunghiulara fara ca sa se modifice solutia sistemului se realizeaza
cu ajutorul urmatoarelor trel operatii de baza:

e rearanjarea ecuatiilor (schimbarea a doua ecuatii intre ele);
e inmultirea unei ecuatii CU 0 constanta (diferita de zero);

e scaderea unel ecuatii din alta si inlocuirea celel de a doua cu
rezultatul scaderii.




Metoda eliminarii a lui Gauss
Exemplu:

E.I'j_ "I:"l"ﬂ:.['a: 3 {E]
ﬂl'l_&.fz_ 3.’-’(3 —

Ii‘EI:"l'IE:g (1}

[ II-I:"I“.IE:EF
3;

I II‘I:+I3=5

Il_q'ﬂfg_z:rﬂ:

Xy~ X2+ x3=0 Xy +0x;+x3=3
{DII‘I‘IE‘I"EIH_:_E (3] Iﬂll‘l‘I:"‘ﬂIE: —3 {4)

Dxy +x,+x3=1 & ﬂ:f1+l]x:+x3=-1.‘='
Il+ﬂ:=::-|'-ﬂl‘3=—l _'.t.'.l:—l
lﬂ11+11+u13=—3 {5] I::—E

ﬂIl+ﬂ12+I3=4 = 1'3=.L:|.




Metoda eliminarii a lui Gauss

Daca un element pivot este exact egal cu zero sau chiar aproape egal cu zero, din motive
de stabilitate numerica, trebuie sa efectudm rearanjarea ecuatiilor.

Exemplu: (o aritmetca a virgulel mobile cu =10, t=3)
{0.000100x1 +x; =1, solutia exactd x; = 1.00010,
X1 +Xxy =2 x5 = 0.99990
Aplicand metoda eliminarii a lui Gauss obtinem sistemul:
0.000100x; + x, =1,
{ —10000x, = —10000.

Din ultima ecuatiec avem x5 = 1.000 care inlocuita in prima ecuatie ne da x; = 0.000,
evident un rezultat eronat. S-a produs o catastrofa de calcul!




Metoda eliminarii a lui Gauss

Permutand ecuatiile intre ele ale sistemului din exemplul de mai sus

0.000100x; +x, =1
Xl + xz = 2
avem sistemul:

X1 + Xy = 2.
0.000100x; + x, = 1

s1 metoda eliminarii lul Gauss il transforma in:

X1+ x, = 2.
{ L CU solutia x; = x, = 1.00

x2=1




Metoda eliminarii a lui Gauss

Exista doua strategii de alegere a elementului pivot pentru a preveni ca influenta
erorilor de rotunjire sa devina catastrofala. Prima strategie se numeste pivotare partiala si
consta In urmatoarele: la pasul k pivotul se ia egal cu primul element maxim in modul din

coloana k :

()
rk

a'

= max |a;,

k<isn

si se permuta liniile k si r.

In pivotarea completd (totald); se schimba liniile k s1 r (r=k) si coloanele k si s,
(s=k) astfel incat pivotul akk obtinut dupa permutare sa coincida cu primul element maxim
in modul din submatricea delimitata de ultimile n-k linii s1 coloane:

()
aij

at

T'S

= max
kSL]Sn
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Carl Friedrich Gauss 1777-1855
Matematica, astronomie,
geodezie, magnetism

1809 GE

(Ca adolescent in
Braunschweig a descoperit
teorema binomial3,
reciprocitatea patratica, media
aritmetico-geometrica. . . )
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NcTtopusa

https://ru.qwe.wiki/wiki/Gaussian_elimination

B EBpone metog ocHoBaH Ha 3anucax Vicaaka HetotoHa . B 1670 roay oH
Hanucarn, YTo BO BCEX U3BECTHbIX EMY KHUrax no anrebpe He xBaTaeT YPOKOB Mo
PELLEHNIO OOHOBPEMEHHLIX YpaBHEHUN, KOTOpblE 3aTeM npenoaan HeloToH.
KemMbpuaKCKknm yYHUBEPCUTET B KOHLIE KOHLIOB OrnyobrinkoBars 3aMeTKu

kKak Arithmetica Universalis B 1707 rogy, crnyctd MHOro BpeMeHW nocre Toro, Kak
HbOTOH OocTaBuMn akageMun4eckyto XXnsHb. NpnmeyanHmns b1 LUMPOKO
NMMUTUPOBAHbI, YTO caesnano (To, YTo cenyac HasbliBakOT) METOAO0M UCKITHOHYEHUS
[aycca cTaHOapTHbIM YPOKOM B y4ebHunkax anrebpsbl k koHUy 18 Beka. Kapn
Opuapux ayce B 1810 roay nsobpen obo3HaveHue ansg CUMMETPUYHOIO
NCKINOYEHNS, KoTopoe bbiro NpuHATO B 19 Beke npodeccnoHanbHbIMU PYYHBIMMN
KOMIMbLTEPAMU AN PeLleHns HopMarbHbIX YpaBHEHU 3a4ady HaMMeEHbLUUX
KBagpaToB. ANropuTmM, KOTOPbLIN NMpenodatoT B CpeaHeN WwKorne, Obifl Ha3BaH B
yecTb [a@aycca Tonbko B 1950-x rogax uUs3-3a nytaHuubl B UCTOPUK NpegMeTa.



https://ru.qwe.wiki/wiki/Isaac_Newton
https://ru.qwe.wiki/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://ru.qwe.wiki/wiki/Human_computer

Algoritmul lur Strassen

Multi ani s-a crezut ca metoda eliminarii lul Gauss este

optima in sensul ca orice alta metoda directa de rezolvare a
3

sistemelor din n ecuatii liniare necesita cel putin — operatii
aritmetice. In momentul de fatd se cunosc metode in care
numarul de operatii este redus la Cn* (2 < a < 3). Aceste
metode se bazeaza pe un rezultat remarcabil obtinut in 1971
de catre A. Schonhage si V. Strassen care au aratat ca,
teoretic, inmultirea poate avea o complexitate numai cu
putin superioara adunarii.




Algoritmul lur Strassen

Fie de exemplu,

A = <a11 a12> B = (b11 b12>
Az1 A2 b1 by _ o
Pentru a obtine produsul a doua matrice este suficient de

Algoritmul lui se bazeaza pe identitatea matriceala: a efectua sapte Tnmultiri si 18 adunari. Daca am multiplica
cop matricele in mod traditional, ne-ar trebui opt inmultiri.
AXB =( )
E F

unde: Numarul de operatii efectuate la inmultirea a doua matrice
cu algoritmul lui Strasen este:

= (a11 +ay, )(bll + bzz)"‘ Ay, (_ b11 + bZl)_ (a11 +ay, )bzz +
+ (a12 — dy, )(b21 + bzz) N(n) = nlo927 4 6(nl0927 4 nlog24)

= (a11 +ay )(bll + bzz)"‘ a11(b12 ) (a21 +ay, )bu +

( all + a21)(b11 + b12) c c o c -
D= ( _ ) ( N ) Algoritmul lui Strassen pentru n suficient de mare este mal
= 84, (0, =055 )+ (@ + &, oz, avantajos decat procedeul obisnuit de inmultire a matricelor.

E = (a21 +ay, )b11 +ay, (_ b11 + b21)'




Factorizrea LU

() 11

‘I'!-E.. .

i.7

U1 n

rLIE.IE




LU pa3aorxkeHue MaTpunbl

DTOT CIIOCO0 €CTh HE YTO MHOE, N3BECTHHIN MeTOo 1 I'aycca
HUCKJIFOUEHUS HEU3BECTHBIX. | Ipumep:

- 4 = 1 2 1| 1
il § 3 1 2 111 0 0 EE—
l —l 2 p 4 1 1 O 1 0 — O _3 l _1
1 =1 2|10 8 1
U L,
19 9 1
1 2 l O 0 aa =
L':La.: ) f = o !
6 3 1] 1 0 u]i?LO))l
00 2 i 1. 1 00 2




Factorizrea LU

Ax=hb
A=LU L Ux=»b
Ly=b Ux=y




Factorizrea LU

Daca se cunoaste 0 factorizare LU a matricei A, atunci sistemul de ecuatii liniare Ax = b este echivalent cu

LUx = b,
care se desface in doua sisteme triunghiulare:
Ly =b, Ux =y.
Se rezolva mai intai sistemul inferior triunghiular
Ly=5»b

printr-o procedura tipica de substitutie “inainte” incepand cu prima ecuatie:

-1
b1 b, _Zlikyk
Yi=—, Y, = k-1 1=33,...,Nn.
Ill Iii

Apoi se rezolva sistemul superior triunghiular Ux = y prin procedHra de substitutie “inapoi”, incepand cu ultima ecuatie:

Yo Yi — Zukixk
T il li=n-Ln-2,...1

nn U..

X

Utilizand o factorizare LU a lui A putem rezolva simultan mai multe sisteme de ecuatii, avand aceeasi matrice A, fara a
relua calculele de la inceput.




Factorizarea Cholesky

Daca matricea A este simetrica si pozitiv definita, atunci exista o matrice inferior
triunghiulari L, cu elementele diagonale pozitive, unicd, astfel incat A = L - LT

O matrice simetrica este pozitiv definita, daca:

Ax,x) >0, Vx €R"x #0.
(

1
'l-l

A=LLT A

L b1 Iz -+ lnn - (1875-1918)

o,

André Louis Cholesky




|

A1l
A

Factorizarea Cholesky

A1z _
Az

L11
L2

A = L % L

Y X
Loo

An=13, — L= {ﬂqll}%

A

— I =

L11

[ Ly Lo

0 L

1
Ax = L%j_ + L%g — Lo = {"'E'EE - "l—%lll'E




\ 931

(a1 ap a3 (h
8y1 8y a3 |=|lo
a3y a3 ) |3
"121=5'11
Ig4ly4 = @24
I34l11 = @3

2 2
134+ 155 = @y
I34l24 + I30155 = @35

2 2
31+ 13 +133 = a3

0 0)
lr, 0O
I3 33 )

IPENCY)
o1 = ap1/ /a4
I31 = 331/\/;

91831
dzp — -
_ 11
I35 = >
a
a.. _ 921
227
11




A =LLY

Factorizarea Cholesky

Ly 0 0 Ly Loy L3

Lyy Loy O 0 Loy Lso
L3y Lss L33 0 0  Lag

Li (symmetric)
Loy Ln; L§1 ng

L31L11 L31L21 T LSELEE L§1 + L%E T L§3




Exemplu

()
ls o

£1.1
fa

€31 {32

(fi=1=/f=1

fa1 = o

bz1 =0

(3o=1—0a"= 5=

fz3avy'1 al = o

1

1
1

I!'Z:jg:ﬁ, = 1/1 ﬂ'z i.’.tz

a’ = Fa0 = x

1 o o
o 1 o
o o 1
15.'1_1 15.';3:1 'f.“i:l 1 & o
() 15.'2:2 If;g:g — o 1 o
() () f:g:;l, a o 1
2
a 1 — o
ﬂ—'_n ].|'|l’.t
[(1—a?)(1+a)-a?(1 rz}_\/{l a)(l+ 2o)
\/ 14+ a - 14+ a




Factorizarea Cholesky

Elementele [;; ale matricel inferior triunghiulare L pot fi calculate in modul urmator:

se determma prima coloana a matricei L
i1 :
l11 = 1vaA11, lil — l_, L = 2,3, e,
11

dupa ce s-au obtinut primele (k — 1)coloane ale matricei L se calculeaza coloana k

L= \/akk Zk 11

1
lik:l_ aik—Elijlkj , i=k+1,...,7’l
kk o

O caracteristica remarcabila a algoritmului Cholesky consta in stabilitatea lui numerica




1
Exemplu. 2
3

(fi=1=1f,1=1

f31 =2
f31 =43
(ro=5—-4=1=fs2=1
f320=1-2-3=-5

foq=1/35—25—0=1.




Ax:thL%:hm{

LY

B

Metoda Cholesky

Ly
LT x

L"'X=Y

b,
i.




Metoda Cholesky

Ly = b,
A;r:=bm—LLT;r=bm{ ]:“r
L = uy.
Ny NP
yz—E )i Zmy.a; , t=1,...,n,
oL i = 1
‘Li_.{._-.- Z il | t=T",..., 1.
H k=i+1




Schema generala de construire a metodelor iterative

Consideram sistemul de ecuatii liniare Ax = b, unde

/an A2 ..o Qin \ b4 X1

X

A=| 41 422 .-~ Q2n |p = b? x=| "2
b X

\anl Anz - ann/ n "

Metodele iterative se construiesc utilizand desfacerea matricei A definita prin:
A=S-T

»Sx:Tx+b, » X=0x+d, unde Q=S"'T, d=S"1b

Putem construi sirul {x(k)} utilizand relatia recurenta:

Sxk+tD) =T7x® + b k=01,2,.., sau x¥*D=0x® 1+4q k=012..,




Schema generala de construire a metodelor iterative

Pentru a reduce sistemul Ax = b la forma x = Qx + d, potrivita pentru
iteratie, desfacerea matricel

A=S-T

trebuie sa satisfaca conditiile:

e Sistemul
SxF+D) = Tx (k) 4 p

are 0 solutie unica x **1) si se rezolva usor.
De aceea matricea S se alege de o forma simpla si este inversabila. Ea
poate fi diagonala sau triunghiulara

' (RN a : 5 »*Ori i 1(0)
o Sirul {x }k—O converge catre solutia exacta x*oricare ar fi x**/ € R"




Conditia suficienta de convergenta

Daca exista o norma matriceala subordonata uneil norme vectoriale astfel incat

Il <q <1,

atunci sistemul
X=0Qx+d

are o solutie unica x*, sirul {x(k)} definit prin

x&*+D) = 0x® +d, k=012, ..,

converge citre x*oricare ar fi aproximatia initiala x(®) € R™ si eroarea se
evalueaza prin:

- x

q q"
< 7 e = x| < 1 - <O




Metoda iterativa Jacobi

Presupunem ca elementele diagonale a;; # 0, i — 1,2, ..., n. Atunci in calitate de matrice S
se poate lua matricea diagonala atasata matricei A:

S = Diag(ay1, azz, ..., Ann)

4 _ 1 1 1
S™* = Diag(—, S s ,—
ai1 dzz Ann

Sistemul Ax=b devine:
1 n ,
xi:a_ii(bi_zj:z_laijxj)’ l=1,2,...,n
J#i
Procesul iterativ Jacobi este definit prin:
1 n
(k+1) (k) :
Xl- —a—ii<bi—zj=1aijxj >, 1—1,2,...,n

J#Fi




Metoda iterativa Jacobi

_ 0 |
a1k + X, +o X, =y X!
&, X, +aX, [+ +a, X =h, 0 Xo

_b 0
A X ta X, +---+a, X, =0, X,

i——(b1 X, =+ — X, )

311

Xé - (bz — azle

a'22

Xi — ai (bn o an1

nn

0
X1 o anzxz

0
—AyX3 — -~ Ay X ) aii

0 0
T a'nn—an—l)

36




Metoda iterativa Jacobi

Exemplu 1.
10x1 _xz +2x3 = 6

-x, +1lx, —x3 +3x4, =25

2Xq —X,  +10x3; —x, =-—11

3x2 —X3 +8X4 = 15
& 1 1 3
x]_ —_ 1_Ox2 _§x3 +§
1 1 3 25
xz — Hxl +HX3 _HX4 +H
1 1 1 11
X3 = —§x1 +Ex2 +Ex4 70
3 1 15
Xg = —§X2 +§X3 +§




Exemplu 1 (continuare)

Fie aproximatia initiali: x; () = 0, x,(®) =0, x3® =0 si x,(® = 0.

XD = 1_10 @ - %xs (0)
2, = 1_11 %, © +1_11 O % X
XD = _%xlm) +1_10 %, +%x4(o>
x, @D = _ gxz © 4 %xS(m

Procesul iterativ Jacobi este definit prin:
2, 00 = 1_10 & % 2 (=)
x, ) = % x; KD + 1_11 x3 KD
2y = — % x D 4 % x, K1)
2, ) = _gxz(k—n +%x3(k—1>

3
+—-=0.6000

25
+—=2.2727
= —1.1000

15
+—=1.8750




Metoda iterativa Jacobi

Exemplu 2.
le — Xy = 1, . R T
—x + 20, = 1} Solutia exacta x* = (1, 1)
(2 -1 (2 0 /0 1
A_(—l 2)’ S_(O 2)’ T_(1 o)
0 1 1
Q — S_lT — 1 2 , d — %
Z0 _
2 2
1 1
xikﬂ) = Exék) + 5,1 Pentru x(® = (0, 0)7 obtinem sirul:
(k+1) _ lxik) +1 x = (%,%)T’ 52— (%'%)T, x3) = (g’g)T’ x@® = (1_2:1_2)71,....




Observatie

In metoda lui Jacobi matricea Q are elementele o
Rezulta ca daca

0, daca i=j,
qij =\ Gij .. n
——, daca i# _
i / la;| > Zlaijl; i=12,..,n
j=1
Norma || Q|| este i
n adica daca matricea A este diagonal

n
1Qllec = max Z|qij| = max Z | <1 dominanta, atunci metoda lui Jacobi
tst=n 1sisn e |ay| este convergenta

J#1




Exemplu 3 (Metoda iterativd Jacobi)

4 -1 1] [ 7
4 -8 1f[x2|=|-21
-2 1 5llxsl [15.

Matricea este diagonal dominanta

x1_7+x8—x§ 7

. 21+44x? +x3 21

Xy = 3 :§:2625
15 4+ 2x9 — x9 15

X = 17 _2_3)

3 5 5

S

b — Ax°||, = 26.7395

|
o

S

b — Ax1||, = 10.0452

41




Exemplu 3 (continuare)

.2 T+X-X%  7+2625-3

1 4 =1.65625 2
2 21+ 4;(11 +X; _ 214+4x1.75+3 e Hb_ A5 Hz =6.7413
@ 15+2x — %, _15+2x1.75-2.625 4995
5
o 7+3.87i 4225 | o
X;Zg _ 21+ 4><l.658625+4.225 _ 308125 Hb_AX2H2 ~19534
Xg _ 15+2><1.655625—3.875 _ 8875

Matricea A este diagonal dominantd, metoda lui Jacobi este convergenta




Exemplu 4

—2 1 5[x] [15 0
4 -8 1|x |=|-21] x=|0| |b-AX’| =26.7395
4 -1 1 x| | 7 0

Matricea nu este diagonal dominanta

1 _—15+Xx+5%; 15

X; =——"=-_75
2 2 .
0 0 — —
L L I Ib—AX| =548546

X =7—-4x +x, =17.0

43




Exemplu 4 continuare...

. —15+2.6225+5><7 113198

25T Ib—AX?| =2083761
2 — g - Y

X =7+4x7.5+2.625=239.625

Termenul rezidual creSte la fiecare iteratie, deci metoda diverge

Retinef1 ca aici matricea nu este diagonal dominanta !




Observatie

In metodele iterative, nu este necesar de luat vectorul
termenilor liberi in calitate de aproximatie initiald x° =d.
Convergenta procesului de iteratie depinde doar de
proprietatile matricer A. Mai mult, in anumite conditu, daca
acest proces converge pentru o anumita alegere a
aproximatiel initiale, atunci metoda va converge la acelasi
vector limita (solutie) pentru orice alta alegere a acestel
aproximari initiale, deci vectorul initial x° poate fi luat
arbitrar din R™.




Metoda Gauss-Seidel

In metoda lui Jacobi este necesar a pastra in memoria calculatorului toate

componentele vectorului x%) atata timp cat se calculeaza vectorul x<+1),
Daca modificaim metoda lui Jacobi astfel incat la pasul (k + 1) sa folosim

in calculul componentel x.(k“), valorile deja calculate la acelasi pas:

l
oD D xEFD 5o obtine metoda lui Gauss -Seidel, iar sirul

iterativ {x(")}:):O devine:

1 i—1 n
x-(k+1) = —|\ b; — a; -x-(k+1) — ai-x-(k) , 1=1,2,...,n.
l .. . 177 oL U

Aji Jj=1 J=1




Folositi cea mai
recenta actualizare

Metoda Gauss-Seidel

& X fFa,X, +--+a, X =b

2n“*n

‘x +8,,X, e+ a, X =D,

x1x2+---+anr

=—(b1 8, X, =+ = 83X,

a11

Xé :_(bz_

a'22

=—(b
a

nn

1 0 0
Ay Xy — Ay3Xg _"'_aZan)
—a,X; —--—a_ X
n2 T Ayp n—1)

47




Exemplu
10x4

2X1

11

o, ®

2, ()

Metoda Gauss-Seidel

+2x5 —
—Xx3  +3x, =25
+10x; —x, = —11
—x3  +8x, =15
1 1 3
Exz(k_l) §x3(k_1) +§
1 3 25
k-1 _ 2 k-1 22
HETRE 1174 T
1 1 11
() (k-1 _ 1T
HETRE: TR 10
3 1 15
_ . (K) 4+ — x5, i
8X2 X3 8




Metoda Gauss-Seidel

Metodei Gauss-Seidel corespunde desfacerea
A=S-T

unde S este matricea subdiagonala atasata lui A, lar T este matricea strict
supradiagonala cu elementele —a;; atasata la aceeasi matrice A:

/all 0 0 0\ /O — a1 — aq3 — aln\

as1 aAs- 0 0 0 0 — A3 — Uon




Metoda Gauss-Seidel

Daca matricea A este diagonal dominanta, adica

n

|aii| > Z‘aij‘, I = 1,2, e, N

Jj=1
J#Fi

atunci metoda lui Jacobi si metoda lui Gauss — Seldel

vor genera un sir de aproximatii succesive care
converge catre solutia exacta oricare ar f1 aproximatia

initiald x(®

<




Metoda Gauss-Seidel

Conditia ca matricea A este diagonal dominanta

n

|aii| > Z|aij|, I = 1,2, e, 1

j=1
JEI!

este numai suficienta s1 nu necesara pentru ca metoda lui Jacobi s1 metoda lur Gauss —
Seidel vor converge citre solutia exactd oricare ar fi aproximatia initiala x(®.

De exemplu pentru matricea

8 2 1
A=|10 4 1
50 25 2

care nu este diagonal dominanta metoda lui Gauss — Seidel converge foarte rapid




Metoda Gauss-Seidel

Reludam exemplul de mai sus

le — Xp = 1, }
—x1+2x, =1
Sirul Gauss-Seidel in exemplul de mai sus arata astfel:
1 1
(k+1) _ + (k)
x1 = Exz + E,
1
xgk+1) _ _xgk+1) n
2
Pentru aproximatia initiald x(%) = (0, 0)7 obtinem:
T T T
W1y .37 ;@ (31
x _(2’2) X _(4'8) X _(16'32) g

\

~"

1

2

Se observa ca o iteratiec Gauss — Seidel aici
este echivalenta cu doua iterati1 Jacob




Metoda Gauss-Seidel

Daca A este o matrice pozitiv definita atunci
metoda Gauss — Seidel converge de doua ori mal
repede catre solutie decat metoda lul Jacobi.

Se cunosc modele 1n care metoda lui Gauss — Seidel

converge, 1ar metoda lui Jacobi nu converge si
Invers.




Metoda Gauss-Seidel

Teorema (Reich). Daca matricea A este simetrica si are elementele

diagonale

Aji >() pentru orice 7

atunci metoda Gauss — Seidel converge daca si numai daca A este 0 matrice

pozitiv definita.




Metoda suprarelaxarilor succesive

Metoda lui Gauss — Seidel poate fi modificata pentru imbunatatirea vitezel

de convergenta a sirului aproximatiilor succesive. Fie ¥%) vectorul obtinut la
pasul k 4+ 1 prin metoda Gauss — Seidel. Metoda iterativa definita prin:

este cunoscutd cu numele de metoda suprarelaxdrilor SUCCESIVe.

Parametrul de relaxare w € (0, 2) se alege astfel incat sa creasca viteza de
convergentd. Pentru w = 1 metoda se reduce la metoda lui Gauss — Seidel.




Metoda suprarelaxdarilor succesive

S-a gisit ca pentru o alegere potrivitd a parametrululi w convergenta metodel
suprarelaxarii successive:

x0+D) = 50 4 (£ — (0

este net superioara metodelor Jacobi s1 Gauss — Sedelil.

Se poate ardta ca w € (0, 2), de regula, in practica:

w =18 =+1.9.
Se demonstreaza ca metoda suprarelaxarilor succesive converge pentru
toate matricele A simetrice pozitiv definite.




Perturbatii. Numarul de conditionare

Fie sistemul liniar Ax = b. Solutia exactd a sistemului considerat poate fi scrisd sub forma: x* = A~1b

Presupunem ca vectorul b sufera perturbatia §b

AX = b+ 6b
Efectului relativ al perturbagii 6p: X =*" . . /s 1001]
[lx~ 15]]
Daca perturbam elementele lui A cu 6A: 1% —~x < JAIIIA™Y|| ——— [6A]
1%l 1Al
Numarul de conditionare: cond(4) = ||A||||A~1|

Numarul de conditionare caracterizeaza efectul maximal al perturbarilor §b si 6A la
rezolvarea sistemului Ax = b.




Perturbatii. Numarul de conditionare

Daca numarul de conditionare cond (A) este mare, atunci perturbatii mici ale lui A si b
vor produce perturbatii relativ mari ale lui x*; in acest caz se spune ca matricea A este

rau (sau prost) conditionata.
Matricele cu numarul de conditionare cond (A) “mic” se numesc bine conditionate.

Determinarea numarului de conditionare cond(A4) = [|A||[|A™1]| este o problema dificila,
deoarece contine calculul lui ||A~1]|]. Un procedeu practic de calcul aproximativ al lui

|IA~Y|| constd Tn urmitoarele:

Se aleg k vectori y;, apol se rezolva sistemul de ecuatii
Aw; =y;, i =1,2,...,k, s15e pune

IA7Y| = max —-.
1<i<k llyill

[will




Sisteme liniare supradeterminate

Fie un sistem de m ecuatii Cu n hecunoscute

a, x, + a,x, +...+a, x =b, Ca, ay . a, \(x) (b
Ay X, + ApXy + ..+ @y, X, =b,, a, a,, ..d, | X, b,
............................................ . .
a,.x, +a,,x, +.+a,x =b,. Dy Ay - Ay \X, )\ B,

Daca m > n sistemul
Ax=0Db
se numeste Sistem supradeterminat.




Formularea problemel

O pseudosolutie in sensul celor mai mici patrate (CMMP) pentru
sistemul supradeterminat

i AV N
[ dyy . dy, X b,

| a, a, .. da, X, b,

L FaF | L L

N, ﬂ.'i'r] H.'i'rl e an.':' F, I\ '-:I{.':I Y, |'~, h.'i'r A

este un vector x* € R™ cu proprietatea:
Ax* — b|l2 = min||Ax — b]|4
| B xERn” |5

Vectorul x* se numeste solutie generalizata in sensul CMMP.




Formularea problemel

Ax* — bl|l5 = minl||Ax — bl|4
| 15 xER"H |5

Vectorul x* minimizeaza norma cuclidiana a vectorului rezidual
r=Ax — b

(minimizeaza abaterea patratica a lul Ax fata de b):

n

lax = b3 =l = () = » 7

1=1




Formularea problemel

Exemplu. Sistemul:

le — bl'
3x1 — bz,
4X1 — b3,

va avea solutie numai in cazul cand terminii liberi by, b, si b; se afla in
raportul 2: 3: 4.

Ir)l5 = (2x, — b1)?* + (3x1 — by)?* + (4x1 — b3)?

Se pune problema determinarii unui vector x*€ R™ care sa realizeze

minimul expresiel: ,
m
E(x) = ||Ax—b|% Z Zaux] b;
j=1

=1




Metode bazate pe sisteme normale

Valoarea minima a expresiei E(x) se obtine anuland derivatele
partiale in raport cu x4, x,, ..., X,, adica anuland gradientul functiei

E(x): /aE(x)

OE (x)
VE(x) =| ax,

OF (%)

0x,, /

VE(x) = V(||Ax — b||5) = 2AT(Ax — b) = 0




Metode bazate pe sisteme normale

VE(x) = 2A"(Ax —b) =0
== Sistemul normal asociat sistemului Ax = b:

ATAx* = ATb
Matricea C = A' A este pozitiv semidefinita:

(Cx,x) = xTCx = xTAT Ax = (Ax)T Ax = ||Ax||5 = 0




Metode bazate pe sisteme normale

Daca
rank(A4) =n

adica daca coloanele matricei sunt liniar independente, atunci matricea pseudoinversa la
matricea A este definita:

AT = (ATA)—lAT
Aceasta matrice este de dimensiune m xn

In cazul M=n matricea pseudoinversa coincide cu inversa matricei A:

At =A71




Metode bazate pe sisteme normale

Teorema de existenta si unicitate.

Daca matricea A de dimensiune m X n are
coloanele liniar independente, atunci oricare ar fi
vectorul b € R™sistemul Ax=Db are o
pseudosolutie in sensul CMMP unica x*€ R" si

x* = (ATA)"1ATh = At b




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 1. Consideram sistemul supradeterminat:
le — Xy = 9, )
x1+4x, =0,
3x1 +x, = —3.,

E(x)=||Ax = b||5 = 2x; —x, —9)? + (x; + 4x, — 0)?> + (3x; + x, + 3)?

N

42y — xp — 9)+20x1 + 4x5)+6(3x; + X7 + 3)=0

1

B 2@y — Xz — 9)+8(xy + 4x,)+2(3x; + X5 + 3)=0
2

28x, + 10x, — 18 = o,} :> 14x; + 5x; = 9, }




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 1. (Continuare)

le — xZ —_ 9, 2 _1
Avem
2 1 3 2 1 14 5
T — —
ata=(2,7,7)% ; ¢ = (5 18)
1




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 1. Exemplu 1. (Continuare)

le — Xy = 9,
_ 14 5 X1
x1 +4x, =0, } ( c 18)(962)
3x1 —+ xz —_ _3
Sistemul normal
2 1 3 9
T 1, —
ATAx = A"h A" b= (—1 4 1) (—12)
asoclat problemel propuse devine:
]_4x1 + sz =9 Cu solu;ia .X;}_: 0699737237;3
5x; + 18x, = —12.} X2 = —Y




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 2. Consideram sistemul supradeterminat:

o+ X = 0
*:: _'I.._q‘. _— :'i.: — {!
Avem -
_ 11
- I 1 O - .
C=4 A= |:1 -1i=
't -1 ¢l 19
01
— {1 1ol | F“
40 = 101 =
io-1 it i
,_‘{r_' 11

Sistemul normal
ATAx = A"h
asociat problemei propuse devine:

-:r I

|
-

Lad
-
| g |
Il
[ —

¥

CU solutia

x; =0,
x5 = 0,33333




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 3.
r, +3xy = —2 1 3 ‘ 1 3 o
3vy —xo =4 A=]3 -1 AM:“ _‘f ﬂ 3 -1 =[1j j]
21 +2x2 =1 ! 2 2 ] l 2 2

iATA)—lzi[ ’ _2]_ (ATA}_l,LlT:l[ 7 —QH} 3 2]_%{ 2 23 1[,}]

01 -2 7 W1 -2 7 3 -1 2 19 —-13 10
> 93 10| 2 98 49 /45
R — T AV-1 AT — 1 : , — 1 Jo || 4d/49
X (}1 A) AD 90 [ 19 —13 10 ] _11 90 { —&0 ] o { —8/9 ]
10 /45 .
So T = [ _ljé_/l; ] is the vector that minimizes ||b — AZ|




Metode bazate pe sisteme normale

Cea mal mare parte a efortului este cerut de formarea
sistemului normal

ATAx = ATh
asoclat problemei considerate
AX=D
Sunt necesare
m-n(n+3)/2

operatil aritmetice




Metode bazate pe sisteme normale

Rezolvarea sistemului AX=b (m > n)

Ax =D s Al Ax = A1 b

x=A Ay Al b = ATh

=)




Metode bazate pe sisteme normale

Exemplu 3.

x=A"h =

11
2

2

.

—

T

2
3
—1

—. 148
. 164

—

—

- 0
X
I
X
| 2 E
180 . 246

—

189 — 107

(9.492

0.787




Metode bazate pe sisteme normale

Principalul dezavantaj al metodelor bazate pe sisteme de ecuatii
normale este faptul ca numarul de conditionare a sistemului normal este
egal cu patratul numarului de conditionare a problemer initiale. Acest
fapt afecteaza negativ viteza de convergenta a metodelor iterative
bazate pe sisteme normale. Pentru a creste viteza de convergenta a
metodelor iterative bazate pe sistemele normale, atunci cand se rezolva
probleme rau (prost) conditionate, se utilizeaza in prezent diferite
variante de preconditionari pentru a reduce numarul de conditionarea
sistemului original de ecuatii. Cu toate acestea, nu exista un procedeu
universal pentru a diminua valoarea numarului de conditionare.




Metode de ortogonalizare

Fie a; coloanele matricel A:
A A= (d, a, asz ...a,)
In cazul in care coloanele a;,i = 1,2, ..., n, ale matricel A sunt
ortogonale, adica:

C_liTC_lj — O,l :Fj,
atunci matricea A’ A devine o matrice diagonald cu elementele de
pe diagonald egale cu @;' a; # 0 si imediat se obtine pseudosolutia

T_
x*—b i i
I = =Tz "’"

1
-
N
I~




Metode de ortogonalizare

In locul formarii sistemului normal putem ortogonaliza coloanele
matricel A.

Un procedeu clasic de ortogonalizare este metoda lui Gram —
Schmidt.

Sirul de vector1 liniar1 independenti a4, a,, ..., a,, Sé ortogonalizeaza
prin metoda Gram-Schmidt dupa formulele:




Metode de ortogonalizare
Exemplu. Fie vectorii:

1 1
a1=(1), a2=(0).
0 1

Atunci V1 = Aq, §1 daSa cum agvlzl §1 UIU]_:Z
vectorul v, devine:

3 avy 1 1/2
V2 =A==V = dp T 5V = —1/2
1%1 1

1/2
Vectorii v4 si v, sunt ortogonali: v{v, = (11 0) (-1/2)20
1




Metode de ortogonalizare
Exemplu. Fie vectorii:

1 1/2
Ulz(l), Uzz(—l/Z)
0 1

Dol vectori sunt ortonormali daca sunt ortogonali (au produsul
scalar 0) s1 au amandoi lungimea unitara (norma fiecaruia este 1)

11 3
1]l =V1+1=+2, ||772||2:\/Z+Z+1= 2

2
Vectorii ortonormati sunt:

1l 2 lv2l2 3 "

0

1 1/2
Gy =5 = 1(1)’ g, = 2—= |5 =1/2|.



https://ro.wikipedia.org/wiki/Spa%C8%9Biu_vectorial
https://ro.wikipedia.org/wiki/Ortogonalitate
https://ro.wikipedia.org/wiki/Produs_scalar
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Vector_unitate&action=edit&redlink=1

Factorizarea QR

Procesul de ortonormare Gram — Schimdt da o alta factorizare pentru matricea A, numita
factorizarea QR

In cazul exemplului de mai sus putem scrie:
a, = Vq, Sau aq = \/_ql,

=——v1+v2, sau az-f% fqz

Reprezentarea matriceala a acestor doua ecuatii este:

V2 172
0 V3/2)

adica A = QR unde Q este cu coloane ortogonale, iar R este superior triunghiulara

(a1 az)=(91 492)




Factorizarea QR

Orice matrice de dimensiune m X n,m = n, cu coloanele liniar independente,
admite o factorizare QR, unde Q este 0 matrice (de dimensiune m X n) cu
coloanele ortonormate, ilar R este o matrice (pdtratd de dimensiune n X n)

superior triunghiulara.

Daca se cunoaste factorizarea QR a matricel A atunci CMMP se rezolva usor
-1 -1
x* =(ATA)"A" =(R"Q"QR) R"Q"b
m—) x* = (RTR)~1RTQTh = R-1QTb

Prin urmare pseudosolutia in sensul CMMP se poate obtine usor rezolvand sistemul
triunghiular: T
Rx=0Q"b




Exemplu.

Factorizarea QR

5 D 2 1
1 0=1i1 -2 2
-1 (2 -1 -2
2 4 5 | 2 2 1
1 -1 1 =§1—2 2
-2 1 -1 2 -1 -2

o O W

o W W

W W W




Calculul valorilor si vectorilor proprii

Numarul A (real sau complex) se numeste valoare proprie a matricei A daca
exista un vector nenul x € R™, astfel incat

Ax = Ax
/all aqo . A1n xl\ X1
aAr1 Ar- . a1 X9 _ A X9

Vectorul x #+ 0 se numeste vector propriu al lui A asociat valorii proprii A




Formularea problemei

Ecuatia Ax = Ax poate fi rescrisa sub forma

(A—Al)x =0
d
HNEE 2 0 0 0 0
=0 A 0 o) o_[o

0 0 0 4 0




Formularea problemei

(A—ADx =0
aj; — A a2 A1n X1 0
A1 Aro — A A1 X2 — 0
anl anz e a — )l,nn xn O

Conditia necesara si suficienta ca acest sistem omogen sa admita
solutie nenula este ca:

det(A— A1) =0




Formularea problemei

a11 — /1 alz c e aln
a aA,» — A ... a
det(A — Al) = det 21 22 21 —
A1 Ay, e App — A

Acest determinant este un polinom de grad n cu coeficienti reali

P, =(D"A"+p A" 1+ . +p,_1A +p,




Definitii de baza

Polinomul

P A =(1D"A"+p A" 4. . +p,_ A +p,

se numeste polinom caracteristic asociat matricei A

Ecuatia P,(1)=0 se numeste ecuatia caracteristicd a matricei A




Definitii de baza
Ecuatia caracteristica
P,(A) =(-D)"A" +p A" 1+ . +p,,_1A + p,,=0

este o ecuatie algebrica de grad n cu coeficienti reali care in
virtutea teoremei fundamentale a algebrei are exact n radacini

M Ay, o, Ay,

In general, complexe si nu neaparat distincte




Definitii de baza

Multimea valorilor proprii ale matricei A se numeste spectrul |ui A:

g(A) = (44,15, ..., A1)

Raza spectrala a lui A:

., p(A) = Arenacag)\ﬂ\
Norma spectrala:
Al = v/p(ATA)

v — AT . — —
Daci A = AT atunci  |lAll ATEnUC%?Af)W p(A)




Exemplu 1

Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii pentru matricea:

1=(; 23)

Polinomul caracteristic este:

4 -1 -5
P,(A) =det(A — Al) = =
(W) =deta-an=| """ 7

=(4-D(3-D)+10=22-1-2

Radacinile ecuatiei caracteristice: M=-1 1, =2




Exemplu 1

Pentru 4; = —1 avem:
a-anx=( =) = Fursezl

de unde vectorul propriu :
1
1 _ _
V= C(l)’ c =const #0

Pentru A, = 2 vom avea: ) L |
Vectorii proprii ai unei matrice se

(A — /121)X = (2 _5) (xl) — (O) determina neunivoc, deoarece daca
2 =5 X2 0/’ X este un vector propriu atunci orice

UZ —C (5) c+0 vector cx, unde c este un scalar, va fj
2/’ tot un vector propriu.




-1 2 -1 2
-3 3 — ﬂ)\E—(Ei 3 3)}\(
0o -2 -1 0 -2
9% -1 9
det(A —AE)=| & —3—-X 3
1 0 —2-2X

B2+ 1=+ +300+1D) = A+D( +20+ 1) = (A+1)P° =0= 2= -1

Exemplu 2

O 31243 620 —10—5X= -3 -3 —-30—-1=0




Proprietati fundamentale

1.Valorile proprii ale matricelor simetrice sunt reale.
DacsA=A" = 1€R
Reciproca nu este adevarata
2. Valorile proprii ale matricelor pozitiv definite sunt
pozitive.

Dacda A = Alsix’Ax > 0,vx #0= 1> 0

Dacd A = A'si A > 0 = matricea A este pozitiv definit3




Proprietati fundamentale

3. Valorile proprii ale

* matricelor diagonale,
 matricelor inferior triunghiulare
* matricelor superior triunghiulare

coincid cu elementele de pe diagonala principala.




Proprietati fundamentale

4. Matricele asemenea (similare) au aceleasi valori proprii .

Matricele A si B sunt similare daca si numai daca exista
o matrice nesingulara M astfel incat

B=M"AM

Daca y sunt vectorii proprii ai lui B , vectorii proprii X ai lui A
se gasesc din relatia:

X =My.




Proprietati fundamentale

5. Suma valorilor proprii ale unei matrice A  este egala cu suma
elementelor de pe diagonala principala:

/11 + /12"“"&71 = ad11 + a22+...+ann

Aceastd suma se numeste urma matricei A si se noteaza Tr(A) sau Sp(A)

6. Produsul valorilor proprii coincide cu determinantul matricei:

Al ‘ /12 * s /Ln — det(A)




Proprietati fundamentale

7.Daca A;, 1 < i < n sunt valorile proprii ale matricei A, atunci
/15-‘, 1 < i < n sunt valorile proprii ale matricei A* =A4-A4-...- A

8. Vectorii proprii ce corespund valorilor proprii diferite
sunt ortogonali

Polinomul propriu:

0n(D) = CD"R(D) ="+ A" + -+ qpad + gy




Proprietati fundamentale
9. Valorile proprii ale matricilor A si A" coincid

10. Formulele lui Newton:

k—1
Ui + Z qilk—1 = _qu' k = L2,..,n
=1

unde u;, = ?:1/1';-‘, k=12, ..,n




Proprietati fundamentale

11. lidentitatea lui Cayley - Hamilton. Orice matrice
patrata A este o radacina a polinomului sau
caracteristic:

Po(A) = (~1)"A™ + p A™1 +
+p,_14A+p,1 =0




Exemplu.
_ (4 =5
A= (2 _3)
P,(1) =22 —1—2

P,(A) = A% — A —2I = (‘2L :g) (‘2L :g) _

-G 2326 V-6 o




Proprietati fundamentale

12. Teorema despre cercurile lui Gershgorin. Orice

valoare p

roprie A a matricei A = (aij)nxn se afla, in

planul complex, i1n reuniunea cercurilor :

U.

n
Z. ‘Z—aii‘ ST 1= E j=1|aii‘
1 . .




Proprietati fundamentale

13. Teorema (Rayleigh-Ritz). Fie A o matrice simetrica si
valorile proprii ale lui A sunt asezate in ordine crescatoare

lmin:&SAZS"'S/ln—lgﬂ’n :ﬂ“max

Atunci

A, < (A )< 4 [x[,  vxeR"
(A x)
ﬂl — Zmin T rQig (X, X) — rp!rzll(AX, X)
(AX, x)

n max H)Eg( (X, X) r??z(l( X, X)




Proprietati fundamentale

Expresia
(Ax,x)
(x,x)

se numeste catul lui Rayleigh.

R(x) =

Se observa imediat ca, atunci cand x este un

vector propriu al matricei A, catul Rayleigh asociat
coincide cu valoarea proprie corespunzatoare.




Aplicatie

Inversarea unei matrici cu ajutorul coeficientilor polinomului caracteristic

Din identitatea Cayley — Hamilton avem

A" + g A"+ o+ g, 1A+ q,] = 0.

Inmultind la dreapta prin A se obtine:

AV AT e gyl = = AT

Pentru g,, # 0 avem:

A—lz_i(An—l + qlAn_z + ...+ qn_11>

dn




METODE DE CALCUL

Metodele de calcul ale valorilor proprii se impart in doua

grupe:

e metode care determina intai coeficientii polinomului
caracteristic si apoi se rezolva ecuatia caracteristica;

e metode care determina valorile proprii si vectorii proprii
prin procedee iterative fara a calcula coeficientii
polinomului caracteristic .




METODE DE CALCUL

Se cunosc metode de determinare a coeficientilor

polinomului caracteristic: metoda lui Krylov, metoda lui
Leverrier, metoda lui Fadeev, metoda lui Lanczos

Aceste metode sunt recomandabile doar in cazurile cand
matricea A este de ordin mic si radacinile ecuatiei caracteristice
sunt bine separate. Numarul de operatii aritmetice pentru
determinarea coeficientilor polinomului caracteristic este foarte
mare (de exemplu, metoda lui Fadeev necesitd n* operatii).




Observatii asupra metodelor de calcul

Coeficientii polinomului caracteristic se obtin cu erori de rotunjire inerente
care pot conduce la variatii mari ale radacinilor, deoarece problema
rezolvarii ecuatiilor algebrice este rau conditionata .

Fie, de exemplu, matricea A de forma

/alO 0 0
0 a 1 0 0
A(e) =10 0 « 0 0




Observatii asupra metodelor de calcul

Polinomul caracteristic al lui A(g)este
P, AD)=QA—a)"—(—1)"e.
De exemplu, daca
n=10 a=0, siec =10"19,

atunci practic matricele A(0) si A(1071?%) reprezintd una si aceeasi matrice

In memoria masinii electronice de calcul, in timp ce polinomul caracteristic
P;o(1071%Q) are radacina multipla 0,1.

Prin urmare, valoarea proprie @ = 0 suferd o deplasare de 10° ori mai
mare decat o perturbatie € care a produs-o.




Care este importanta proprietatilor/vectorilor proprii?

Valorile proprii caracterizeaza proprietati importante ale transformarilor
liniare, cum ar fi daci un sistem de ecuatii liniare are sau nu o solutie unici. In
multe aplicatii, valorile proprii descriu, de asemenea, proprietatile fizice ale
unui model matematic.

Cateva aplicatil importante:

* Analiza componentelor principale (PCA) in recunoasterea obiectelor /
Imaginilor;

* Fizica - analiza stabilitatii, fizica corpurilor rotative;

* Analiza riscului de piata - pentru a defin1 daca o matrice este pozitiva

definita;

PageRank de la Google.
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| Metoda eliminarii a lui Gauss
i | de rezolvare a sistemului liniar
necesitd cel putin n*/3 operatii
aritmetice si atat timp cat acest
numar de operatii este

acceptabil putem utiliza aceasta
metoda
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Desi sistemele  supradeterminate  in
majoritatea lor nu sunt compatibile, ele se
intdlnesc des in practica, de exemplu 1in
probleme de statisticd. Una din caile de
rezolvare a sistemelor supradeterminate
constd in a determina pseudosolutia X* care
minimizeaza eroarea medie pentru toate cele

m ecuatii ale sistemului.




Valorile | si vectorii proprii joacd un rol

—

,"' fundamental in descrierea matematica a unor
\ categorii foarte largi de procese tehnice,

; economice, biologice etc. Astfel, proprietati
3 esentiale (cum este, e.g. stabilitatea) ale
modelelor matematice cunoscute sub

denumirea de sisteme dinamice se exprima in
raport cu valotile proprii ale unor matrice. In
acest context, calculul cat mai eficient | si mai
exact al valorilor  si vectorilor proprii se
impune cu necesitate.
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INTREBARI !

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing
elit. Maecenas porttitor congue massa.
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