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succesive metodele operative (tangentei)




Introducere. Definitii

Fie f(x) = 0, unde f(x) — este un polinom sau o functie transcendenta.

Daca f(x) este un polinom sau in urma unor transformari poate fi adusa la forma
polinomiala, ecuatia Se numeste algebrica

Exemple: 4x °—12x 4+ x3-2x +10=0; Vx+1=x?-2 = x*—4x2—x+3=0

O ecuatie algebrica in forma generala se va scrie:
ax"ta ,x "+ . . +a,x +a,=0, n=1
si coeficientii reali a,, a,, ..., a_; a # 0

Orice ecuatie algebrica are exact n radacini, fiecare radacina multipla fiind socotita
ca atdatea radacini confundate cat arata ordinul ei de multiplicitate.

Ecuatiile care nu sunt algebrice se numesc ecuatii transcendente.
Exemple: x°>-sin x-1=0; 2*-Ig (x+1)=0




Introducere. Definitii

Prin radacina aproximativa se intelege 0 valoare X.. suficient de apropiata de radacina exacta r:

X«—r|<g, sau (s1) [f(X+)|<eq, (1)
unde >0, € >0 si suficient de mic.
A
Jx) 1) A
fx,) { 0 Xy x
X {] a 7 b >
0| a 5 Sx)
Valoarea lui |x.—r| este foarte mica, dar [f(X.)| nu este [f(x.)| este un numar foarte mic, in timp ce |[X.—r| este
apropiata de zero un numar mare

Aceste doud moduri de definire a radacinii aproximative nu coincid. Ecuatia f(x)=0
este echivalenta ecuatiei C X f(x) = 0 oricare ar fi constanta C # 0

In general ar fi bine sd fie satisficute ambele conditii (1).




Separarea radacinilor reale

Rezolvarea ecuatiei f(X)=0 (algebrica sau transcendentd) implica parcurgerea a doua etape importante:

Etapa 1. Separarea raddcinilor care consta in determinarea unui interval [a, b], in care
este situatd 0 radacina reala a ecuatiei

(a1, b)) (ay, b,)
(oD bt @/ :

b b .
(a3, b3) (a4, by) 2 / b 612\52/

Etapa 2. Calculul aproximativ al fiecarei radacini si evaluarea erorii care s-a comis,
considerand ca separarea deja separarea radacinilor

Plecand de la un x,dat, se construieste Un sir xq, X1, ..., Xk, ---
Xo 22X =X —... X,

Daca |x,_; — x| < &, atunci x,, — solutie aproximativa cu exactitatea >0




Metoda grafica de separare a radacinilor

q(x)= p(x)

y = plx)

y = q(x)

i1 .E'] h C Jdag i




Metoda grafica de separare a radacinilor

Ecuatia f (x) = 0 o reducem la ecuatia:

g(x) = o(x).
Radacinile ecuatii sunt abscisele punctelor de intersectie ale curbelor y=g(x) si y= ¢(X)

Exemplu 1. cos(x)=x?

-’ A -’ o ©

pe intervalele
[-m/2, 0] si [0, /2].

Daca in descompunerea functiei in factori
apare factorul (x—r)ksi nu apare o putere / \

mai mare a lui (x-r), se spune ca numarul r _

este 0 raddcind multipli de ordinul k. y =C0SX




Metoda grafica de separare a radacinilor

Tx)=0 & g(x) = elx).

y=X
Exemplu 2.

f(X)=1-xx2%=0 051" ; =2

x=2"" =
| | ! | | >
0 025 05 075 1 x

r € (0.5 :0.75)




Metoda grafica de separare a radacinilor

Exemplu 3.
x4 - sin(5 x)=0

x4 = sin(5 x)

¥

r € [0,5;0,6]




Metoda analitica de separare a raddacinilor

O functie continua nu trece de la o valoare la alta fara sa treaca prin toate valorile intermediare.

Daca la capetele unui interval inchis [a, b] ) valorile functiei f(a) si f(b) sunt de semne
diferite: f(a)f(b)<0), atunci exista intre a si b cel putin un punct r, astfel incat avem f(r)=0.

Conditia f(a)f(b)<O arata
ca ecuatia f(X)=0 are un
numar impar de radacini
(cel putin una) pe
intervalul [a, b].

Conditia de continuitate a functiei
f(X) este esentiala!

Daca f(a) si f(b) au acelasi
semn, aceasta inca nu
inseamna ca ecuatia
f(x)=0 nu are pe intervalul
[a, b] o radacina reala:




Metoda analitica

Pentru separarea solutitlor se va folost urmdtoarea teorema din analiza matematica:

Teorema. Dacd functia f{x) continud pe segmentul [a, 5] primeste la extremutatile lui valon de
semn diferit fla)xf(b)<0 atunci pe acest segment existd cel putin un punct & pentru care
expresia f{¢) = 0 este adeviaratd. Dacd pe acest segment existd f{x),continud, care are un semn
constant, atunci solutia ecuatiel pe segmentul [a,b] este unicd. (fdrd demonstratie)

Dacd solutiile ecuatier f{x)=0 pot fi usor calculate, atunci procesul de separare a
solutitlor se reduce la determinarea semnelor functiel in extremitdtile segmentului [a, 5] 1 in
punctele in care derivata funclier este 0. Segmentele la extremutitile cirora funcfia va avea
valor de semn opus vor confine cate o solutie a ecuatier initiale.




Metoda analitica
Exemplu

f(x) =x>+5x +4=0

f(=1)-f(0)=—2-4=-8<0.
f'(x) =3x*+5>0.

r €|—1;0]




Metoda sirului lui Rolle de separare a raddcinilor

intre doua radicini reale consecutive ale ~ Intre doud radacini SO alfj o
derivatel functiei f(x) exista cel mult o ecuatiei f(x)=0 exista cel putin o radacina
radacina reala a ecuatiei f(x)=0: a ecuatiei f '(x)=0
A
y y A
/\/ m / . x
0 \/7’ o r] ; >

Fie a<x;<x,<...<x,<b radacinile ecuatiei f'(x)=0, asezate in ordine crescatoare. Sirul

f(@), f(x1), f(xz), ..., f(x), f(b)
se numeste sirul lui Rolle.
Ecuatia f(xX)=0 are atiatea radacini reale, cate variatii de semn prezinta sirul lui Rolle:

X a 5, 505 e Xy b

f) M) f) o fe) e ) D)




Metoda sirului lui Rolle de separare a raddcinilor

Exemplu.
Fie ecuatia algebrica:
f(X)=x*-x3-2x%+3%x-3=0.
Derivata
f'(X)=4x3-3x°—4x+3=4X(x*-1)-3(x*~1)=(x?-1) (4x-3)
se anuleaza pentru
X;=—1, X,=3/4, X3=1
Sirul lul Rolle este urmatorul:
X —2 —1 3/4 1 2

) 7 -6 -198 -2 3

~ 4 .

Celelalte doua radacini sunt complexe.




Metoda injumatatirii intervalului

Proprietate importanta:

Daca functia f(x) este continua in intervalul [a,b] si

sign of f(a) # sign of f(b), atunci

existd o valoare r € [a,0] asttel incat: /() = 0 adica, existd o
raddcina reala rin intervalul [4,/]

Pe baza faptului ca functia isi schimba semnul pe masura ce trece prin
radacina avem
f(a) xf(b) <0

Evaluam punctul din mijloc c=(a+Db)/2 si reducem la jumatate intervalul.




Metoda injumatatirii intervalului

f(a)=0

c=(a+b)/2

f(c)>0

f(b)<0




Metoda injumatatirii intervalului consta in construirea recurenta a unui sir de
subintervale [a,, b,] si a unui sir de puncte c,=(a,+b, ) /2

yA
b-a>¢

c=(a+b)/2

Se recomanda
c=a+(b-a)/2

f(a,)f(l,)<0




Metoda injumadtatirii intervalului

Algoritmul:

1. c:=(atb)/2 mijlocul intervalului

2. Determinam f(a) si f(c)

3. Daca f(a)xf(c)<0 atunci b:=c altfel a:=c

4. Daca =

~—>¢ se trece la pasul 1

c- radacina




Metoda aproximatiilor succesive

Fie o ecuatie algebrica sau transcendenta care admite o singura
radacina reala in intervalul [a, b].

Ecuatia f(X)=0 o punem sub forma echivalenta: X=¢(x)

Exemple .
f(x) =x*—x—2 f(x) = x3—-2x—-9
(p(x) — xz — 2 X = X3—x-9
sau p(x) =Vx+2 x =2x +9
2
X xz X =




Metoda aproximatiilor succesive

Plecand de la o valoare initiala arbitrara x,e[a, b], generam sirul x, conform regulii:

X = @(xr-1), k=1, 2, ..

Modul cum sirul aproximatiilor succesive X, Xy, ... , X,, ... conduce spre solutia exacta
este ilustrat mai jos (in functie de forma curbei y= @(X)):

A
y y=x
Y=o(x)

X
1 >
0 r )C3 )CZ )C] )CO

Conditie suficienta de convergenta:

yA

y=Xx

=




Metoda aproximatiilor succesive
Plecand de la o valoare initiala arbitrara x,<[a, b], generam sirul x, conform regulii:

X = @(xr-1), k=1, 2, ..

Modul cum sirul aproximatiilor succesive X,, Xy, ... , X,, ... conduce spre solutia exacta
este ilustrat mai jos (in functie de forma curbei y= @(X)):

¥4 y=x
5

Conditie suficientd de convergenta.

|0'(¥) | < a<1




Metoda aproximatiilor succesive

A
F -
A F=x
¥ =¢lx) IEE

I |

"'qIII - El |

| | |

| !

A | |

= I |

‘ | |
U = g x o X

Sirul de iterare poate fi divergent
'(x) > 1




Metoda aproximatiilor succesive
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Metoda aproximatiilor succesive

Exemplu.
f)=x3—x—-1=0 re(l,2)
x=x3—-1 o =x3—1
@' (x) = 3x° @' (x)=3,pentrul <x <2
3 1
=Y+l o(x) =Vx+1 ¢'<x>:3i/(x+1)2

1 1

D<o’ (x)< < -




Criterii de oprire in metodele iterative

Fie functia f(X) continud si derivabila pe iIntervalul [a, b] si fie
m=min | f'(x) | >0, Xe(a, b). Avem

A -/ O o/ N

determinarii lui r este rau conditionata.

Daca dorim sa determinam radacina r cu eroarea prescrisa €>0 am putea opri
iteratiile de indata ce

| f(x,) | <em,
ceea ce presupune cunoasterea majorantei m a derivatel f'(x).




Criterii de oprire in metodele iterative

In practica, putem folosi urmatorul criteriu de stopare. Fie
[ #(%.0) | <e
unde &,>0 si este suficient de mic; de exemplu &1 = /ey

Putem accepta X, ; ca radacina aproximativa, daca
‘ Xk+1_Xk ‘ <82

Aicl £,>0 s1 se alege astfel incat &, > &

Cel mai des este utilizat in calitate de criteriu de oprire a algoritmului este

cel care verifica doar inegalitatea | Xp+1— Xk | <&, CU &>0 si suficient de mic




Metoda lui Newton (tangentei)

vvvvv

Sa presupunem in plus ca derivatele f'(x) si f"'( X) pastreaza un semn constant pe intervalul [a, b].

Ecuatia tangentei in punctul Ay(X,, f (X)) : Luand y = 0, X = X,, obtinem

Y = 1)+ T'(%0) (X — Xo) X1 = Xo — ]]: '((JDCC(;))

Procedeul se va repeta in mod asemanator. Se
obtine metoda tangentelor definita de urmatoarea
formula de iterare:

F (%)

X+l = Xk — £10x, )
k

X k=0, 1,2, ...




Eroarea metodei lut Newton

Eroarea este estimata de relatia :

2 2
< — - |X, — 7T
unde |xk+1 | om | k |
M, = max| f"(x f'(x

In cazul radicinilor simple (f '(r)=0) metoda lul Newton are gradul
dol de convergenta (convergenta pdtratica).

Metoda lui Newton este un caz particular al metodei aproximatiilor succesive
cu functia:

P(X)=x—F(x)/f '(X)




Eroarea metodei lut Newton

Daca r este o radacina multipla, atunci convergenta sirului {X,} este liniara

Exemplu. Fie data ecuatia x°=0 cu radacina dubla r=0. Potrivit metodei lui

Newton putem scrie: . .
P Daca r este o radacina multipla de gradul

B Xe 1 p, adica
Xk+1 — Xk — — ~ Xk

— F=F"(n)=.. 0D (1) =0, 1©(r)=0,

se recomanda de a efectua calculele
conform formulel de Iterare:

f(xx)
f(xk)

Xk+1 = Xk — D




Probleme in alegerea punctului de start

O dificultate in aplicarea metodei lu1 Newton (s1 in general a unei
metode iterative) o reprezinta alegerea aproximatiei initiale X,

Exemplu. In cazul ecuatiei X3—x=0 zona de convergenti a radicinii r=0 este intervalul deschis (- — —)
y A
A
@ X
/5 s !
3 5
Pent —+§ = =X,= =X,= ' “cicl “”D“—Jrﬁ
entru X,==t — VoM avea X;=—Xo, X,=—X;= Xg, X3=—X,;=—Xo, ... , un §ir care “cicleaza”. Dacd Xj=£ —,

atunci f'(xp=0 si tangenta la curba datd in aceste puncte este paralela cu axa Ox. Alegand
e e 3 .. : : e g 9 3
aproximatia inifiala X, <- \/?_ sirul iterativ {X,} tinde catre radacina r=-1. Daca alegem X, > \/?_

se asigura convergenta catre radacina r=1.




Probleme in alegerea punctului de start

F(x)

1
== i
|
. : i
*i *o | X2

(a)

%
|
¥ |
| T
Xp Xy Xy Xy X, X

7

(b)
Fx)
% A,/””'—-.-N\\\\ X 4‘,»""”i;;;;""-.-~\-\\\
i Xg \ X
~ |
(c)
| \ /

(d)




Probleme in alegerea punctului de start

f'(x0) =0,

tangenta

X1

%o - X




f(b)>0
f'(x) >0
f"(x)>0

//

X3 Xy Xq

B

Se recomanda de a alege
valoarea aproximativa initiala
X, astfel ca

f(Xo) T (X0)> 0

(@)
Il
<

S




f(a) >0 Se recomandg de. f:l. glgg?
valoarea aproximativa initiala

f'(x)<0 X, astfel ca

f(Xo) ' (x0)> 0




Avantajul metodel Newton

Avantajul metodel Newton - convergenta sa rapida. Daca este
indeplinita conditia: f " (X) (a doua derivata) pastreaza semnul si in acelasi
timp f (x) si f" (X) au acelasi semn, atunci procesul converge astfel incat la
fiecare iteratie numarul cifrelor semnificative corecte se dubleaza.

Daci |x, — 1| < 107% atunci,
X1 — 7| < C x 1072k

0<( <




Avantajul metodel Newton

Exemplu. Calculul radacinii
patrate

V2 = x22=-0.

V2 = 1.4142135623730950488016887242097

f'(x) =2x
x2-2 1 2
Xk+1 = X — 2 §<xk +g>
Xo =1
1 2 3
X1 = E(l + I) =5 = 1.5000000000

L3N Y 4166666667
2=5\273) T2 T

1/17 24 577
X3 = E(E + 1—7> = 708 ~ 1.414215686
x4 = 1.4142135623746

x5 = 1.4142135623730950488016896

xe = 1.4142135623730950488016887242097




Metoda secanteir

Metoda secantei se deduce din metoda lui Newton, inlocuind derivata

fl(xx) = f(x),;z :iﬁ:_l) k=1,2,.. A

=)
. = o — f (o) (e — Xp—1)
LT fa) — f (o)

Valoarea x,., este abscisa punctului de intersectie
dintre secanta
x — X y — f (xx) 0

Xp—1— Xk f(xr—1) — f(xg) —r

care trece prin punctele (x, 4, f(X,_1)) s1 (X, (X)) s1 Ox




Metoda secantei
Eroarea este estimata de relatia :

p
= — + 1) = 1.628037 ...,
f =505 +1)

In metoda lui Newton (=2

Metoda lu1 Newton reclama necesitatea evaluarii functiei s1 a
derivatei sale, 1ar metoda secantei necesita numai calculul functiei.

Un criteriu de oprire a algoritmului este verificarea inegalitatilor:

‘f(xk+1) ‘ <&, ‘ X1 X | <€, £12€,>0.

Pentru startul iteratiilor in metoda secantei sunt necesare doud aproximatii initiale X, 1 X,




(.'

‘_Z
Shed
¥
.

Concluzii

Rezolvarea numerica a unei

{ probleme nu este o chestiune

' | simpla, adica nu este suficient sa
facem niste calcule pentru a
ajunge la solutia problemei.

:
e
s

Mai este necesar de a studia i de
a face aprecierti, privind
conditionarea problemei si
stabilitatea numerica a
algoritmilor de calcul..

R, L
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Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing
elit. Maecenas porttitor congue massa.




