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Clasificarea problemelor
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Scurt 1storic

stiintele moderne incep cu René Descartes. Ideile sale au
facut ca stiintele sa faca progrese uimitoare si astfel sa apara
in mod necesar ideea de metoda. El se gaseste la originea
filosofiei si a culturii europene, eliberand-o din chingile
scolasticil a lui Aristotel

PRINCIPIA

PHILOSOPHIE

De la Descartes ne-a ramas metoda de cunoastere si acel
lucru exceptional care este exprimarea in termeni matematici Rens Diesterios
(algebrici) , cunoscut ca prima unificare din stiintele matematice (1596-1650)
dintre algebra Si geometrie.

Principia phifosophiae, 1685

PHILOSOPHITL
Descartes si contemporanii lui (Kepler, Galileo) au initiat |

trecerea de la filosofie la sistemele stiintifice exprimand cu
convingere pentru prima data ideea de model matematic.

PRINCIPIA
MATHEMATICA

Newton a realizat primul succes notabil in reprezentarea
matematica a fenomenelor naturale prin conceperea, impreuna
cu Leibniz, a calcului diferential, un instrument exceptional de
analiz& locald pe care se bazeazi toate dezvoltarile stuntlﬁce a
zilelor noastre

(1642-1726)




Erori absolute si erori relative

Notam cu X. valoarea aproximativa pentru numarul exact X. Expresia
A(x,) = |x — x|
poarta numele de eroare absoluta.

Eroarea relativa 6(x,) reprezinta raportul dintre eroarea absoluta si valoarea aproximativa, adica

S(x,) =22 5 +o0.

|24
Numarul pozitiv ¢ este 0 margine (sau o /imita) a erorii absolute a numarului aproximativ x. daca
|lx — x| < ¢,
lar numarul pozitiv r este o limita a erorii relative daca

| X =%

| %]
Notatia X=X.* & semnifica intotdeauna faptul, ca |x — x,| < &, adica

Xoe — ESXS X4 t&.




Zerourile de la inceputul numarului servesc numai pentru a fixa pozitia virgulel zecimale.
Cifrele cuprinse intre prima si ultima cifra diferita de zero sau care indica ordinele pastrate
in calcule se numesc cifre semnificative.

Exemplu. Numérul aproximativx, =3-10*+6-10°+0-107*+5-1072+8-1073
are cinci cifre semnificative, iar numarul y,= -(2 -10°+8 -10-4+0 -10°)= -0.00280

are trei cifre semnificative (primele trei zerouri sunt nesemnificative).

Daca marimea erorii X. nu depaseste 0.5-10" se spune ca numarul aproximativ x. are t
cifre zecimale corecte.

Numarul de zecimale corecte ne permite si ne facem o idee despre marimea erorii
absolute in timp ce numarul de cifre semnificative ne da o idee sumara despre marimea

erorii relative




Propagarea erorilor

La adunare sau scadere, marginea erorii absolute a rezultatului este data de suma
marginilor pentru erorile absolute ale termenilor.

La inmultire si impatrire marginile erorilor relative ale factorilor se aduna.

Eroarea relativa a diferentei poate fi destul de mare, daca diferenta |X. -Y.| este foarte mica:
5 (x _y) =A(X*—y*) <A(x*)+A(y*)
) ’ |x*—)’*| B |x*_Y*|

Exemplu. Fie x=0.1234+0.5-10* si y=0.1233+0.5-104 atunci x-y = 0.0001+0.0001 si marginea erorii este tot atat de

mare ca si estimarea rezultatului.

Cele mai serioase erori care apar in calculele efectuate cu ajutorul calculatorului electronic sunt datorate acestui
fenomen care poarta denumirea de anulare prin scadere sau de neutralizare a termenilor .

De cate ori este posibil neutralizarea termenilor se evita prin rescrierea formulelor de calcul sau prin alte
schimbari in algoritm. De exemplu, o expresie de forma

(a+y)* —a?
poate fi scrisa sub forma

y(r + 2a)




Sursele erorilor

1. Erori provenite din simplificarea modelului fizic, pentru a fi descris intr-un model matematic; erori din masurarile initiale
sau din solutii aproximative ale altor probleme etc. Aceste tipuri de erori se numesc erori inerente. Ele nu pot fi influentate
de metoda de calcul.

2. Erori de metoda sau de trunchiere. Majoritatea metodelor numerice necesita un numar infinit de operatii aritmetice pentru a
ajunge la solutia exacta a problemei. De aceea suntem nevoiti sa trunchiem metoda dupa un numar finit de operatii. Ceea ce
omitem constituie eroarea de trunchiere.

3. Erori de rotunjire in datele de intrare in calcule si in datele de iesire. Multe numere nu pot fi reprezentate exact printr-un
numar dat de cifre. Daca in calcule numerice trebuie sa folosim numarul 7z, il putem scrie 3.14, 3.14159 sau 3.1415926 etc.

Nici un numar irational nu poate fi reprezentat printr-un numar finit de cifre.

V2 = 1.4142. .. T = 3.14159265...
V17 = 4.123105...

Chiar si unele numere rationale nu au o0 reprezentare exacta.

1
3 = (0.333333 ...




Numere cu vireula mobila

Un numar scris in virgula mobila este compus dintr-o fractie, numita mantisd si un intreg, numit exponent:
x=+m-[°,
S este baza sistemului de numeratie (binar, octal sau hexazecimal),

m este mantisa numarului si e este exponentul, afectat de semn.

1 <m<1
— S m
b
m are forma
d, dj d;
m=ﬁ+ﬁ+'"+ﬁ ,

unde numerele intregi d4, d,, ..., d¢, NUMIte cifre, verifica inegalitatile
0<d;<p-1, i=12,..,t; L<e<U.

Daca prima cifra din mantisa este diferita de zero, atunci numarul reprezentat in virgula mobila se numeste normalizat.




Numere cu virgula mobila

Sistemul de calcul cu numere cu virguli mobila este 0 multime
F(t L, U)

B - baza sistemului de numeratie

t - precizia masinii

[L, U] - intervalul exponentilor

Exemplu. Sistemul de calcul F (2,3,-1,-2) contine 33 puncte:

4 3 2 -1

1
b |~ ——
1
=T
B e
b | = ——

Multimea F nu poate reproduce oricat de detaliat structura continua a numerelor reale.

Nu putem reprezenta in calculator numerele al caror modul depaseste cel mai mare element al lui F sau

care sunt mai mici in modul decat cel mai mic numar din F.




Unitatea de rotunjire a masinii &,
In calculator numarul real x=0 x este reprezentat de numarul cu virguld mobila fl(x), a carui mantisa m. se obtine din

mantisa m a lui x rotunjind-o la t cifre (de aceea spunem ca precizia masinii este t).

Daca se efectueaza rotunjirea corecta atunci
1
m—m,| < > Bt

Eroarea relativa in fl(x) este

i) —x[ _1
|x| SEIBI t,

1 _ ; .- . e
Numarul £y = P 15 17tge numeste UNItatea (de rotunjire a) masinii. Efectuand rotunjirea corectd, numarul

fl(x) este cel mai apropiat element de X, care apartine lui F. Daca se foloseste rotunjirea prin taiere (se elimina compararea

primei cifre neglijate), atunci &), = f17t si fl(x) este cel mai apropiat element din F, inferior lui x.




Parametrii unui sistem de calcul

In afara de parametrul &, in practici sunt larg raspanditi inca doi parametri o si A: cel mai mic element pozitiv si
elementul maximal al lui F
Exemplu. In sistemul de calcul F (2,3,-1,1) cel mai mic element pozitiv este egal cu ¢ = 1/2 - 271 = 1/4, iar cel mai

mare element A=7/8x21 =7/4.,

0

|
I
1
4
Unitatea de rotunjire a masinii &, Se mai numeste epsilon al masinii si este cel mai utilizat parametru ce caracterizeaza un

= 1

sistem de calcul dat. Acest parametru ne da masura de “discretizare” a sistemului F care are loc pentru tot intervalul
numerelor nenule in virgula mobila.
Distanta dintre numarul x € F si numarul cel mai apropiat de el in sistemul dat nu e mai mica decat &y|x|/£ si nu e mai

mare decat &,|x| (numai daca numarul x nu este situat in vecinatatea lui zero).




Aritmetica virgulei mobile si erorile de rotunjire

Majoritatea sumelor x+y cu X € F, y € F, apartin ele insele lui F, foarte rar produsul (exact) obisnuit XXy apartine lui F,

deoarece, de regula, el are 2t sau (2t—1) cifre semnificative .

Depisirea este mai probabila la inmultire. In cazul inmultirii cu virguld mobild, este posibila aparitia unui zero-masind, atunci
cand pentru x=0 si y=0, produsul xxy este nenul dar este mai mic, in modul, decat cel mai mic element pozitiv al lui F (aparitia

unui zero-masina este posibila si in cazul scaderii desi aceasta se intampla foarte rar).

Pentru x0 eroarea relativa in fl(x)

f1(x) — x|

6(x) = ]

indeplineste conditia

p1=t daca areloc rotungirea prin trunc hiere

0(x) sey =41 pi-t ,daca are loc rotungirea corecta .
2




Determinarea parametrilor unui sistem de calcul

Parametrul &, poate fi definit ca cel mai mic numar pozitiv care adaugat in sistemul de calcul F la unitate da in rezultat un

numar cU virgula mobila ce apartine din nou lui F si este strict mai mare ca 1, adica
fl(1+g,)>1.

Parametrii ¢ si A se reprezinta prin parametrii 5, t, L si U dupa cum urmeaza

c=f"A=4"1-5")
Operatiile aritmetice +, -, *, / se realizeaza la calculatoarele numerice dupa cum urmeaza (prin X este notat rezultatul
exact al operatiei aritmetice):
1) daca o < |x| < A, atunci rezultatul operatiei se rotunjeste;
2) daca |x| < g, atunci rezultatul se anuleaza, adica apare un zero-masina;

3) daca |x| > A, atunci calculele se intrerup si apare un semnal de depasire.




Calculul parametrulul &,

typedef float real,;

real calceps()

{ static volatile real eps, eps2, eps21; eps = 1.0;
eps2 = eps * 0.5;

eps21 = eps2 + 1.0;

while( eps21 > 1.0 ){

eps = epsz;

eps2 = eps * 0.5;

eps21 = eps2 + 1.0;

}

return eps;

}




Efectul erorilor de rotunjire




Calculul medier aritmetice

Media aritmetica dintre doua numere reale a si b poate fi calculata prin formulele :
a+b

c=— (1)

2
b—
c=a-+ Ta (2)
Formula (1) necesita cu o operatie de adunare mai putin decat formula (2) dar din punct de vedere al exactitatii nu este
intotdeauna cea mai buna.

Exemplu 1. =10, t=3, a=0.596 si b=0.600, rotunjirea corecta

c = 0'59620'600 = 1'720 = 0.600 , (valoarea corecta a lui ¢ este egala cu 0.598)
0.600 — 0.596 0.004
c = 0.596 + > = (0.596 + EC = (0.598

Exemplu 2. =10, t=4, a=-3.483 iar b=8.765 (rotunjirea prin taicre)
~3.483+8.765 _ 5.282

c= > === 2.641 (rezultat corect)
c=—3483 + 8'765;3'483 — _3.483 + % — 3483+ 6.120 = 2.637 .

Este necesar de a ne folosi de una din formulele (1) sau (2), in dependenta de semnele lui a si b:
daca sign(a)=sign(b) atunci c=(a+b)/2; in caz contrar c=a+(b-a)/2.




Exemple de sisteme rau conditionate

Exemplu 1.
5x — 331y =5,
{6x — 397y =17.
Solutia exactd a sistemului este x=332, y=5. Daca se reia sistemul de mai sus, admitand insa o variatie mica a
coeficientului 5 de pe langa X din prima ecuatie

5.01x — 331y =5,
6x — 397y =7,

atunci avem solutia x=-111.7845..., y=-1.7070....
S-a produs o catastrofa! Despre un astfel de sistem se spune ca este rau (Sau prost) conditionat.

Exemplu 2.
14x + 13y — 66z = 1,
12x + 11y — 13z =1,
11x + 10y + 4z =1,

Solutie unicd x=1, y=-1, z=0. Inlocuim elementele din partea dreapti a sistemului (1, 1, 1) cu 1.001, 0.999 si 1.001
respectiv. Atunci, lucrand doar cu trei cifre semnificative, vom obtine
x=-0.683, y=0.843, z=0.006.
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Concluzii

Rezolvarea numerica a unei

{ probleme nu este o chestiune

\ | simpla, adica nu este suficient sa
facem niste calcule pentru a
ajunge la solutia problemei.

:
e
s

Mai este necesar de a studia i de
a face aprecieri, privind
conditionarea problemei si
stabilitatea numerica a
algoritmilor de calcul..

R, L



INTREBARI !

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing
elit. Maecenas porttitor congue massa.

.




