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LEGILE DINAMICII
DOUA PROBLEME DE BAZA ALE DINAMICII.



— L IS I I—

Al | JML amoLDovEr Introducere

@

11.1. Legile dinamicii. Ecuatia fundamentala a dinamicii punctului material.
11.2. Miscarea punctului intr-un mediu rezistent.

11.3. Miscarea punctului supus la legaturi. Pendulul matematic.

11.4. Dinamica miscarii relative. Repausul relativ. Forta de greutate.
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’E'G_jlls_l i Introducere. Legile dinamicii.

« In dinamici se studiazii miscarea corpurilor in dependentii de fortele ce actioneazi asupra lor.
« Dinamica se bazeaza pe legile lui Newton.
Prima lege, legea inertiei.
Exista un sistem de referinta in care un punct material se afla in stare de repaus sau miscare rectilinie uniforma, daca asupra
lui nu actioneaza forte sau fortele care actioneaza se echilibreaza reciproc.
Astfel de sistem de referinta se numeste inertial.

A doua lege:
Intr-un sistem inertial de referinta acceleratia unui punct material este proportionald cu forta ce actioneazd asupra Ui.
> -
a=F/m
A treia lege.

Doua puncte materiale interactioneaza cu forte egale, orientate pe aceeasi drepta in sensuri opuse.

A patra lege:
Acceleratia unui punct material asupra caruia actioneaza simultan mai multe
forte este egala cu suma geometricad a acceleratiilor pe care le-ar fi avut punctul
sub actiunea fiecarei forte in parte.



WP e Introducere. Tipuri de forte

Forta — miarimea fizica vectoriala ce caracterizeaza intensitatea interactiunii dintre corpuri.
Forta, care actionand asupra corpului in repaos, poate induce miscarea acestuia se numeste forta activa

Tipuri de forte:

- constante

- variabile:

functie de timp (t)

functe de pozitie (X, Y, 2)
functie de viteza (v,, v, V,)

functie de timp, pozitie si viteza. F = F(t, X,Y,Z,Vy, Uy, vz)
Proprietatea corpurilor de a-si pastra starea de repaos sau miscare se numeste inertitate
Marimea fizica ce caracterizeaza inertitatea corpului se numeste masa.

Masa unui corp se determina prin comparare cu masa altui corp de referinta,
numit etalon de masi, care defineste kilogramul in SI
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Vom studia miscarea unui punct material in raport cu un sistem inertial de referinta.
Fie asupra unui punct material actioneaza o forta care depinde de pozitia 7, de viteza v punctului si de timpul t,

F=F(r,v,t).
Din legea a doua a dinamicii rezulta ecuatia fundamentala a dinamicii punctului:
m7=F. (Reprezentarea vectoriald a miscarii)
Aceasta ecuatie vectoriala, fiind proiectata pe axele de coordonate carteziene, este echivalenta cu trei ecuatii scalare:

mxX=F, , mjisz, mzZ=F, ,

sau , daca proiectam pe axele triedrului natural, obtinem ecuatiile

2
ms=E , m%ZFn, 0=F,.



;‘E@ME AMoLDOVEl Problemele de baza ale dinamicii

In dinamica se rezolva doua probleme de baza.

In prima problem: a dinamicii este definitd miscarea si se cere sa se determine forta, sub actiunea cireia are loc
aceasta miscare.

Aceasta problema se rezolva in felul urmator:
se determina proiectiile fortei, apoi determinam modulul fortei si directia ei.

Proiectia fortei pe axa X, de exemplu, se obtine, derivind functia X(t) de doua ori in raport cu timpul si apoi
inmultind derivata a doua cu masa punctului.

A doua problema a dinamicii consta in determinarea legilor miscarii punctului material, stiind fortele ce actioneaza
asupra punctului.

* Prima problema se rezolva prin derivarea ecuatiilor de miscare a punctului
dupa timp. Astfel, se obtin proiectiile fortei active pe axele sistemului de coordonate.

* A doua problema a dinamicii se rezolva, integrind ecuatiile diferentiale ale miscarii.
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Dinamica punctului material
in sisteme de referinta inertiale
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Exemplu

Exemplul 1. Oscilatiile libere ale pendulului fizic j A

Un punct material de masa m se misca in planul xy conform legilor x=a cos kt, y=b

Se cere forta Sub actiunea careia are loc aceastd miscare. "

Rezolvare

* Ecuatiile de miscare sunt definite in sistemul de coordonate carteziene. Ecuatiile di
Newton) in acest caz vor fi:

mx=F,, my=F,, mzi=F

2 2

3 .. : . : . ... d .
* Calculam explicit derivatele ecuatiilor de miscare: X = ;2 apoly = d—tf: X =

* Rezulta proiectiile fortei pe axele X siy :

Fe=-mk®x si F,=-mk?y.

-

 Forta F= F, T +E, - J = - mk?(xi+yj) = - mk?7"

Deci, punctul material se misca conform legilor date sub actiunea unei forte proportionale
cu distanta de la punct pina la originea de coordonate O si orientate spre centrul O.
» Forta a carei reper trece tot timpul prin unul si acelasi punct se numeste forta centrala.
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Exemplu

F= F T +E, - J = - mk?(xi+yj) = - mk*7".

Dupa ce am rezolvat aceasta problema putem face urmatoarea
concluzie:

2 2

. . . . X . . -
un punct material descrie elipsa, = +%: 1, sub actiunea unei g

forte centrale de atractie care are modulul proportional cu
distanta de la punctul material pina la centrul elipsei.
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Exemplu. F = const.

Exemplul 2. Un corp greu se ridica pe un plan cu asperitati, care formeaza

cu orizontala un unghi a =30°. In momentul initial corpul avea viteza egali

cu vy=15 m/s. Coeficientul de frecare dintre corp si planul inclinat f=0,1. g
Ce distanta va parcurge corpul pina la oprire si in cit timp va

parcurge el aceasta distanta?

—>
N 7

1. Orientam axa X pe directia Vvitezel initiale
2. Asupra corpului actineaza forta lui de greutate mg, reactiunea normala

N a planului inclinat si forta de frecare F ¢ dintre corp si planul inclinat.

Rezolvare. ?f
—tp
o YMmG

3. Legea fundamentala a dinamicii
ma=mg+N+Fjy.

Proiectam ecuatia vectoriald pe axele X si Yy si obtinem
mX= - mgsin30° - F,
my = - mgcos30° +N,
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Exemplu. F = const.

mX= - mgsin30° - F, T
my = - mgcos30° +N, H ﬁ —>
unde Fr=fN. Deoarece y =0, (corpul nu se misca pe directia y) rezulta v

N= mgcos30° si Fr=f mgcos30°. ?
Revenim la prima ecuatie si obtinem ca corpul efectueaza miscare rectilinie descrisa de o by -
ecuatie diferentiala ol mg,

mx= - mgsin a- fmgcos «a,

sau dupa simplificare X=- g (sin a+ fcos a).
Inlocuind datele problemei obtinem X = - a = - 5,75 m/s2. (‘accel. const)
Pentru determinarea vitezei, utilizam definitia: X= %2 a,

Rezulta dv=adt, [dv=a/dt, v=at+(,.

Substituim in aceasta ecuatie conditiile initiale t=0, vy=15 m/s, avem
15=0+C;, C;=15.
Viteza corpului este functie de timp v=-5,75t+15.
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Exemplu. F = const.

Viteza corpului este functie de timp v=-5,75t+15. T
YN —>
N 2
Acum determinam cat timp corpul va fi In miscare pana la oprire. ()
Cind v;=0 t,=15/5.75=2.61s. ?;
Integram ecuatia dx=vdt si vom afla legea miscarii corpului. o m?

fdx:f (at + Cl)dt, X:at2/2+C1t+C2.
Determinam constanta C,, folosind conditia initiala t=0, x,=0, reiese C, = 0.

Am obtinut legea miscarii corpului
X(t)= - 5,75t%/2+15t.

Drumul parcurs pana la oprire este egal cu
s=x(t;)=-5,75-2,61%/2+15-2,61=19,57 m

Raspuns:
Corpul a parcurs pana la oprire distanta de 19,57 m in timp de 2,61 s.
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Exemplu. F = F(t).

Fie forta functie de timp F=f(t).

Exemplul 3. Un corp cu masa de 1 kg se misca sub actiunea unei forte variabile F=8(1- t/2) N, unde timpul t este exprimat in
secunde. Peste cite secunde corpul se va opri, daca in momentul initial el avea viteza vo=20 m/s si sensul fortei coincide cu
sensul vitezei corpului? Ce distanta va parcurge corpul pana la oprire?

Rezolvare.

Ecuatia diferentiala a miscarii este
m>=F, sau  dv=8(1- t2)dt,
integrim, v=8t- 2t%+C(;.
Cand t=0, vy=20 m/s determinam constanta Cj.
ZO:C]_,

viteza corpului este functie de timp v=8t-2t%+20.
Cand corpul se va opri v;=0, 2t2- 8t- 20=0. Solutia acestei ecuatii este

t;=2+\14 =5,74s,
Calculam drumul parcurs pana la oprire. Legea miscarii corpului se determina prin
integrarea ecuatiei pentru viteza:

dx=(8t- 2t2+20)dt, X=4t%- 2t3/3+20t+C,.

Din conditiile initiale t=0, x,=0, rezultd C,=0. Legea miscarii corpului este

x=4t>- 2t3/3+20t,

care pentru momentul t; da valoarea drumului parcurs s=x( t;)=120,5m.



/'-E—La_ijI; UNIVERSITATEA TEHNICA Problema Il a dinamicii.

Exemplu. F = I_f(x,y,z).

Fie forta functie de coordonata corpului, deci de pozitia lui.
Exemplul 4. Un corp cu masa de 10 kg situat pe un plan orizontal
absolut neted este strins intre doua arcuri care au aceeasi rigiditate
¢c=19,6 N/cm. La un moment corpul a fost deplasat cu 4 cm de la

pozitia de echilibru in dreapta si i s-a dat drumul fara viteza initiala.
Sa se afle ecuatia miscarii si viteza maxima a corpului

S LA Ak

C

” -

L7l e e

MAN AN
Rezolvare. e e \W

1. Luam originea de coordonate n pozitia de echilibru a corpului si orientam axa Ox
orizontal spre dreapta, paralel cu arcul din dreapta.

2. Fortele active, care pun in miscare corpul, sunt fortele de elasticitate, ambele sunt orientate in acelasi sens.

3. Ecuatia diferentialda a miscarii este
mix=-2cx; sau x+(2c/m)x=0.

Notiam cu k=,/2¢/m=19,8 s~1. Solutia generald a acestei ecuatii contine doud constante de integrare A si «.

X=Asin(kt + a)
4. Calculam derivata x=Akcos(kt + ).
Separam din solutia generald solutia care satisface conditiile initiale t=0 xy=4, x,=0.
4= Asin o 0= Akcos «,
obtinem a=mn/2 rad, iar A=4.
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x=Asin(kt + a) , a=n/2 rad, A=4, k=,/2c/m=19,8

Legea miscarii corpului

X(t)=4sin(19,8t + m/2) cm, 45 m C

AMAVMAMT
sau X(t)=4c0s19,8t cm. S N N % X TN T W

Viteza corpului v = x=-4-19,8sin19,8t
va fi maxima cind sin19,8t va fi egal cu -1.
Vmax= 4+ 19,8 =79,2 cm/s.

AT A R e

S A A
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Exemplu

Exemplul 5. Acum vom cerceta miscarea unui corp aruncat sub un unghi a fata de orizontala. Asupra corpului
actioneaza doud forte: forta de greutate mg si forta de rezistenta a aerului, pe care 0 consideram functie liniari de

viteza corpului R= - km3.
1. Ecuatia fundamentala a dinamicii corpului: /4
ma= mg- kmv.
Ecuatiile diferentiale ale miscarii in proiectii pe axele X si Yy vor fi:
mx= - kmx, my=-mg-kmy.

. . . .._dx b iy i
unde, din definitie cunoastem ca X=—. %}

t 2L Siier

Asftel, in proiectie pe X: dx/x=- kdt.

2. Integram si obtinem Inx= - kt+Cj.

Constanta C; se determina din conditiile initiale, stiind ca in momentul

t=0, vy, =vgcosa. Invy, ==k *0+ C;.= C; = In(y, cos a).

3. Revenim la ecuatia din (2) si dupa inlocuirea constanteir C; obtinem:
Inx=- kt+ In(v, cos a).
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Exemplu
Inx=- kt+ In(v, cos a). /4
Dupi potentiere avem Xx=v, cos a e "%t sau dx = v, cos a e *tdt
Integram inca o data si obtinem

Vg COSa _
X=-"——e*+(, .
Inlocuim in aceasta formuld conditiile initiale t=0, xy = 0 % §
, o 2, Seie
s1 determinam constanta C,. > >
] 0 2.
__ Vpgcosa __Vpcosa
0= - . +C,. C, = -

Legea miscarii corpului in directie orizontala este

X(f)= === (1 — ™).
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Exemplu

Vom cerceta miscarea punctului material pe verticala f A
my= - mg - kmy.

1. Integram a doua ecuatie diferentiala pe care o scriem in forma

y +ky=-g. E p >4
2. Solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene de ordinul doi este .<
egala cu solutia generala a ecuatiel omogene y; plus solutia particulara

a ecuatiei neomogene y,: O Sk 7
(4

",

_ L I

Y=y1+y2 0 22 T
o . . o A - o,

3. Vom cauta solutia particulara in forma y,=At, unde A este o constanta. i 24 s

Calculam derivata y,=A. Substituim in ecuatia diferentiala si aflam

A=-2
..

4. Solutia generali a ecuatiei omogene standard, egald cu y; =Cse*1t+C e’2t,
unde Ay , sunt solutiile ecuatiei caracteristice A*+kA=0, 1;=0, 1,=-Kk.
Astfel, solutia totald va avea forma: y = y; + y, = C3+C,e” Kt - ft,

5. Pentru determinarea constantelor C5, C, vom calcula derivata:

dy . — kt g
—=y=-K (e " -=,
at Y 4 k
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y:C3+C4e_kt'%t y=-k Che™ ¥

t

Eoll NS

Substituind in y si y conditiile initiale y,= 0, y,=v, sin a, obtinem
0=C3+C,, vgsina=-kC, -

- . v .
de aici C3=-Cy= ?osm a+

Legea miscarii corpului in directie verticald este
— (Y0 : g —kty_9
—_— + — - - =
y(t)=( , sina kz)(l e ") kt.

9
k2

9

kl

Exemplu

T4 e men g ey

— (Y0 I\ - kty_ 9
y(t)—(ksma+ kz)(l e _)’kt
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Exemplul 6.
O bila A de masa m este suspendata de un fir imponderabil inextensibil de lungime | un capat
al caruia este fixat in punctul O, reprezinta un pendul conic, adica bila descrie o
circumferinta n planul orizontal. Firul formeaza cu verticala unghiul «. Bila se considera
punct material. Sa se determine viteza bilei si tensiunea din fir.
Rezolvare.
1. Asupra bilei actioneza forta activa forta de greutate.
Eliberam bila de legatura, inlaturand firul si inlocuind actiunea lui cu reactiunea firului T.
Ecuatia fundamentalad a dinamicii se scrie astfel

ma=mg+T.
2. Proiectdam ecuatia vectoriala pe axele sistemului de coordonate naturale

ma,= 0, ma,=Tsina, ma,= Tcosa — mg.
dv . <
3. Deoarece a, = = 0, rezulta ca v=const.

. - v - . . . .
4. Acceleratia normala a,,= — unde r=Isina este raza circumferintei descrise de punctul A.
5. Acceleratia binormala este intotdeauna egala cu zero de aceea tensiunea din fir

m
T=—2,
. - . . . . Cosa
Determinam viteza bilei din formula
2 . . 2 : 2
v . Trsina mgygl(sin a l(sin a l :
m— =Tsina, v?= = molsina)” _ glsine)” |, _ [ 9L  gin 4.
T m mcosa cCoSx coSsx
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Exemplul 7.

Un inel mic M, imbracat pe o circumferinta de sarma de raza a si situata in plan orizontal,
are viteza initiala egala cu vy. Coeficientul de frecare dintre inel si sarma este egal cu f. Sa
se determine drumul parcurs de inel pana la oprire.
Rezolvare.

Vom considera inelul punct material s1 vom alcatui ecuatiile diferentiale ale miscarii in

proiectii pe axele triedrului natural:

2
m¥=_F, m%an, 0 =Nj- mg.

Deoarece forta de frecare  Fr =N = f\/sz +N,% si N,=mg, N,=m

davem
m&vds _ _ 4 2
o m——=—f = v+ (ag)
Separam variabilele
d(v?) __2f ds
Jvi+(ag)? a
s1 integram
fO dz —_ ﬁ
V5 VzZ+b2 a ]
- - . . 4
Aici am notat v2=z si ag =h. Obtinem: s:% In Z—; + \/a:‘;z +1).
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&

_a oV vo 4 —
S—Zfln(ag + \/azgz +1). N8

-
Daci f=0,1,a=1m,vy = 1m/s si g =10 m/s? atunci drumul parcurs de inel v

pandlaoprires=0,5m.
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Miscarea unui punct material supus unor restrictii sa se deplaseze pe o linie strict determinata sau pe o suprafata fixa se
numeste miscarea punctului material supus la legaturi.

La studierea acestei miscari se aplica principiul eliberarii, care constd in urmatoarele:
actiunea legaturilor asupra punctului material trebuie sa fie inlocuita prin reactiunile acestor legaturi si sa se considere punctul
material ca fiind liber, insa aflandu-se sub actiunea atat a fortelor active, cét si a reactiunilor legaturilor.

Daca notam cu F rezultanta tuturor fortelor active aplicate unui punct material, iar cu R — rezultanta tuturor reactiunilor, atunci
ecuatia fundamentala a dinamicii se scrie astfel

ma=F+R
Proiectand aceasta ecuatie pe axele sistemului de coordonate Oxyz, obtinem

MX=F,+R,, my=F,+R,, MZ=F+R,. (1)
Aceste ecuatii ne permit sa rezolvam atat prima cat si a doua problema de baza a dinamicii.

Prima problema a dinamicii punctului supus la legaturi se reduce la determinarea reactiunilor
legaturilor, cunoscand legile miscarii punctului si fortele active ce actioneaza asupra lui.

Tn problema a doua de bazi a dinamicii punctului supus la legaturi sunt date fortele active
si se cere sa se determine legea miscarii si reactiunile.
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Miscarea unui punct material pe o suprafata neteda fixa.

Vom folosi ecuatiile (1) .

Aceste trei ecuatii contin sase necunoscute:

mxX=F;+R,, my=F,+R,

mZz=F,+R,. (1)

* trei coordinate ale punctului x,y,z si trei proiectii necunoscute Ry, R,,, R, ale reactiunii.

Dar coordonatele punctului de asemenea trebuie sa satisfaca ecuatia suprafetei pe care el se misca.
Aceasta va fi a patra ecuatie
f(x,y,2)=0 (2)
Dispunem doar de patru ecuatii pentru determinare a sase necunoscute.
Pentru a obtine incd doua ecuatii care lipsesc vom folosi faptul ca legatura este ideala.
Fiindca suprafata pe care se misca punctul este ideal neteda, reactiunea are directia normalei la suprafata.
Gradientul

gradf— ]+ k

reprezintd un vector care la fel are directia normalei la suprafata.
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Miscarea unui punct material pe o suprafata neteda fixa.

gradf=2L l + Z_f, j+ k mX=F.+R,, my=FE,+R,, mZ=F,+R,. (1)
Conditia de collnlarltate a reactiunii R sia grad f ne da cele dgua ecuatii care lipsesc: .
R=A-gradf si = 5= a2 =A J1x,3,2)=0(2)
dx ay 0z
Atunci, ecuatiile (1) pot fi scrise in forma:
. af . af . af
mi=F,+ A ol my=F,+ A 3y mzZ=F,+ A Pt (3)

Adaugand la aceste ecuatii ecuatia de legatura (2), obtinem un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute X,y,Z st A.
Dupa determinarea acestor necunoscute se pot gasi proiectiile reactiunii.

Ecuatiile (3) se numesc ecuatiile lui Lagrange de prima speta.
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Exemplu. Pendulul matematic

Exemplul 8.

Pendulul matematic este un punct material de masa m ce se misca sub actiunea
fortei de greutate pe o circumferinta neteda, situata intr-un plan vertical.

Acesta poate fi realizat de exemplu, suspendand punctul material de un fir
imponderabil si inextensibil de lungime |, cealalta extremitate a caruia este fixa.
Initial firul a fost abatut de la pozitia verticala cu un unghi ¢, si I sS-a comunicat
viteza unghiulara @.
Sa se determine legea miscdarii pendulului si tensiunea in fir.

Rezolvare.
1. Asupra punctului material actioneaza forta de greutate proprie mg si
reactiunea firului R.
2. Pozitia bilei in sistemul cartezian de coordonate xy se determina cu
coordonatele x si y. Ecuatiile diferentiale a miscarii pendulului matematic sunt
MX=R,, my=mg + R, (1)
3. Coordonatele punctului material trebuie sa satisfaca ecuatia legaturii

f(x,y)=1?%- x2- y*=0. (2)
! Legdtura in cazul dat este circumferinta cu ecuatia x* + y? = 12,
| — raza circumferintei



WA

4. Vom descompune reactiunea firului in doua componente: R = R,i + R, j,
unde proiectiile se exprima prin [ Ry

unde o -2X,
ox

legiturii (2).

Atunci R = Ryi+ R,j =4
5. Revenim la ecuatia (1). Se obtin ecuatiile lui Lagrange de prima speta
mx=-2 Ax, my=mg —2 Ay

la care se adaugi ecuatia de legatura [%- x2- y2=0.

2
.o . o - . X a .
De aici exprimam Y prin x si avem y=vI[2 — x2=1[1 — (=) . In rezultat, se obtine
p , v l ,

sistemul:

UNIVERSITATEA TEHNICA
A MOLDOVEI

of
dx

of _
oy

of

ax

’

A

—— = - 2y se obtin prin derivarea dupd timp a ecuatiei

mi=R,, myj=mg+R,. (1)

: Of v oas ,
l+/151 = —2xAi — 2yAj

mx=—2 Ax
my=mg — 2 1y

Eniarat /1 - ()

Miscarea punctului supus la legaturi.
Exemplu. Pendulul matematic
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Exemplu. Pendulul matematic

mxX=—2 Ax
my=mg —2 1y

S
Enlarat /1 - ()

I Deoarece sistemul de ecuatii este complicat de rezolvat precis, pentru a afla in prima
aproximatie integram sistemul, presupunand abaterile pendulului mici, astfel ca vom neglija

2
termenii de ordinul (%) din ultima expresie:

2 2
y=1 /1 - - IR~
mg

Fiindca y=I=const, y =0 si din prima ecuatie a sistemului obtinem |1 = L

Atunci, revenim la expresia pentru reactiune:
R = R,i + Ryj = —2xAi — 2yAj, unde

— - mg _myg _
Rx—-TZ—f-Zx, Ry =- =72y, === /x% +y2=mg.
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Exemplu. Pendulul matematic

Ecuatia diferentiala care descrie miscarea pendulului X +% x = 0 are solutia

x=Asin( \/% t+f) care contine doua constante de integrare A si 3.

Diferentiem si obtinem x=A %COS( \/% t+5).

Folosim conditiile initiale t=0 xy=Ising,, vy, =l¢,C0S@, obtinem ecuatii pentru determinare
constantelor Asi £.
Isinpy= Asing,

lp,cosp, = A\/% COoSp. A=I\/(Sing00)2+é(gb0cosgoo)2 ,

lar = arctg(\/% i tgpy).
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Exemplu. Pendulul matematic

Ecuatia diferentiala care descrie miscarea pendulului X +% x = 0 are solutia

x=Asin( \/% t+f) care contine doua constante de integrare A si 3.

Diferentiem si obtinem x=A %COS( \/% t+5).

Folosim conditiile initiale t=0 xy=Ising,, vy, =l¢,C0S@, obtinem ecuatii pentru determinare
constantelor Asi £.
Isinpy= Asing,

lp,cosp, = A\/% COoSp. A=I\/(Sing00)2+é(gb0cosgoo)2 ,

lar = arctg(\/% i tgpy).
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naturale |.:-r,

p2
m?:Fn R

OZFb.

Problema pendulului matematic e comod de rezolvat folosind coordonatele naturale.

Ecuatiile miscarii sunt

unde P=mg.

Intrucat v,=lg,

2
ML =P+R,, m% =P +R,, 0=P,+R,,

P.= - mgsing, P,=- mgcose ecuatiile de miscare a pendulului au aspectul
mlg= - mgsing (4)

mlg?= - mgcose +R,,, R,= P,=0. (5)

Ecuatia (4) poate fi scrisa astfel

@ + = sing = 0. (6)

Ecuatia (6) serveste pentru determinarea legii miscarii pendulului matematic, iar ecuatia (5) -
pentru determinare reactiunii firului.
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naturale |.:-r. m%z:Fn, 0=F,.

Vom determina reactiunea R,, in functie de unghiul ¢, iar pentru aceasta trebuie sa exprimam
marimea @2 prin unghiul .
dpde _ . dp _ 1d¢?

Deoarece ¢ = do dt =@ do 2 do obtinem

% | dp? = - gsinpde.

- 1 (P N2 —_ QP . .
Integram | fc'po d () g f% sing dg siavem

lp2= 2g(cose - cosg,) +lg@s ,

1ar reactiunea firului

R,, =m I@g +mg( 3cosp — 2cos@y).

Daca unghiul ¢4=90°si ¢, =0, iar ¢ =0° atunci | R, =3mg.
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2

naturale |.:-r. mo=F,,  0=F,

Sa trecem la determinarea legii miscarii pendulului. Scriem ecuatia (6) sub forma

@ + k? sing = 0.
Vom cerceta cazul abaterilor mici, cand se poate considera sing =~ ¢. In acest caz ecuatia
diferentiala a miscarii va fi
@+ k?p =0.
Prin urmare, unghiul ¢ variaza dupa legea armonica
@ = o COSKt +-2 sinkt.
Perioada oscilatiilor mici ale pendululus

21 l
T=— =21 |-,
k g

Deci pentru valori mici ale unghiului de abatere perioada nu depinde de abaterea initiala ¢, .
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Partea Il.
Dinamica punctului material
in sisteme de referinta neinertiale




/—|=_|- |z vversmreareanes Dinamica migcarii relative. Repausul relativ.
’:GLJJML Forta de greutate.

Legea a doua a lui Newton este justa numai in sisteme de referinta inertiale.

» Un sistem de referinta se numeste inertial daca Tn acest sistem este just principiul inertiei (legea ntii a lui Newton).
Tn multe cazuri problemele dinamicii se reduc la cercetarea misedrii intr-un sistem neinertial.

Mai pronuntat se manifesta neinertialitatea sistemelor de referinta legate de obiectele tehnice ce se misca accelerat, de exemplu,
ascensorul ce se ridica accelerat, nava cosmica ce efectueaza decolare de pe Pamant. Daca sistemul de referinta e legat de nava,

automobilul sau avionul care se misca pe traiectorii curbilinii atunci neinertialitatea va fi atat de considerabila, incat ecuatia
fundamentala a dinamicii devine injusta.

De aceea este important sa studiem miscarea punctului material Tn sisteme de referinta neinertiale.

Ideea principala ce este pusa la baza deducerii ecuatiilor dinamice respective este
legata de relatia cinematica:

cunoscand miscarea relativa a punctului si miscarea sistemului de coordonate mobil
sa se determine viteza absoluta si acceleratia absoluta ale punctului.



WA e Dinamica miscarii relative.

Admitem ca sunt cunoscute fortele care actioneaza asupra punctului material si legea
miscarii sistemului de coordonate mobil Tn raport cu un sistem inertial pe care ulterior Tl
vom considera sistem fix.

Miscarea unui sistem de coordonate mobil se poate defini cu ajutorul a trei coordonate
ale originii x(t),yo(t),zo (t) si trei unghiuri ale lui Euler : y(t), 6(t),(t).

In sistemul fix este justi ecuatia fundamentald a dinamicii (fig.)

ma=F+R (7)
Aici F este rezultanta tuturor fortelor active, R — rezultanta reactiunilor legaturilor,
m — masa punctului material, a - acceleratia lui.

Aplicam teorema lui Coriolis
R a=a;ta,+a.. (8)
Inlocuim a din (8) in (7), vom obtine

ma;,+ma,+m a.= F+R

Transferam o parte din termeni in partea dreaptd, ajungem la ecuatia vectoriala

ma,= F+R + (- may)+ (- m a,). (9)



WP s Dinamica miscarii relative.

ma,= F+R + (' mat)'l' (' m ac)- (9)

* ! Produsul dintre masa punctului material si acceleratia relativa a lui nu este egala cu
suma rezultantei tuturor fortelor active ce actioneaza asupra lui si a rezultantei
reactiunilor legaturilor.

Ultimii doi vectori din partea dreapta a ecuatiei (9) trebuie sa fie introdusi de catre
observatorul, ce se afla in sistemul de referinta neinertial pentru ca in acest sistem de
referintd ecuatia fundamentala a dinamicii sa pastreze forma legii a doua a lui Newton.

Vectorul @; = - ma; se numeste forta de inertie de transport,
lar ®.= - ma.= - 2m(w X v,.) — forta de inertie Coriolis,
unde w este viteza unghiulara a sistemului mobil.

Ecuatia diferentiala a miscarii relative capata forma obisnuita a ecuatiei fundamentale a
dinamicii (legii a doua a lui Newton)
ma,= F+R +®; +®P_. (10)



UM s Dinamica miscarii relative.
ma,= F+R +®, +P_. (10)

Pentru a alcatui ecuatia diferentiala a miscarii unui punct material intr-un sistem de
referinta neinertial sub forma legii a doua a lui Newton, este necesar la fortele active si
reactiunile legaturilor Ce actioneaza asupra lui sa adaugam fortele de inertie de
transport si de inertie Coriolis.

Spre deosebire de forta obisnuita, de exemplu de forta de gravitatie, modulul, directia si
sensul careia nu depinde de alegerea sistemului de referinta neinertial, fortele de inertie
de transport si a lui Coriolis se determina de catre alegerea sistemului de coordonate
neinertial.

Daca sistemul mobil efectueaza miscare de translatie (w = 0) atunci fortele de
inertie Coriolis lipsesc, iar fortele de inertie de transport nu depind de pozitia
ocupata de punct in sistemul de referinta mobil.
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Exemplul 9.

Tubul OA este fixat de un arbore vertical la distanta 0,0= 0,4 m, are lungimea de 1 m
si se roteste in planul orizontal in jurul axei verticale care trece prin punctul 0; cu
viteza unghiulara w=2 rad/s. In interiorul tubului se afla o bila cu masa m=0,1 kg.
Initial bila se afla la distanta OM,=0,2 m de la capatul O si era fixata de tub.

La un moment dat bila a fost eliberata si sub actiunea fortei de inertie de transport a
inceput miscarea prin tub. Sa se determine legea miscdarii relative a bilei fata de tub,
timpul deplasarii bilei prin tub, viteza relativa a bilei la iesirea ei din tub si reactiunea W
tubului Tn momentul cand bila a ajuns la capdtul ui.

Rezolvare. &
_ Alegem sistemele de coordonate unul fix si altul mobil. £

Intr-un moment al miscarii bilei ea ocupa 0 pozitie arbitrara M determinata de

coordonata x=0M.

Ecuatia fundamentala a miscarii relative este

ma,=mg +N,+N,+d, +P_.
Proiectam ecuatia vectoriald pe axele sistemului mobil

mi = ®.cosa,

my = NZ - (I)C+(Dt8ina,

mzZ = Ny —mg,
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mx = ®,cosa,
my = N, — ®-+P,Sina
mZ = Ny —mg,
_ X _ 2 . _ 010
unde cosa = , D =mw=0,M, sina =
OlM OlM
Astfel, prima ecuatie din sistem devine: m¥ = mw?0,M- OxM sau
1
. 2 _ .
X- wex=0. |5 W
Solutia acestei ecuatii este X=C,e®t+C,e~*t, 0" >
Calculam derivata si folosim conditiile initiale pentru determinarea legii miscarii #
relative. L1
X':Cl(i)ewt — Cz(l)e_wt.
Cand t=0 x,= OM,=0,2, iar v,,=0.
0,2=C;+C5,
Rezulta 0:(61'62)(1).

Rezolvand, obtinem C;=C,=0,1 si legea miscarii relative a bilei este

X(t)=0,1(e?t+e~2t) m.




L

Acum calculam timpul deplasarii bilei prin tub, egaland x cu lungimea tubului.

Xx=l=1m

0,1(e?t1+e72t1) =1, sau e?'r — 10+e~21=0,

1. Notam e?t1i=

U, obtinem ecuatia u?- 10 u +1=0 si ridicinele ei

u=5+2v6, u;= 9,9si u,= 0,1.

Dupa logaritmare obtinem

t,==1In9,9=1,15s,
2

. 1
lar t,= > In0,1< 0, nu are sens.

X(t)=0,1(e?*+e"2) m

Calculim viteza relativa a bilei la capatul tubului (prin derivarea expresiei x(t)) T

v,,=0,2(e2t1 — ¢~2t1)=0,2(9,9 - ;19):1,96 m/s.

Reactiunea tubului la capatul lui

R= /le + N2,

unde N;=mg=0,1-9,8=0,98 N, iar N,= ®,— &, sina =2mwv, - mw?0,0=

=2-0,1-2-196-0,1- 4- 0,4=0,62 N.

R=,/0,982 + 0,622= 1,16 N.

0,0=04m

Dinamica miscarii relative. Exemplu
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/—|=_|- |z voversrearenes Repausul relativ pe suprafata Pamantului.
’:GIEJJML Forta de greutate.

Fie un punct material situat pe un plan neted orizontal rigid legat de Pamant. ma,= F+R +®, +®,. (10)

Din ecuatia (10) rezulta conditiile repausului relativ.
In acest caz viteza relativi si acceleratia relativa ale punctului sunt egale cu zero. Prin urmare, si forta de inertie
Coriolis devine egala cu zero. Ecuatia repausului relativ capata aspectul
F+R +d; =0, (12)
unde F este forta de atractie a Pamantului, R - reactiunea planului, iar @, — forta de inertie de transport.

Deoarece se considera ca Pamantul se roteste uniform in jurul axe1 polilor,
forta de inertie de transport @, are numai o componenta,
orientatd perpendicular pe axa de rotatie a Pamantului.

Rezultanta fortelor F si ®; va fi notata cu P.
F +d, =P (13)

Suma geometrica a fortei de atractie F si a fortei de inertie a miscarii de transport,
cauzata de rotatia Pamdntului se numeste forta de greutate a punctului.
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Forta de greutate.

F+®,=P (13)

Deci asupra punctului material actioneza doua forte P si R care se
echilibreaza reciproc.

®,= mw?RcosA , unde R este raza Pimantului, w este viteza unghiulard a
Pamantului, A — latitudenea locului.

d, este mica Tn comparatic cu forta de atractie universala F, de aceea
directia fortei P putin difera de la directia fortei F.

Prin urmare, cand introducem in ecuatiile de echilibru forta de greutate, noi
Introducem n asa fel si forta @, incat luam in consideratie influenta rotatiei
Pamantului.

Modulul fortei de greutate variaza cu latitudinea

P =F- mw?R(cosA)?

/ R

%

™




/-|=_'- Az vversareaeme Repausul relativ pe suprafata Pamantului.
tGLJJMIE Forta de greutate.

y >
Daca punctul material se misca cu viteza relativa in raport cu Pamantul, 4 R
Suplimentar trebuie sa tinem cont de forta Coriolis A

d.=2mwv, sin «a, w’ A
unde w =0,0000727 rad/s este viteza unghiularda a Pamantului, a este ,
unghiul format de viteza relativa v, si axa de rotatie a Pamantului.
o P X

Dar forta de inertie Coriolis in comparatie cu forta de greutate este cu mult
mai mica si de aceea poate f1 neglijata.

Efectul forte1 Coriolis se manifestda atunci cand vitezele sunt mari ( de
exemplu, zborul rachetei cu raza de actiune mare) sau cand miscarea este de
durata mare (cursul riului).
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CGLJJML Forta de greutate.

] P . .. ¥ =>
Pentru ca un sistem de coordonate mobil sa fie inertial, este suficient ca 3 R
originea lui sa se miste CU viteza constanta, iar viteza unghiulara a sistemului 4;’

tot timpul sa fie egala cu zero. b i
ma,= F+R +®, +®_. (10)

™

In acest caz ambele forte de inertie sunt egale cu zero si ecuatia
fundamentala (10) i1a forma

ma,= F+R.. 0
Astfel, daca exista cel putin un sistem de referinta in care se indeplinesc
legile lui Newton, atunci exista 0 multime de astfel de sisteme.Toate aceste
sisteme efectueaza miscari uniforme si rectilinii unul fata de altul.




/-|=_[- |z vversearenes Influenta rotatiei Pamantului asupra miscarii
tGLjJML o corpurilor.

Daca un punct material se misca de-a lungul meridianului Tn emisfera
nordica de la nord spre sud forta de inertie Coriolis este orientata spre
vest,

:'j’e y we

lar daca miscarea este de la sud la nord atunci forta de inertie Coriolis
este orientata spre est.

Adica Tn ambele cazuri forta Coriolis va devia miscarea punctului spre
dreapta directia miscarii punctului.
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:GLJJML o corpurilor.

Daca punctul se deplaseaza pe paralela spre est atunci forta de inertie
Coriolis este orientata perpendicular pe axa de rotatie de la axa.

Componenta verticala a acestel forte va modifica putin forta de greutate a
corpului, iar componenta orizontala va fi orientatd spre sud si va devia
punctul tot spre dreapta de la directia miscarii.

Daca punctul se deplaseza pe paralela spre vest atunci forta de inertie
Coriolis va fi orientata spre axa de rotatie a Pamantului si va abate
punctul spre dreapta de la directia miscarii.

Concluzia.

1. Corpul care se misca in orice directie pe suprafata Pamdntului n
emisfera nordica se va abate spre dreapta de la directia miscarii din cauza
ca Pamantul se roteste In jurul axei sale.

Tn emisfera sudicd devierea va fi spre stinga.

2. La ecuator efectul fortei de inertie Coriolis nu se manifesta.
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’:GLJJMIE o corpurilor.

S-a observat ca in emisfera nordica malurile drepte ale riurilor sunt mai abrupte, iar cele stangi au o
inclinare mica.

Aceasta se poate explica prin aceea cad asupra apei raului actioneaza forta de inertie Coriolis orientatd perpendicular
pe viteza apei spre dreapta. In emisfera sudica sunt erodate malurile sténgi ale raurilor.

Prin forta de inertie de trasport, cauzata de rotatia Pamantului, se explica si turtirea Pamantului.

Pamantul are forma unui elipsoid de revolutie. Raza Paméntului la poli este egala cu R,= 6357 km, lar la ecuator

R,=6378 km .
De regula, turtirea Pamantului este neglijata si se considera ca forta de greutate mg este orientata de-a lungul

razel Pamantulu spre centrul lui.
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’:GQJML corpurilor. Pendulul Foucault

Savantul francez Leon Foucault a demonstrat in anul 1851 rotatia Pamantului
cu ajutorul unui pendul foarte lung (I = 67 m), masurand efectul fortei de inertie
Coriolis asupra acestui pendul.

Acest efect consta Tn rotirea planului vertical Tn care oscileaza pendulul in sens orar. i

Pendulul a fost instalat la Paris, adica in emisfera nordica si corpul care se misca n
emisfera nordica se abate spre dreapta de la directia miscarii.

De aceea pendulul in loc sa ajunga in punctul diametral opus, ajungea intr-un punct
mai la dreapta, din acest punct deplasindu-se Thapoi iar se abate la dreapta si in felul
acesta planul de oscilatii a pendulului se roteste.

O rotatie a planului de oscilatie pendulul o face n timpul
21
T —

wsinA’

La latitudinea Chisinaului A =47° 1= 32,82 ore.
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