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e Notiuni generale, definitii.

o Legatura dintre derivata totala si locala a unui vector definit in sistemul mobil de coordonate.
e Teorema compunerii vitezelor.

e Teorema compunerii acceleratiilor ( teorema lui Coriolis).

e Acceleratia lui Coriolis.



UG e Introducere

« La studierea miscarii punctului si rigidului, anterior miscarea a fost considerata Tn cadrul unui singur sistem de
referinta (sistem de coordonate).

- Insd, la rezolvarea problemelor de mecanica, adesea este mai rational, iar uneori si necesar, de studiat miscarea punctului
simultan Tn raport cu doua sisteme de coordonate, unul din care se considera de baza considerat imobil, iar altul efectucaza

0 miscare n raport cu primul (mobil).

* Miscarea efectuata de punct Tn acest caz se numeste miscare compusia. De exemplu, miscarea unui pendul matematic,
suspendat Tntr-un automobil Tn miscare n raport cu Pamintul, poate fi privita ca 0 miscare compusa, ce consta din 0 miscarea
oscilatorie a pendulului in raport cu automobilul (sistemul mobil de coordonate) si 0 miscare impreuna cu automobilul Tn raport
cu Pamintul ( sistemul de coordonate imobil).

 Astfel miscarea compusa a pendulului se descompune in doua miscari mai simple.
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» Fie miscarea punctului M, care se misca in raport cu sistemul de 7 4
coordonate Oxyz.

» La rindul sau sistemul de coordonate Oxyz se misca n raport cu
sistemul de coordonate O,X,Y,z, considerat sistem de baza.

» Fiecare din aceste sisteme de coordonate este legat cu un anumit
corp.

Vom numi miscare compusda “absoluta® a unui punct miscarea lui
Tn raport cu sistemul de coordonate ales ca sistem de baza, adicd
miscarea punctului M n raport cu sistemul de coordonate O,Xx;y;

X1

Vom numi miscare relativa a unui punct miscarea Iui in raport cu
sistemul de coordonate mobil, adicd miscarea punctului M in
raport cu sistemul de coordonate Oxyz.

Vom numi miscare de transport miscarea sistemului de coordinate
mobil Tn raport cu sistemul de baza.
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« Miscarea absoluta - vitezd absolutd v si acceleratie absoluta a. Z 4
« Miscarea relativa - vitezd relativa V" si acceleratie relativia a” .

« Miscarea de transport — vitezd de transport v¢ si acceleratie de
transport a®

O

Scopul - stabilirea relatiilor dintre aceste trei miscari care ne-a
permite sa rezolvam diverse probleme de determinare a
caracteristicilor cinematice ale miscarii compuse si a miscarilor
componente.

X1

« Vom numi viteza de transport a unui punct viteza n raport cu
sistemul de baza a acelui punct al sistemului mobil de coordinate
cu care in momentul dat coincide punctul ce face miscare
compusd.
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quNVAL: UNIVERSITATEA TEHNICA
;Ull AMOKROVEL Legatura dintre derivata totala si locala a unui vector, definit in

sistemul mobil de coordonate.

« In cele ce urmeazi ne vom intilni cu necesitatea ™
poate sa se miste arbitrar.

« Vom introduce notiunile de derivata totali( absolu
si derivata locala ( relativa ) ale vectorului.

e

Orice vector R = R(t) poate fi reprezentat prin compc
R =R,T+RyJ+ R,k
unde %, j, k sintversorii axelor x,y si z.

X1

Sa calculam derivata totala a acestui vector in sistemul de baza,
adica sa calculam derivata acestui vector din punctul de vedere
al unui observator aflat in sistemul de coordonate O;x,Y,z;.



;:Ull AMALRTYEN Legatura dintre derivata totala si locala a unui vector, definit in
sistemul mobil de coordonate.
* Observatorul din O.X;y,z; va inregistra variatia 1n gl

tlmp a_proiectiilor R,, R,R, Cit si variatia versorilor

-

l, J, k dupa directie.

 Atunci, derivata totala a vectorului R dupa timp va fi

egala cu
R 0] =N >

Ry R ST R +det (2)
X1

dt dt  dt Y dt

Vom nota suma primilor trei termeni din (2) prin
Ei g de - dRy - de 7

—_ = — +

dt at U7 Tac k (3)

- derivata vectorului R 1n sistemul de coordonate mobil

adica acea variatie a vectorului R care 0 vede
observatorul aflat n sistemul de coordonate mobil si se
numeste derivata locala sau derivata relativa .
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AMALRTYEN Legatura dintre derivata totala si locala a unui vector, definit in
sistemul mobil de coordonate.

— A
° @ — &—)ﬂe de - - VAl
—~ = Lo k+ R, +R +R (2)
Versorii T, J, k ai sistemului de coordonate legate cu
corpul, efectueaza 0 miscare de rotatie n raport cu polul
O, cu o viteza unghlulara instantanee .
di _ — - dj dk _— = 7o) N >
—=w X, —~=wX]J, —=—wXk.
dt dt dt

. L. . . . . X1
Prin urmare suma ultimilor trei termeni din (2) poate fi
adusa la forma

-

RxE +Ry 4 +Rzi—1{ =
RX(le )+ Ry(w)(] )+RZ((1)XE)=
wx(Rx1+Ry]+RZk) - ®w xR. (4)

Inlocuind (3) si (4) Tn (2) obtinem

dR_i—> N —
E—dtR'F(A)XR (5)



l l = AMoLDOVE Legatura dintre derivata totala si locala a unui vector, definit in
sistemul mobil de coordonate.

f

R _ d 5 = -
2w - mRTOXR ()
 Formula (5) reprezinta matematic legatura dintre
derivata totala si derivata locala a unui vector definit Tn
sistemul mobil de coordonate.
. : o) [N
«  Astfel, derivata totali( absoluta ) a unui vector

definit Tntr-un sistemm mobil de coordonate este egald
Cu suma vectoriald a derivatei locale ( relative ) a
acestu vector si a produsului vectorial dintre viteza
unghiulara a sistemului mobil de coordonate si acest
vector.

X1




— L IS I I—

”E‘G_j ||E_| JM'Z e TEOREMA COMPUNERII VITEZELOR

Teorema: viteza absolutda a unui punct in miscarea compusa este egald cu suma vectoriala a vitezei de transport si
a vitezei relative.

Demonstrare
Fie sistemul de coordonate O,X,z, ca sistem de baza - M &
si sisemul de coordonate Oxyz care se misca n raport cu sistemul de baza. p
R k )
* Fie punctul M cu pozitia: - 7
p=X1+yj+zk, Ro {
unde 7, j, k sint versorii axelor sistemului de coordonate mobil. 0 -

AtunciR = Ry + p

unde R=R (t), Ry =R,()si p =p (¢t) sint vectorii de pozitie, |
care definesc respectiv poziile punctului M si a originii O n
raport cu sistemul de coordonate O;x,z,

si pozitia originii sistemului de coordonate Oxyz in raport cu sistemul de coordonate Oxyz.
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—

R=Ry+p — = —R+wXR (5
_ dt  dt
Derivata totala Tn raport cu timpul de la vectorul R :
— — R oo, M )
dR dR d 5
— ==+ (7) ’
dt | | dt | dt = : )
_, _dR : 3 : j
unde v = — este viteza absolutd a punctului M, 7 g
dt 0
- — dl_?)o . - e e e 0 A » V1
lar vp = —= este viteza absolutd a originii O. \.

Derivata vectorului p X
Vectorul p este definit In sistemul de coordonate mobil,
atunci derivata totala a acestui vector, conform (5):

unde w este viteza unghiulard a sistemului de coordonate mobil, iar
d

56 =x1 + yJ + Zk -derivata locala sau relativa
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d

dt
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p=x1 + yJ + zk -derivata locala sau relativd e

Conform definitiei aceasta va fi viteza relativa a punctului M: . ~
~ R

=l xi+yj+ k. (9)
dt R,

Deci: R =R, + p;

—

Vo= ¢

v

dR
dt
dRo

~

dt

dR _ dR, N dp

ol

w

» Y1

dt dt dt

— -viteza absoluta =

- viteza absoluta a originii O.

p - viteza relativa a punctului M

BT, + @ X P+ (10)

Viteza unui punct al sistemului de coordonate mobil cu care in momentul
dat coincide punctul M ce face miscare compusa este egala cu

suma primilor doi termini din (10) si dupa definitie este viteza de transport
a punctului M.
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V=Vy+wXxp+7. (10)
Deci viteza de transport a punctului M
Ve = Vp+w Xp. (11)
Prin urmare,
V= ve+VT, (12)
- Viteza absoluta este egala cu suma vectoriala a vitezei de transport §i

vitezei relative.
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Teorema:

Teorema compunerii acceleratiilor ( teorema lui Coriolis ).
acceleratia absoluta a unui punct In miscarea compusa este egald Cu suma vectoriald a acceleratiei de

transport, acceleratiei relative si acceleratiei lui Coriolis.

Demonstrare

TEOREMA COMPUNERII ACCELERATIILOR
Teorema Coriolis

—

v

=Vp T X p+V".(10)

Pentru a determina acceleratia absoluta a unui punct, de exemplu M, vom deriva ( derivata totald) dupa timp

expresia (10)

— |3 + Xp+wx —+— .
dt dt dt dt dt
vom nota:

— _dv . <
a=-—-- acceleratia absoluta

— av .
d, = —2 - acceleratia de transport
0~ ¢ ,

(13)
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U Teorema Coriolis
d_‘_; _ d‘_;o dﬁf —_— e d_ri d‘_/)r — .t . -
= ar Tl XPTOX{G e - (13) %Z%R+GXR(S)

Deoarece vectorii p si V' sint definiti Tn sistemul de coordonate mobil,
atunci la calcularea derivatelor totale de la acesti vectori aplicam formula (5)

dp_d—> - _ =2r — —
i T g PT@XP. =V wxp, (14)
dVr a—> — — — — —
—dt:d—vr+oo><vr =la"|+ w X V", (15)

unde &V este derivata relativa de la vectorul vitezei relative, prin urmare, reprezintd acceleratia relativa a” ,
adica acceleratia punctului M in raport cu sistemul de coordonate mobil
a = xi+yj+Z7Zk. (16)

—

A .o _d : o :
Tinand cont ca € = d—‘: - acceleratia unghiulara a sist. de coord. mobil.

—

A= dp+EXP+WX(VI+ @xp)+d + @ x V"=
= dptEXprtoXwXxp+a +2(wxvh). (17)



Teorema Coriolis
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XptoXxXwxp+a +2(wxv"). (17)

Ql
(1

a=a,+

» primii trei termeni din (17) reprezinta acceleratia de transport a punctului M

A°=dp+EXPp+WXWXP. (18)
» termenul patru reprezinta aceleratia relativa a punctului M in raport cu sistemul mobil
> termenul 2( @ X V') se numeste acceleratia lui Coriolis si se noteazi a‘.

Definitiv expresia (17) va lua forma
a=a®+a +dc. (19)

Prin urmare, teorema lui Coriolis este demonstrata.

La aplicarea formulei (19) este util de finut cont de faptul ca viteza si
acceleratia relativa se determina dupa metodele din cinematica punctulut,
lar viteza si acceleratia de transport a punctului se determina dupa metodele
cinematicii corpului rigid.
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Vom analiza detaliat la acceleratia lui Coriolis. act
at =2(wxv"). (20)
Modulul acestei acceleratii este egal cu
a® =2 ov"sin(w, V" ). (21) o

el

Directia acceleratiei Coriolis
Directia acceleratiei lut Coriolis se determina, folosind definitia produsului vectorial,

conform careia

vectorul d@¢ este un vector perpendicular pe planul ce contine
vectorii w si V" si este orientat in acel sens ca din virful vectorului
sa vedem rotatia cea mai scurti de la @ spre V" contrar rotatiei
acelor de ceasornic
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Regula lui Jukovski

@

ac =2(w x V).

Directia acceleratiei Coriolis
Adesea acceleratia lui Coriolis se determina mai simplu,

aplicind regula lui Jukovski conform careia A

proiectia vitezei relative v" pe planul perpendicular la vectorul

vitezei unghiulare @ a sistemului de coordonate mobil,

egald cu v"sina (@ - unghiul dintre vectorii @ si V")

se inmulteste cu 2w, apoi se roteste cu 90° n jurul lui w n directia rotatiei.
Vectorul, care dupa marime este egal cu 2 wv"sin a si are directia determinatdi
va fi acceleratia lui Coriolis.

Acceleratia lui Coriolis este egala cu zero In trei cazuri:

a) sistemul de coordonate mobil face o miscare de translatie ® = 0;

b) viteza relativa este egala cu zero v'=0;

¢) viteza unghiulard a sistemului mobil ® este paraleld cu viteza relativd v*
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Problema 1

O teava rectilinie face o miscare de rotatie n jurul unei axe fixe ce trece prin capatul ei si perpendicular pe ea cu o
viteza unghulara constanta, egala cu 2 rad/s. In tava se misca un cursor dupa legea OM = s = 40 sin(wt/4) cm.
Pentru momentul de timp t = t; =1s sa se determine viteza absoluta si acceleratia absoluta a cursorului.

Rezolvare. =1 <
Considerdam doua sisteme de coordonate, sistemul fix Ox,y,

si sistemul mobil Oxy rigid legat cu teava

-
-

e

v
a X
Miscarea punctului M n raport cu sistemul Oxy si deci Jp—
fata de teava este miscarea relativa si prezinta 0 miscare
rectilinie definita prin metoda naturala.

Atunci conform metodel naturale:
v' = == 40- (w/4)cos(mt/4) = 31,4 cos(nt/4),

dv’ T\ . Tt
al = = —-31.4 (—) sin —
dt 4 4

Pentru momentul de timp t = t; = 1s gasim
v'=314+/2/2=2214cmls , a =-31,4-3,14v/2/8=-17,38 cm/s?




QU@JMI; UNVERSITATEA TEHAICK EXEMPLU

Vi a vE =31,4+/2/2=2214cmls |,
a'=-31,4-3,14/2/8 = -17,38 cm/s?

* Deoarece v" > 0, atunci s creste si deci
este orientat astfel cum e aratat pe desen.

« Deoarece a" < 0, atunci viteza relativa
discreste si deci acceleratia relativa este
orientata Tn sens opus vectorului v'.
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Miscarea de transport este miscarea de rotatie a tevii.
Viteza de transport si acceleratia de transport depinde de pozitia
punctului M Tn sistemul mobil.

« Gasim pozitia lui Tn momentul t = t; = 1s
OM; = OM (t = t;) = 40-sin(1t/4)= 28.2cm.
. viteza de transport este egala cu
= ®,.OM;; ®;=0o=2rad./s. Atunci v®=2-28.2=56.4cm/s

* Acceleratia de transport este egala cu cu suma vectoriald a doua componente: acceleratia de rotatie si acceleratia
axipeta
a’e_ a’e rot + a’e axp
Dupa marime
ae rot — € - OMl, ae axp — wz. OMl.
Deoarece viteza unghiulara a tavii este constanta, atunci acceleratia unghiulara
e=w =0, atunci si a®™t=0.
a®3XP = 4- 28,2 =112.8 cm/s? - orientd spre axa de rotatie.
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Directia si sensul acceleratiei Coriolis 0 determinam dupa regula lui Jukovski si este aratata pe desen.

Y14

Réaspuns: at=2(wxv").

1. Viteza absoluta, conform teoremei compunerii vitezelor:
V= ve+V
v=J(v®)? + (vF)?2 = ./(56.4)% + (22.14)2 =60,59 cm/s

2. Acceleratia absoluta, conform teoremei lui Coriolis:
a=a¢t+a’ +a’C — a’erot + af 3P+ q" _|_a>C_

acrot =0

a,=-at™P _ar =-112,8 - 17,38 = - 130.18 cm/s?

a, = a® = 88.56 cm/s?

a:\/a)% + a2 =./(~130.18)2+(88.56 )2 = 157.45 cm/s?
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Problema 2

In mecanismul cu culisd manivela OA balanseaza in jurul axei O conform legii ¢ = ¢@(t), antrenand in
miscarea de rotatie In jurul axei fixe O, bara O,B. Sa se determine Tn momentul t, viteza relativa, acceleratia
relativa, de transport si acceleratia Coriolis ale patinei A, daca OA = r = 0.2 m, 20,0 =1 = 0.3m, ¢(t) =

T . 1
gsm(nt), t, = 25.

OA=r=02m
20,0 =1=0.3m
() = 3 sin(mt),

1
tl—ZgS.
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Rezolvare.
1. Fixam sistemul de coordonate mobil (xO,y) legat cu bara O,B
si sistemul de coordonate fix (x,0y,), legat cu bara OA.

In raport cu sistemul de referintd mobil, patina realizeazi o miscare de
translatie (in lungul barei O,B) cu viteza v,..

In raport cu sistemul de referinta fixat, cursorul va efectua miscare
compusa, si viteza se determind din legea compunerii vitezelor:

5. =B, + B, (2.1)

unde v, este viteza de transport (in cazul dat, sistemul mobil este
,transportat”, rotit in jurul punctului O, cu viteza unghiulara de transport

W,
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2. \Vom determina valorile numerice ale vitezelor:

2.1 Viteza absoluta este viteza cu care cursorul parcurge circumferinta de
raza OA (OA = const.)

Vg = w104 (2.2)
unde w, este viteza unghiulara de transport instantanee (in momentul t,):
_do_ d -
w = —>=—[>sin(mt)] = —cos(mt) (2.3)
in momentul de timp t = t,= 2% s ]
_r y_7m ny _m? V3 _ w3
wy =—cos(m-2-)=—cos@m+_)=—-—=——m/s

(2.4)
I Daca w; > 0, pe desen se va indica n directia cresterii unghiului ¢

2 2
n6\/§ 0.17; @m/s (2.5)

Atunci (2.2) devine: v, = w04 = s71.02m =
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2.2 Viteza de transport a sistemului mobil va fi:
Vo = W, - 044 (2.6)

Deoarece dupa definitia (2.1) viteza absoluta trebuie sa fie egala cu suma
vectorialda a componentelor de transport si relativa, v, = %, + v, (2.1)

si tinand cont ca viteza de transport tot va fi perpendiculara pe raza de
rotatie (instantanee) O,A,

lar viteza relativa poate fi orientata doar in lungul O,A (patina aluneca pe
aceasta bara),

vom reprezenta v, ca rezultanta geometrica a vectorilor v, si v,

Astfel, viteza de transport si viteza relativa pot fi exprimate prin viteza
absoluta, Tntrucat valoarea acesteia din urma a fost deja calculata:

V, =V, CO0SA, VU = V,;Sina (2.7)
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@

Etapa urmatoare consta in determinarea unghiului a.

Din desen se observa ca in triunghiul OAO; cunoastem doua laturi (OA =
r, O0; = 1/2) si unghiul ¢. Pentru determinare unghiului a trebuie sa
cunoastem inca 0 latura. Aplicam teorema cosinusului:

0,42 = 00} + 0A? — 200, - 0A cos(p + 90°) =

2
£ + 2+2£ r COS
5 r 5 P1

unde ¢4 este unghiul ¢ Tn momentul de timp t;:

(t—t)—n' 21 =15 (2 +n) i
®1 =1 —3Sln T 6 —3SIH J[A 6 —3
7

Atunci 0,4 =+0.152 + 0.22 + 0.15- 0.2 - 0.8

Q
O
w
S
~
&
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Conform teoremei sinusului v, = v, COSQ, UT' =vy,sina (2.7) 2? B ."x
0,A 12 _ 0,4 : .
sin(@1+90°)  sin(a)  sin(300,4) (2'9) il
de unde i N
03 0.1 j 0.15-0.5/0.3 = 0.25 |
= = = 0.15:0.5/0.3 = 0.
sin(30Y) sin(a) sin(a) /
In (2.7) avem nevoie si de cosinus: cos(a) = \/1 — sin?(a) = 0.97 j
2=
Revenim la (2.7): U&Y\\
2 LR
V, = Uy COSA = 0An7V3 097 = 0.55? | &,
0.17t%+/3 m

V. =V, Sina = - 0.25 = 0.14?
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I1. Acceleratia patinei:
Conform teoremei despre compunerea acceleratiilor:
d, = d, +d, + dc (2.10)

Sistemul de referintd mobil realizeaza 0 miscare de rotatie, deci acceleratia de
transport se compune din componenta axipeta si componenta rotationala.

-

d, = d, +at’t + a% +d, (2.11)
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d, = d, + ac°t +a%* +adc
II. 1 Acceleratia relativa
dv, d(vgsina)

=0 T dt

I calculele se realizeaza pentru valorile instantanee. Tn acest context, pentru
momentul de timp t; unghiul a se considera constant.

\Vom exprima viteza absoluta prin expresia generala pentru viteza unghiulara:

2
v, =w:0A= ?cos(nt) T

_dvg o d[n (nt) - 7| sina = 7TB-(t)ozozs
ar—dt Sll’l(l—dt 3COST[ risina = 3SlrlTL' . . .

1
pentrut =t; = 2=s,

3

T /[
— — —qj —). . - — 2
ar = ——-sin (Zn + 6) 0.2-0.25 0.26 m/s
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11.2 Acceleratia de transport:
d, = d, +ar’* +a%* +ag (2.11)

dv, d(v,cosa 3
alot = dte = ( adt ) = —?sin(nt) +0.2-097 = —1m/s?
a?* = w2 - 0{A.

Vom determina viteza unghiulara de transport din relatia (2.6): v, = w, + 014

Vr 055m/s -1 . ax 2
w, = = = 1.83s s1 a%*=0.67m/s
€ 0,4 03m e /
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11.3 Acceleratia Coriolis:
d, = d, +ar’* +a%* +ag (2.11)

dc = 2[w,, V] — reprezentarea vectoriala.

Tn modul:

m
ac = 2w,y Sin(W,, V) = 2wev,-sin90% =2-1.83s71- 0.14? = 0.51m/s?
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Raspuns:

e Viteza punctului:

0.17%+/3
Va =~ m/s
v, = 0.55m/s
v, =0.14m/s

* Acceleratia punctului
a, = —0.26 m/s?

al’t = —1m/s?

a?* = 0.67 m/s*

ac = 0.51 m/s?
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