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DEFINIREA MISCARII

Miscarea corpului rigid se numeste plana, daca toate
punctele corpului se misca in plane paralele cu un
oarecare plan fix.

Citeva exemple de miscare plana: Bara AB, roata cu trepte si
roata Il (Fig.1).

Un rigid cu axa de rotatie are miscare plana daca axa lui
este fixa sau daca axa efectueaza miscare de translatie CU
viteza perpendiculara pe axa de rotatie.

Miscare plana - rostogolirea unui cilindru pe un plan
orizontal cind baza lui ramine tot timpul paralela cu planul

yz (Fig.2).
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DEFINIREA MISCARII

* Consideram miscarea plana arbitrara a unui corp rigid.

 Fie toate punctele corpului se deplaseaza in plane paralele cu planul xy (Fig. 3). r
* Din definitia miscarii plane si din insusirile corpului rigid (unghiul dintre orice doua

drepte fixate intr-un corp rigid este constant) — ca orice dreapta AB dusa Tn corp

perpendicular la planul xy va efectua o miscare de translatie. v

 Traiectoriile, vitezele si acceleratiile tuturor punctelor acestei drepte vor fi la fel.

Pentru definirea miscarii unui corp este necesar sa stim miscarea doar a unui
punct de pe fiecare dreaptad perpendiculara pe planul Xy.

Luind aceste puncte intr-un plan paralel cu planul Xy, se poate afirma ca
miscarea plana a corpului rigid este determinata complet de miscarea unei
figuri plane obtinute prin intersectia corpului cu un oarecare plan Q paralel

cu planul xy (Fig. 3).
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DEFINIREA MISCARII

* Miscarea plan-paralela consta din doua tipuri de miscari: V1

de translatie si de rotatie.

Pentru descrierea miscarii plane a unui corp trebuie sa stim trei coordonate independente

ca functii de timp.

Xia = X1a (1), Y1a = Y1all), @ = o(0) (1)

Egalitatile (1) se numesc ecuatii de migcare ale unei figuri plane sau ecuatiile miscarii plane
ale unui corp rigid.

Sa gasim formulele cu ajutorul carora putem determina coordonatele oricarui punct al
unei figuri plane, daca sunt date functiile (1).
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VITEZA PUNCTELOR CORPULUI iN MISCAREA PLANA

* Fie sistemul de coordonate OX;Y; este imobil, b3
» Sistemul de coordonate, avind originea intr-un punct A al figurii plane, ales

arbitrar, efectueaza 0 miscare de translatie. Vi

 Sistemul de coordonate AXy 1l legam rigid de figura plana.

Vectorul de pozitie 7z al punctului B Tn sistemul de coordonate imobil OX,Y, poate Y

fi determinat cu ajutorul a doi vectori:

14— raza vectoare a punctului A n sistemul de coordonate OX,Y, S ., .

P - vectorul de pozitie al punctului B in sistemul de referinti AX,Y, Fig. 5
Tp=Tat+p (2)

Cunoscind coordonatele X;, si Y;a ale punctului A si coordonatele Xg si Yg ale
punctului B Tn sistemul de coordonate AXy, precum si unghiul ¢ dintre axele AX,
si AX putem determina coordonatele Xz si Y;g ale punctului B din formulele:
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VITEZA PUNCTELOR CORPULUI iN MISCAREA PLANA

X1g(t) = Xqa (1) +x5 cos @ (t) - yp sin@(t), (3)
Yig(t) = Yia (t) +xp sing (t) + yg cos@(t).

Xp $1 yp - marimi constante, diferentiind dupa timp x,5 si y;p, gdsim proiectiile vitezei punctului B pe axele de coordonate:

X1p = X14-Xp ¢SINQ -yp P COSQ, (4)
YiB= Yiat Xp 9 COS@ - yp@ sing.
Acelasi rezultat 1l putem obtine, derivind nemijlocit identitatea 75 = 74 + p

drg _ d7y +d_ﬁ (5)

dt dt dt

1 11

1713 UA UBA

Vg4 €ste viteza punctului B Tn raport cu sistemul de coordonate mobil Ax,y,,
adica viteza relativa.
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VITEZA PUNCTELOR CORPULUI iN MISCAREA PLANA

» Miscarea corpului fata de sistemul de coordonate Ax,y, este 0 miscare de rotatie in jurul %
axel Az,, orientata perpendicular pe planul desenului spre cititor (Fig. 5).

« Vitezavg, este viteza punctului B n rotatia corpului in jurul axei Az, . Pentru Y
determinarea acestei viteze am obtinut deja formula

- _— -
Upyg = W4 X P,

R . . e e e . : tL
aici m, este viteza unghiulara a rotatiei figurii Tn jurul punctului A (in jurul axeiAz,) pe
care n viitor Tl vom numi pol.
Xya Lyg X,
13B=13A +6AXﬁ=ﬁA+ﬁBA (6) F|g5

Viteza unui punct oarecare B al unei figuri plane este egald cu suma
geometricd a vitezei polului A si a vitezei punctului B n rotatia figurii in

jurul poluluti A.
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a) b)

Viteza unghiulara a rotatiei figurii nu depinde de alegerea polului,
adicd o4 = @wg = m. Expresia (6) devine acum:

Up =VUp+Upg =V +0Xp (7)

» Directia rotatiei unei figuri plane in jurul polului se determina dupa
semnul proiectiei vitezei unghiulare pe axa Az,.

« Deoarece w, = ¢, apoi pentru w, > 0 rotatia are loc contra miscarii
acelor de ceasornic si cind w, < 0 — n directia miscarii acelor de
ceasornic.

Fig. 6

« In Fig. 6 a si b este demonstrat cum se poate gisi viteza punctului B,
cunoscind viteza punctului A pentru w, >0 si w, <O0.
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VITEZA PUNCTELOR CORPULUI iN MISCAREA PLANA

Deoarece vy = ® X p = ® X AB, urmeaza ci modulul vitezei

Vpa=w - AB,

vectorul @ fiind perpendicular pe planul desenului. Mentionidm ca vectorul vz, este
perpendicular si pe AB.

Din formula (7) (Vg = U, + Vs = V4 + © X p), rezultd teorema:
TEOREMA: In miscarea pland proiectiile vitezelor a doud puncte ale unui corp pe axa,

care trece prin aceste puncte, sunt egale.
Alegem directia pozitiva pe axa AB asa cum este aratat in fig. 7 si aplicam formula (7)
ﬁB = ﬁA + ﬁBA' (8)

Proiectind aceasta egalitate pe axa AB si fiindca vectorul vg, este perpendicular pe

AB, rezulta ca proiectiile vitezelor punctelor A si B pe axa care trece prin aceste
puncte, sunt egale.
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EXEMPLU

Problema 1. Sa se determine viteza cursorului B al mecanismului bield-manivela
reprezentat in Fig. 8, daca AC = CB =1 si este cunoscutd viteza unghiulara w a

manivelei AC in momentul cind AC si BC sint reciproc perpendiculare.

Rezolvare;
Pe baza teoremei demonstrate avem
T
Ve= Vg COS—,
4
=w-AC=w - |,
vpcosz=aw | deunde v = w2 = v 2

Rispuns: vg=v.V2 =wlV2
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CENTRUL INSTANTANEU ALVITEZELOR

Centru instantaneu al vitezelor (C1V) se numeste punctul figurii plane, viteza caruia in momentul dat este egala cu zero.

Sa demonstram teorema despre existenta centrului instantaneu al vitezelor: daca viteza unghiulara a unei figuri
plane este diferita de zero, atunci exista centrul instantaneu al vitezelor.

« Fie viteza unui punct arbitrar A al figurii plane v, diferita de zero (in caz contrar
punctul A ar fi centru instantaneu al vitezelor).

Dupa semnul vitezei unghiulare w, = ¢ determinam directia rotatiei figurii
plane In jurul punctului A si Tn aceasta directie perpendicular pe viteza v,
depunem de la punctul A un segment AP =v,/w.

* Infig. 9 se presupune cd w, = ¢ > 0 si de aceea segmentul AP este rotit fata de
viteza v, Tmpotriva mersului acelor de ceasornic.

Demonstram ca viteza punctului P este egala cu zero, adica ca acest punct si
este centrul instantaneu al vitezelor.
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CENTRUL INSTANTANEU ALVITEZELOR

In concordanti cu formula (7) (Vg = U4 + Uga = U4 + @ X p) avem

ﬁp == ﬁA + ﬁPA' (9)

Vectorul vp,, fiind perpendicular pe AP, este paralel cu vectorul v,. Pe lingd aceasta in
corespundere cu regula de constructie a segmentului AP vectorii v, si Up, au Sensuri
contrare. Modulul vectorului vp 4 este

Vppg=w + AP = — W=y

Doi vectori, de marimi egale si orientati Tn sensuri opuse, n
suma sunt egali cu zero. Prin urmare,
avem 1313 — 13A + 13PA — 0,

adica viteza punctului P este egala cu zero.
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CENTRUL INSTANTANEU AL VITEZELOR
Alegem acum in calitate de pol punctul P (fig. 10). Atunci viteza unui punct arbitrar A al
figurii plane se va afla din formula

5A:5p+6xm:axm. (10)

vp fiind egal cu zero.

De aici rezulta ca vitezele punctelor corpului in miscarea lui plana sunt distribuite
exact la fel ca si Tn miscarea de rotatie.

Rolul axei fixe 1l joaca axa instantanee ce trece prin centrul instantaneu al vitezelor
perpendicular pe planul miscarii.

« Asadar, vitezele tuturor punctelor ale unei figuri plane sunt perpendiculare pe
segmentele ce unesc aceste puncte cu centrul instantaneu al vitezelor (v, L AP), iar
modulii vitezelor sunt proportionali cu distantele pina la CIV (v4 = w - AP).
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Stiind pozitia centrului instantaneu al vitezelor, se poate afla viteza oricarui punct al figurii
plane, daca este cunoscuta viteza unui oarecare punct al ei.

« Presupunem ca este cunoscutd, de exemplu, viteza v,, a punctului A; atunci din egalitatea
vy = w - AP aflam w = v, /AP si viteza oricarui punct B va fi vz = v, - PB/PA. Unind
extremitatea vectorului vz cu punctul P, obtinem epura distribuirii vitezelor de-a lungul
segmentului PB (vezi fig. 10).

Utilizind proprietatile principale ale centrului instantaneu al vitezelor, se poate determina
pozitia lui si Tn alte cazuri, in fig. 11.
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* In Fig. 11 a) sunt cunoscute directiile vitezelor a doua 3
puncte. Din punctele A si B sunt ridicate perpendiculare 4
pe vitezele v, si V. Punctul P se afla la intersectia lor. g |
; 8)
« In Fig. 11 b) si c) vitezele punctelor A si B sunt paralele
si AB L v,. Pentru determinarea (CIV-ului) urmeaza sa Fig. 11 =

aplicam proportionalitatea modulilor vitezelor cu
distantele dintre puncte si centrul instantaneu al

vitezelor.
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CENTRUL INSTANTANEU AL VITEZELOR

 1In Fig. 11 d) este reprezentat cazul cind vitezele v, si vz sunt paralele, iar ¥, nu
este perpendicular pe AB. Este evident ca Tn acest caz dreptele perpendiculare pe
Uy si Up Se intersecteaza la infinit si (CIV) nu exista. Intr-adevir, conform

teoremei despre proiectiile vitezelor avem v, - cosa= vg * cosa, vy = Vg §i Uy =

5. Din formula (7) (85 = U4 + Vs = U4 + @ X f) rezultd ca acum @ X AB = 0,

adica viteza unghiulara a figurii este egala cu zero (o = 0). Deci, Tn momentul dat

Fig. 11

vitezele tuturor punctelor figurii plane sunt egale ca modul si directie si, prin
urmare, punctul cu viteza liniara egala cu zero nu exista.

« Larostogolirea fara alunecare a unui corp pe suprafata altui corp (fig. 11 e) CIV-ul
coincide cu punctul de contact al corpurilor (deoarece in lipsa alunecarii viteza

punctului de contact este nula).
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EXEMPLU

Problema 2.

In mecanismul bield-maniveld cu doui cursoare manivela OA=r=15cm se roteste in jurul
axei O cu viteza unghiulard constantd w, = 2 rad/s (fig. 12). Bielele au aceeasi lungime
(AB = CD =1=60 cm) si AC =I/3. Pentru pozitia orizontald (de dreapta) a manivelei OA
determinati:

) vitezele unghiulare ale bielelor AB si CD;

2) viteza cursorului D.

Rezolvare:
Pe de o parte V4 = wq - T, Pe de altd parte vy = w - AB,
. . Wo*T
Prin urmare, Wy *r=w - AB si w=—-—-=05 rad/s,

ve = w + BC = 20 cm/s. Directia vectorului v, este perpendiculard pe AB. Intrucit
vitezele punctelor C si D sunt paralele, CIV bielei CD se afla la infinit si viteza unghiulara
w4 a bielei CD este egala cu zero.

Deci, Up = U si vp = 20 cm/s.
Riaspuns: o = 0,5 rad/s, w1 = 0rad/s,  Vp= 20 cm/s.

Spre deosebire de miscarea de rotatie, Tn miscarea plana CIV-ul isi schimba pozitia pe plan.
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AFLAT IN MISCARE PLANA

1) Daca se cunoaste ecuatia miscarii de rotatie ¢= ¢ (t) a corpului rigid aflat Th miscare

=
y o C : Y Vg
plana, atunci viteza unghiulara w,= ¢. 7
A
Daca ¢ > 0, atunci rotirea este Tn sens opus acelor de ceasornic, iar daca ¢ < 0, atunci F’ z

rotirea este Tn sens orar. A B
Fig. 13

R

2) Daca se stie viteza unui punct al corpului vy si distanta de la punctul A pina la centrul
Instantaneu al vitezelor P, adica AP, atunci viteza unghiulara a corpului
w=v,/AP.
3) Viteza unghiulard w poate fi calculatd din formula Vg = U4 + © X AB.

_ |lvp—vy4l
4B
4) Daca sunt date vy, vg, a, B si AB (Fig.13) atunci proiectind pe axele Ax si Ay, obtinem

’UBCOS,B: V,COS, w_vB sin f—vgsina _ vy sin(f—a)
vpsSINS= v Sina +w - AB. AB AB-cos B

Daca f > «a atunci w, > 0, iar daca f§ < a atunci w, < 0.
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Mecanismul plan consta din barele 1 si 2,

cursoarele A si B si 0 roata cu doua trepte, legate

intre ele prin articulatii cilindrice. Lungimile A P
barelor sunt I; si |,, razele rotii — r si R. Pozitia _ _ 77( ’ N\
mecanismului se determina prin unghiurile a si g, & % + \

lar al punctului M - prin unghiul y. Directiile si

sensurile vitezel si acceleratiei cursorului A sint \
Indicate in figurd. De determinat viteza cursorului N\ T
B, viteza punctului M al rotii, viteza unghiulari si
acceleratia unghiulara a barei AB. R, >

PROBLEMA

Cursoarele se misca Tn ghidaje orizontale sau e )
verticale, roata se rostogoleste fara alunecare pe o M
t1ja orizontala.



