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Capitolul 1

Limbaje formale

1.1 Limbaje, gramatici, proprietati generale

Notiunea generala de limbaj. Vom considera o multime finita si nevida
V', numita alfabet sau vocabular. Elementele multimii le vom numi simboluri
(sau litere, caractere, variabile).

Definitie 1.1 Un cuvant peste un alfabet V este un sir p = aias...an,
a; € Vi = 1,7

Numarul n, deci numarul simbolurilor cuvantului p, se numeste lungimea
cuvdntului g1 va fi notat cu |p| sau I(p). Vom considera gi cuvdntul vid A sau
e, care nu contine nici un simbol; evident |A\| = 0. Un rol deosebit il are sim-
bolul blanc notat cu b(bnu coincide cu A) precum si simbolul marcaj notat #
pentru delimitarea cuvintelor. Notiunea de ”cuvant” este fundamentala in
teoria limbajelor formale sau in alte domenii ale informaticii; termeni sino-
nimi utilizati in literatura sunt propozitie, fraza sau sir. Sa observam ca nu
exista o similitudine foarte buna intre notiunile de ”alfabet”, ” cuvant”, etc.
din teoria limbajelor formale si notiunile corespunzatoare din lingvistica.

Multimea tuturor cuvintelor peste un alfabet V o notdm cu V. Aceasta
multime Impreuna cu cuvantul vid va fi notata cu V*.

In general, vom utiliza litere mari de la sfarsitul alfabetului pentru no-
tarea diverselor alfabete, U, V, W, etc.; litere de la inceputul alfabetului
(mari sau mici) pentru notarea simbolurilor, 4, B,C,... a,b,¢,...,i,7,...
(uneori cifre 0,1,2,...); pentru notarea cuvintelor vom utiliza litere mici de la
sfargitul alfabetului, p,q,r,s,t, u,v,w,z,y, z, (aceastd conventie de notare
nu va fi absolutd).
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Fiep=ai...an, ¢ =0b1...b, . Definim pe multimea V* operatia de
concatenare sau juxtapunere prin pg = ay ...apby ... by,.

Se poate verifica usor ca aceastd operatie este asociativa. Prin urmare,
multimea V1 inzestratd cu aceastd operatie este un semigrup (semigrupul
liber peste V). Multimea V* cu aceiagi operatie este un semigrup cu unitate,
deci un monoid, unitatea fiind cuvantul vid (monoidul liber peste V).

Fie din nou p,q € V*. Vom spune ca q este un subcuvat sau un infix
(eventual propriu) al lui p dacd p = uqv, u,v € V* (eventual u,v € V71);
q este prefiz (propriu) al lui p daci p = qu,v € V*(v € V7T); ¢ este sufix
(propriu) al lui p daci p = uq,u € V*(u € V*).

Definitie 1.2 Un limbaj L peste un alfabet V' este o parte a monoidului
liber V*, deci L C V*.

Sa observam cd V* (sau V1) este intotdeauna o multime infinita (evi-
dent numarabild); In aceastd acceptiune generald, un limbaj poate si fie
o multime finitd sau infinita, uneori chiar vida.

Ezemplu. Fie V = {0,1}. Avem

v+ ={0,1,00,01,10,000,...},
V*={\0,1,00,01, 10,000,...}.
Limbaje peste alfabetul V' sunt de exemplu multimile
L; ={\ 00,11},

Ly ={1,11,111,...} = {1"|n > 1}.

Observatie. Notatia a™, unde a este un simbol al unui alfabet, inseamna
cuvantul constituit din n simboluri a, adici aa...a. In particular a® = \.
—

Operatii cu limbaje. Limbajele fiind multimi se pot efectua cu lim-
baje operatiile obignuite cu multimi: reuniune, intersectie, diferenta, com-
plementariere (fata de V*). Exista si operatii specifice limbajelor:

e Produsul (concatenarea) a doud limbaje definit prin
LiLy = {pqlp € L1,q € La}.

Dacé Ly = Ly = L vom nota LL = L?. Prin recurenta, se defineste
L™ astfel

L=\, L =LF 'L k> 1.
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e Inchiderea (Kleene) a unui limbaj L este
L =Jr~
k=0

In general, o operatie de n-aritate oarecare (cel mai adesea binard
sau unard) pe multimea V* defineste o operatie corespunzitoare pe
multimea limbajelor. Astfel, daca

a:VF PV §if:V xV — P(V¥)

sunt doud operatii pe V* (unard si respectiv binara) si Lq, Lo sunt
douad limbaje peste V', putem defini limbajele a(L) respectiv B(L1, L)
prin

a(ly) = U a(z), B(L1,L2) = U B(z,y).

xelq x€Lq,yEL2

Ezemple:

1. Limbajul Sub(L). Fie V* gi Sub(x) multimea tuturor subcuvin-
telor lui & (evident Sub este o operatie unard pe V*). Daca L
este un limbaj peste V', putem defini limbajul

Sub(L) = | Sub(a).

el

adica limbajul constituit din toate subcuvintele tututor cuvin-
telor lui L. Semnificatii analoage vor avea si limbajele Pref(L)
si Suf(L).

2. Limbajul Mi(L). Fie x = a;...a, un cuvant peste alfabetul
V. Cuvantul Mi(z) = ay...a; se numeste rasturnatul lui x
(M este prescurtarea cuvantului englez mirror). Se mai noteaza
Mi(z) = . Avem atunci si rasturnatul unui limbaj

Mi(L) = ] Mi(x).
zeL

3. Operatia de substitutie. Fie U si V' doua alfabete i fie aplicatia
s:V — P(U*). Extindem (prelungim) aceasta aplicatie la V*
prin

SN = (A}, s(ay) = s(@)s(y) 2,y € V",
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O astfel de prelungire se numeste canonicd; ea pastreaza operatia
de concatenare, in sensul cd dacd p = xy, atunci s(p) = s(z)s(y)
este concatenarea limbajelor s(z), s(y). Operatia de substitutie
a limbajelor este data de

zeLl

S& observam ca aceastd operatie transforma un limbaj peste
un alfabet V intr-un limbaj peste un alfabet U si ca pastreaza
operatia de concatenare. Daca card s(a) < oo,Va € V, vom
spune cd substitutia este finitd, iar daca card s(a) = 1,Va € V
vom spune ca s este un homomorfism.

Gramatici generative de tip Chomsky. Un limbaj peste un alfabet
poate sa fie o multime finita sau infinitda. Daca este o multime finita, el poate
fi definit prin scrierea efectiva a cuvintelor limbajului. In cazul in care este
o multime infinita, el poate fi definit in anumite cazuri punand in evidenta
structura cuvintelor lui. De exemplu

L, ={01,0011,000111,...} = {0"1"|n > 1}.
Exista doua procedee mai generale pentru definirea limbajelor:

1. Procedee generative, care permit generarea tuturor cuvintelor limba-
jului. Exista mai multe tipuri de mecanisme de generare a limbajelor,
intre care gramaticile Chomsky, sisteme Lindenmayer etc.

2. Procedee analitice, care determina daca un cuvant dat apartine sau
nu limbajului. Sunt aga-numitele automate, automate finite, automate
push-down, etc.

Un rol deosebit in teoria limbajelor formale il au gramaticile Chomsky.
Fie Vv si Vi doua alfabete disjuncte, numite respectiv alfabetul simbolurilor
neterminale (V) si alfabetul simbolurilor terminale (V). Notam Vg =
Vn UVr (alfabetul general) si fie P C VAVNVE x V. Multimea P va fi deci
formata din perechi de forma (u,v), unde u = v'Av”, v, u" € Vi, A€ Vn
iar v € V{3, deci u i v sunt cuvinte peste Vi, cu observatia cd u trebuie sa
contina cel putin un simbol neterminal. Vom spune ca o astfel de pereche
este o regula (productie, regula de generare, reguld de rescriere) gi o vom
nota u — v (vom spune: u se transforma in v). Apartenenta unei reguli la
P o vom nota in mod obisnuit (v — v) € P, sau mai simplu, u — v € P
(nu va exista confuzia cu faptul ca v este un element al lui P).
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Definitie 1.3 O gramatica (Chomsky) G este un sistem G = (Vy, Vr, S, P),
unde Vi este alfabetul simbolurilor neterminale, Vi este alfabetul simbolu-
rilor terminale, S € Vi si se numeste simbolul de start al gramaticii, iar P
este mulfimea de requli.

Observatie. Simbolurile alfabetului Vi le vom nota in general cu litere mari
A, B,C,...,X,Y,Z (mai putin U, V, W) iar cele ale alfabetului V7 cu litere
mici de la inceput a, b, c, ... sau cu cifre 0,1, 2, ....

Fie G o gramatica si p,q € V4. Vom spune ca p se transforma direct in
q §i vom scrie p Z> q (sau p=-¢ daca nu exista nici o confuzie) dacd exista

r,s,u,v € Vg astfel incit p = rus, ¢ = rvs iar uw — v € P. Vom spune ca p’
se transformd inp” (fira specificatia direct) daca exista p1, p2,...,pn, n > 1
astfel Incit
P=p = p= ...=> p.=p"
G G

. -+ -+ ~ « v . . . v
Vom scrie p' = p” (sau p’=p” cénd nu existd nici o confuzie) dacd
G
n>1lgip = p’ (saup’ = p’)dacin > 1. Sirul de mai sus va fi numit
G G
derivare iar numarul de derivari directe din gir il vom numi lungimea
derivarii; se mai spune ca p’ deriva in p”.
v v v oo. . + * ..
Sa observam ca transformarile astfel definite =, =, = sunt relatii pe

< £ o o - . .
V¢ . Este clar ca relatia = este inchiderea tranzitiva a relatiei =, iar relatia
* A . LR . v o . . v
= este inchiderea tranzitiva si reflexiva a relatiei de transformare directa .

Definitie 1.4 . Limbajul generat de gramatica G este prin definitie limbajul

L(G)={plpeVs,S ? p}.

Observatie. Dacap € V4si S = psespune ci p este o formd propozitionald
G

in gramatica G.
Ezxemple:

1. Fie G = (Vn, Vr, S, P), unde Vi = {A}, Vi = {0,1}, S = A (evident)
si P={A— 0A1,A — 01}. O derivare in aceastd gramatica este, de
exemplu

A=0A1=00A411=-000111 = 01°.
Este evident ca L(G) = {0"1"|n > 1}.
Observatie. In cazul in care mai multe reguli au aceeasi parte stanga,

le vom scrie compact astfel u — vy |va]. .. |v,, simbolul | avand sensul
de sau; in cazul nostru, A — 0A1|01.
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2. G=(Vn,Vr,S, P), unde
Vi = {<propozitie>, <subiect>, <atribut>, <predicat>, <complement>,
<substantiv>, <adjectiv>, <verb>, <articol>},
Vr = {o, orice, matrice, functie, derivabild, continua, este },
S =<propozitie>,
P = {<propozitie>— <subiect><atribut ><predicat ><complement >,
<subiect>— <articol><substantiv>,
<atribut>—<adjectiv>,
<predicat>—<verb>,
<complement>— <adjectiv>,
<articol>—olorice,
<substantiv>—matrice|functie,
<adjectiv>—derivabili|continua,
<verb>—este.

Observatie. In acest exemplu, ” <propozitie>", ”<subiect>", etc.,
reprezinta fiecare cate un simbol neterminal; de asemenea, ”0”, ”orice”,
”matrice”, etc., reprezinta simboluri terminale.

Se poate ugor observa ca aceasta gramatica genereaza propozitii simple
de forma subiect-atribut-predicat-complement care exprima judecati
asupra conceptelor de "matrice” gi ”"functie”. De exemplu, se poate
forma propozitia: ”orice functie derivabila este continua”, care este
din punct de vedere semantic corecta, precum si propozitia ”orice
functie continua este derivabild”, care, dupa cum se stie, este falsa.
Evident, se pot genera si numeroase propozitii care nu au sens. Ceea
ce ne intereseaza in acest moment este aspectul formal, deci din punct
de vedere sintactic toate aceste propozitii sunt corecte; semantic, un-
ele propozitii pot sa fie incorecte sau chiar sa nu aibe sens.

Sa mai observam ca o gramatica Chomsky este In masura sa con-
stituie un model matematic pentu sintaxa unei limbi, fara sa intere-
seze aspectele semantice. Este ceea ce a incercat sa inteprinda Naom
Chomsky pentru limba engleza in lucrarile sale din anii 1957.

3. G= (VN, VT7 Ao, P), unde
VN = {<program>, <instructie>, <atribuire>, <if>, <expresie>,
<termen>, <factor>, <variabild>, <index>},
Vr = {begin, end, if, then, stop, t, i, +, *, (, ), =, ,, ; }
A0 =<program>
P = {<program>—begin <linie> end
<linie>—<linie>;<instructie> | <instructie>
<instructie>— <atribuire> | <if> | stop
<atribuire>— <variabila>=<expresie>
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<if>—if( <expresie>) then <atribuire>

<expresie>— <expresie> + <termen> \ <termen>
<termen>—<termen>*<factor> | <factor>
<factor>—(<expresie>)| <variabila>

<variabila>—t(<index>)|i

<index>—<index>, <expresie> | <expresie>

Gramatica din acest exemplu definegte un limbaj de programare sim-
plu cu trei tipuri de instructii: atribuiri, if-then, stop. Expresiile arit-
metice au numai operatorii + si * iar variabilele pot fi simple sau in-
dexate (tablouri). Mentionam ca definirea in acest mod a unui limbaj,
inclusiv utilizarea crogetelor pentru desemnarea simbolurilor netermi-
nale, poarta adesea denumirea de notatie Backus Naur; in acest mod
s-a definit limbajul ALGOL.

Tipuri de gramatici. Dupa forma regulilor de generare, gramaticile Chom-
sky se impart in mai multe tipuri; clasificarea obisnuita este urmatoarea:

e Gramatici de tipul 0; sunt gramatici fara restrictii asupra regulilor;

e Gramatici de tipul 1 (dependente de context); sunt gramatici care au
reguli de forma

uwAv — upv, u,p,v € VA, p# A\, A€ Vy

sau A — A si in acest caz A € Vy nu apare in dreapta vreunei reguli.
Observatie. Evident, regulile de forma a doua au sens numai daci A
este simbolul de start.

e Gramaticile de tipul 2 (independente de context); sunt gramatici care
au reguli de forma

A—p, AeVy, pe Vi

e Gramaticile de tipul 3 (regulate); sunt gramatici care au reguli de

forma
A — Bp A — pB
{C’—>q sau{c_)q

cuA,B,C €VysipqgeVy.

Vom nota cu L;, j = 0,1, 2, 3 familiile de limbaje generate de gramaticile
de tipurile j = 0, 1, 2, 3; vom avea astfel limbaje de tipul 0, limbaje de tipul
1 (sau dependente de context) , limbaje de tipul 2 (sau independente de
context) gi limbaje de tipul 3 (sau regulate). Sa observam ca este importanta
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structura cuvintelor unui limbaj si nu modul in care sunt notate simbolurile
terminale. De exemplu , limbajele

Ly ={0"1"n > 1}, Ly = {a"b"|n > 1}

sunt in mod practic identice. Putem utiliza o unica notatie pentru alfabetul
simbolurilor terminale , de exemplu , Vi = {iy,...,i,}. Clasificarea de mai
sus este fundamentala in teoria limbajelor formale, ea a fost introdusa de
Naom Chomsky in 1958 si prin traditie noile clase de limbaje sunt raportate
la aceasta clasificare. O alta clasificare este urméatoarea

e Gramatici de tipul 0; fara restrictii;
e Gramatici monotone:

u—v, |ul <|v|, u,v e V3

Gramatici dependente de context (de tipul 1):

uAv — upv, u,p,v € Vi, p# A, A€ Vi,

Gramatici independente de context (de tipul 2):
A—p AeVy, pe Vi

Gramatici liniare:

A — uBv
C—p

A,B,C eVn, u,v,p eV}

Gramatici stang (drept) liniare:

{ A — uB (A — Bv) A, B,C eVy, u,v,pe Vy;

C—p

Gramatici requlate (de tipul 3); gramatici stang liniare sau gramatici
drept liniare.

Gramaticile monotone ca si cele dependente de context nu pot avea reguli
cu partea dreapta vidd. Se introduce urmatoarea conventie de completare:
intr-o gramatica monotond sau dependentd de context se admite o requla de
forma A — X cu conditia ca A sd nu aparad in partea dreaptd a vreunei requli.
Dupé cum vom vedea , existenta sau inexistenta regulilor de forma A — A,
reguli numite de stergere, poate modifica esential puterea generativa a unei
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gramatici. O gramatica in care nu avem astfel de reguli o vom numi uneori
A-libera; de asemenea, un limbaj care nu contine cuvantul vid, il vom numi
A-liber. Sa mai observam ca existenta regulilor de stergere intr-o gramatica
nu implica In mod necesar existenta cuvantului vid in limbajul generat.

Doua gramatici care genereaza acelasi limbaj se numesc echivalente.

Gramaticile monotone gi gramaticile dependente de context sunt echiva-
lente; de asemenea, gramaticile drept si stang liniare sunt echivalente, jus-
tificindu-se astfel clasa gramaticilor regulate.

1.2 TIerarhia Chomsky

Lemele care urmeaza vor avea o utilizare frecventd in cele ce urmeaza.
Lema de localizare a gramaticilor independente de context.

Lema 1.1 Fie G o gramatica independenta de context si fie derivarea

X1 . Xp=p, X; €V, j=1,m, pe V.

Atunci existd p1,p2,...,pm € VG astfel incat p=p1...pm i Xj:*>pj, j=
1,m.

Demonstratie. Procedam prin inductie asupra lungimii derivarii {.
Daca [ = 0 atunci p = X, ... X,, i ludm p; = X;.
Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru derivari de lungime [
si fie o derivare de lungime [ + 1, X7 .. . Xn=p. Punem in evidenta ultima
derivare directd X ... X,,=g=p. Conform ipotezei inductive, ¢ = qi ... ¢m
si X;=q;, j =1,m.

Fie apoi A — wu regula care se aplicd in derivarea directa ¢=-p si sa
presupunem ci A intra in subcuvantul g, deci g = ¢j,Ag)/. Vom lua

pj{q !

wugy Jj=k

Este evident ca Xj:*>pj, j # k, iar pentru j = k avem

Xi=qr = g, Aq=qpuqy = pr.0

Vom pune in evidenta in continuare o proprietate asupra structurii regu-
lilor gramaticilor Chomsky. Partea dreaptd a unei reguli, pentru toate
tipurile de gramatici, este un cuvant format din terminale sau neterminale.
Este convenabil de multe ori ca partea dreapta a regulilor sa contina un
singur tip de simboluri, terminale sau neterminale. Acest lucru este posibil
fara modificarea tipului gramaticii.
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Lema 1.2 Fie G = (Vn,Vr,S,P) o gramaticd de tipul 2. Existd o gra-
maticd G' echivalentd, de acelasi tip, cu proprietatea cd dacd o reguld are in
partea dreaptd un terminal, atunci ea este de forma A — i, A € Vn,i € Vp.

Demonstratie. Luim gramatica G’ de forma G’ = (Vy', V7', S, P') unde
Vn' si P’ se construiesc astfel: Viy C V' si includem in P’ toate regulile
din P care convin. Fie acum o regula din P care nu convine

u — Ulill}gig . .invn+1, ik S VT, Vg € VJ:}

Vom introduce in P’ urmétoarele reguli:

u — ’01X1'1U2Xi2 .. .Xi7lvn+1, Xlk — ik, k= l,TL,

unde X;, sunt neterminale noi pe care le addugam la Vy'. Este evident ci
G’ pastreaza tipul lui G si cad L(G') = L(G).O

Ierarhia Chomsky. Este evident ca L3 C Lo si cd L1 C Ly, deoarece
orice regula a unei gramatici de tipul 3 respecta prescriptiile unei gramatici
de tipul 2; analog pentru familiile £ si £2. Aparent, o regula de forma
A — p (de tipul 2) este un caz particular a unei reguli de forma uAv — upv
(de tipul 1), pentru u = v = A; totusgi, realitatea nu este aceasta, deoarece
la tipul 2 de gramatici sunt permise reguli de stergere, pe cand la tipul 1 se
impune conditia p # A. Vom arata ca avem Lo C L.

Sirul de incluziuni

L3 C Ly C L CLy

poartd denumirea de ierarhia Chomsky (vom aréta pe parcursul acestui
curs ci incluziunile sunt stricte). Aceastd ierarhie caracterizeazi puterea
generativa a celor patru tipuri de gramatici, aceasta putere fiind crescatoare
de la 3 la 0. Orice alte mecanisme generative se raporteaza la aceasta
ierarhie fundamentald. Vom demonstra mai intai urmatoarea lema.

Lema 1.3 (Lema eliminarii regulilor de stergere). Orice limbaj indepen-
dent de context A-liber poate fi generat de o gramatica de tipul 2 fara requli
de stergere.

Demonstratie. Fie G = (Vy, Vi, S, P) o gramaticd independentd de context
si L(G) limbajul generat. Prin ipotez& A ¢ L(G). Definim prin recurenta
sirul de multimi {Uy }ren astfel:

U1:{X|X€VN,X—>>\EP}
Upy1 = {X|X € Vy,X —pe Ppe Ut}
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Sa observam ca U; C Uy C ... C Uy.... intr—adevér, U; C Us deoarece
daca X € Uy rezulta ca X — A € Pgicum A € Uy rezulta ca X € Us. Daca
acum Uj_1 C Uy, atunci evident U;_; C U} si daca X € Uy, deci X — p,
p € Ui_y C UL, ceea ce inseamnd cd X € Uy, adica U, C Upy.

Cum toate aceste multimi sunt incluse in Viy si Vi este finita, rezulta
ca exista o multime finala Uy astfel astfel incat

UBhCU,C---CUp=Upy1="--.

Are loc de asemenea si implicatia X € Uy & X3

Vom ilusta aceastd implicatie cu un exemplu. Sa presupunem ca Uy =
Us si fie X € Us. Atunci in mod necesar trebuie s avem X — p € P,
p € Uj; de exemplu p = X1 X5 si X1, Xo € Us. In mod analog

{ Xl_)}/li/éy?) ) Y17Y27Y37Z1;ZQEU17

XQ — leg

prin urmare Y7 — A, Yo — A\, Y3 — A\, Z; — A\, Z5 — A. Putem scrie
derivarea
X=X Xo=Y1Yo Y321 Zo=> .

Definim acum urmatoarea gramatica independenta de context fara reguli
de stergere G' = (Vy, Vr, S, P’) unde Vy, Vr, S sunt ca in gramatica data,
iar P’ se construiegte pornind de la P astfel. Fie X — p € P,p # A\
Includem atunci in P’ aceastd reguld precum si toate regulile de forma
X — pj, unde p; se obtine din p lasand la o parte, in toate modurile posibile,
simbolurile din Uy. De exemplu daca X — ABC € Psi A,B € Uy, vom
induce in P’ regulile

X - ABC, X —- BC, X — AC, X — C.

S&a observam ca in acest fel multimea P a fost pe de o parte micgorata
(au fost excluse regulile de stergere), iar pe de altd parte imbogatitd cu
eventualele noi reguli. S& mai obsevim ci G’ este independenti de context
si ca nu contine reguli de stergere.

Vom arata ca L(G) = L(G').

Mai intéi, si ardtdm cd L(G) C L(G").

Fie p € L(G), deci S :;> p; vom arata ca S ?’ p.

Vom ardta o implicatie ceva mai generali, X = p implici X = p,
G G

pentru orice X € Vi (relatia ceruta se obtine pentru X = S). Procedam
prin inductie asupra lungimii derivarii [. Daca [ = 1 avem
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X= p X—pePp#tl = X —-pcP
G

sideci X = p.
G/

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru [ = n si luam o derivare
cu lungimea ! = n + 1. Punem in evidenta prima derivare directa

X= X .. X, > p
G G

Conform lemei de localizare avem p = p1...pm §i Xj = Dj, J =
G

1,m. Unele din cuvintele p; pot sa fie vide; pentru precizarea ideilor sa
v . U . * .
presupunem ca pa,ps,ps = A. Atunci pentru derivarile X; = p;, j #
G

2,3,5, care au lungimea de cel mult n, conform ipotezei inductive avem
X; = pj, j=2,3,5.
G/

Pe de alta parte , pentru j = 2, 3,5 avem Xo :;> A, X3 :;> A, X5 :;> A,
deci X2, X3, X5 € Uy. Rezulta ca
X - X1 X4Xg..Xpn€P
aga Incat putem scrie

X zﬁ X1 X4 X6 ... X f}/ P1P4P6 - - - Pm = D-

Deci X = psiluand X = S obtinem p € L(G’). Prin urmare L(G) C
G/
L(G").

S& aritdm acum incluziunea inversd , L(G") C L(G).
Fie p € L(G'), S = p. Punem in evidentd o derivare directd oarecare
G/

Daca in derivarea directa u = v se aplica o regula care exista si in G,
GI

atunci evident pasul respectiv poate fi facut si in G. S& presupunem ca se
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aplica o regula nou introdusa de exemplu X — BC, deci pasul respectiv va
avea forma
u=uXu" = uBCu' =v
G/
dar regula X — BC din P’ a provenit dintr-o reguld din P, ldsand la o
parte simboluri din Uy, in cazul nostru din X — ABC, lasandu-1 la o parte

pe A € Uy. Deoarece A = )\, avem
G

*

v=uXu" = WABCY" = JABCv' =w.
G G

Prin urmare orice pas al derivarii considerate se poate obtine i in gramatica

G, deci Ay = psipe L(G), adica L(G') C L(G).
G

Sa consideram acum o gramatica G de tipul 2 gi sa presupunem ca \ €
L(G). Construim gramatica G’ ca si mai sus; orice cuvant p # A din L(G)
se poate obtine in G’ i invers , deci L(G’) = L(G)\{A\}. Considerdm atunci
o gramaticd G = (Vy U{S"},Vp, 8", PPU{S" — A\, §" — S}). Evident
L(G") = L(G). Toate regulile lui G" respects tipul 1 (cu u = v = A)
si contine o singurd reguld de gtergere S’ — X iar S’ nu apare in partea
dreapta a vreunei reguli. Deci G’/ este de tipul 1 si orice limbaj independent
de context este inclus in L1, adica £y C £1.0

1.3 Proprietati de inchidere a familiilor Chom-
sky

Fiind data o operatie binara notata cu ”e” pe o familie de limbaje L, vom
spuna ca familia L este Inchisa la operatia "e” dacd Li,Lo € L implica
L, e Ly € L. Definitia notiunii de inchidere pentru operatii unare sau cu
aritate oarecare este analoaga.

Vom numi familiile din clasificarea Chomsky, mai scurt, familiile Chom-
sky._

Inchiderea familiilor Chomsky la reuniune.

Teorema 1.1 Familiile de limbaje L;,j = 0,1,2,3 sunt inchise fatd de
reuniune.

Demonstratie. Fie Gy, = (Vn,,Vr,, Sk, Px),k = 1,2 doud gramatici de
acelasi tip j,j = 0,1,2,3. Putem presupune cd Vy, NV, = (). Trebuie si
aratam ca limbajul L(G1) U L(G2) este de acelasi tip j. In acest scop vom
construi o gramatica de tipul j care si genereze limbajul L(G1) U L(G3).
Consideram urméatoarea gramatica:
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G = (VN1 UVn, U {S},VTl UVe, PLUPU {S — 51|52})

Este evident ca G are acelag tip j ca si cele doua gramatici date.

Vom aréta cd L(G) = L(G1) U L(G3).

Fie p € L(G), adici S = p. In prima derivare directd trebuie cu
G

necesitate sa se utilizeze una din regulile S — S; sau S — S3. Prin urmare
avem una din urmatoarele doua variante:

S = S = p deci S, = p,pe L(G) C L(G1)UL(G»)
G G Gy

S = Sy = p, deci Sy = p,p€ L(Gy) C L(G1) UL(Gy).
G G G2

Deci p € L(G1) U L(G3), adica L(G) C L(G1) U L(G>).
Observatie. In implicatia ”S;=>p in gramatica Gq rezultdy S; = p”
G

se utilizeaza faptul cd neterminalele celor doua gramatici sunt disjuncte.
Astfel, derivarea S1=-p se va scrie detaliat astfel

G: Si=u=us= ... =u, = p.

Intrucat Sp € Vn, si S1 € Vi, In derivarea directd Sq=-u; se utilizeaza cu
necesitate o regula din Pp; prin urmare u; € V¢ , deci toate neterminalele
din u; sunt din Vi,. Mai departe, in derivarea directa u;=-us se utilizeaza

. o1 T . [VIEPN . *
cu necesitate o regula din Py, etc. In consecinta, in derivarea S; = p toate
G

simbolurile sunt din Vi, si se utilizeaza numai reguli din P;, de unde rezulta
implicatia.
Invers, fie p € L(G1) U L(G2). Daci, de exemplu, p € L(Gy), avem
S1 C:? p, rezulta Sq % p, deci putem construi derivarea S Z> S1 :;> D.
1

Prin urmare, p € L(G) si L(G1) U L(G2) C L(G).O
Ezemplu. Fie limbajele

L, ={1,11,111,...}, Lo, =4{01,0011,000111,...}.
Se poate verifica ca aceste limbaje sunt generate de gramaticile

G1: A— 1A[1,
G2 : B — 0B1]01.

Se vede ca L1 € L3 C Lo, Lo € Lo deci ambele limbaje sunt de tipul 2.
Problema inchiderii familiei £ la reuniune consta in: este limbajul
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LyULy ={1,11,...,01,0011,...}

de asemenea de tipul 2 (adicd existd o gramaticd de tipul 2 care sd il
genereze) ¢ Raspunsul este afirmativ; gramatica de tipul 2 care genereaza
limbajul Ly U Lo are regulile

S — A|B, A— 14|1, B — 0B1|01.

Inchiderea familiilor Chomsky la produs.

Teorema 1.2 Familiile de limbaje L;,j = 0,1,2,3 sunt inchise fatd de
produs.

Demonstratie. Fie Gy = (Vn,,Vr,, Sk, Px),k = 1,2 doua gramatici de

acelasi tip 7,7 = 0,1,2,3. Putem presupune cd Vy, N Vy, = . Vom

construi o gramaticd de tipul j care si genereze limbajul L(G1)L(G2).
Familiile Lo, L1, Lo. Luam gramatica G astfel

G = (VN1 UVn, U {S},VTl UVp,PLUPU {S — 5152}).

Fie p € L(G),S = p. Aceastd derivare va avea forma
e

S = 515 = p.
G G

Vom aplica in continuare o implicatie asemanatoare cu lema de localizare
de la limbajele independente de context: "dacd S;Ss=>p atunci p = pips si
5’1:*>p1, 52:*>p2. Demonstratie prin inductie asupra lungimii derivarii [.

Daca l = 2 (cea mai mica lungime!) atunci se vor aplica reguli de forma
S1 — i1 € P1, So — iy € Pyunde iy € Vo, U{A},ia € Vi, U{A}. Astfel ca
p = i1y §i putem lua p; = i1, p2 = 2.

Presupunem ca implicatia este adevarata pentrul =n gi luam [ = n+1.
In derivarea S;So=-p punem in evidenta ultima derivare directa

5152:*>q:>p.

Conform ipotezei inductive, ¢ = q1q2 si S1=-¢q1, S52=-¢q2. Fie u — v regula
care se aplica in ¢g=-p. Deoarece u — v este sau din P; sau din P, rezulta
cd u este subcuvant al lui ¢; sau go. Sa presupunem ca u € Sub(qq); atunci
@1 = qiug; i lnam py = jvgl, p2 = qo.
Este clar cad p = p1ps2 i ca Sy c:? p1, S C:j} Pa.
1 2
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Mai departe, avem ci p; € L(G1),p2 € L(G2) si deci p € L(G1)L(G3).
Invers, fie p € L(G1)L(G2). Atunci p = p1ps si St = p1, So = po.
G1 G2

Aceste derivari sunt valabile si in gramatica GG. Prin urmare putem scrie:

G: S = 55 = pips=p,
G G

adicd p € L(G) si L(G1)L(G2) C L(G).O

Observatie. In cazul familiei £o demonstratia primei parti se poate simpli-
fica aplicand direct lema de localizare. Deci, dacii S=S;Sy=>p, atunci p =
P1p2, S1=>p1, Sa=po. Tinand cont c¢a Vi, NV, = 0 avem S 2 p1, Sy S po

G1 Gs
si deci p1 € L(G1),p2 € L(G2).
Sa mai observam ca constructia de mai sus nu se poate aplica la familia
L3, deoarece regula nou introdusa S — 515 nu este de tipul 3.
Familia L3. Luam gramatica G de forma

G = (Vv]\/1 U‘/YNQ,VYT1 UVTQ,Sl,Pl/ UPQ),

unde P] se obtine din P; prin inlocuirea regulilor de forma A — p cu
A — pS,. Evident, G astfel construita este de tipul 3.

Vom numi regulile de forma A — pB de categoria I iar cele de forma
C — q de categoria a Il-a. Evident ca intr-o derivare care transforma
simbolul de start intr-un cuvant al limbajului generat de gramatica, in toate
derivarile directe se aplica reguli de categoria I iar in ultima o regula de
categoria II. S& mai observam cd P; are reguli numai de categoria I.

Fie p € L(G), deci Sy = p In aceastd derivare, primele reguli care se
G

aplica sunt din Py, apoi o reguld nou introdusa (cu necesitate, cici altfel nu
putem elimina neterminalele) iar ultimele reguli sunt din P,. Prin urmare,
derivarea va avea forma

Si = gA = qrSa=p1S2 = pip2 =p.
a a G

Este clar ¢& S1 = qr = p (la ultima derivare s-a reutilizat regula de
Gy

categoria II din P; din care a provenit regula noud) si So = po, adici
G2

p1 € L(G1),p2 € L(G2). Prin urmare p = pips € L(G1)L(G>) si deci
L(G) € L(G1)L(G2).
Fie acum p € L(G1)L(G2). Rezultd cd p = pipa, p1 € L(G1),p2 €
L(G>) si deci Sy G$ 1,5 C:j} po. In derivarea S; = p; ultima reguld
1 2

G1
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utilizata este de categoria a II-a, sa presupunem A — r, deci aceasta derivare
va avea forma
S1 = qA=qr =p1.
G1

Tinand cont ca in G avem regula A — 1S5, putem scrie in G derivarea

Si = qA = qrSa=pi1Ss = pip2=0p,
G G G

adica p € L(G) st L(G1)L(G2) C L(G).0
Inchiderea familiilor Chomsky la operatia inchidere Kleene.

Teorema 1.3 Familiile L£;,5 = 0,1,2,3 sunt inchise fatd de operatia de
inchidere Kleene.

Demonstratie. Familiile Lo, L1. Fie G o gramatica de tipul 0 sau 1 care
satisface conditia din lema 1.2. Construim o gramatica G* astfel

G* = (Vy U{S*, X}, Vi, S*, PU{S* — \|S|XS, Xi — Si|XSi, i € Vp})

Regulile nou introduse sunt de tipul 1, deci G* nu modifica tipul lui G.

Fie p € L(G*), S*=p. Deosebim 3 cazuri dupd prima reguld care se
aplica:

1. Prima regula este S* — \; atunci derivarea noastra va avea forma

S*= X si evident p =\ € L(G)".

2. Prima regul este S* — S; atunci in G avem S*=S=>p si in mod
evident S = p, p € L(G) C L(G)".
G

3. Prima regula care se aplica este S* — XS derivarea va avea forma
(in G*):

S*=XS =Xp,=
=X Spn=Xpp_1pn=
(A)
=XSp3 ... pn=Xpops ... Pn1Pn=>
=X Spaps ... ppn=P1D2D3 - - - Pn-

Pentru fiecare subcuvant p; avem S:*>pj, deci S = pj st p; € L(G)
G

aga incat p = p;...p, € L(G)" C L(G)".

Observatie. Faptul ca in G* S:*>pj rezulta astfel: tindnd cont ca nu
putem elimina neterminalul X decat cu o regula de forma Xi — Si, in



20 CAPITOLUL 1. LIMBAJE FORMALE

X S trebuie cu necesitate sa il transformam pe S pana cand al doilea
simbol va fi un terminal, deci

XS=Xiq, q € V si S=iq.
In acest moment putem s# il rescriem pe Xi cu una din regulile X7 —
Si| X Si, ete.

Invers, daca p € L(G)" atunci p=p;...p, si S = p;,j = 1,n deci si
G

in G* avem S=p;. Putem atunci scrie derivarea (A) si p € L(G)".0
Familia Lo. Construim gramatica G* astfel

G = (VyU{S*},Vr,S*, PUP U{S* — S*S|\})
Fie p € L(G*), deci S=p. Aceastd derivare va avea forma (in G*)

(B) S*=S5*S...S=p.

Conform lemei de localizare, p = p1 ... py, S:*>pj,j =1,n i deci S:*>pj,
ceea ce inseamnd ca p € L(G)" C L(G)", adica L(G)* C L(G*).

Invers, fie p € L(G)*; atunci p = py ...pn, S=p;,j = 1,n. Putem scrie
atunci derivarea (B) si p € L(G*), adica L(G)* C L(G*).O

Familia L5. Construim gramatica G* astfel

G = (VN U{S*},Vp,S*,PUP U{S* — S|\}),

unde P’ se obtine din regulile de categoria IT din P si anume, daci A — p € P
atunci A — pS e P'.
Fie p € L(G*), adici S*=p. Punand in evidentd prima derivare direct,
avem
G*: §*=5=p.
Daci in derivarea S=>p se aplicd numai reguli din P, atunci S :;> p,p €

L(G) C L(G*).
Sa presupunem ci se aplica si reguli din P’; derivarea va avea forma

(C) S*=S=p1SSpipaS=...Sp1...py.

Evident, S=p;, deci p; € L(G), adicd p € L(G)", ceea ce inseamni ca
L(G*) C L(G)".

Invers, fie p € L(G)™; atunci p = py ...p,, S=p;,j = 1,n, sau S=p; si
putem scrie derivarea (C). Aceasta inseamni ci p € L(G*) sau L(G)" C

L(G*).0
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Observatie. Operatiile reuniune, produs si inchidere Kleene se numesc
operatii requlate. Proprietatile de inchidere demonstrate pana acum pot fi
sintetizate astfel:

Teorema 1.4 Familiile de limbaje din clasificarea Chomsky sunt inchise la
operatiile requlate.

Recapitulare aupra constructiilor gramaticilor:
Reuniune

7=0,1,2,3:
G = (VNl U VN2 U {S},VTl U VT2,P1 UPyU {S — 51|SQ}).

Produs

7=0,1,2:

G = (‘/N1 U‘/]\/'2 U{S},VTl UVT2,P1 UPQU{S—> 5152})
| =3

:( N1 UVN27VT1 UVT2,Sl7P{UP2)’

Q%

unde P] se obtine din P; prin inlocuirea regulilor de forma A — p cu
Inchidere Kleene

j=0,1:

G* = (VNU{S*, X}, Vp,8*, PU{S* — A\S|XS, Xi— Si|XSi, i € Vr})
j=2:

G* = (VN U{S*},Vp, S*, PU{S* — S*S|\})

j=3:

G* = (VN U{S*},Vp, S*, PUP U{S* — S|\}).

1. Specificati limbajul generat de gramatica G = (Vy, Vr, S, P), pre-
cizand tipul gramaticii (cf. clasificarii Chomsky):
(a) Vn ={A}, Vi = {a,b}, S= A, P={A — aA|b};
(b) Vv ={xo}, Vr ={A,B,..., Z}, S =z, P ={x¢ — x1D,
z1 — 22N, 22 — E};
(c) Viv={A}, Vr ={0,1,2}, S= A, P ={A — 040|1A1|2A2|\};
(d) Vw ={S, A}, Vr ={0,1,...,9,.},
P={5— A.A A— 0A|1A]...|94]0]1|...]9};

(e) Vi = {S}, Vi = {PCR,PDAR,UDMRY},
P ={S — PCR|PDAR|UDMRY};
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(f) Vv ={A4,B,C}, Vr ={0,1}, S = A, P = {A — 0A|1BJ1,
B — 0C|14,C — 0B[1C|0};
(g) VN = {S7A7B7C}a VT = {0717"'797+7_}a
P={S— +A| - AJA, A — 04|1A4]|...|94|0|1]...|9};
(h) Vv ={S}, Ve ={()}, P ={S — S(9)S|A};
(1) VN = {EaTaF}a VT = {(a)7i>+a*}a S = E7
P={E—E+T|T,T —T*F|F,F — (E)|i};
(G) Vv ={S, A, B}, Vr = {a,b,c}, P ={S — abc|aAbc,
Ab — bA, Ac — Bbee,bB — Bb,aB — aaAlaa};
(k) Vv = {S,A,B,C,D,E}, Vi = {a}, P = {S — ACaB,Ca —
aaC,CB — DB|E,aD — Da,AD — AC,aF — Ea, AE — \};
(1) Vv ={S,A,B,C,D,E}, Vp = {a,b}, P ={S — ABC,
AB — aAD|bAE,DC — BaC,EC — BbC,Da — aD,Db —
bD,Ea — aE, Eb — bE,AB — \,C — \;aB — Ba,bB — Bb};

. Folosind teorema sa se construiasca o gramatica independenta de con-

text, fara reguli de stergere care genereaza limbajul de la problema
1-h.

. Gasiti gramatici care genereaza limbajele urmatoare:

(a) L= {/\}
(b
(c) L= {0"\71 EN};
(d) L ={a'ta't’};

)
) L
) L
)
) L
)
) L
)
)
i) L

(e) L = {awbbw'|lw,w’" € {0,1}*};

(f) L = {w| w constantd reald in limbajul PASCAL };
(g) L={we{0,1}*|w contine maxim 2 de 0 };

(h) L = {waw|w € {0,1}*};

(i) L= {w|w octet ce reprezmta un numar par };

. Se considera limbajele generate de gramaticile de la problema 1 punc-

tul a,b,c,d. Notam aceste limbaje cu L, Ly, L., L4. Folosind demon-
stratia teoremelor referitoare la inchiderile familiilor de limbaje din
clasificarea Chomsky s se gaseasca gramatici care genereaza limba-
jele Lo U Ly, Lo U Ly, LoLy, LoLg, LY, LY.



Capitolul 2

Limbaje regulate

2.1 Automate finite si limbaje regulate

Automate finite. Automatele finite sunt mecanisme pentru recunoasterea
limbajelor de tipul 3 (regulate). Un automat finit (AF') se compune dintr-o
banda de intrare si un dispozitiv de comandd.

Pe banda de intrare sunt inregistrate simboluri ale unui alfabet de in-
trare, constituind pe banda un cuvant p. La fiecare pas de functionare
banda se deplaseaza cu o pozitie spre stanga.

Dispozitivul de comanda poseda un dispozitiv de citire de pe banda;
dispozitivul se afla permanent intr-o anumita stare interna, element al unei
multimi finite de stari. Schema unui automat finit este redata in figura 2.1.

Automatul finit functioneaza in pagi discreti. Un pas de functionare
consta din: dispozitivul de comanda citeste de pe banda de intrare simbolul
aflat In dreptul dispozitivului de citire; in functie de starea interna si de
simbolul citit, automatul trece intr-o noua stare gi muta banda cu o pozitie
spre stanga. Automatul isi inceteaza functionarea dupa ce s-a citit ultimul
simbol inregistrat pe banda; in acest moment el se va afla intr-o anumita
stare, care, dupa cum vom vedea, va juca un rol important in recunoasterea
cuvintelor.

Din punct de vedere matematic, un automat finit este un sistem
AF = (27 I? f7 S0, 2f)?

unde
> este multimea de stari;
I este alfabetul de intrare;
f: X x I — P(X) este functia de evolutie;
sp € X este starea initiala;
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11 19 13 e i -+ ip—1 i, Banda de intrare

< Dispozitiv de citire

Dispozitiv de comanda
se S POz

Figura 2.1: Reprezentarea schematica a unui automat finit

Yy C X este multimea de stari finale.

Daca pentru orice (s,i) € ¥ x I, avem |f(s,i)| < 1 automatul se numeste
determinist; in caz contrar se numeste nedeterminist.

Observati:

(1) P(X) este multimea partilor lui 3; deoarece () € P(X) este posibil ca
pentru un anumit s € S gi 7 € I si avem f(s,1) = 0.

(2) In cazul unui automat determinist vom scrie f(s,i) = s
f(s,i) e {s'}.

(3) Definitia data este specifica teoriei limbajelor formale. O alta definitie
(mai generald) , intalnitd in teoria automatelor este urméitoarea: un au-
tomat finit este un sistem AF = (X,1,0, f, g, s0, F) unde, X, I, f, so, F au
semnificatia de mai sus, O este alfabetul de iegire iar g : ¥ x I — P(O) este
functie de iesire. Functionalitatea unui astfel de automat finit este analoaga
cu cea descrisa mai sus, cu deosebirea ca la fiecare pas automatul furnizeaza
o iegire o € g(s,1).

Functionarea unui automat finit se poate bloca in situatia in care el se
afld in starea s, citegte de pe banda simbolul 7 si f(s,i) = (J; evident ca in
acest caz functionarea in continuare nu mai este posibila.

" (in loc de

Prin diagrama de stari a unui automat finit intelegem un graf orientat
care are nodurile etichetate cu starile s € X iar arcele se construiesc astfel:
nodurile s, s’ se unesc cu un arc orientat de la s la s’ daca exista ¢ € I astfel
incat s’ € f(s,4); arcul respectiv va fi notat cu 1.

Ezxemplu AF = (X,1, f, 50, X¢) unde X = {sg, 51,82}, I = {41,492}, Xy =
{s2}, iar f este datd de tabelul



2.1. AUTOMATE FINITE SI LIMBAJE REGULATE 25

i1 i1, 02
7|
19

) 1
12

Figura 2.2: Diagrama de stari

S0 51 52

i1 | {s1} | {s2} {s0}

io | 0 | {so,s1} | {s0,51}

Diagrama de stari corespunzatoare este prezentata in figura 2.2.

Functia de evolutie Functia f se prelungeste de la ¥ x I la P(X) x I*
deci f: P(X) x I* — P(X), astfel:

(a) F(s,\) = {s}, Vs € %,

(b) f(0,4) =0,VieI,

( ) ( ) User(S7i)7Z€P(E)7Z7é®7

(d) £(Z.pi) = f(f(Z,p),9).

Sa observam ca relatiile de mai sus constituie o definitie prin recurenta,
corectd; fiind dat f, putem defini mai intéi toate valorile f(Z,7) (un numar
finit, deoarece I este o multime finitda), apoi f(Z,p) pentru |p| = 2, in
continuare f(Z,p) pentru |p| = 3, etc.

Proprietatile functiei f:

1. Daca Zj, este o familie de parti a lui X, avem

FJ 2.1y = (2. i)
k k

Demonstratie. Utilizand (c) putem scrie

Uf(Zkai):U(U f(s,4) U f(s,4) UZk,
k

k s€Zy seUZy,

2' f(Zap) = UseZ(f(sap))7 p S I*
Demonstratie. Prin inductie asupra lungimii lui p.
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Pentru |p| = 1 avem f(Z,i) = U, f(s,14), adica (c).
Presupunem ci relatia este adevarata pentru |p| = m si consideram un
p astfel incat |p| = m + 1, deci p = p'i, |p'| = m. Putem scrie

f(va) = f(Z7p/i) = f(f(Z7p/)7i) = f(UsEZ f(&p’),i) = O
= USEZ f<f(57pl)77’) = USEZ f(S,p/Z) = USEZ f(sap)

3. f(s,pq) = f(f(s,p).q), p,g € I"
Demonstratie. Inductie asupra lungimii lui q.

Daca |q| = 1, atunci ¢ = i i relatia se reduce la (d).

Presupunem c& proprietatea este adevirata pentru r si consideram |q| =
r+ 1. Deci ¢ = ¢’i. Avem

f(s,pa) = f(s,pq'i)) = f(f(s,pq"),0) = F(f(f(s,p).d),i) =
= f(f(s,p),d')) = f(f(s,p), 0)-

Limbaje regulate.

Definitie 2.1 Limbajul recunoscut de automatul finit AF = (£, 1, f, s0,X)
este

L(AF) ={plp € I", f(s0,p) N X5 # 0}

Deci p € L(AF) dacd automatul aflandu-se in starea initiala sg, dupa
|p| pasi de functionare poate si ajungd intr-o stare finala.

In cazul unui automat finit determinat limbajul recunoscut poate fi
definit in modul urmator. Pentru fiecare s € ¥ definim functia fs : I* —

P(%) prin fi(p) = f(s,p).

Atunci
f(s0,p) X #0 <= f(s0,p) = fso(p) € Ey,

deci
L(AF) = {plf(s0,p) N Xy # 0} = f5,} (Zf)

Limbajele recunoscute de automate finite le vom numi limbaje regulate;
familia acestor limbaje o vom nota cu R. Evident, familia limbajelor re-
cunoscute de automate finite deterministe, R4, este o parte alui’R, Rq4 C R.
Vom arata ca cele doua familii coincid.

Teorema 2.1 R;=R.

Demonstratie. Fie AF = (3,1, f,s0,X¢) un automat finit (in general
nedeterminist). Construim urmatorul automat finit determinist AF’ =
(X1, ' {s0}, %)) unde X' = P(X), f' = f (prelungirea la P(X) x I*
), Xy ={Z| ZeP(X),ZnZ; #0}.
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Evident, automatul AF’ este determinist.
Fie p € L(AF). Atunci f(so,p) N Xy # 0 si f(s0,p) € ¥}. Pe de alta
parte, conform cu proprietatea 2 a functiei de evolutie, avem

f/({SO}vp) = f(807p)

si deci f(so,p) € X', adica p € L(AF") si L(AF) C L(AF’).

Pe o cale analoaga se arata cad L(AF') C L(AF).O

Observatie. Faptul ca un cuvant este recunoscut de un automat finit se
poate verifica prin calcul direct sau pe diagrama de stari.

Ezemplu. Consideram automatul din exemplul anterior si fie p = i1121;.
Prin calcul direct:

f(s0,i1i201) = f(f(f(s0,11),02),41) = f(f({s1},42),01) =
= f({s0,s1},41) = f({s0o},i1) U f({s1},41) = {s1} U {s2}.

Astfel ca f(so,i1i2i1) N Xy = {s2} # 0 si p € L(AF).
Pe diagrama de stari exista traiectoriile:

i1 (2 i1
S0 *S1 50 7815

’il ’ig ’il
S S1— 81— 52;

A doua traiectorie ne duce intr-o stare finala, deci p € L(AF).

Limbaje de tipul trei si limbaje regulate. Vom arata in cele ce
urmeaza ca familia limbajelor de tipul 3 coincide cu familia limbajelor re-
gulate. In prealabil vom pune in evidenta o forma speciala a limbajelor de
tipul 3, pe care convenim sa o numim forma normala.

Definitie 2.2 Vom spune ca o gramatica de tipul 3 este in forma normald
daca are requli de generare de forma

{ A —iB, unde A, B,C € Vy, i,j € Vp

C—1J
sau requla de completare S — X gi in acest caz S nu apare in dreapta vreunei
requli.

Lema 2.1 Orice gramatica de tipul 3 admite o formd normald.

Demonstratie. Dacd G = (Vi, Vr, S, P) este gramatica data, eliminam
in primul rand regulile de stergere (teorema de la ierarhia Chomsky) apoi
construim gramatica G’ = (V4 Vr, S, P'), unde V}; si P’ se definesc astfel:



28 CAPITOLUL 2. LIMBAJE REGULATE

introducem in V}; toate simbolurile din V iar in P’ toate regulile din P
care convin; fie acum in P o regula de forma

A—pB, p=ii...iy
Vom introduce in P’ regulile:

A — 2,
2y — 9 s,

ey

Zn—1 — inB,

iar simbolurile 73, ... Z,,_; le includem in V.

In cazul unei reguli de forma A — p cu |p| > 1 proceddm analog, ex-
ceptand ultima reguld nou introdusa care va avea forma Z, 1 — i,. Sa
mai facem observatia ca simbolurile Z1, ..., Z, 1 le luam distincte pentru
fiecare caz.

Se poate ardta usor cd L(G) = L(G').0

Teorema 2.2 Familia limbajelor de tipul 8 coincide cu familia limbajelor
regulate.

Demonstratie. Partea I: E € L3 = F € R.

Fie E un limbaj de tipul 3 si G = (Vn,Vr, S, P) gramatica care il
genereaza; putem presupune cd G este in forma normala. Construim au-
tomatul finit AF = (3,1, f,s0,2) unde ¥ = Vy U{X} ( X simbol nou),
1= VT, So — S §i

5, {X,8} ,pentru¥ — \€P
= {x}) ,pentruy — A ¢ P

Functia de evolutie este definita de:

dacd A — iB € P luam B € f(A,1),
dacd C — j € P luam X € f(C,7),
in rest

Observatie. Automatul astfel definit este in general nedeterminist. De e-
xemplu, dacd A — 0B]0 atunci f(A,0) = {B, X}.

Fiep € L(G), p =1y ...ipn, deci S=p. Detaliat, aceastii derivare va avea
forma

(1) S=>i1A1:>i1i2A2:>i1i2 R in_lAn_12>i1i2 U

S-au aplicat regulile:
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S — ilAla
(2) Al i Z.21427

An,1 — Zn

In automat avem corespunzator:

Al S f(S,il),
(3) : Ag € f(A1,i2),

X € f(An—1,1n)
Putem scrie traiectoria
(4) § -5 A2 4,8 X ey

Deci p € L(AF).

Daca p = A, atunci S=A i S — A € P. Dar atunci A € L(AF), cici
automatul este In starea S gi ramine in aceasta stare dupa ”citirea” lui A;
cum insi in acest caz S € X rezultd ci si in acest caz p € L(AF). In
consecintd L(G) C L(AF).

Fie acum p = 4y...9, € L(AF); atunci avem traiectoria (4), relatiile
(3), regulile de generare (2) si putem scrie derivarea (1), adica p € L(G) si
L(AF) C L(G).O
Partea I E € R =F € L3.

Vom indica numai modul de constructie a gramaticii. Fie AF = (X, I, f, s0, Z¢)
automatul finit care recunoaste limbajul E, pe care il presupunem determin-
ist. Construim gramatica G = (3, I, sg, P) unde multimea P este definita
astfel

f(A, i) = B genereaza regula A — iB € P,
in plus daca B € X se genereaza si regula A — ¢ € P.

Putem aréta ca L(G) = L(AF).0

2.2 Proprietati speciale ale limbajelor regu-
late
Caracterizarea limbajelor regulate. Limbajele regulate, fiind parti din

I*, se pot caracteriza algebric, independent de mecanismele de generare
(gramaticile de tipul 3) sau de cele de recunoastere (automatele finite).
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Teorema 2.3 Fie E C I* un limbaj. Urmdatoarele afirmatii sunt echiva-
lente.

(a) E€R;

(b) E este o reuniune de clase de echivalente a unei congruente de rang
finit;

(¢) Urmdtoarea congruentd

1= {(p,q)|xs(riprz2) = x5(rigra),Yri,r2 € I"},
unde xg este functia caracteristica a lui E, este de rang finit.

Demonstratie: Vom ardta urméatoarele implicatii: (a) = (b), (b) = (¢), (¢) =
(a).

(a) = (b).

Fie AF = (%,1, f, s0, ¥f) automatul finit care recunoaste limbajul E.
Definim pe I* relatia

E={pDIf(s,p) = f(s,9),Vs € £}.

Se poate vedea cu usurinta ca { este o relatie de echivalenta (reflexiva |
simetrica , tranzitivd). In plus , dacid r € I* i (p, q) € &, atunci (pr,qr) € £
si (rp,rq) € €. De exemplu, prima apartenentd se deduce astfel

f(s,pr) = f(f(S,p),T‘) = f(f(qu)vr) = f(s,qr)7 ete.

Prin urmare £ este o relatie de congruenta.

Sa aratam ca aceastd congruenta este de rang finit, adica multimea cat
I*/¢ este finita.

Fie a : ¥ — ¥ o aplicatie oarecare gi fie multimea

I(a) ={plp € I", f(s,p) = a(s),Vs € X}

S& observam ca dacd « este functia identicd atunci A € I*(«). Deci
nu toate I*(a) sunt vide; in acest caz I*(a) este o clasa de echivalenta.
Intr-adevir, fie p € I*(a) C I* fixat si fie C) clasa de echivalenta a lui p.
Ardtam cd C, = I*(«). Dacd g € I'*(«), atunci f(s,q) = a(s),Vs € &, ceea
ce Inseamnd cad f(s,q) = f(s,p),Vs € X, si deci (p,q) € € adicd ¢ € C,, si
I*(a) C Cp. Invers daci g € C, atunci f(s,q) = f(s,p) = a(s),Vs € T si
q € I*(a), adicd C}, C I*(a). Aceasta inseamna ca I*(a) = C), adicd I'* ()
este o clasa de echivalenta .

Intre multimea cat I* /£ gi multimea functiilor definite pe ¥ cu valori
in ¥ putem stabili urmatoarea corespondenta biunivoca: wunei functii o :
¥ — ¥ i corespunde clasa de echivalentd I*(a). Invers, fiind data o clasa
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de echivalentd C, luam p € C (oarecare) si atagim lui C' functia a(s) =
f(s,p)V¥s € ¥. Tindnd cont ca daca ¢ € C atunci f(s,p) = f(s,q),Vs € &,
rezulta ca functia o nu depinde de elementul p ales.

Dar multimea functiilor definite pe ¥ cu valori in ¥ este finita, deci I* /£
este finita, adica congruenta £ este de rang finit.

Fie acum p € L(AF) si q astfel ca (p,q) € §&. Avem

f(s0,q) = f(s0,p) € Ef;

adicd ¢ € L(AF). Aceasta inseamnd ci odata cu elementul p, L(AF’) contine
clasa de echivalentd a lui p. De aici rezulta ca L(AF') este constituit dintr-un
anumit numar de clase de echivalenta a lui £.0

(b)=(c)

Fie £ o congruenta de rang finit §i £ o reuniune de clase de echivalenta.
Fie apoi (p, q) € &; aceasta inseamnd ca ripro € E < rigre € E, deci

xe(ripre) = xe(rigra),Vri,re € I".

Prin urmare, (p,q) € u. Orice clasi de echivalentd din I*/¢ este inclusa
intr-o clasa de echivalenta din I*/u, asa incat card(I*/p) < card(I*/§),
adica congruenta p este de rang finit.O

(c)= (a)

Presupunem ca p este o congruenta de rang finit; consideram automatul
finit AF = (I"/u, I, f,Cx,Xy¢), unde functia de evolutie f si multimea de
stari finale sunt

f(Cp,i) = Cpi, ¥y ={Cyplp € E}.

Vom ariita ci E = L(AF). In primul rand si observiim ci f(Cp,q) = Cpy
(se poate ardta prin inductie asupra lui |g|). Avem

peEE & CpeXse f(Cr,p) =Cr=C, € Xy < pe L(AF)
adicd F = L(AF) si E este un limbaj regulat.O
Corolar 2.4 Familia R este inchisa la operatia de rasturnare.

Demonstratie. Fie E € R si E risturnatul lui E. Conform teoremei de
caracterizare, card(I*/u¥) < co. Avem

(p,q) € TR XEe(r1ipr2) = xe(riqrz) <

si N
Xz(1p2) = x5(Fgr2) & (5, q) €
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Cu alte cuvinte daca C' este o clasa de echivalentd a lui P atunci C
(rasturnatul lui C) este o clasd de echivalentd a lui u”. Aceasta inseamna

ca card(I* /u®) = card(I* /u¥) < o si conform aceleiasi teoreme de carac-
terizare £ € R.O

Observatie. Am vazut ca limbajele de tipul 3 pot fi definite de gra-
matici cu reguli de doud categorii: drept liniare sau stang liniare. Este
evident ca limbajele stang liniare sunt rasturnatele limbajelor drept liniare.
Cum familia limbajelor regulate (drept liniare) este inchisa la operatia de
rasturnare, rezulta ca cele doud familii de limbaje coincid.
Inchiderea familiei £; la operatiile Pref si complementariere.

Operatiile Pref si complementariere se definesc in modul urméator
Pref(E)={p|3reI*,prec E}, C(E)=1"\E.

Teorema 2.5 Familia L3 este inchisd la operatiile Pref si complemen-
tariere.

Demonstratie. Fie AF = (X,1, f, so, Xy) automatul finit care recunoagte
limbajul E. Putem presupune ci AF este determinist.

Limbajul Pref(E). Construim automatul finit AF" = (3,1, f, 50, 2})
unde

' ={s € ls = f(s0.q), q € Pref(E)}.

Este evident ca Pref(E) C L(AF’), cici dacd g € Pref(F) atunci s =
f(s0,q) € X conform definitiei lui ¥.

S& ardtdm acum cd L(AF’) C Pref(E). Fie r € L(AF’), atunci
f(s0,q) € ¥, deci existd q € Pref(FE) astfel incat f(so,7) = f(s0,9)-
Cum q este prefixul unui cuvant din E, exista w € I'* astfel incat quw € F,
adica f(sg,q) € L. Dar

f(s0,mw) = f(f(s0,7),w) = f(f(s0,9),w) = f(s0,qw) € Xy,

deci rw € E gi r € Pref(E). Aceasta inseamnd cd L(AF’) C Pref(E) si
prin urmare Pref(FE) = L(AF’), adicad Pref(FE) este limbaj regulat.O
Limbajul C(E). Avem

CE)={pel'lpg E} ={pecI'|f(s0,p) € s} = {p €I, f(50,p) € C(Ey)}.

Prin urmare C(E) = L(AF,) unde AF, = (%,1, f,s0,C(Zy)}, adicd C(E)
este un limbaj regulat.O
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ij Sj Z.k+1 .
s-. :. : Sk+1
RS Skzjfl .
. 5j+1 Sn—1n
i Sk—1 Sp
11 481

Figura 2.3: Traiectoria automatului finit

2.3 Lema de pompare pentru limbaje regu-
late

Sub aceastd denumire (sau lema wvw) este cunoscutd o proprietate a lim-
bajelor regulate (ca si a altor familii de limbaje) care ne premit si des-
compunem cuvintele suficient de lungi ale limbajului in forma uwvw si sa
multiplicAim subcuvantul v de un numar arbitrar de ori, obtinand cuvinte
care apartin de asemenea limbajului. Cu alte cuvinte, putem sa ” pompam”
in cuvantul dat o anumitd parte a sa. Astfel de leme se utilizeaza deseori
pentru a rezolva probleme de neapartenenta, adica pentru a arata ca un
anumit limbaj nu apartine unei familii date de limbaje.

Lema 2.2 Fie E un limbaj requlat si AF = (X,1, f, s0,2f) automatul finit
care il recunoagte. Dacd p € E si |p| > card(X) atunci p se descompune in
forma p = uvw, v# X gi ww™w € E, Vm € N.

Demonstratie. Fie p = i1...4p,, n > card(X); fie sg,s1,...,S, stirile par-
curse de automat la citirea cuvantului p. Atunci, s; = f(s;-1,%;), j =
1,n, s, € Y ¢. Existd In mod necesar doud stari egale, s; = s3, 7 < k.
Traiectoria va avea o bucld (vezi figura 2.3).

Descompunem cuvéntul p in forma p = wow unde v = 4;...4;, v =
Tj41 .. 0k, W=1k41...5,. Este clar ca v # A, caci j < k. Pe de alta parte,
putem parcurge traiectoria facand de mai multe ori bucla, adica

f(s0, uv™w) = s, € Ly.
Prin urmare uwv™w € E.O

Consecinta 2.3 Incluziunea L3 C Lo este strictd.
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In adevir, fie limbajul Ly = {0"1"|n > 1}. Stim c& acest limbaj este de tipul
2 gi cd poate fi generat de gramatica G = ({A},{0,1}, A, {A — 0A1]01}).
Sa aratam ca Lo nu este de tipul 3.

S& presupunem ca Lo este de tipul 3 si fie AF = (2,1, f,s0,5¢) au-
tomatul finit care il recunoagte. Cum Lo contine cuvinte oricat de lungi,
fie p € Ly astfel incat p > card(X). Conform lemei de pompare, p se des-
compune in forma p = wvw, v # A si ww™w € E. Putem avea una din
situatiile:

(1)p=0...00...00...01...1,
R

u v w

(2)p=0...01...11...11...1,
———— S~

u v w

(3)p=0...00...11...1.
NN

u v w

Primele doua cazuri nu pot avea loc deoarece multiplicandu-1 pe v, numarul
de simboluri 0 si 1 nu s-ar pastra egal. In al treilea caz, luand de exemplu,
m = 2 obtinem

p2=0...00...10...11...1 € Lo

ceea ce din nou nu este posibil, Intrucit se contrazice structura cuvintelor
lui Ly. Prin urmare Lo nu este de tipul 3.0

Observatie. Este interesant de observat ca limbajele simple de forma lui
Ly sunt semnificative pentru clasele din clasificarea Chomsky. Astfel

Ly ={a"n > 1}, Ly € Ls;
Loy = {a"b”|n > 1}, Ly € Lo, Lo ¢ Ls3;
Ls = {a”b"c”|n > 1}, Ls € £1(7), L3 ¢ Lo;

Ne-am putea astepta ca limbajul L3, un exemplu analog lui Lo, sa fie de tip
1, adica L3 € L1, L3 & L5. In adevar, se poate arata ca Lg € Lo, dar dupa
cunostinta autorului, aparenta L3 € £ este o problema deschisa.

Consecinta 2.4 Fie E un limbaj requlat si AF = (X, 1, f, 50, Xf) automatul
finit care il recunoaste. Atunci E este infinit daca $i numai dacd existd
p € E astfel incdt |p| > card(X).

Daci limbajul este infinit, este clar cd existd p € E cu |p| > card(Z).
Invers, daca existd p € E cu |p| > card(X) atunci p = wow, v # X si
uv™w € E,¥Ym € N, deci limbajul este infinit.O
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2.4 Expresii regulate

Expresii regulate si limbaje reprezentate Fie V un alfabet. Expresi-
ile regulate sunt cuvinte peste alfabetul V U {e,x, |}, unde simbolurile su-
plimentare introduse le vom considera operatori:”|”-sau, ”e”-produs, ”«”-
inchidere. Expresiile regulate se definesc astfel:

(1) X este o expresie regulati;

(2) pentru orice a € V, cuvantul a este o expresie regulat;

(3) dacd R si S sunt expresii regulate, atunci R|S R e S si R* sunt
expresii regulate.

Pentru a pune in evidenta ordinea de aplicare a operatorilor vom uti-
liza paranteze; de exemplu (R|S) ¢ P. Vom considera cd operatorul * are
ponderea cea mai mare, apoi operatorul e gi | ponderea cea mai micé. Deci
prin R|S* vom intelege R|(S*).

Observatie. Expresiile regulate se pot defini cu ajutorul gramaticii G =
({E, T, F},VU{|,ex(,)}, E, P) unde

E—ET| EeT| T,
P=¢ 17T | F
F—(E)| a| A

Unei expresii regulate 1i putem asocia un anumit limbaj peste V'; vom spune
ca expresia regulata reprezinta (desemneaza, noteaza) acel limbaj. Modul
in care asociem un limbaj unei expresii regulate este

(1) X reprezinta limbajul {A},

(2) a reprezinta limbajul {a},

(3) daca R si S sunt expresii regulate si reprezintd respectiv limbajele
Lp i Lg atunci

(i) R|S reprezintd limbajul Lr U Lg;

(ii) R e S reprezinta limbajul LrLg;

(iii) R* reprezinta limbajul (Lg)*.
Fie R, S, P trei expresii regulate si Lg, Lg, Lp limbajele reprezentate.
Avem :

Lgisyjp = (LrULs)ULp = LrU (Ls U Lp) = Lgj(s|p),

intrucat operatia de reuniune este asociativa. Vom scrie (R|S)|P = R|(S|P).
In mod analog se pot obtine si alte proprietati. De exemplu:

S|R = S|R,
RIR =R,
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(ReS)eP=Re(SeP),
Re(S|P)=(ReS)|(ReP), etc.

In cazul in care nu exista pericol de confuzie, vom nota cu L (farad indice)
limbajul reprezentat de o anumita expresie regulata.
Ezemple.

L R=a% L=U; o{a’} = {Na,a®. . }.

2. R=aa*; L=ae{\a,ad? ...} ={a,a®a®..}.

3. R=(a|b)*; L = (Lo U Ly)" = ({a} U{b})" = {a,b}";

{a,b}* = {\}U{a,b}' U{a,b}?U... = {\,a,b,aa,ab,ba,b, ...},
adica (alb)* reprezintd multimea tuturor cuvintelor peste alfa-
betul {a,b}.

4. R=alba*; L = {a} U{b} e {)\ a,a?, ...} = {a,b,ba,ba?,...}.

Limbajele reprezentate de expresii regulate constituie o anumita familie de
limbaje; o vom nota cu L;.. Apare urmatoarea problema: care este pozitia
acestet familis in ierarhia Chomsky? Vom arata ca L. coincide cu familia
limbajelor regulate.

2.5

Sisteme tranzitionale

Definitie 2.3 Un sistem tranzitional este un sistem de forma
ST = (3,1, f,%0,%y,9)

unde:

Y este o multime (finita) de stari;

I este alfabetul de intrare;

f: X x I — P(X) este functia de tranzitie;
X C X este multimea de stari finale;

§ C X x X este relatia de tranzitie .

Ezxemplu. ¥ = {sg,s1,s2}, I = {0,1}, Lo = {so,s1}, Ly = {s2} iar
functia si relatia de tranzitie sunt date de:

/ 50 S1 52

0 {s1} | {s2} {s0}

1 A {50,81} {50,82}
0 = {(s0,51), (s2,81)}-

Ca si in cazul unui automat finit putem construi diagrama de stéri com-
pletatd cu relatia ¢ (arcele punctate). In cazul exemplului nostru diagrama
de stari este prezenta in figura 77
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Observatie: § fiind o relatie, are sens ¢* (inchiderea tranzitivd gi re-
flexiva).

Fie ¢ € TU{\}; vom spune ca sistemul tranzitional evolueaza direct din
starea s’ in starea s” daca:

(1) i = Xsi(¢,8") € 0*. Pe diagrama de stiri vom avea o traiectorie
punctatd de la starea s’ la starea s”;

s —0—0—...—0—3s".

(2) i # X gl existd s1,80 € X astfel incat (s',s1) € 0, s2 € f(s1,1)
si (s2,8"”) € 6*. Pe diagrama de stari, putem ajunge din s’ in s” pe o
traiectorie punctata, apoi un pas pe un arc plin si din nou pe o traiectorie
punctata.

§—0—...— 85 ——8—0—...— 5"

i
Vom scrie s’ - s”.
. iy o . . 5 di .
Fie acum ) in. Vom spune ca sistemul evolueaza din starea s’ in

starea s’ daci exista sg, s1,..., s, astfel incat
’ i i2 in "
s =sgkFs1H...Fs,=5".

p
Vom scrie s’ - s”.

Definitie 2.4 Limbajul recunoscut de un sistem tranzitional ST este

p
L(ST)={plpe I, 3so € o, soF s, s € L}

Vom nota cu Lgr familia limbajelor recunoscute de sisteme tranzitionale.
Este evident ca orice automat finit este un sistem tranzitional particular
in care card(Xg) = 1 iar § = ) (nu existd arce punctate). Prin urmare
R C Lsr.

Teorema 2.6 R = Lgr.

Demonstratie. Evident, trebuie sa aratam incluziunea Lgr C R. Fie ST =
(3,1, f, X0, X,d) un sistem tranzitional. Construim automatul finit AF' =
(P(2), 1, f', %0, %)) unde

F(Zi) = {s]3s' € Z, 5' I s},
221205 £ 0},
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Fiep =1y ...i, € L(ST) si fie urméitoarea evolutie a sistemului tranzitional

2

i in
sokle...anGEf.
Putem construi o traiectorie a lui AF de forma

Yo - 71 2. 7,
unde 7y = f'(Xo,41), Zr = f'(Zk—1,%%), K = 2,...,n. S& observam ca
S0 € Xg gl ci dacd sp_1 € Zp_1, atunci conform definitiei functiei f/, avem
sk € f'(Zi-1,ir) = Zy. Astftel, sy € Zy,k =1,...,n; pentru k = n avem
$n € Zy §i cum s, € Xy rezultd ca Z, N Xy # 0, adicd Z, € ¥}. Deci
automatul ajunge intr-o stare finald, p € L(AF) si L(ST) C L(AF).

Incluziunea inversa se arata in mod analog.O
Constructia sistemelor tranzitionale pentru expresii regulate. Fi-
ind data o expresie regulata putem intotdeauna construi un sistem tranzitional
care recunoaste limbajul reprezentat de expresia respectiva.

Constructia se face cu ajutorul diagramelor de stari.

Sistemele tranzitionale (diagramele de stari) corespunzatoare expresiilor
regulate A, a si () sunt prezentate in figura ?7.

Daca R si S sunt expresii regulate si notam cu STk si ST sistemele
tranzitionale corespunzitoare, atunci sistemele tranzitionale pentru R|S,
R e S si R* sunt redate in figura ?7.

In acest mod putem construi succesiv (recurent) un sistem tranzitional
corespunzator unei expresii regulate.

Ezemplu. Sistemul tranzitional corespunzitor expresiei R = albe a* este
redat in figura ?7.

Consecinta Dandu-se o expresie regulata, putem construi sistemul tran-
zitional care recunoagte limbajul reprezentat de expresia respectiva. Cum
orice limbaj recunoscut de un sistem tranzitional este regulat, rezulta ca
limbajele reprezentate de expresii regulate sunt limbaje regulate.

1. Construiti automate finite pentru recunoasterea limbajelor:

(a) L ={PSDR,PNL, PUNRY};

(b) L = {w| siruri de 0 si 1 terminate cu 1 };

(¢) L = {w|w identificator PASCAL };

(d) L ={w|w constantd intreagd cu semn in PASCAL };
(e) L ={w € {0,1}*|w multiplu de 3 };

(f) L= {ale|z Jj >0}

(g

)
)

) L
) L
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2. Construiti automate finite echivalente cu gramaticile de tipul trei de
la problema 1 capitolul 1.

3. Construiti automate finite deterministe echivalente cu cele nedeter-
ministe obtinute la problema precedenta.

4. Gasiti gramatici regulate echivalente cu automatele de la problema 1.

5. Folosind lema de pompare pentru limbaje regulate dovediti ca urmatoarele
limbaje nu sunt regulate:

(a) L={0")i > 1};

(b) L={0*"|n>1};

(¢) L ={0"|n este numdr prim };

(d) L ={0"1"0""m > 1,n > 1};

6. Specificati limbajele denotate de urmatoarele expresii regulate:
(a) (11+0)*(00+ 1)*;
(b) (14 01+001)*(A+ 0+ 00);
(c) 10+ (0 + 11)0*1;
(d) (0+1)(0+1))7;
(e) 01* 4 1;
(f) ((11)* 4 101)*.

7. Construiti sisteme tranzitionale ce recunosc limbajele specificate la
problema precedenta. Pentru fiecare sistem tranzitional construiti un
automat finit determinist echivalent.
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Capitolul 3

Limbaje independente de
context

3.1 Arbori de derivare

Caracterizarea limbajelor independente de context cu ajutorularborilor de derivare.
Una din caracteristicile de baza ale limbajelor independente de context este
aceea ca o derivare intr-un astfel de limbaj poate fi reprezentata de un ar-
bore, numit in acest context arbore de derivare. Aceasti reprezentare este
importanta in mod special pentru faptul ca permite o imagine intuitiva
simpla a unei derivari si deci posibilitatea de a lucra usor cu limbaje de
tipul 2.

Vom prezenta in primul rand cateva notiuni elementare de teoria grafu-
rilor, cu scopul de a preciza notatiile gi terminologia.

Un graf orientat G este o pereche G = (V,T') unde V este o multime
finita iar I" o aplicatie I' : V' — P (V). Multimea V se numeste multimea
varfurilor (nodurilor) grafului iar dacé ve € T'(v1), perechea (v1,v2) este un
arc in graf; vy este originea iar vy este extremitatea arcului. Un drum de la
virful v’ la varful " in graful G este o multime de arce (v1, v2)(v2,v3) ... (Vn—1,0n)
cu v’ = v gi v = v,. Numarul n — 1 este lungimea drumului. Un drum
pentru care v; = v, se numeste circuit. Un circuit de lungime 1 poarta
numele de bucla.

Definitie 3.1 Un arbore este un graf fard circuite, cu card(V) > 2 si care
satisface urmdatoarele doud conditii :

1. Fvg € V astfel incit vg € T'(v),Vv € V; vg se numegte radacina
arborelui;
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Nivel 0
vy @ Nivel 1

Nivel 2

V3 V4

Figura 3.1: Reprezentarea graficd a arborelui G = (V,T)

2. Yv € V\ {wv}, 3w cuv € I'(w); altfel spus orice vdrf diferit de v
este extremitatea unui singur arc.

Ezemplu. V = {vp,v1,v2,vs3,v4} iar functia I" este data de:

|| v |ui| v |vs|w

L(z) || {vi,v2} | 0 | {vs,v2} | 0] 0

Reprezentarea in plan a acestui arbore este data in figura 4.1
Nodurile v pentru care I'(v) = §) se numesc noduri terminale (finale);
celelalte se numesc interne. Multimea nodurilor terminale constituie fron-
tiera arborelui. In general vom nota un arbore cu litere mari, specificind ca
indici radacina si frontiera; de exemplu A, vy vev5. Ul arbore comporta mai
multe ramuri; In exemplu avem urmatoarele ramuri : vgv1, VoU2V3, VoU24.
Fie G = (Vy, Vr, S, P) o gramatica de tipul 2.

Definitie 3.2 Un arbore de derivare in gramatica G este un arbore cu
urmatoarele doud proprietati .

(1) Nodurile sunt etichetate cu elementele din Vg;

(2) Dacd un nod v are descendenti directi vy, ..., v, atunci
vV — VU3 ...V, € P.

Ezemplu. G = ({A, B}, {a,b}, A, P) unde
P ={A — aBA|Aa|a, B — AbB|balabb}.



3.1. ARBORI DE DERIVARE 43

Varianta 1 Varianta 2

@ @
@ @ @
@

@ © ® @
& ©® © ® OO O

Figura 3.2: Variante de reprezentare a arborelul A4 qabbaa

®

©®e - ©®

Figura 3.3: Arbore corespunzator unei derivari directe

Arborele A4, qabbaa reprezentat in figura 4.2 (Varianta 1) este un arbore

de derivare (poate fi desenat coborand frontiera pe nivelul ultim , Varianta
2):

Teorema 3.1 Fie G o gramaticd de tipul 2. Atunci X=p dacd si numai
dacd ezistd un arbore Ax .

Demonstratie. X=>p implici JAx, p.

Procedam prin inductie asupra lungimii derivarii [.

Dacal=1,X=>p=1iy...ip, i X —i1...1, € P. Arborele din figura 4.3
corespunde cerintelor teoremei.
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)
OO - ®

D1 D2 o Dm

Figura 3.4: Constructia arborelui Ax p, . p.,.-

Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru derivari de lungime [
. . v . . * A . v .
si consideram o derivare de lungime [ 4+ 1, X=p. Punem in evidenta prima
derivare directa

X=X1... X, =p

Conform lemei de localizare, p = p;1 ... p, si Xj:*>pj7 j =1,m. Putem face
urmatoarea constructie: conform ipotezei inductive, fiecarei derivari X :*>pj
ii corespunde cate un arbore Ay, ,.; unim apoi toate nodurile X; in nodul
X plasat la nivelul zero. Obtinem astfel un arbore Ax p,. p,, = Axp (vezi
figura 4.4) care corespunde cerintelor teoremei.

Pentru implicatia , 3Ax , = X =p, se parcurge o cale inverss, ficand o
inductie asupra numarului de nivele. De exemplu, daca acest numar este 2,
arborele de derivare trebuie sa arate ca in 4.3 gi deci avem X — i1ig...1%, =
p € Psi X=p, ete. O

3.2 Decidabilitate si ambiguitate in familia £,.

Decidabilitate. Problemele de decidabilitate sunt acele probleme in care
se cere sa decidem daca un anumit fapt are sau nu loc. De obicei aceste
probleme se rezolva prin construirea unui algoritm de decizie.
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S

w1 =2

Vg = TV

1 D2 T2

b1

Figura 3.5:

Ezremplu Fie gramatica
G=({A,B,C},{a,b}, A, {A — aA]bB|C, B — abA|aC,C — aabA}).

Se poate ugor vedea cd L(G) = ) (nu putem elimina neterminalele).
Problema: Putem decide in general dacd limbajul generat de o gramaticd
de tipul 2 este vid sau nu?

Teorema 3.2 Faptul ca limbajul generat de o gramatica de tipul 2 este
nevid este decidabil.

Demonstratie. Vom construi un algoritm cu ajutorul caruia se poate decide
daca limbajul generat de o gramatica de tipul 2 este vid sau nu.

Presupunem cé limbajul nu este vid, L(G) # 0 si fie p € L(G). Exista
arborele Ag,. Sa presupunem cé In acest arbore exista un drum cu doua
noduri interne etichetate cu acelasi simbol, v1 = v9 = X. Descompunem
arborele ca in figura 4.5

Avem p = ripire; evident pa € Sub(py). Efectudm urmétoarea modi-
ficare: scoatem subarborele A,, , = Ax,, si-l inlocuim cu subarborele
Apyps = Ax p,; obtinem in acest fel un arbore Ag ., p,r, (care este intr—
adevar un arbore de derivare). Conform cu teorema de caracterizare a
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limbajelor de tipul 2, avem S=E 71 pary € L(G). Dar arborele corespunzitor
nu mai contine perechea vy, vo de noduri etichetate cu acelagi simbol X.

Repetand procedeul, elimindm pe rand nodurile de pe aceleasi ramuri
etichetate identic. In final vom obtine un arbore As ¢ ¢ € L(G) care
are proprietatea ca pe orice ramura nodurile sunt etichetate cu simboluri
distincte. Tinand cont ca orice ramura are toate nodurile etichetate cu sim-
boluri neterminale cu exceptia ultimului (de pe frontierd) care este etichetat
cu un simbol terminal, rezulta cd in Ag 4 orice ramura contine cel mult
card(Vy)+1 noduri. Dar multimea unor astfel de arbori este finita; obtinem
urmatorul algoritm de decizie:

Construim toti arborii cu radéacina S gi care au proprietatea de mai sus;
daca printre acestia se gaseste un arbore cu frontiera constituita numai din
terminale, atunci L(G) # @ (evident) iar daca nici unul din acesti arbori nu
au frontiera constituitd numai din terminale, atunci L(G) = 0. O

Ambiguitate. Fie G o gramatica de tipul 2. O derivare S = vy =
U1 = ... = u, In care la fiecare derivare directa se inlocuiegte simbolul
neterminal cel mai din stanga (dreapta) se numeste derivare extrem stingd
(dreaptd). Sa observam ca in particular intr-o gramaticd de tipul 3 orice
derivare este extrem dreaptd (scrierea drept liniard).

Definitie 3.3 O gramatica G de tipul 2 in care existd un cuvant p € L(G)
care se poate obfine cu doud derivdri extrem stangi (drepte) distincte, se
numeste ambigud. In caz contrar este neambigud.

_ Ezemplu. Gramatica A — aBA|Aala, B — AbBlbalabb este ambigua.
Intr-adevar, avem

A=aBA=aBa=aAbBa=aAbbaa=-aabbaa;
A=Aa=aBAa=-aBaa=-aabbaa.

Definitie 3.4 Un limbaj este ambigu daca toate gramaticile care il genereaza
sunt ambigue. In caz contrar (adicd dacd existd o gramaticd neambigud care
sa il genereze) limbajul este neambigu.

Daci G este ambigui si p € L(G) este un cuvant care se poate obtine cu
doua derivari extrem stangi distincte, atunci exista arborii As , si Ag
diferiti, dar care au aceiasi radacina si frontiera.

Teorema 3.3 Daca Ly st Ly sunt limbaje disjuncte neambigue, atunci LU
Lo este neambigu.

Demonstratie. Fie G, = (Vn,, V1, Sk, Px), k = 1,2 doua gramatici de tipul
2 neambigue si fie G = (Vy, UV, Vi, UV, S, PL U P, U{S — S51]52})
gramatica ce genereaza limbajul L(G1) U L(G3).
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S& presupunem ci L(G) este ambigud. Atunci existd p € L(G) care se
poate obtine cu doua derivari extreme stangi diferite. Sa presupunem ca
p € L(G1), p & L(G2). Atunci obtinem doua derivari distincte in gramatica
G

(1)S = S = p,deci Sy = p;
a a el

(2)S = 5 = p, deci S, = p,
G G G2

deci si doua derivari extrem stangi in gramatica G1. Aceasta ar insemna ca
G este ambigua. Contradictie cu ipotezalO

Teorema 3.4 Limbajele de tipul 3 sunt neambigue .

Demonstratie. Fie L un limbaj de tipul 3 si G gramatica care il genereaza;
fie apoi AF automatul finit care recunoasgte limbajul L si AFD automatul
finit echivalent determinist. Construim gramatica G’ astfel incat L(G') =
L(AFD). Reamintim ci regulile lui G’ se construiesc astfel f(A4,a) = B =
A—aB, f(Aja)eXy=A—a.

Sa presupunem acum ca L este ambigu; atunci orice gramatica care
il genereazd, inclusiv G’, este ambigud. Aceasta inseamnd cd existd un
p € L(G') astfel incat

) . ) ) =i4y...0, AL =
S:>21A1:>21Z2A2:>...:>Z1...Zn1An1{ ! nemn } =

=141 ... 0, AL = p

Deci exista regulile A,,_1 — i, A si A,—1 — i, All, adica in automatul
AFD avem

f(Anfhin) = A;m f(Anflain) = AZ,

ceea ce contrazice faptul cd AF'd este determinist.O

3.3 Forme normale pentru gramatici de tipul
2

Forma normala Chomsky.

Definitie 3.5 O gramatica in forma normala Chomsky este o gramaticd
cu requli de forma

A — BC,

D — 1,
unde A, B,C,D € Vy sii € Vp. Se accepta si regula de completare S — X
cu conditia ca S sa nu apard in dreapta vreunei reguli.
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Lema 3.1 (lema substitufiei). Fie G o gramaticd de tipul 2 st X — uYv
precum $i Y — p1...p, toate regulile din G care au Y in stanga . Atunci
G este echivalentd cu o gramatica G' in care am facut "substitutiile”; adicd
facem urmdatoarea inlocuire

X — uYw se inlocuieste cu X — upyv|. .. |lup,v
(Regulile Y — p1|...|pn le vom pdstra neschimbate).

Demonstratie. Fie p € L(G) i S=p. Punem in evidenti doi pasi con-
secutivi oarecare:
G: SSr=s=t=p.

Daca in r=-s se utilizeaza regula X — uY v atunci in mod necesar in pasul
urmator se utilizeazd una din regulile Y — p1|...|pn, sa presupunem ¥V —
p; (evident, este posibil ca aceasta reguld sa nu se aplice in pasul imediat
urmaétor, dar ea poate fi adusd” in aceastd pozitie). Prin urmare

(A) G: r=r"Xr"=r'uYor"=r'upjur” =t.
Acesgti doi pasi se pot obtine gi in G’ (intr-un singur pas):
(B) G': r=r"Xr"=r"upyr" =t.
Deci S = p,p € L(G') si L(G) C L(G").
G/
Invers, daci p € L(G') si S = p, atunci daci la un pas se utilizeazi o
G/

reguld nou introdusa (pasul (B)), transformarea respectiva se poate obtine
siin G cu doi pasi (pasii (A)); deci p € L(G) si L(G') C L(G).0

Corolar 3.5 Orice gramatica de tipul 2 este echivalentd cu o gramaticd de
acelagi tip in care multimea de reguli nu contine redenumiri. (O redenumire
este o requld de forma A — B, A,B € Vy ).

Intr-adevar, dacd A — B € P este o redenumire si B — p1]... |p, sunt
toate regulile care au B in stanga, efectuam substitutiile, deci inlocuim
regula A — B cu A — pi|...|pn. In cazul in care printre acestea apare o
noua redenumire, repetam procedeul.O

Exemplu. Gramatica G care genereaza expresii aritmetice £ — F +
T|T,T — T« F|F,F — (E)|i se poate pune sub urméatoarea forma (fara
redenumiri) :

E — E+T|T  F|(E)li
T — T« F|(E)|i
F— (B)i
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Teorema 3.6 (teorema lui Chomsky de existentd a formei normale). Orice
gramatica independentd de context este echivalentd cu o gramatica in forma
normala Chomsky. ema2

Demonstratie. Putem porni de la o gramatica G care nu are redenumire si
ale cirei reguli cu terminale au forma A — i, A € Vi, i € V. De asemenea
presupunem ca G nu are reguli de stergere.

Rezulta ca regulile lui G au una din formele:

(1) A— BC,

(2) D — 1,

B) X—-X1...X,,,n>2.

Construim o gramaticd G’ = (V{;, Vr, S, P') unde Vy C V{; si P’ contine
toate regulile din P de forma (1) si (2). Fiecare reguld de forma (3) o
inlocuim cu:

X — X172y,
Zy — XaoZs,

Zn—2 - Xn—an

si includem neterminalele Zy, . .., Z, _o (altele pentru fiecare regula de forma
(3) in V.

Se poate relativ ugor ardta cd L(G) = L(G’). De exemplu, dacd u=v
(direct) in G si de aplicd o reguld de forma (1) sau (2), atunci evident
derivarea respectivd se poate obtine si in G’; in cazul in care se aplica o
regula de forma (3), avem

12
G: uv=vXu'=uX,.. Xu =v.
Aceastd derivare se poate obtine si in G’ in mai multi pasi si anume
/. o " / " / " / S
G: v=vXu=uXZ1uw=uX1XoZou'= ... =>uX... Xpu =0.0

Observatie. O gramatica ce are reguli de forma A — BC,A — B, A —a
unde A, B,C € Vy si a € Vr spunem ca este in forma 2-canonicd. Este
evident ca orice gramatica de tip 2 este echivalenta cu o gramatica in forma
2—-canonica.

Gramatici recursive

Definitie 3.6 Un simbol neterminal X al unei gramatici de tipul 2 este
recursiv dacd existd o reguld de forma X — uXv, u,v € VZ.

Dacd u = A (v = \) simbolul X este stang (drept) recursiv. O gramatica
ce are cel putin un simbol recursiv se numeste recursiva. De exemplu,
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gramatica G g care genereaza expresiile aritmetice are doua simboluri stang
recursive, E si T.

Existenta simbolurilor stang recursive poate provoca dificultati in apli-
carea algoritmilor de analiza top-down. intr—adevér, intr-o astfel de gra-
matica, incercarea de a construi arborele de derivare corespunzator unui
cuvant p prin aplicarea intotdeauna a primei reguli pentru simbolul cel mai
din stdnga, poate si conducd la un ciclu infinit (de exemplu in Gg s-ar
obtine E=F +T=FE+T+T=...).

Teorema 3.7 Orice limbaj de tipul 2 poate sa fie generat de o gramaticd
fara recursie stanga.

Demonstratie. Fie G = (Vy,Vp, S, P) o gramatica de tipul 2; presupunem
ca G are un singur simbol recursiv X si fie

(A) X — up|usl|...|ug|Xvi]... | Xvm

toate regulile care au X in stanga. Construim gramatica G' = (V}, Vr, S, P’),
unde Vy C V};, P C P’ cu exceptia regulilor (A); acestea se inlocuiesc cu

X — uplug| ... up|urY|uY] .. . |u,Y,
Y = v Jom|on Y] oY

G’ este de tipul 2 gi nu are simboluri sting recursive; se vede ins ci Y este
un simbol drept recursiv.
Fie p € L(G),S = p. Dacil in aceastii derivare nu intervine simbolul
G

. . . 9 * 9 v . .
recursiv, atunci evident ca S = p. Sa presupunem ca X intervine la un
Gl

anumit pas: S=u=p, unde u = W' Xu'. Putem aplica, incepand de la u spre
dreapta, In primul rand regulile pentru X si sa urmarim numai subarborele
respectiv, deci

G: X = Xv, = Xvi,vi, = ... = X0 ...0;, = UV ...V .
i g 2V g it s g Yl 1

Aceeasi form& propozitionald o putem obtine gi in gramatica G’ astfel

I' . . . . . .
G: X ?/ u; Y 2 ujvstz ? UV, .« .. Uy -

Prin urmare avem S = w = p, adicd p € L(G’) si L(G) C L(G').
el el
Analog, L(G') C L(G).O
Forma normala Greibach.
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Definitie 3.7 O gramaticd in forma normala Greibach este o gramatica cu
requli de forma

A —ip, unde AcVy,icVppeVy.

Se accepta $i requla de completare S — X\ cu conditia ca S sd nu apard in
dreapta vreunei requli.

Teorema 3.8 (Teorema de existentd a formei normale Greibach). Orice
gramatica de tipul 2 este echivalentd cu o gramaticd in forma normald
Greibach.

Demonstratie. Fie G o gramatica de tipul 2 in forma normala Chomsky si
fie Vy = {5 = X3, Xs,..., X, }. Vom construi o gramatici echivalenta care
sa satisfaca cerintele din forma normala Greibach in mai multe etape.
Etapa I. Vom modifica regulile de generare astfel incat toate regulile care
nu sunt de forma X — ¢ sa satisfaca conditia X; — Xpp, j <k, p € V.
Acest lucru il facem cu un algoritm pe care il prezentdm Intr-un limbaj
nestandard de publicare (tip PASCAL):

J=1
el: begin
Se elimina recursiile stangi; neterminalele
noi le notam cu Y7, Yo, ...
end
if j = n then STOP;
Ji=J+1L
l:=1;
e2: begin
Fie X; — Xip, pe Vi si X; —p1...0m
toate regulile care au X in stanga; se efectueaza toate substitutiile.

end
l:=14+1;
ifl < 7 — 1 then goto e2
goto el
Sa observam ca pentru j = 1 si dupa eliminarea recursiilor stangi
conditia ceruta este evident indeplinita; in plus, daca au fost recursii, vom
avea reguli cu partea stanga neterminale noi Y7, Y5, .... Mai departe, luam

toate regulile care au in stanga X5 (j := j+1 = 2) si efectuim substitutiile;
acestea se vor transforma in Xo — Xgp cu k > 2 si dupa o noua eliminare a
recursiilor stangi vom avea k > 2 plus reguli cu partea stanga neterminale
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noi. In felul acesta toate regulile care au 1n stanga X, si X5 satisfac conditia
ceruta; in continuare j := j 4+ 1 = 3, etc.

Etapa II. Avem acum trei categorii de reguli:

(2) X; — Xyp, j < k,peVy;

(B)Y —iq, qeVy,i=1,....m

Aranjam toate neterminalele intr-un sir unic, la inceput Y7,...,Y,, apoi
Xi1,..., X, si le redenumim, de exemplu cu Xy, ..., X;h4n:

Yi, Yo, ... Y., Xy, X, e Xy

le X27 DR Xma Xm+1, X7n+27 sy Xm—i—n

Vom nota n+m = N. In felul acesta regulile gramaticii vor avea numai
formele (1) si (2).

FEtapa III. Toate regulile care au Xy in stanga vor avea forma (1). Fie
Xn—1 — Xnp1] ... | XNpn toate regulile care au Xy_1 in stanga si care nu
sunt de forma (1). Efecudm substitutiile lui X; in acest fel regulile care
au Xy si Xn_1 in stanga satisfac cerintele din forma normal Greibach. In
continuare, consideram toate regulile care au Xy_o in stanga si efectuam
substitutiile, etc.O

Forma normala operator

Una din formele importante pentru gramatici independente de context,
utilizata in analiza sintactica prin metoda precedentei, este forma operator
a acestor gramatici.

Definitie 3.8 O gramatica independentd de context G = (Vy,Vr, S, P)
se spune ca este in forma normala operator daca oricare ar fi productia
A — B € P, in( nu apar doud neterminale (variabile) consecutive, adicd

P CVn x[(VUVp)*\ (Vv UVp)*V2(Vy U V).

Teorema 3.9 Orice gramatica independentda de context este echivalenta cu
o gramatica in forma normald operator.

Demonstratie. Fie G = (Vn,Vr, S, P) o gramatica de tipul 2 si L(G) lim-
bajul generat. Fara a restrange generalitatea presupunem cd A € L(G) i G
este in forma 2—canonica (regulile sunt de forma A — BC, A — B, A —a
vezi teorema ?7). Definim o gramatica echivalentd G' = (V},Vr, S, P’)
astfel: Vi, = {S} U (Vi x Vp), iar P/ = P, U P, U P3 U P, unde

i) Pp={S— (S,a)al a € Vr};

i1) PQZ{( a) > AN A€eVn,aeVr,A—ac P}

141) ={(A,a) — (B, a)|ABeVN,aeVT,A—>BeP}

iv) P4—{( ,a) — (B,b)b(C,a)| A,B,C € Vn,a,be Vp, A— BC € P}.
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Sa observam ca G’ este in forma normals operator. Pentru a demonstra ca
L(G) = L(G') vom defini mai Intai o functie ¢ : P, U P3 U Py — P astfel:

#((A,a) = A) = A — a pentru (A,a) — X\ € Po;
#((A,a) — (B,a)) = A — B pentru (A,a) — (B,a) € Ps;
#((A,a) — (B,b)b(C,a)) = A — BC pentru (A,a) — (B,b)b(C,a) € Py.

Functia ¢ se extinde in mod natural la ¢’ : (P, U P3 U Py)* — P*. Vom
arata ca in gramatica G, Yw € V', Ya € Vr are loc derivarea extrem dreapta

* . . v . . v . v oA
A = wa folosind productiile 71, o, ..., m, dacd i numai daca existd in
G

P’ productiile 7}, 7}, ..., 7w, astfel ca ¢(7}) = m;, 1 <i<ngiin G are loc

/

derivarea extrem dreaptéd (A, a) z*>/ w folosind productiile 7}, 75, ..., 7.

Sa demonstram afirmatia prin inductie dupa n, lungimea derivarii.

Daca n =1 atunciw =\, A — a € P gi in P’ existd productia (A,a) —
A, deci (A,a)=Asi ¢((A,a) > \) = A — a.

Invers, dacd (4, a)=w In G’ atunci w = A (dupa forma productiilor din
G’) g are loc proprietatea enuntata.

Sa presupunem afirmatia adevarata pentru derivari de lungime cel mult
n — 1 gi s& o demonstram pentru derivari de lungime n > 1. Fie agadar

* . . A . . ~ . v
A = wa o derivare de lungime n In gramatica G si punem in evidenta
G

prima derivare directd. Distingem doua cazuri:
I. Prima productie utilizata in derivare este A — B. Atunci,

A= B> wa
G G

si conform ipotezei inductive avem in G’ o derivare (B,a) = w (de lungine
G/

n — 1) cu productii satisficind conditiile aratate. Dar cum A — B € P, in
P’ avem productia (A, a) — (B, a) deci (4,a) = w in gramatica G'.
G/

II. Prima productie este de forma A — BC'. Atunci

A= BC = wa.
G G

In acest caz wa = ubva (conform lemei de localizare), astfel c& B = b si
G

* v . v A~ v
C = wa. Dupi ipoteza inductiva, vom avea in G’ derivarile:
G

(B,b) = u, (C,a) = w.
G/

’
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Cum A — BC € P vom avea in P’ productia (4,a) — (B,b)b(C,a) si in
G’ putem scrie derivarea extrem dreapta

(A,a)=(B,b)b(C,a) = (B,b)bv = ubv=w
el e

si productiile care s-au aplicat indeplinesc conditiile din enung.
In mod analog se demonstreaza reciproca.
Din aceasta afirmatie, ludnd in particular A = S, obtinem:

S =S wa & (Sa) > w, Ywe Vi Vace Vp.
G G’

Cum in G’ existd i productia S — (5,a)a, am gésit: wa € L(G) daca si
numai wa € L(G’), deci cele doud gramatici sunt echivalente.

Pentru a incheia demonstratia trebuie sa considerdm si cazul A € L(G).
Aplicim constructia de mai sus unei gramatici ce genereaza L(G) \ {A} si
obtinem G’ = (V§,Vr, S, P') gramatica operator corespunzitoare. Con-
siderdm acum gramatica G; = (Vn,,Vr,S1, P1) unde Vi = V' U {51},
P, = PPU{S; — \S; — S} care este in forma normald operator si
L(G,) = L(G).0

3.4 Automate push-down (APD)

Automatele push-down sunt mecanisme pentru recunoasterea limbajelor in-
dependente de context.
Un APD se compune din (vezi figura 4.6):

1. O banda de intrare care contine simboluri ale unui alfabet de intrare;
aceste simboluri constituie pe o banda un anumit cuvant peste alfa-
betul de intrare. Banda se migcd numai spre stanga;

2. O memorie push-down (memorie inversa, stiva, pila, etc) care contine
simboluri ale unui alfabet propriu, numit alfabetul memoriei push-
down. Aceasta memorie functioneaza ca o stiva - ultimul introdus,
primul extras (Last In, First Out);

3. Un dispozitiv de comandd care se afla permanent intr-o anumita stare
interna apartinand unei multimi finite de stari. Dispozitivul de co-
manda poseda un dispozitiv de citire de pe banda de intrare gi un
dispozitiv de scriere-citire in memoria push-down.

Ca gi un automat finit, un automat push-down functioneaza in pasgi
discreti; un pas de functionare comporta:
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Figura 3.6: Reprezentare schematica a unui automat push-down

1. Dispozitivul de comada citegte simbolul de pe banda de intrare din
dreptul dispozitivului de citire §i muta banda cu o pozitie spre stanga.

2. In functie de starea internd, de simbolul citit si de simbolul din varful

memoriei push-down dispozitivul de comanda efectueaza operatiile:
(a) Trece intr-o noua stare;
(b) Scrie in memoria push-down un anumit cuvant peste alfabetul
memoriei push-down; in particular, acesta poate sa fie cuvantul vid,
ceea ce are ca efect gtergerea simbolului din varful memoriei push-
down.

Functionarea unui APD se termina in general dupa ce s-a citit ultimul simbol
al cuvantului scris pe banda de intrare dar este posibil ca el sa efectueze un
anumit numar de pagi, citind de fiecare data de pe banda cuvantul vid A.
De asemenea, este posibil ca in timpul functionarii, deci inainte de a ajunge
la ultimul simbol, automatul sa se blocheze. De exemplu, automatul ajunge
intr-o configuratie (stare, simbol pe banda, simbol in varful memoriei push-
down) inadmisibild sau se goleste memoria push-down dar nu s-a epuizat
cuvantul de pe banda, etc.
Matematic, un APD se defineste astfel:

Definitie 3.9 Un automat push-down este un sistem
APD = (ZaIaZ7f750aZO)
unde:
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Y este multimea de stari (finitd si nevidd);

1 este alfabetul de intare;

7 este alfabetul memoriei push-down;

f:E2x({TU{A}) x Z — P(E x Z*) este functia de evolutie;
S0 € X este starea initiala;

zo € Z este simbolul initial al memoriet push-down.

Un APD are in general o functioanre nedeterminista, card f(s,i,z) > 1;
multimea automatelor push-down deterministe formeaza o clasi speciala.

In termenii functiei de evolutie, un pas de evolutie comporta citirea sim-
bolului 7 de pe banda, citirea simbolului z din varful memoriei push-down,
apoi, in functie de starea interna s si de aceste doua simboluri, automatul
trece intr-o noud stare s’ si scrie in memoria push-down un cuvant q € Z*
astfel incat (s',q) € f(s,1,2). In cazul in care f(s,4,2) = B evolutia este
oprita; este situatia in care automatul se blocheza.

O stare a automatului (sau configuratie) este un sistem § = (s, p, ¢) unde
s € S este starea interna, p € I™ este subcuvantul de pe banda de intrare
ramas de citit (inclusiv simbolul din dreptul dispozitivului de citire), iar
q € Z* este subcuvantul din memoria push-down.

Vom spune c& un APD trece direct din starea §; = (s1,p1,¢1) In starea
d2 = (82, p2, g2) si vom scrie 61— Jo daca se executd un pas de evolutie; daca
p1 = ip}, 1 = 2¢) putem avea (s2,q) € f(s1,1,2) si atunci p2 = p}, ¢2 = qq
sau (s2,q) € f(s1, A, 2) si atunci pa = p1, g2 = qq;.

Vom spune cd automatul evolueazad (fara specificatia direct) din starea
¢ in stare 6" si vom scrie §'——46" daci:

(1) § =",

(2) 364,...,0, astfel incat §' = 61— do— ... —8,_1—0, = 0"

Limbajul recunoscut de un APD se poate defini in dou& moduri:

(1) Limbajul recunoscut de un APD cu golirea memoriei push-down,
este, prin definitie

L(APD) = {p|p € I* (s0,p, 20)——(s, A\, \)}.

Aceata inseamna cé, pornind din starea interna sg si avand in varful memo-
riei push-down simbolul zg, cu ajutorul cuvantului p de pe banda de intrare,
automatul poate sa evolueze astfel incat sa goleascd memoria push-down
dupa citirea cuvantului. Mentionam ca golirea memoriei push-down nu tre-
buie neaparat sa coincida cu citirea ultimului simbol al lui p; este posibil ca
automatul sa mai efectueze cativa pasi citind de pe banda simbolul A.

(2) Limbajul recunoscut de un APD cu stari finale; in definitia automa-
tului se adauga o submultime X7 a lui ¥ numita multimea de stari finale.
Prin definitie, limbajul recunoscut de un APD cu stéari finale este:
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L(APD) = {plp € T* (s0,p, 20)—(5,\,q), s € Bt,q € Z*}.

Prin urmare, este necesar ca dupa citirea lui p, eventual dupa inca cativa
pasi, APD sa ajunga intr-o stare finald. Vom vedea ca cele doud definitii
sunt echivalente.

Limbaje recunoscute de automate push-down cu golirea memoriei.
Vom arata ca familia limbajelor recunoscute de APD cu stari finale coin-
cide cu familia limbajelor independente de context. In felul acesta, APD
constituie mecanisme analitice de definire a limbajelor de tipul 2.

Teorema 3.10 Un limbaj este independent de context daca $i numai dacd
este recunoscut de un automat push—down cu golirea memoriei push—down.

Demonstratie. Partea 1 E € Lo=FE = L(APD).

Fie G = (Vn, V1, S, P) o gramatica de tipul 2 in forma normala Greibach
care genereaza limbajul F. Construim un automat pushdown astfel:
APD = ({s},Vr, VN, f,s,S), functia de evolutie fiind definitd de:

A—ipe P = (s,p) € f(s,i,A),

altfel ().
Fiepe L(G), p=i1...in, S = p. Aceastis derivare trebuie si aibi
G

forma (extrem stangd):
(A) S:>i1X1U1:>i1i2X2U2U1:>i112i3X3U3UQU1:> e =07 in,

unde ug,ug,us,... € Vi = Z%.

Observatie. Aparent, partea usus_1 ...u; se maregte cu fiecare derivare
directd. In realitate, unele din cuvintele u; sunt vide, si anume atunci cand
se aplica o regula de forma X — ¢; in particular, in ultimele derivari directe
se aplicd numai reguli de aceasta forma.

Avem
S — i Xiu = (S,Xlul) € f(S i1, )
X1 — iQXQUQ = (S,XQUQ) S f(s 227X1)
X9 — i3 X3ug = (8,X3’LL3) € f(S 237X2)

Prin urmare automatul poate sa aiba urmatoarea evolutie:

(S,iligigizl e ’L'n, S)'—>(8,i2i3i4 ‘e in, Xlul)»—>
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—(8,1504 - . . i, XoUgu )— (8,14 . . . i, XgUgtouy)— .. ..

Dacé compardm aceastd evolutie cu derivarea (A) putem observa ca pe
banda de intrare avem la fiecare pas partea complementara a cuvantului
(fatd de derivare) iar in memoria push-down se reproduce partea de neter-
minale din formele propozitionale ale derivarii. Cum in derivare se ajunge
la i1 ...14,, In evolutie se va ajunge la (s, A, A).

Deci p € L(APD) si L(G) C L(APD).

Fie acum p € L(APD); va trebui s aritdm cd p € L(G), deci ca

* ) . . . . v . .
S = p. Vom arata o implicatie ceva mai generala, si anume, pentru orice
G

u € Vy, avem

(8,p,u)—=(5,\,\) = u = p.
G

In particular, daca u = S obtinem implicatia dorita.

Procedam prin inductie asupra lungimii lui p.

Daca |p| = 1, atunci p = i,u = X iar evolutia va avea un singur pas
(8,4, X)—(s, A\, A), deci (s,\) € f(s,i,X) si X — ¢ € P. Putem scrie

u=X = 1=p.
G

Presupunem ci implicatia este adevaratd pentru un cuvant |p| = [ si
consideram un p astfel incat |p| =1 + 1. Fie ¢ gi X primele simboluri din
psiu, deci p = ip’ i u = Xu'. In evolutia (5,p,u)——(s,\, \) punem in
evidenta prima evolutie directa

(5,p,u) = (s,ip, Xu')—(s,p’, vt/ )= (5, \, \).

Din definitia evolutiei directe rezulta ca (s,v) € f(s,4,X) deci X — v € P.
Pe de altd parte din ipoteza inductivi rezulti ¢ v’ = p/. Avem
G

u=Xu = wu > ip =p,
G G

ceea ce demonstreaza implicatia.

Prin urmare p € L(G) si L(APD) C L(G), de unde L(G) = L(APD).O

Partea II. E = L(APD) E € Ly

Fie APD = (X,1,Z, f, s0,20). Construim G de forma G = (Vi, Vr, S, P)
unde Vy = {so} U{(s,2,8')|s,s' € 8,z € Z}, Vi =1, S = sp, iar regulile
de generare le definim astfel:

(1) so — (s0,20,5), Vs € %;

(2) Daca (s1,21...2m) € f(s,4,2) vom introduce in P reguli de forma
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(37 Z, S/) - i(Sl, 21, 82)(327 22, 83) e (sm7 Zm Sl>7
unde ', 82,..., 8, € X;
(3) Daca (s',\) € f(s,1,2) vom introduce in P reguli de forma

(s,2,8") — 1,

unde s’ € X.
Sa observam ca gramatica astfel construita este independenta de context,
si anume 1n forma normala Greibach.
Fie p € L(APD), deci (s0, p, 20)—(s', A, A); trebuie s& aritam ci so :;> .

Vom arata implicatia ceva mai generala

(sapyz)'L)(SlvAv)\) = (S,Z,S/) = p.
G

In particular pentru s = sg,z = zg rezulti (so, 20, s') = p §i putem scrie
G

so=(s0, 20, s") :;> p, adica p € L(G).

Procedam prin inductie asupra lungimii evolutiei {.

Daca | =1 atunci (s, p, z)— (s, A\, \), deci p =i gi (', \) € f(s,i,2) si
(s,2,8) — i este o reguld, adicd putem scrie (s, z,s')=i = p.

Presupunem ca implicatia este adevarata pentru evolutii de lungime
oarecare [ gi considerdm o evolutie de lungime [ + 1; punem in evidenta
prima evolutie directa

(5,p,2) = (5,010, 2)— (51,0, 21 - . . Zm )——= (5", A, \).
Descompunem cuvantul p’ in forma p’ = p; ... p,, astfel incat

(517171721) 'L) (827)‘7A)7
(527])2722) [ — (837)\7)‘)a

(smapmy zm) — (S/7 A, )\)

Observatie. Putem pune in evidenta felul in care se defineste cuvantul p;
urmarind evolutia lui APD;

(81,0102« n, 2122 .- 2m) +——  (8],i203 ... 0n,q22 ... 2m) +—

(a) (0)

— (82,85, - dn, 220 Zm)

(©)
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La primul pas (situatia a) automatul este in starea s1, pe banda este i; iar
in memoria push-down este z;. Dupa efectuarea unui pas, automatul trece
in starea s}, mutd banda cu o pozitie spre stanga, extrage pe z; si scrie
in memoria push-down un cuvéant ¢ (situatia b). Se poate observa ca zo
a ”coborat”; cum gtim c& memoria push-down se golegte (p € L(APD)),
trebuie ca la un moment dat zo si ajungd in varful stivei (situatia c). In
acest moment partea din p citita va fi p; iar starea in care a ajuns automatul
o notam cu s,. Este clar ca daca pe banda am avea scris numai p; am avea
evolu‘gia (Sl7p1; Zl)}—>(527 )\7 )‘)

Analog po, ..., pm.

Din definitia derivarii directe (s,i1p’, 2)—(s1,p’, 21 ... 2mm) avem
(81,21...2m) € f(s,i1,2) iar in P va exista regula

(S,Z, 8') - il(slvzh 82)(827 22, 83) cee <5m7 Zms SI)

unde luam starile sg, ..., s, cele rezultate la descompunerea lui p’. Pe de
alta parte, din ipoteza inductiva, avem

(81, 21, 82)=*>p1’
*
(s2, 22, 53)=P2,

(vazmysl)épm-
Putem scrie derivarea
(s, 2,8 )=i1(s1, 21, 52) (82, 22, 53) - - - (Sm» Zm, s'):*>i1p1 P =11 = p.

Dupa cum am vazut, rezultd mai departe p € L(G) si L(APD) C L(G).
Pentru a demonstra incluziunea inversa, vom arata mai intai implicatia
(5,2,8)=p(s1,2152) - - . (Sm, Zm, ') implica (s, p, 2)—— (51, A\, 21 .. . Zm).
Procedam prin inductie asupra lungimii derivarii [.

Daca [ =1 atunci p = ¢ si se aplica regula

(8727 8/) - Z.(317 21, 52) cee (Sm, Zm sl)

deci (81,21 ...2m) € f(s,4,2) §i (8,4, 2)—(S1, A\, 21 - . . Zm)-

Presupunem ca implicatia este adevarata pentru [ oarecare si consideram
o derivare de lungime [ + 1. Fie p = p¢ si punem in evidenta ultimul pas.

(s, 2, s’)zﬁp’(s}fl, 25 1,85)(855 255 8j41) « + - (Smy Zm, 8)

:>p/i(81, 21, 32) s (ijla Zj—1, sj)(sj? Zjs sj+1) s (va Zm; 8/)’

unde s; = s;; la ultimul pas s-a aplicat regula

(851251, 85) = i(s1,21,82) .. (85-1, 251, 85)-
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Rezulta (s1,21...2j-1) € f(si_1,%,2;_1) si putem scrie evolutia
/ - !
(81,8, 251 )—(s1, A\ 21 Zj—1)-
Pe de alta parte, conform ipotezei inductive, avem

(5,9, )= (s!

/
1y A 2125 - Zm)

Prin urmare
(s,p,2) = (5,91, 2);(8971, 025 12 2m ) (81, A, 21 -+ Zm)

si implicatia este demonstrata.
Fie acum p € L(G), deci sy = p. Tinand seama de forma regulilor
e

din G, in aceastd derivare se va aplica prima datd o reguld de forma (1),
apoi regula de forma (2) iar la sfargit reguli de forma (3). La aplicarea
regulilor (2) putem rescrie la fiecare pas simbolul neterminal cel mai din
stanga, deci sa obtinem o derivare extrem stanga. Sa observam ca in acest
caz structura formelor propozitionale intermediare este cea mentionata,
p(81,21,52)(S2, 22, 83) - - . (Sm, Zm, 8')-

Prin urmare, derivarea va avea forma

s0=(s0, 20, 5’):*>p(51, 21,82) -« (Sm, Zm, s’):*>p.

Trebuie s avem regulile (s, zj,5j41) = A, j = 1,...,m, spp1 = s si
putem scrie

(s0,Ds zo)Q(sl, A 21 e 2m) (82, A, 22 o 2z ) . (8T, A )

adicd p € L(APD) si L(G) C L(APD).O
Automate push—down cu stari finale. Vom nota un automat push-
down cu stari finale cu APDy.

Teorema 3.11 Un limbaj este recunoscut de un automat push—down dacd
st numai daca este recunoscut de un automat push—down cu stari finale.

Demonstratie. Parteal E =1(APD) = E € L(APDy).
Daca APD = (X,1,Z, f, so,2p) construim un automat push—-down cu
stari finale astfel

APDf = (E U {867 Sf}7 Ia ZU {Zé}u f/7 8/07 Z(/))

unde multimea de stiri finale este {s} iar functia de evolutie este definita
de:

f'(s,1,2) = f(s,1,2),s € Bji e IU{A\},z € Z;

f/(sé)a )‘7 26) = (307 2026);
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f(s: A 20) = (va)‘),s €%
in rest 0.
Fie p € L(APD); atunci (sg, p, z0)——(s, A\, ). Evident ci aceiasi evolutie
o poate avea si automatul push—down cu stari finale. Putem scrie in APDy
evolutia
(APDyg) (84,0, 20)— (50, A, 20)— (8, A\, A),

deci p € L(APDy) si L(APD) C L(APDy).
Invers, fie p € L(APDy), atunci (in APDy)

(86717’ Z(/))'—>(S,p, ZOZ(I))'L)(S]“’ A q).

Ultimul pas trebuie sa fie de forma (s, A, z)—(sf, A, A) pentru ca nu exista
altd valoare a lui f care sa ne ducél intr-o stare finald. Deci (in APDy)

(86’p7 ZOZ{))'L)(& )‘7 Z{))'_>(3fa )\a )\)

si putem scrie in APD evolutia (so, p, z0)— (s, A\, A), adicd p € L(APD) si
L(APDy) C L(APD).0

Partea Il E = L(APD; = E € L(APD).

Fie APDy = (%,1,Z, f, so, 20, L) un automat push-down cu stéri finale
(multimea starilor finale este X ) gi construim un APD astfel

APD = (XU {sy, 8"}, I, ZU {25}, [, 86, 20)

unde

f(s,4,2) = f(s,4,2),s € 8,0 € TU{\},z € Z;

f(s0, A 20) = (5, 2020);

fls, M\ z2)=(s"\A),seX;U{s'},ze ZU{x};

in rest (.

Fie p € L(APDy), atunci (s, p, 20)——(s, A, q), s € X;. Este evident ci
in APD avem evolutia (so,p, zo)——(s, A, ¢). Putem scrie

APD : (s}, p,20)— (50, s 2020)— (5, X, qz0)— (5", A, \),

deci p € L(APD) si L(APD;) C L(APD).
Invers, fie p € L(APD). Avem

APD : (sh,p,20)— (50, D, 2020)— (5, A, A).

Simbolul z{ nu poate fi gters decét cu o reguld de forma f(s, A, z) = (s', \),
s € Xy U{s'}, deci APD trebuie s& ajunga intr-o stare s € Xy, apoi sa
rdmani in s’.

APD : (s0,p, 2020)—— (s, \, q2(), s € X5
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Putem scrie
APDf : (507p720)'l)(87A5q)78 € Ef

si deci p € L(APDy), adici L(APD) C L(APDy).0

3.5 Automate push—down deterministe

Functionarea unui APD este in general nedeterminista, card f(s,i,z) > 1.
Pentru ca un APD sa aiba o functionare deterministd nu ete suficient sa
impunem conditia card f(s,,z) = 1, deoarece daca pentru un anumit s € X
$iz € Z avem f(s,\,2) # 0 si f(s,1,2) # 0, putem face un pas citind A sau
citind 1.

Definitie 3.10 Un automat push—down este determinist daca
(1) card f(s,i,2) > 1,s € i € IU{A\},z € Z;
(2) daca f(s,\ z) # 0, atunci f(s,i,2) =0,Vi € I.

Un limbaj recunoscut de un APD determinist il vom numi limbaj in-
dependent de context (sau de tipul doi) determinist. Familia limbajelor
independente de context deterministe este inclusd (strict) in familia limba-
jelor de tipul 2 (dupa cum vom vedea).

Un APD se poate bloca In urmatoarel doua situatii

1. Automatul ajunge in starea s, in varful memoriei push—down se afla
simbolul z, pe banda de intrare urmeaza i si f(s,%,2) = f(s, A, 2) = 0;

2. Intrd intr-un ciclu infinit citind de pe banda \; de exemplu f(s, A, z) =
(s,2) st f(s,4,2) = 0 pentru o anumita pereche (s, z).

Definitie 3.11 Un APD determinist este neblocabil dacd pentru orice cuvant
p € I* existd o evolutie de forma (so,p, 20)—— (s, A, q).

Intr-un APD determinist neblocabil orice cuvant peste I poate fi citit.
Evident, de aici nu rezulta ca orice cuvant este recunoscut de APD.

Lema 3.2 Un APD determinist cu stari finale este echivalent cu un APD
determinist cu stdri finale neblocabil (relativ la prima situatie de blocare).

Demonstratie.Fie APDy = (X,1,Z, f,s0,20,%¢). Construim APD’, =
(XU{sh, 8" I, ZU{z}, f!) 80, 20, 2 f) unde:
(1) f'(s,4,2) = f(s,i,2) dacd f(s,i,2) #0,s € X,i € IU{\},z € Z;
(2) f'(s,1,2) = (s, 2) daci f(s,1, z) f(s,\z)=0,seXiel,z€ Z;
(3) f'(syi,2) = (¢, )ZEIZEZ,
(4) 7/(5 2 2b) = (50, 20%h).
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Avem

APD;
p€ L(APDy) < (so,p,20) FE (s,\q),s€eX; &

APD), APD),
(s0:0:20) FE (s0,0,2020) F (s,Mq2),s € Xp & pe L(APDY).
Deci L(APDy) = L(APD/}.0
Observatie. Intr-o situatie de blocare (s, ip, 2q) si f(s,4,2) = f(s, A, 2) =
() putem scrie

’ ’ !
APDY APD’ APD’

(s,ip,zq) E (shpzq) E ... E (5 2q).

Teorema 3.12 Orice limbaj independent de context determinist este re-
cunoscut de un APD determinist neblocabil.

Demonstratie. Fiind dat un APD determinist vom construi un APD de-
terminist neblocabil echivalent. Conform lemei anterioare putem presupune
ca nu are loc prima situatie de blocare.

Daca are loc a doua situatie de blocare, putem avea doua cazuri:

1. continutul memoriei push—down se mareste nelimitat;

2. lungimea cuvintelor scrise in memoria push—down nu depageste un
anumit numar.

Fie card(X) = n, card(Z) =k, l = maz{|ql,q € Z* | (s',q) € f(s,4,2)}.

Cazul 1. Existd in total un numar nk de perechi de forma (s, z). Daca
in evolutia lui APD s-ar succede numai configuratii cu perechi de forma
(s, z) distincte atunci lungimea cuvantului din memoria push—-down ar cregte
la maximum nkl simboluri. Prin urmare, daci (s',\,a’)——(s",\,a") si
|o” ||| > nkl, atunci in aceasta evolutie trebuie si existe doud configuratii
cu aceiagi stare s i cu acelagi simbol z in varful memoriei push—down. Deci

(8", X, &)= (s, N, 21)—= (8, A, 2qr)—— (s, N, a ),
de unde urmeaza ca
(5", N, )= (s, \, 21)——(s, X, ¢""r),¥Ym € N.

Cazul IT Lungimea cuvantului scris in memoria push—down nu depéaseste
nkl, cici dacd |a”| — |o/| > nkl, ar rezulta ci in memoria push-down am
avea zq™,Vm € N i lungimea cuvantului nu ar fi finitd.O
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Teorema 3.13 Daca E este un limbaj independent de context determin-
ist atunci limbajul complementar I* \ E este de asemenea independent de
context determinist.

Demonstratie. Fie APDy = (3,1, Z, f, 50, 20, £ f) automatul push-down
determinist care recunoaste limbajul E. Construim un automat push—down
determinist care va recunoagte limbajul I* \ F in modul urméator

APD} = (Z X {0’1,0’2,0’3},[, Z7 fl78672072/f)

unde
o (s0,01) pentru sg € Xy,
07 (s0,02) pentru sy ¢ Xy,
multimea de stari finale este ¥ = {(s,03)[s € ¥} iar functia de evolutie
este definita de

(1) daca f(s,i,2) = (s',q) atunci

(2) daca f(s, A, z) = (s, q) atunci
f (s, 01)’ A, Z) = ((SI7 kl)7 Q)v
f((s,03), A, 2) = (s, k'), 9);
unde k' =1 dacd s’ € ¥y si k' =2 dacd s’ ¢ &y.
Fie p € L(APDY), atunci ((so,0%),p, 20)—((s,03), A\, q),k = 1,2. In
mod necesar, ultima configuratie trebuie sa fie precedata de o configuratie
de forma ((s',02), A, q), deci

(A) ((50’ ak)vpa ZO)’L}((SI’ 02)’ )‘7 Q)'—>((3, 03)7 >‘7 q)

de unde rezulti ci (sg,p,20)——(s',\,q) si s’ & Yy, Decip € I*\ E si
L(APD}) CI*\E.

Invers, fie p € I*\ E, atunci in AP D', avem evolutia (so, p, 20)—— (s, \, ), s &
¥t si putem scrie evolutia (A). Prin urmare p € L(APDY%), adica I* \ £ C
L(APD}).D

Consecinta. Putem enunta proprietatea de mai sus astfel: Familia lim-
bajelor independente de context deterministe este inchisa la complemen-
tariere. Cum familia limbajelor independente de context nu este inchisa la
complementariere gi cum ea coincide cu familia limbajelor recunoscute de
automatele push—down nedeterministe putem mai departe obtine urmatorul
rezultat:

APD nedeterministe nu sunt echivalente cu APD deterministe.
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3.6 Lema Bar—Hillel

Ca si In cazul limbajelor regulate, lema Bar—Hillel pune in evidenta ur-
matoarea proprietate a unui limbaj independent de context: orice cuvant
al unui astfel de limbaj, suficient de lung, contine un subcuvant (nevid)
pe care multiplicandu—1 de un numar arbitrar de ori, obtinem noi cuvinte
care apartin de asemenea limbajului. Mai poarta denumirea de ”lema de
pompare” sau ”lema uvwzxy”.

Ne vom referi in cele ce urmeaza la gramatici de tipul 2 in forma nor-
mald Chomsky. Intr-o gramatica de aceasta forma arborii de derivare sunt
intotdeauna arbori binari.

Lema 3.3 Fie G o gramaticd in forma normald Chomsky si X=p,p € V.

Daca cea mai lungd ramurd din arborele Ax, contine m noduri, atunci
-1

lp| <2m~ 1.

Demonstratie. Procedam prin inductie asupra lui m.

Pentru m = 2 arborele are dou nivele si in mod evident |p| < 2 = 2m~1.

Presupunem ca proprietatea este adevaratda pentru un m oarecare si
consideram un arbore care are pe cea mai lunga ramura m + 1 noduri. In
derivarea X=-p punem in evidenti prima derivare directi

X=Y Z5p.

Conform lemei de localizare, p = p1ps si Y=>p1, Z=>po. Arborii de derivare
Ay p, si Az p, contin, fiecare pe cea mai lungd ramuré cel mult m noduri;
conform ipotezei de inductie, avem |p;| < 2™71 |po] < 2™~1. Prin urmare

Ip| = [pipa| = |p1] + |p2| < 2771 +2m71 =2m.O

Exemplu. Consideram un arbore de forma data in figura 4.7. Cea mai
lungd ramura are m = 5 noduri (nivelul ultim plus 1). Se poate ugor vedea
c& pe ultimul nivel putem avea cel mult 2™~ noduri (in acest caz toate
nodurile sunt neterminale).

Observatie. Dacd X=p si |p| > 2! atunci existd in arborele Ax p cel
putin o ramura cu m + 1 noduri.

Lema 3.4 Fie G o gramaticd de tipul 2 si fie X=X ... X;n=p. Atunci,
conform lemei de localizare, p = p1...pm §i Xj:*>pj,j =1,...,m. Fie
Ay,q C Ax p. atunci g este subcuvant intr—unul din cuvintele p;.

Demonstratie. Neterminalul Y apartine unuia din subarborii Ax; ., fie
acesta Ax, p,; atunci Ay, C Ax, ,, si ¢ € Sub(px). Imaginea grafica este

data de figura 4.8.0
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max|p|

Nivel
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Figura 3.7: Exemplu de arbore

®
& ® - )

D1 D2 o Dm

Figura 3.8: Reprezentarea graficd a incluziunii ¢ € Sub(py).
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U v w T Yy

Figura 3.9: Descompunerea cuvantului p.

Lema 3.5 (Lema Bar-Hillel) Fie E un limbaj independent de context. Atunci
existd un numdr natural k astfel incdt, daca p € E si |p| > k atunci p se
poate descompune in forma p = uvwxy cu urmatoarele proprietati:

1. v # X;
2. lvwz| > k;
3. wiwzly € E,¥j € N,

Demonstratie. Fie n = card(Vy). Ludm k = 2". Cum |p| > k = 27,
conform observatiei de la prima lema, exista in arborele Ag , cel putin o
ramura cu n + 2 noduri; pe aceastd ramura ultimul nod este terminal, deci
existd n + 1 noduri etichetate cu acelasi simbol A. Descompunem cuvantul
p ca in figura 4.9, p = uvwzy.

(1) Consideram subarborele A 4 4, caruiaii corespunde derivarea ASvw.
Punem in evidenta primul pas

A=BC3vwz,

si vwz se descompune in vwz = pppc, B=pr, C=pc si pr,pc # A. Cum
Aaw C A pws, rezultd cad w este subcuvant in pp sau in po. S& pre-
supunem ci w € Sub(pc); atunci pp € Sub(v) §i cum pp # A rezultd
v#E A

(2)Putem alege nodurile vy gi vy astfel incat pe ramura punctatd incepand
de la v In jos pana la frontiera sa avem exact n+1 noduri. Rezulta conform
lemei precedente, [vwz| > 2™ = k.
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(3) putem scrie derivirile A=w, A=vAz. Deci
SSuAy=uvAzy=u? Az?y= . .. Suv’wr’y.0

Problema inchiderii familiei £, la intersectie

Teorema 3.14 Familia Lo nu este inchisd la intersectie.

Demonstratie. Consideram limbajul Ls = {a™b"c"|n > 1}. Sa ratam ca
Ls & Ls. Intr-adeviir, si presupunem ci Ls € Ly si fie k constanta din
lema Bar-Hillel. Luam n > k/3 si fie p = a™b"c"; avem |p| > k, deci
conform acestei leme p se descompune in forma p = uvwzy cu ve # A si
wlwazly € Ls,j € N.

Vom analiza posibilitatile de constituire a subcuvintelor v si x. Sa pre-
supunem cd in v (sau z) intrd doud din simbolurile a,b,¢; de exemplu
v = aabbb. atunci consideram cuvantul p, = wv’wz?y = uaabbaabbwz?y
care nu are structura cuvintelor lui Lz ("a” nu poate sa urmeze dupa ”b”)
dar conform lemei Bar-Hillel apartine lui L3. Deci, in v (sau =) nu pot intra
doud (sau trei) din simbolurile a,b,c. S& presupunem ci intrd un singur
simbol; de exemplu v € {a}" si € {b}". Atunci multiplicAnd in p subcu-
vintele v si x, puterile simbolurilor ”a” gi ”b” se maresc iar ”¢” ramane pe
loc, contrazicandu—se din nou structura cuvintelor din Lg. In concluzie Ls
nu este independent de context.

Fie acum limbajele

Ly = {a™b"c"|m,n > 1}
Ly = {a"b"c¢™|m,n > 1}.

Se poate vedea ugor ca aceste limbaje sunt de tipul 2; gramaticile care
le genereazd sunt S — aS|aA, A — bAc|be si respectiv S — Sc|Ac, A —
aAblab.

Avem L4 N L; = L3, deci intersectia a doud limbaje de tipul 2 este un
limbaj care nu apartine lui £5.0

Corolar 3.15 Familia L2 nu este inchisa la complementariere.

Intr-adevir, si presupunem ci Lo este inchisd la complementariere si fie
E1,Ey € L. Cum familia Lo este inchisa la reuniune, ar rezulta C(E7) U
C(E3) € Ly. Dar (de Morgan) C(E;) UC(E;) = C(E1NC(Es) € Ls.

Complementul limbajului C'(F; N Es) este Ey; N Ey gi conform pre-
supunerii ar trebui ca Ey N Ey € Lo, oricare ar fi F, Ey, ceea ce nu este
adevarat.O

Generalizari ale lemei Bar—Hillel Lema lui Bar—Hillel reprezinta o
conditie necesara ca un limbaj sa fie independent de context. cu ajutorul ei
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se poate demonstra relativ ugor ca anumite limbaje nu sunt independente
de context. Ideea este aceea ca prin multiplicarea subcuvintelor v si z, de
un numar suficient de ori, se contrazice structura limbajului.

Totusi, nu orice limbaj care nu este de tipul 2 poate fi respins de lema
lui Bar—Hillel. De exemplu, aceasta lema nu poate respinge limbajul

L={a"b*"|n,m > 1} U {b}*,
care nu este de tipul 2 (se demonstreaza pe alta cale). intrfadevér, pentru
orice p = a"b?" luim

1 om
u=Nv=aw=\z=\y=a""'b .

Putem itera subcuvintele v si x fara sa contrazicem structura cuvintelor
limbajului.

O generalizare a lemei Bar—Hillel este
Lema 3.6 (Lema lui Ogden) pentru orice limbaj independent de context L

existd o constantd k astfel incat orice p € L pentru care cel putin k simboluri
sunt "marcate”, se poate descompune in forma p = uvwxy astfel incat

1. sau u,v,w sau w,x,y conlin fiecare cate un simbol marcat;
2. vwzx contine cel mult k simboluri marcate;
3. wlwziy € L,Yj € N

Cu ajutorul acestei leme se poate arata ca limbajul de mai sus nu este
de tipul 2, considerand marcate simbolurile b.

3.7 Inchiderea familiei £, la substitutii

Definitie 3.12 Vom spune ca o familie de limbaje L este inchisd la substitutii
dacd oricare ar fi L € L gi oricare ar fi substitutia s : V* — P(U*) astfel
incdt s(i) € L,Vi €V, avem s(L) € L.

Se cunosc o serie de proprietati de inchidere a familiilor de limbaje din
clasificarea Chomsky fata de substitutii particulare; o parte din acestea
sunt prezentate in tabelul urmator.

| Lo | L1 | Lo | Ls |

Substitutie DA | NU | DA | DA
Substitutie A-libera DA | DA | DA | DA
Homomorfisme DA | NU | DA | DA

Homomorfisme A\-libere | DA | DA | DA | DA

In cele ce urmeaza vom considera notiunea de substitutie intr—o acceptiune
ceva mai generala (fatd de cea din Capitolul I)
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Figura 3.10: Reprezentare grafica a substitutiei

Definitie 3.13 Fie V un alfabet; pentru orice a € V' consideram un alfabet
Va si notam Vy = U,cy Vo Fies:V — P(V)) o aplicatie cu proprietatea
s(a) € Vs a € V. Prelungirea canonicd a lui s la V* o numim substitutie.

Observatie. Prelungirea canonica se defineste recursiv astfel:
s(A) ={A}, s(ar...an) =s(a1)...s(an).

O reprezentare grafica este prezentata in figura 4.10. Observam ca
Vi # Uney Vo si Ve C VS
Definitia substitutiei se poate da si direct:

Definitie 3.14 Vom spune ca s : V* — P(V") este o substitutie daca
1. s(\) = {A};
2. s(a) CVrVaeV;
3. s(ay...an) =s(a1)...s(an), a1,...,an € V.

Definitie 3.15 Imaginea unui limbaj L € V* prin substitutia s este

a€l

Definitie 3.16 Vom spune ca o familie de limbaje L este inchisd la sub-
stitutii dacd oricare ar fi L € L i oricare ar fi substitutia s : V* — P(V
astfel incat s(a) € L,Va € V, avem s(L) € L.
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Observatie. In cazul particular in care V, = U,Va € V, avem Vg =Usi
conditia s(a) C V* este in mod evident satisfacuta.

Teorema 3.16 Familia limbajelor independente de context este inchisd la
substitutii.

Demonstratie. Fie L € Lo si s : V* — P(V)) o substitutie astfel incat
s(a) € Lo,Ya € V.
Fie
G=(VnN,V,5P) cu L(G) =L,
Go = (VE, V4, Sa, Pa) cu L(G,) = s(a),

G si G, fiind gramatici de tipul 2. Vom presupune ca aceste gramatici nu
contin reguli de stergere (cu exceptia regulilor de completare) si ca alfabetele
neterminale sunt disjuncte.

Definim p: Vy UV U{A} — Vy U {Ssla € V} U {A} prin

n(A) = A,
W(X) =X, X € Vy,
pla) =S4, a €V

si prelungim canonic aplicatia la (Vy U V)*.
Considerdm acum gramatica G' = (V{, V4, S, P') unde

V= ViU ey V)
Vp = UaEV Va,
P' = (U,ey Po) U{X — p(a)|X — o € P}.

Observatie. P’ contine toate regulile din toate gramaticile G, nemodificate;
regulile din G le modifica, i anume terminalele din partile drepte le inlocuim
cu simbolurile de start din gramaticile G,.

Sa mai observam ca G’ este de tipul 2.

Fie u € s(L). Deoarece s(L) = |, 8(v) rezulta ca exista v € L astfel
incat u € s(v).

Dacéd v = X inseamnd c& s —» A € P gi S — p(A\) = A € P'. Tinand cont
cd s(A) = {A\} rezultd w = A gi A € L(G").

S& presupunem cd v # A i fie v = vy ... v,; avem s(v) = s(v1) ... s(vy).

Prin urmare © = uy ... u, si u; € $(v1),...,u, € s(vy).
Avem S = vs§i S, Su;in Gg,,i=1,...,n.
G
Atunci

G S=u(v)=pve)= ... =plv,) = puv).

Cum v contine numai terminale, rezultd ca p(v) = S, ... Sq, . Deci

G S:*>Xa1 ...Xan:*>u1...un = u,
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siu € L(G'), adica s(L) C L(G").

Invers, fie u € L(G'). deoarece (UVE) N Vy = 0, derivarile din G’
care utilizeaza reguli din P, nu introduc simboluri din Vy. In derivarea
S % u efectuam mai intai derivarile directe care utilizeaza reguli de forma

X — pu(a). Vom avea
G- S=*>Sa1 ...San:*>u.
Cuvantul v se descompune In u = vy...v, §i Sq; = v;. Deoarece
G/
alfabetele gramaticilor GG, sunt disjuncte, putem scrie Sg; :*>Uj (in gramatica
Ga;) si deci v; € L(Gy;) = s(a;). Asadar
U="v1...0y € s(ay...s(an) = s(ar...a,) C s(L).
Rezultd L(G’) C s(L) si in final s(L) = L(G").O

Proprietatea de inchidere a familiei Lo la substitutii se poate utiliza
pentru a reobtine proprietati cunoscute. De exemplu:

Corolar 3.17 Familia Lo este inchisd la operatiile requlate (reuniune, pro-
dus, inchidere Kleene).

Demonstratie. Limbajele {a,b}, {ab}, {a}* sunt regulate, deci si indepen-
dente de context.

Definim o substitutie s astfel: V = {a,b},V,,V, oarecare si fie L1 C
Vi, Ly C Vp* doud limbaje independente de context. Consideram s : {a,b} —
P( (Vo UV,)* ) definita de

s(a) = Ly, s(b) = Lo

Conform teoremei anterioare rezulta ca limbajele s({a,b}), s({ab}), s({a}*)
sunt independente de context; dar
s({a,b}) L1 U Ly, s({ab}) = L1 Lo, s({a}*) = L7.
De exemplu
s({a,b}) = s(a) Us(b) = L1 U Loy, etec.

3.8 Caracterizarea limbajelor independente de
context
Limbajul lui Dyck Cuvintele limbajului Dyck, numit si limbaj parame-

tric, constituie siruri de paranteze corect scrise intr-o expresie aritmetica.
De exemplu, daca in expresia

{la+b)x[(c+d) = (e+ f)]}
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se elimin& toti operanzii se obtine girul de paranteze {()[()()]}, care dupa
cum se poate observa sunt corect scrise. Definitia generald a unui sir de
paranteze corect scrise nu este foarte simpla; de exemplu, nu este suficient
s& spunem ca fiecarei paranteze deschise trebuie sd—i corespunda o paranteza
inchisa.

Sirurile de paranteze corect scrise se pot defini elegant cu ajutorul gra-
maticilor de tipul 2. Fie G, = ({X},Vyr, X, P) o gramaticd de tipul 2,
unde

Ve ={i1, ... in, 4y o i}y
P={X—->XiXiX k=1,...,n X — A}

Prin definitie, limbajul lui Dyck de ordinul n este D,, = L(G,,).
Ezemplu. Presupunem n = 3; putem scrie derivarea
X=Xig Xig X=Xig Xin Xy Xis X = Xig Xy Xl Xio Xih, X i X
XigAXi1Xi/lXigXile"lXi’QXigXéXigXi1Xz"1Xi2Xi1Xi1Xi/1Xi’1Xi/QXz'gX.
In final, aplicand regula de stergere, obtinem

L
X=igiqi)ioiri1i)i) 5.

Daca asociem simbolurilor i, ), perechi de paranteze, de exemplu: iq,7] <

(;); i2,i5 < [,]; i3, 75 < {, } obtinem {()[() ()]}
Proprietati ale limbajului lui Dyck

1. igDypif, C Dy, k=1,...,m;

2. D, D,, C Dy;

3. Dy, € (Ug—; ikDnifDy) U {N};
4. daca p,pq € D,, atunci q € D,,.

Demonstratie. (1) Un cuvant din iy D4}, trebuie sa aiba forma ixpij,p €
D,, (deci X=>p). Putem scrie

X=Xip X i) X =iy X i}, =ippi}, € D,,.0

(2) Fie p € D, D, deci p = pipa,p1 € Dy, p2 € Dy sau X=py, X Spo;
fie p =iy ...4,. Derivarea X=>p; o putem detalia lisand la sfarsit stergerile:

XE3Xi1XoX ... Xipg X0y .. ip.
Putem scrie

X2Xi1XoX .. . XinX=2iy .. in X =p1 XSpipa =p € D,,.0
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(3) fie p € D,,; trebuie sa ardtdm ca p € (Up_; ixDnifpDn) U {7}
Proceddm prin inductie asupra lungimii lui p. Dacé |p| = 0, atunci p = A si
apartenenta este evidenta.

Observatie. Putem lua |p| = 2, deci p = ixi},; avem

ikDnipy D = ik {N, .. Jig{N, .} = {inig, ...}

si deci it} € i, Dy1}, Dy

Presupunem acum ca proprietatea este adeviratd pentru |p| oarecare
si consideram cazul |p| + 1. punem in evidentd prima derivare directa
X=Xi, Xi), X=p. Conform lemei de localizare, p = pyippai}ps si X=pj,j =
1,2,3, adica p; € D,. Dacd p; = A proprietatea este demonstratd. Pre-
supunem ca p; # A. Cum p; € D, avem p; = ijp’li;-p’i,p’l,p’l’ € D,, in
conformitate cu ipoteza inductivd. Prin urmare

R Y B ./ A
P = 15P1%; Py kP2l P3 = 15P175q.0
~——
eD,

N————’
=q€D,

(4) Fie p,pq € D,,. Proceddm prin inductie asupra lui |pq|.
Daca |pg| = 0, rezulta ¢ = A € D,,.

Presupunem ca proprietatea este adevirata pentru \pq| oarecare gi con-
sideram cazul |pq| + 1.

Din p,q € D,, rezulta
pq = igsit, s,t € Dy,.
Avem doua cazuri

¢

~ =~
I.pqg=1igs182...540) tita ...ty

~——
P q
Deci

p =igsi, =(ip.ind.) t' € D,,

€D, €D,
t = t'q =(ip.ind. D,.
q =(ip.ind.) g € Dy,

€D, eD,

II. prq = ikslsg .. .Sai;ctth .. .tp.
S~ ——

P s’ q
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Vl*

R

o
_

N
Figura 3.11: Imagine grafica a teoremei de caracterizare

Avem
. -/ /-1 Y ST R BV A
ISl = ps'iy = igpigp S iy, p,p € Dy,

VY A .. VA
s = i.p s=(ip.ind.) i.p s € D
S_=_1 ixp §'=(ip.ind.) iyp n
€D, €D,
ceea ce nu este posibil.Od
Teorema de caracterizare

Teorema 3.18 Un limbaj este independent de context dacd si numai dacd
este imaginea printr-un homomorfism a intersectiei dintre un limbaj requlat
st un limbaj Dyck.

Demonstratie. Vom arata numai implicatia directd, adica dacd E este
un limbaj independent de context atunci existd un limbaj regulat R, un
limbaj Dyck si un homomorfism h astfel incat E = h(R N D).

Imaginea geometrica este prezentata in figura 4.11. Fie G = (V, Vp, S, P)
in forma normald Chomsky astfel incdt £ = L(G). Presupunem cé
Vp = {il, .. Zm}

(a) Constructia lui R.

Luam gramatica G’ = (Vy, V4, S, P’) unde
Vi = {01,902, imsfmet1s - s by 15 - - - 5 Gy | 180 P’ se construieste astfel:

X—>i§€ikeP’, o .
X —ipitinazep, L =hm ZEVN
X —-YZeP atunci X —inyY € Pl=1n.

X —ipeP =
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De fiecare data alegem un i,,4; diferit (de aici rezulta n).
(b) Constructia lui D.
Luam D = D,,, 4, cu alfabetul terminal V; i cu regulile cunoscute.
(c) Definitia lui h.
Ludm h : Vi3 — Vp U{\} astfel:

h(ix) = { Z;k’“f;b” h(if) = A k=1,...,m+n.
Prelungim h in mod canonic la Vi*. Se poate arata ugor ca h este un
homomorfism.

S& ardtam cd E C h(RN D).

Fie p € E = L(G); va trebui sd aratam ca existd ¢ € R, D astfel incat
p € h(q). Vom ardta implicatia ceva mai generala:

Daca X :;> p atunci dg, X 2*5 4,9 € D,p = h(q).

Procedam prin inductie asupra lungimii [ a derivarii.
Daca [ = 1, atunci X :G> p =ik, X — igip, € P/. Luam ¢ = i1}, s

avem In G’ derivarea X =iy}, iar h(q) = h(ix)h(i},) = ix = p.

Presupunem ca implicatia este adevaratd pentru derivari de lungime
oarecare | gi consideram cazul [ + 1; punem in evidentd prima derivare
directa

X=YZ=> p
G G

Conform lemei de localizare, p = p1p2,Y = p1,Z = po. Tinand cont
G G

de ipoteza inductivd avem in gramatica G’

o, 30 YZq, ¢ € D, h(q1) = p1;
g2, Z=q2, g2 € D, h(g2) = p2.

v . U s * . . A
Ne fixam atentia asupra derivarii Y = ¢p; fiind o derivare intr-o gra-
G/

matica de tipul 3, in toate derivarile directe se aplica reguli de categoria
I(A— pB) cu exceptia ultimei unde se aplica o regula de categoria II
(¢ = ¢). In cazul nostru, aceastd ultimd reguld trebuie si fie de forma
X — igiy. Odata cu aceasta regula avem si X — ixiy kil Z; aplicAnd-o
pe aceasta, avem

Y 3 Qi 1 Z ?, Q1,4 1q2-

Pe de altd parte, decarec X — YZ € P avem X — i,,,Y € P, asa
incat
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* . * . . def
X ? im1Y zé UGl G2 = -

Avem X 2 ¢,q € D si h(q) = h(q1)h(q2) = p1p2 = p.

S& ardtam acum ca h(RN D) C E.
Fie ¢ € R, D si p € h(q), atunci p € L(Q).
Mai general

X = ¢, q€D atunci X = h(q).
el G

Procedam prin inductie asupra lungimii derivarii [.
Daca | = 1 atunci X=-q = ix1}; ¢ € Dy, h(q) = ix. S—a aplicat regula
X — it} € Py rezultd X — iy € P deci X = i = h(q).
G

Presupunem ca implicatia este adevarata pentru un ! oarecare si con-
sideram cazul [ + 1. Punem in evidentd prima derivare directd (evident,
aceasta nu poate sa fie de forma X — 44}, ). Distingem doud cazuri

v 9 N A
L. Se aplica o regula de forma X — ipiyi;, ,Z. Avem

X=iyiyi, 12 ? q,
q = iRy Gy 1=y, q1 € D, nu este posibil.
~—~

€D eD

II. Se aplica o regula de forma X — i,,4;Y. Avem
G X=ipuY=q, ¢=im1qi, 19 .4.q €D.
Detaliat, derivarea de mai sus trebuie sa aiba forma
G XY Sim1d Z5im1q i1 -
De aici Y z*>/ q,Z ?’ q si conform ipotezei inductive avem Y % h(q"),

Z = h(q"). Putem scrie
G

G: X=YZ=h(g)h(q ) = Mim) MV r(imi)h(q ) = h(im1q'ip, 107) = h(g).0
1. S& se arate ca L(G) = {(ab)"aln > 0} unde G are productiile S —
SbS, S — a. Sa se construiasca o gramatica echivalenta cu G care sa
fie neambigua.
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2. Eliminati redenumirile din gramatica G ce genereaza expresiile arit-
metice simple.

3. Aduceti la forma normald Chomsky gramaticile ce au regulile:
(a) S =TI, T — TaT|ca;

(b) S — aAC, A — aB|bAB,B — b,C — ¢;
(c) S — A.A A — 0A|1A|... 94|\

4. Gasiti forma normala Greibach pentru gramaticile:

(a) A1 — A2A3, A2 — AlAg‘l, A3 — A1A3|O
(b) Gg care genereaza expresiile aritmetice simple.
5. Construiti un automat push—down pentru recunoagterea limbajului:
(a) L ={w|w € {a,b}*, numarul literelor a in w este egal cu numarul
literelor b in w };
(b) L ={wlw € {a,b}*,w=w};
(¢) L = {wlw € {(,)}*,w este un cuvant in care fiecare paranteza

deschisa are o pereche, paranteza inchisa }.

6. Folosind lema de pompare sa se arate ca urmaéatoarele limbaje nu sunt
independente de context:

(a) L={a'bcF|i <j <k}
(b) L= {a'W]j = %

(¢) L={a"b"c"n > 1};
(d) L = {ali prim };

(e) L= {a'b'c’|j >i};
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Capitolul 4

Limbaje dependente de
context

4.1 Gramatici monotone

Reamintim ca o gramatica este monotona daca orice reguld u — v satisface
conditia |u| < |v|. Este permisa gi A-regula, S — X (care evident nu satisface
conditia de monotonie) cu conditia ca S si nu apard in dreapta vreunei
reguli.

Lema 4.1 Fie G; = (Vy,Vr,S,PU{u — v}) unde u — v este o reguld
care satisface conditia de monotonie iar P sunt requli de tipul 1. Atunci Gy
este echivalentd cu o gramaticd dependentd de context.

Demonstratie. Presupunem ca P satisface conditia din lema 1.2, deci u =
Xi.. Xpsiv=Y1...Y, cu X;,Y; € Vi si m < n. Putem presupune ca
m > 2. Fie Zy,...,Z,, neterminale noi si consideram regulile R:

X1X2. --Xm — Z1X2 Xm7
ZlXQ...Xm — leg...Xn“

12 D1 X — 2122 LY. Yo,
leg e ZmYm+l SN Yn — Y122 e ZmYm+l SN Yn>

Y1§/2 .. .Ym_lZmYm_s_l .. Yn — Y1}/2 .. }/7,

Luam G} = (VN U{Z,...,Zn},Vr,S, PUR). Evident G este de tipul
1. S& aratadm cd L(G}) = L(G).
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Fie p € L(G). Daca in derivarea S = p nu se utilizeaza regula u — v,
G

este clar ci putem scrie in G} derivarea S=p si p € L(G%). Si presupunem
ca la un anumit pas se utilizeaza regula u — v; detaliem

(G1): S=a = dua"=dva" = 3=5p.
Pasul a=-3 se poate obtine si in gramatica G utilizand regulile R:
(GY): a=dud"=dX;...Xnd"= .. . =advd’ =73

Rezultd ci S=p si deci p € L(GY), adicd L(G1) C L(GY).
Invers, fie p € L(G}). Daci in derivarea S=p s-au folosit numai reguli

din P atunci evident S = p. S& presupunem ci la un anumit pas s—a uti-
1

lizat pentru prima data o regula din R; aceasta nu poate sa fie decat prima
deoarece pana in acest moment nu pot aparea simboluri Z. In continuare
trebuie aplicate succesiv toate regulile din R, altfel nu putem elimina neter-
minalele Z. Pasgii respectivi (de la a la ) vor avea forma (G]) de unde
rezultd forma (Gp). Prin urmare, p € L(G1), mai departe L(G}) C L(G1)
si L(Gh) = L(Gy). O

Sa observam ca orice gramatica dependenta de context este in mod evi-
dent monotona. Vom demonstra in cele ce urmeaza afirmatia reciproca.

Teorema 4.1 Orice gramaticd monotond este echivalentd cu o gramaticd
dependentd de context.

Demonstratie. Orice gramatica monotond se poate pune sub forma
G, = (Vn,Vp,S,PU{u; — v;,i = 1,...,n}) unde regulile u; — v; sat-
isfac conditia de monotonie iar P sunt reguli de tipul 1 (P contine cel putin
o reguldi, anume cea care are S in stinga). Este clar cd G,, este o generalizare
a lui G1; procedand ca in lema, putem construi o gramatica dependenta de
context G, echivalenta cu G,,.0

Corolar 4.2 Familia limbajelor generate de gramatici monotone coincide
cu familia Lo.

Gramatici liniar marginite.

Definitie 4.1 O gramaticd monotond este de ordinul n dacd orice requld
u — v satisface conditia |v| < n.

Lema 4.2 O gramatica monotona de ordinul n > 3 este echivalentd cu o
gramatica monotond de ordinul n — 1.
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Demonstratie. Fie G = (Vy,Vr, S, P) o gramaticid monotond de ordinul
n > 3. Putem presupune din nou ca G are forma din lema 1.2. Construim
G' = (V,V},S,P") cu Viy C V{ siin plus

1. Dacd u — v € P, |ul,|v] < 2 atunci v — v € P’
2. Fie u — v € P,|v| > 2; atunci v = Y1 YaY30'.
(a) dacd u = X introducem in P’ regulile

X — 21227
Zy — Y,
Ty — Yo Yau'.

(b) daci u = X7 Xou' introducem in P’ regulile

X1 X9 — Z1Zs,
Z1 — Y,
Zgu/ — YVQYS’U/.

In ambele cazuri Z, Z, € Vi

Este clar cd G’ este monotond, are ordinul n — 1 si L(G') = L(G).O

Observatie. Procedand in mod analog putem reduce ordinul unei gra-
matici monotone pana la valoarea 2. Prin urmare, orice gramatica monotona
este echivalenta cu o gramatica monotona de ordinul 2.

Forma normala Kuroda.

Definitie 4.2 O gramatica se numeste liniar mdrginitd (sau in forma nor-
mala Kuroda) dacd are reguli de generare de forma

1. S — SA,
2. B — C|i,
3. DE — FH,

unde, ca de obicei, S este simbolul de start, A,B,C,D,E,F,H € Vy si
i € Vp cu conditia C, F, H # S.

Teorema 4.3 Orice gramaticd monotond este echivalenta cu o gramatica
liniar marginita.

Demonstratie. Fie G o gramatica monotona pe care o presupunem de or-
dinul 2. Prin urmare regulile din G au formele:

1. B — (i,
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2. DE — FH,
3. X - YZ.

Regulile (1) si (2) satisfac conditiile de la gramaticile liniar méarginite, iar
cele de forma (3) presupunem cé nu satisfac aceste conditii, deci ca X # S
sau Y # S. In general, putem avea mai multe astfel de reguli; pentru
simplificare presupunem ca exista doua reguli de forma (3):

(3); X1 = Y1Z1, Xy — YalZs.

Construim o gramatica liniar marginita G’ = (VyU{S’, X1, X2}, Vr, S, P'),
unde P’ contine toate regulile care convin (de formele (1) si (2)) precum si
S — S,
S/ —: S/X1|S/X2, B
X1 X1 - Y721, Xo Xy — Yoo

De asemenea vom include in P’ urmatoarel reguli de comutare (relativ la
simbolurile nou introduse X1, X5):

AXl - )glAv

AXQ _))(2147 ,VAEVN

Se vede cd G’ este o gramatica liniar marginitd. S& aritdm ca L(G) = L(G').
Fie p € L(G), deci S = p. Presupunem c3 in aceasti derivare existd o
G
singurd secventd u=v in care se aplica reguli de forma (3'), adica
G: S3umvp.
Presupunem ci secventa u=v are forma
u = U1X1UQXQU3XQU4=*>U1Y1Z1UQY2Z2u2Y223U4 =,
unde w1, ug2, us, us € Vy. In G’ putem scrie
S/éS/XQéS/X2X2$S'X1X2X2$SX1X2XQ
:*>’U,X1X2X2 = U1X1UQX2U3X2U4X1X2X2:*>U1X1X1UQX2X2U3X2XQU4
Suy Y1 Zyua Yo Zous Yo Zouy = v=>p
Prin urmare, 8’ = psip € L(G').
G/
Invers, fie p € L(G’), deci S’ = p. Daci in derivarea S’ = p apar
G’ el

simbolurile X, X5 ele nu pot aparea dacat in urma aplicarii regulilor S’ —
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S'X i " — §'Xs, deci la inceputul derivirii, apoi singura posibilitate de
continuare este S’ — S; de asemenea, aceste simboluri nu pot fi eliminate
decat cu regulile X1 X1 — YiZi si XoXo — YaZs, etc. Astfel derivarea
noastra trebuie sa aiba forma descrisa mai sus, de unde rezulta S :;> p,pE

L(G).O

Observatie. Tinand cont ca gramaticile dependente de context sunt
echivalente cu gramaticile monotone, rezulta ca orice gramatica dependenta
de context este echivalenta cu o gramatica liniar marginita, cu alte cuvinte
admite forma normala.
Structura derivarilor intr-o gramatica liniar marginita. Deoarece

C, F, H # S rezulta ca in orice derivare dintr-o gramatica liniar marginta se

aplicd mai Intai un numé&r oarecare (sa zicem m) de reguli de forma (2),(3)

si la sfargit reguli de forma (4). Este clar ca lungimea cuvantului este m+ 1.
Exemplu. Consideram gramatica

S — SA|SB,
A— B, AB — BA,
S—0,A—0, B—1.

Putem scrie derivarea
S=SA=SBA=SABA=SBAA=SBBA=0110.

Corespunzator acestei derivari putem figura hiperarborele din figura 5.1.
Sa observam ca pana la linia punctata s-au aplicat trei reguli de forma
S — SA, obtinandu-se cuvantul SABA apoi doua reguli de forma (2),(3)
si apoi reguli de forma X — 1.

4.2 Automate liniar marginite

Un automat liniar marginit (ALM) se compune dintr-o banda de intrare
si un dispozitiv de comanda care poseda un dispozitiv de scriere—citire pe
banda de intrare. Banda de intrare contine simboluri ale unui alfabet de
intrare, constituind un cuvant de intrare. Alfabetul de intrare contine un
simbol special numit ”marcaj” si notat ”#” (diez) utilizat pentru delimitarea
cuvintelor. Banda se poate migca in ambele sensuri, sau sa ramana pe loc;
prin conventie vom nota, deplasarea spre stanga cu +1, deplasarea spre
dreapta cu —1 si ramanerea pe loc cu 0. Dispozitivul de comanda se afla
intotdeauna intr-o anumita stare interna, element al unei multimi finite de
stari.

Schematic un ALM are forma din figura 5.2. Un ALM functioneaza in
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Figura 4.1: Hiperarbori asociati unei derivari

seEX

Figura 4.2: Reprezentarea schematica a unui automat liniar marginit
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pasi discreti. Un pas de functionare comporta:

(a) Dispozitivul de comanda citegte simbolul din dreptul dispozitivului
de scriere—citire;

(b) In functie de starea interni si de simbolul citit, automatul trece intr-
0 noud stare, scrie pe banda un nou simbol (in locul simbolului citit) si
mutd banda cu o pozitie (stdnga, dreapta) sau o lasa pe loc.

Observatie. Oricare ar fi starea internd a dispozitivului de comanda,
citirea marcajului provoaca scrierea din nou a marcajului; de asemenea
scrierea marcajului are loc numai in aceasta situatie (adicd daca s-a citit
marcaj). Prin urmare, cele doud marcaje care delimiteaza un cuvant nu se
modifica In urma functionarii.

Functionarea unui ALM inceteaza in momentul in care s-au citit toate
simbolurile cuvantului scris pe banda de intrare, mai exact in momentul in
care s-a citit al doilea marcaj. Starea dispozitivului de comanda in acest
moment este starea finala a automatului.

Matematic, un ALM este un sistem de forma ALM = (3,1, f,s0,2¢)
unde:

e ¥ este multimea de stari (finita si nevid&);
e [ este alfabetul de intrare;
o [: XX — P(XxIx{+1,0,—1}) este functia de evolutie;
e 5y € X si constituie starea initiala;
e ¥y C X este multimea de stari finale.
Observatie. Avem
f(s,0) = (s',#,k) & i=4.

O stare sau o configuratie instantanee a unui ALM este un triplet de
forma (s,p,q) unde p este partea din cuvantul de pe banda de intrare din
stanga dispozitivului de scriere—citire, ¢ este partea din dreapta a aces-
tui cuvant, inclusiv simbolul din dreptul dispozitivului de scriere—citire, iar
s starea internd. Zicem c& o stare o1 = (p1,$1,q1) se transformd (sau
evolueazd) direct in starea oo = (pa, S2,¢2) daci

(1) 1 = i1qy, f(s1,01) = (82,2, +1), p2 = p1iz, 2 = ¢;

(2) @1 =014y, f(s1,01) = (82,2,0), p2 = p1,G2 = i2qy;

(3) @v =irqy, pr =p1J, f(s1,01) = (52,42, 1), p2 = P, @2 = jizg)-
Vom spune ci starea ¢’ evolueazd (fard specificatia direct) in starea o’ si
vom scrie o/ ——c¢” dacii o’ = o’ sau dacd o, ..., 0, astfel incét

/ 1
0 =009 ...—0, =0 .
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Definitie 4.3 Limbajul recunoscut de un ALM este
L(ALM) = {plp € T*, (), s0,p)— (g, 5, \),5 € X¢}.

Limbajele recunoscute de ALM. Automatele liniar marginite sunt me-
canisme care recunosc limbajele dependente de context, deci reprezinta o
modalitate analitica de definire a acestor limbaje.

Teorema 4.4 Un limbaj este dependent de context dacd si numai daca este
recunoscut de un automat liniar marginit.

Demonstratie. Partea I: E € L, = E = L(ALM).

Fie G = (Vn,Vr,S,P) o gramaticd de tipul 1 presupusi in forma
normala, astfel incit F = L(G). Construim automatul liniar méarginit
ALM = (3,1, f, s0,Xy) unde

Y = {so, 51, 82,853,841 U{sp|D € Vy,DE — FH € P},

I =VNUVpU{#,b},

X ={ss},
iar functia de evolutie o definim punand in evidenta patru categorii de
relatii:

. (l)f(SOa #) = (807 #7 1)7
CULs () (g, #) = (3% 1),

Cat.I1; (3)F (0. #) = 284’#’ b, }pentru A€ E,;

f( ;

f(307y) = (307B70)7 B — ) € P7 Y S VN UVT,
f(s0, F

f(

)= (sp,D,1), DE — FH € P
E,0), DE—>FH€eP

(9)f(s3,A) = (s0,5,0), S—SAeP
(10)f(507 S) = (817 S) _1)5
8;;;5817 ?)) :((Sz’b#l’)l)7

. 52, = 83,0, 1),

CoIVs (13)F(s1,0) = (s2,,1),

(14) f(s0, o) = (81,20, —1),
(15) f(s2,20) = (83,0, 1),
(16)f(837A = (807330,0)

Relatiile din categoria I servesc la ”pornirea” si respectiv ”oprirea” au-
tomatului. Categoria II apar numai daca gramatica contine regula S — A
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B D E
Figura 4.3:
F H
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D H
SD
D E
S0
Figura 4.4:

si servesc la recunoagterea cuvantului vid A. Regulile din categoria III se
utilizeaza pentru reducerea succesiva a hiperarborelui de derivare gi anume
partea construitd cu reguli de forma (2),(3), (4) (partea situatd sub linia
punctata de la exemplul din figura 5.1). In adevir, cu ajutorul relatiei (5)
putem plasa dispozitivul de comanda sub oricare din simbolurile cuvantului
curent. Apoi, cu ajutorul relatiilor (7) si respectiv (8),(9) putem reduce
subhiperarbori de forma prezentata in figura 5.3. corespunzatori regulilor
de forma B — y si DE — F'H. De exemplu, avem urmatoarea functionare
(vezi figura 5.4).

In acest fel ajungem la partea triunghiulari a hiperarborelui (situata
in exemplu deasupra liniei punctate) care va avea pe frontierd un cuvant
de forma #SXY ... Z# cu X,Y,...,Z € Vy. Aceasta parte va fi redusa
cu relatiile din categoria IV. Astfel, dupa plasarea dispozitivului de citire—
scriere pe S, cu ajutorul relatiei (10), dispozitivul se plaseazi pe marcajul
de inceput si trece in starea s1, dupa care revine pe S in starea so (relatia
11). In continuare au loc secvente de forma din figura 5.5.

In urma acestor secvente pe bandd se va scrie cuvantul #bb...b# iar
dispozitivul se va plasa pe marcajul de sfargit in starea ss. In sfarsit, cu
ajutorul relatiei (2) functionarea automatului este oprita.
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S XY - # Xo A B
52 S0
b XY - # Xo A B
S3 S1
S Y # Xo A B
So 52
b S Y - # b A B
S1 S0
b S Y --- .-« b Xo B
52 So
Figura 4.5:

Este clar ca daca p € E atunci automatul definit mai sus va avea o
evolutie de acest tip si reciproc, deci E = L(ALM).O

Ezemplu: Evolutia ALM corespunzator gramaticii de la exemplul din
paragraful precedent pentru cuvantul #0110# este:

(>‘7 50, #0110#)’_)(#7 50, 0110#)'—)(#07 50, 110#)'_>(#017 50, 10#)’_)
(#01, so, BO#)|—> ... |—>(#S7 S0, BAA#)!—)(#SA, Sp, AA#)|—>

(#SA, sg, BA#)— .. .—(#, 80, SABA#)—(\, 51, SBAA#)—

(#, 52, ABA)— (#0, 53, ABA# )— (#D, s0, SBA#)— (3, s1, SBA#)—
(#£h, 52, S BAH)— (#bb, 53, BAH)—s . . .—s (bbb, 53, #)



Capitolul 5

Limbaje de tipul zero

5.1 Forma normala

Limbajele de tipul 0 sunt generate de gramatici Chomsky fara restrictii
asupra regulilor de derivare. Se poate arata ca orice gramatica de tipul zero
accepta urmatoarea forma normala

S — SA,
B — Cli|A,
DE — FH,

unde A,C,F, H # S. Se observa ca singura deosebire fata de gramaticile
dependente de context este aceea ca putem avea si A-reguli.

Demonstratia existentei formei normale urmeaza in linii mari aceiasi
cale cu cea de la limbaje dependente de context. In prealabil gramatica
se completeaza cu neterminale noi astfel incat orice regula care nu este de
stergere si respecte conditia de monotonie. Acest lucru se poate realiza
dupa cum urmeaza. Fie

Xi..Xp—=Y1... Y n>m,
o regula care nu respecta conditia de monotonie. Vom pune
X1..Xn =Y. . Y0uZs1 o Zny Zpe1 — Ao Zg — A
Este clar ca orice derivare directda u=-v In gramatica initiala se poate

obtine gi in gramatica modificata si reciproc (neterminalele Z nu pot apirea
in stanga altor relatii). In acest fel, gramatica se va transforma astfel
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incat sa contina doua categorii de reguli: reguli care respecta conditia de
monotonie i A-reguli.

In continuare reducem ordinul regulilor monotone, urménd aceiasi pro-
cedura ca la limbaje dependente de context, pana la ordinul 2 inclusiv (A
regulile nu intervin cu nimic in acest proces). In final obtinem reguli de
urmatoarele categorii:

(1) B — Cli|x,

(2) DE — FH,

B)X—-YZ
Regulile de forma (3) cu X # S sau Y # S le elimindm cu procedura
cunoscuta plus un simbol de start nou, cu reguli stang recursive cunoscute
pentru neterminalele nou introduse.

Relativ la puterea generativa a gramaticilor de tipul zero se poate arata
cd L1 C Ly (strict). Demonstratia se face pe o cale indirectd (nu s-a gasit un
exemplu de limbaj de tipul zero care sa nu poata fi generat de o gramatica
dependenta de context).

Dupa cum am vazut in primul capitol limbajele de tipul zero sunt inchise
fatd de operatiile regulate. Se poate arata ca familia Ly este Inchisa la
intersectie.

Mentionam si urmatoarea ”teorema a spatiului de lucru”. Fie G o gra-
matica de tipul zero. Pentru o derivare

D: S=uw=u=...=u,=peVy

definim

WSp(p) = maz|u
i=1,...,n

si
WS(p) = min{WSp(p)}.
D

Observatie. WS este prescurtare de la working space.

Spunem ca o gramatica de tipul zero G are spatiul de lucru marginit
dac existd k € N astfel incat pentru Vp € L(G) s avem WS(p) < k|p|. S&
observam ci orice gramaticd care nu are reguli de gtergere (exceptie S — A
si atunci S nu apare in dreapta) satisface aceasta conditie cu k = 1.

Teorema 5.1 (teorema spatiului de lucru) dacd o gramatica G are spatiul
de lucru mdrginit, atunci L(G) € L;.
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i iy i3 iy s

seEX

Figura 5.1: Reprezentarea schematica a maginii Turing

5.2 Masina Turing

Conceptul de masina Turing. Magina Turing este un mecanism de re-

cunoastere a limbajelor de tipul zero. In felul acesta, familiilor de limbaje
din clasificarea Chomsky le corespund automate specifice de recunoastere.

Familia £3 - automate finite,

Familia £, - automate push—down,
Familia £; - automate liniar marginite,
Familia £y - magina Turing.

O masind Turing (prescurtat MT) se compune dintr—un dispozitiv de
comanda care poseda un dispozitiv de scriere—citire gi o banda de intrare.
Banda de intrare se considera marginita la stanga si nemarginita la dreapta;
ea contine simboluri ale unui alfabet de intrare, incepand din prima pozitie.
Alfabetul are un simbol special numit blanc gi notat b (sau spatiu), care se
considera inregistrat in toata partea neocupata a benzii. Indicele simbolului
din dreptul dispozitivului de scriere—citire il notam cu n si el va constitui
un element al starii masinii Turing. Dispozitivul de comanda se afla intr-o
anumita stare interna, element al unei multimi finite de stari.

Schema unei magini Turing este data in figura 6.1. O magind Turing
functioneaza in pasi discreti. Un pas de functionare consta din:

Dispozitivul de comanda citeste simbolul aflat in dreptul dispozitivului
de scriere—citire; in functie de simbolul citit, magina Turing trece intr-o noua
stare internd, scrie pe band& un nou simbol (intotdeauna diferit de blanc) in
locul simbolului citit si muta banda cu o pozitie (spre stdnga sau dreapta)
sau o lasa pe loc. Conventional, vom nota cu +1 o migcare spre stanga, cu
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—1 spre dreapta gi cu 0 pe loc.
Din punct de vedere matematic, o magind Turing este un sistem

MT = (E,I,f,SO,Zf)

unde:

> este multimea de stari;

I este alfabetul de intrare;

f:ExI) —Yx({I-{})x{1,0,-1}, (ExI) CExI,
este functia de evolutie;

so € X este simbolul de start;

Y C X este multimea de stari finale.

Observatie. Functia f nu este definita pe intregul produs X x I; daca
magina ajunge intr-o stare s iar in dreptul dispozitivului de scriere—citire se
afla simbolul 7 si (s,4) € (X x I)’ spunem ca magina se blocheaza. Exista si
alte cazuri de blocare, de exemplu situatia in care dispozitivul de scriere—
citire se afla in dreptul primului simbol, iar pasul de functionare prevede o
migcare a benzii spre dreapta.

O stare (sau configuratie) a unei magini Turing este un triplet de forma
o = (s,p,n) unde s este starea internd, p este cuvantul scris pe banda iar n
este indicele simbolului din dreptul dispozitivului de scriere—citire.

Vom spune ci starea o1 = (s1,p1,n1) evolueazd direct in starea oo =
(s2,p1,Mn2) g1 vom scrie o1——09 daci se efectueazd un pas de evolutie. In
termenii functiei de evolutie, avem

(l)f(sl,inl) = (Sg,i, —|—1), D2 =101 .0py—180n 41 ---lm, N2 =n1 + 1;

(2) (Sl,lnl) = (Sg,i, 71), P2 = il .. 'inl—liinl—&-l .. .’im, Ng = N1 — 1,
(3)‘}[(8172”1) = (82,7;70), P2 = il e ’L’nlfl’iinl+1 .. .im, No = N1;
(4)f(s1,b) = (52,4, +1), pa = p1i, n2 = n1 + 1;

(5)f

(51,0) = (82,4, —1), pa = p1i, ng =ny — 15
(6)f(s1,b) = (52,4,0), pa = p1i, na = ny;
Vom spune cd o’ evolueazd (fara specificatia direct) in ¢’ gi vom nota
* v o . o N ~
o'+——0c" dacd o' = 0" sau daci existd o1, ..., o, astfel incat

o = o1—0o9— .. . —0, =0,
Limbajul recunoscut de o masina Turing este prin definitie
L(MT) = {plp € T*, (s0,p, 1) (5,¢,¢€), 5 € X }.

Observatie. Este posibil ca magina sa ajunga intr-o stare finala inainte
de citirea integrala a lui p; analiza starii finale trebuie facutd numai dupa
parcurgerea cuvantului.

Ezxemplu. Considerdm masgina turing MT = (X, 1, f, s9,Xs) unde ¥ =
{s0,51,s2}, I ={0,1}, £y = {51} iar functia de evolutie este data de
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f So S1 S9

b (82,1,1) (80,0,—1)
0 (81,0, 1)

11 (s0,1,1) | (s0,0,1)

Evolutia magsinii pentru p = 001 este
(80,011, 1)—(s1, 011, 2)—(sg, 001, 3)—(sp, 001, 4)—

(52,0011, 5)— (s, 0011, 4)—(s0, 00110, 5)—(s1, 00110, 6)

Se poate observa ca dupa citirea intregului cuvant magina poate sa
efectueze un numar de pasi suplimentari pana la ajungerea intr-o stare fi-
nald, deci este posibil ca |p| < |q|.

Situatii in care o magind Turing se blocheaza (in aceste situatii cuvantul
scris pe banda nu este recunoscut):

1. MT ajunge intr-o stare s, in dreptul dispozitivului de citire—scriere se
afla simbolul 7 si (s,4) € (X x I)';

2. MT este in starea s, a citit simbolul din prima pozitie ¢ si f(s,7) =
(Sla Z./7 _1)7

3. MT efectueaza un ciclu infinit in interiorul cuvantului.
Definitie 5.1 Vom spune ca o magina Turing este nestationara dacd
f:ExID) =2 x (I\{b}) x {-1,+1}.

Prin urmare, o magina Turing nestationara nu lasa in nici o situatie banda
pe loc.

Lema 5.1 Orice masina Turing este echivalentd cu o maging Turing nesta-
tionara.

Demonstratie. Pornind de la o MT data construim o MT’ nestationara
astfel:

Daca f(s,i) = (s¢',4',4+1) vom pune f'(s,i) = f(s,1);

Daca f(s,i) = (¢/,4,0) vom pune f'(s,i) = (s”,7,-1) si f'(s",j) =
(s',4,41),Vj € I, unde s este o stare nou introdusa.

Astfel, in cazul unei ramaneri pe loc a lui MT, noua masind va face
un pas spre stanga i unul spre dreapta, fara sa modifice nici starea gi nici
continutul benzii. Evident, cele doua masini sunt echivalente.
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Limbajele recunoscute de magini Turing.

Teorema 5.2 Un limbaj este recunoscut de o maging Turing dacd $i numai
daca este de tipul zero.

Demonstratie. Partea 1. E = L(MT) = FE € L.
Fie MT = (X,1, f,s0,X¢) o magind Turing astfel incat £ = L(MT).
Putem presupune cd M T este nestationara. Fie I = (I'\ {v}) U{A}.
Construim o gramatica de tipul zero astfel: G = (Vy, Vr, S, P) unde

VN =X U{(i,j)i € In,j € [}U{S, X1, Xo}; Vr =1\ {b}.

Definitia lui P:

S — s50X1, X1 — (i,i)Xl, 1€ I\ {b},

X1 — Xo, Xo — (A 0) X2, Xo — A,

daca f(s,i) = (s',4,1) atunci s(iy, i) — (i1,4")s’, Vip € I,

daca f(s,i) = (s',4', —1) atunci (i1,42)s(iz, i) — 8'(i1,42)(i3,’), i1,45 €
Iy, i0 €1,

dacd s € Xy, atunci s(i1,42) — si18 §i (i1,i2)s — siys.

Fie p € L(MT),p = i1...4,. Presupunem ca MT utilizeaza in re-
cunoastere m pozitii de pe banda situate la dreapta cuvantului p. In G
avem

S=50X1250(i1,71) - - - (insin) Xo=50(i1,91) - - - (in,in ) (A, D)™
Cuvantul p fiind recunoscut de M'T avem
(1) (80,01 - -in, V)= (57,8} .. 0%, k), b >n.
Vom arata ca (1) implica existenta unei derivéri de forma
2)80(i1,41) -+« (iny in) (A D) ™= (i1,41) « +« (Tb—1,8%—1)S £ (ks %) - - (ntoms Tgm)s
unde

Tlyeeesin GI\{b}, in+17~~~7in+m =\,
Hoeodh €T\, thyysoooihan = A

Demonstratie prin inductie asupra lungimii [ a evolutiei.
Pentru [ = 0 avem

(80,01 - - iny D)(80, 01 - . in, 1),k = 1, h = n, i) = i.

Partea dreaptd a lui 2) va avea forma sg(i1,%1) ... (in,n)(A,0)™ si deci 2)
este adevarata.
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Figura 5.2: Configuratii posibile ale maginii Turing

Presupunem ca implicatia este adevarata pentru [ oarecare si consideram
o evolutie de lungime [ + 1. Punem in evidenta ultima evolutie directa

(S0, 01 - - in, ) (s, 8 il ) — (s, i, k).

In general h = g sau h = g + 1 In conformitate cu urmatoarele doua
cazuri (figura 6.2).
Intotdeauna k = j £ 1. apoi if =45, t =1,...,9,t # j, adica
i " =/ 1 -1/,
PR PP TS ¥ S ST
iy . 7 y
TR P VERPE VI TP
In urma ultimei evolutii directe vor diferi numai simbolurile i, 7.
Din ipoteza inductiva rezulta

So(il, il) ce (in, ’Ln)(/\, b)m:*>(i1, le/) N (ij_l, i;’fl)s(ij, Z;/) PN (in+m, iZer).
In conformitate cu definitia evolutiei directe avem

f(s,i;'l) = (Sf’i;‘a 1)7 k=j+ 175(ij7i;'/> - (ijai;{)sf;
f(S,Z';»/) = (Sf,Z;, —1)7 k :j — 1, (ij,l,iél_l)s(ij,i/f) — Sf(ij77;;l_1)(ij7i;').

In ambele cazuri
So(ilv il) s (ina Zn)()‘a b)m:*>(i17 le) s (ik—la i;C—l)sf(ikﬁ Z;c) s (in+ma Z‘In+m)'
Acum, deoarece sy € Xy, putem scrie
S Sso(in,i1) .- (inyin) (A, D)™
= (i1,71) - (k=156 1)8 £ (i B) - - (s Ty gn)
= (iny 1) - (lh—1,Gy)SpiRS (ins1s kqn) - - (it T )

S . o . o . Y . .
=(41,41) ... (Gk—2,0%_9)Sfik—15fikS flkt15f (Tht2, zk+2) o (mgns Trgn)
* . . . * . .

=Sf118f125f .. . SFpSF=11 .. .1p = P.

Prin urmare p € L(G) si L(MT) C L(G). Analog se aratd si incluziunea
inversa si deci L(MT) = L(G).0
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