Aplicaţie: modelul de regresie liniară simplă (estimare, testare, predicţie)

Se consideră un model de forma:

	yi = α + β ⋅ xi + εi ,  i = 1, 2,K
	(1)


reprezentând ecuaţia (dreapta) de regresie ce sar obţine dacă am dispune de date despre întreaga populaţie statistică, unde α i β desemnează parametrii ce specifică acest model. Modelul are o parte deterministă, α + β ⋅ xi , dar i o componentă aleatoare, desemnată de erorile εi .

Despre erori se fac următoarele ipoteze:

Media (speranţa matematică) a erorii εI este nulă:

E[εi ] = 0, ∀i

Dispersia erorii εI este constantă:

Var[εi ] = E[εi2 ]= σ 2 = constant ,



∀i

Erorile reprezintă o secvenţă de variabile aleatoare necorelate între ele,

covarianţa dintre două erori distincte εi i ε j  este nulă:



prin urmare,

Cov[εi , ε j ]= E [εi ⋅ ε j ] = 0,



∀i ≠ j

În realitate nu dispunem decât de date cu privire la un eantion de volum n . În cel mai

simplu caz cu putinţă, acesta este obţinut din observarea a două variabile :

o variabilă x de intrare (numită i variabilă independentă, sau de tip “cauză”);

o variabilă y de ieire (numită i  variabilă dependentă, sau de tip “efect”).

Pe baza datelor din eantion ne propunem să estimă m o ecuaţie (dreaptă) de regresie de o

formă similară cu cea a pupulaţiei, specificată prin:

yi = a + b⋅ xi + ei ,



i =1,K,n



(2)

unde a i b reprezintă estimaţii ale parametrilor α, respectiv β, iar n este volumul eantionului. Partea deterministă este a + b⋅ xi , iar ei se numesc reziduuri.

Pentru facilitarea calculelor, vom presupune un e antion de volum mic, n = 6 . Datele privind perechea (x, y) sunt:

xi
yi

· 2.0

2  3.1

3  3.9

4  5.1

5  5.9

6  7.0

Reprezentarea grafică a perechilor (xi , yi ) în planul XOY este următoarea:

[image: image1]
Din grafic se observă că datele se aliniază aproximativ dea lungul unei drepte, ceea ce justifică opţiunea de a estima un model liniar (dreaptă de regresie).

Mediile celor două variabile, calculate pentru datele de mai sus sunt:

	
	
	
	n
	
	
	n

	
	
	
	∑ xi
	
	
	∑ xi

	
	
	=
	i=1
	=3.5 ;
	
	=
	i=1
	= 4.5

	
	x
	
	
	
	y
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	n
	
	
	n


Prin centrarea variabilelor în raport cu mediile, adică prin calcularea diferenţelor x - x , respectiv y - y , se obţine:
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xi - x
yi - y
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2.50000  2.50000

1.50000  1.40000

0.50000  0.60000

0.50000
0.60000

1.50000
1.40000

2.50000
2.50000

Sume necesare în calculele ulterioare:

· xx = ∑( xi − x)2  = 17.500000000000000
i=1n
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· yy = ∑( y i − y)2  = 17.140000000000001
i=1 n

· xy = ∑( xi − x)⋅ ( y i − y) = 17.299999999999997
i=1n
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Determinarea coeficienţilor de regresie prin metoda CMMPO

Estimatorii a i b ai parametrilor (necunoscuţi) α i minimizeze suma pătratelor reziduurilor ei = yi − a − b ⋅ xi , deci



· pot fi determinaţi din condiţia să rezultă ca argumente ale criteriului de
minim:

	arg min F(a ,b) = arg min ∑n ( y i − a − b ⋅ xi )2
	(3)

	i=1
	


cunoscut sub numele de criteriul celor mai mici pătrate ordinare (CMMPO).

Formulată ca problemă de optimizare, determinarea estimatorilor a i b face apel la condiţiile necesare de ordinul întâi:

	∂F(a,b)
	n
	n

	
	
	
	=−2⋅∑
	( yi − a − b⋅ xi )= − 2⋅ ∑ei = 0

	
	∂a
	
	

	
	
	i=1
	i=1

	
	∂F(a ,b)
	
	n
	n

	
	
	
	=−2⋅∑
	( yi − a − b⋅ xi )⋅ xi = − 2⋅ ∑ xiei =0

	
	
	
	
	

	
	∂b
	i=1
	i=1

	
	
	
	


din care se deduce următorul sistem de ecuaţii normale:

	
	n
	
	n

	n⋅ a + b⋅ ∑ xi = ∑ yi

	
	i=1
	i=1

	
	n
	n
	n

	a ⋅ ∑ xi + b⋅
	∑ xi2
	= ∑ xi yi

	
	i=1
	i=1
	i=1




(4)

(5)

Soluţiile acestuia pot fi exprimate prin:

	b =
	∑(xi −
	
	)(yi −
	
	)
	

	
	
	x
	
	y
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	2
	
	
	
	(6)

	
	
	∑( xi − x)
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	a = y − b⋅ x
	


Cu ajutorul diferenţelor xi - x , respectiv yi - y , calculate anterior, obţinem:
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b = 0.98857

a = 1.04000

Determinarea valorilor estimate ale lui y

Înlocuind coeficienţii astfel estimaţi (a i b) în partea deterministă a modelul de regresie, obţinem valorile estimate ale lui y , notate prin yˆi , adică:

yˆi = a + b⋅ xi ,
i = 1,K,n

deci:

yˆi

2.028571428571429

3.017142857142857

4.005714285714285

4.994285714285715

5.982857142857142

6.971428571428572

Determinarea rezidurilor ei

Întrucât

yi = a + b⋅ xi + ei = yˆi + ei ,
i = 1,K,n

rezultă că reziduurile ei se pot obţine prin calculul diferenţelor:

ei = yi − yˆi ,
i = 1,K,n

adică:

ei

0.028571428571429

0.082857142857143

0.105714285714285

0.105714285714285

0.082857142857142

0.028571428571428

Determinarea estimaţiei nedeplasate a dispersiei erorilor

O estimaţie nedeplasată a dispersiei σ 2 a erorilor εi (asociate modelului populaţiei, deci necunoscute), se poate obţine pe baza valorilor calculate mai sus ale reziduurilor ei :

	s
	2
	=
	
	∑iei2
	
	=
	
	0.037714285714285
	= 0.009428571428571

	
	
	
	
	n − 2
	
	
	
	
	
	
	
	
	6
	
	2
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Determinarea dispersiilor s2
	i
	s
	2 ale estimaţiilor A i B ale coeficienţilor de regresie

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	a
	
	
	
	b
	
	
	
	
	
	
	

	Cu ajutorul lui s2
	
	se pot calcula acum dispersiile estimaţiilor a i b ale coeficienţilor de

	regresie:
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	s2 = s2
	⋅
	
	1
	+
	
	
	x
	
	
	
	
	
	= 0.008171428571428
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	n
	
	n
	( x −
	
	)2
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	∑
	
	x
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	i=1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


1

sb2 = s2 ⋅ ∑n ( xi − x)2 = 0.000538775510204
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i=1

Determinarea abaterilor standard sa i sb ale estimaţiilor A i B ale coeficienţilor de regresie

Abaterile standard ale estimaţiilor a i b sunt:
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s =  s2 = 0.090395954397465
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Teste de semnificaţie i intervale de încredere ale parametrilor de regresie

Întrucât a i  b
reprezintă estimaţiile (calculate pe bază de eant ion) a doi parametri

necunoscuţi, α i  β , corespunzători modelului popolaţiei, suntem interesaţi să testăm anumite

ipoteze statistice cu privire la parametrii necunoscuţi α i β .

Spre deosebire de parametrii α  i  β , care sunt unici (asemeni populaţiei pe care o

reprezintă), valorile estimaţiilor a i b depind de alegerea (aleatoare) a eantionului, dec i reprezintă ele însele variabile aleatoare. Prin urmare, rapoartele

(a −αi ) / sa ,
respectiv
(b − βi ) / sb

reprezintă la rândul lor variabile aleatoare. Se poate arăta că variabilele aleatoare definită de aceste rapoarte urmează o distribuţie Student cu (n2) grade de libertate, adică:

	a −α
	~ tn−2  ,  respectiv
	b − β
	~ tn−2

	
	
	
	

	sa
	sb


Acest rezultat poate sta la baza unei probleme de decizie statistică. El ne permite să formulăm i să testăm o ipoteză cu privire parametrii necunoscuţi α respectiv β :

	H
	0
	: α = α * (ipoteza nulă)
	versus
	H
	1
	:α≠α*
	(ipoteza alternativă)

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	respectiv
	
	
	
	
	
	
	
	

	H
	0
	:β=β*
	(ipoteza nulă)
	versus
	H
	1
	:β≠β*
	(ipoteza alternativă)

	
	
	
	
	
	
	
	
	


unde α* , respectiv β * , reprezintă valori numerice date.
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· 0 : β j = β *j
Pentru efectuarea testului putem să facem apel la distribuţia Student (ale cărei valori sunt tabelate, pentru diverse niveluri de semnificaţie i grade de libertate).

În condiţiile ipotezei H0, putem să substituim α cu α * (respectiv β cu β * ) în rapoartele precedente, deci să calculăm statisticile:

	t
	
	=
	a −α *
	,  respectiv
	t
	
	=
	b − β *

	
	a
	
	
	
	
	b
	
	

	
	
	
	sa
	
	
	
	
	sb

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


Valorile absolute ta , respectiv tb , rezultate din calcul, se vor compara cu valoarea critică tλ; ( n−2) , determinată din tabelul distribuţiei Student, unde λ reprezintă nivelul de semnificaţie, iar (n 2)
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desemnează numărul gradelor de libertate. Ipoteza H0 este respinsă dacă ta (respectiv tb ) este mai mare decât valoarea critică i este admisă în caz c ontrar.
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Un test statistic uzual este acela de a verifica dacă α , respectiv β , diferă semnificativ de zero. Un astfel de test se numete test de semnificaţie i se obţine pentru cazul particular când α * = 0 , respectiv β * = 0 . Ipotezele corespunzătoare unui test de semnificaţie se definesc astfel:

H0 : α = 0 (ipoteza nulă)



versus



H1 : α ≠ 0 (ipoteza alternativă)

respectiv

H0 : β = 0 (ipoteza nulă)



versus



H1 : β ≠ 0 (ipoteza alternativă)

Mai precis, H0 : α = 0 reprezintă un criteriu de a decide dacă modelul

yi = α + β ⋅ xi + εi ,



i = 1, 2,K

are sau nu termen liber (α = 0 , sau α ≠ 0 ), în timp ce ipoteza H0 : β = 0 reprezintă un criteriu de a decide dacă o variabila independentă x influenţează semnificativ ( β ≠ 0 ) sau nu influenţează ( β =0 ) nivelul variabilei dependente y .

Pentru a aplica teste de semnificaţie parametrilor α , respectiv β , vom calcula valorile absolute ta , respectiv tb , ale statisticilor corespunzătoare, înlocuind în formulele asociate acestora α * = 0 , respectiv β * = 0 :


a


t =
= 11.50494


a
sa

respectiv


b


t =
= 42.58966


b
sb

Din tabelul distribuţiei Student obţinem valoarea critică a testului t pentru n − 2 = 4 grade de libertate, la pragul de semnificatie 5% ( λ = 0.05 ), care este: t0.05; 4 = 2.78.

	Întrucât
	ta
	= 11.50494  > t0.05; 4
	= 2.78 ,

	ipoteza alternativă H1 : α ≠ 0 .
	

	Analog, deoarece
	
	tb
	
	= 42.58966
	> t0.05; 4

	
	
	
	
	
	

	admite ipoteza alternativă H1 : β ≠ 0 .
	




se respinge ipoteza nulă H0 : α = 0  i se admite

= 2.78, se respinge ipoteza nulă H0 : β = 0
i se

Următorul pas este să determinăm intervalele de încredere ale parametrilor necunoscuţi α i β, pentru un nivel de semnificaţie λ dat, unde λ reprezintă probabilitatea de eec, adică probabilitatea ca

	valorile testate ( (a − αi ) / sa ,
	respectiv (b − βi ) / sb ) să cadă în afara intervalului (−t, t) :

	a −α
	
	
	b − β
	
	

	P
	
	∉(−t, t)
	= λ ,  respectiv
	P
	
	∉(−t, t)
	= λ

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	sa
	
	
	
	sb
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Construcţia intervalelor de încredere se bazează pe faptul că variabilele aleatoare definite de rapoartele (a −α )[image: image36.png]


sa , respectiv (b − β )[image: image2]sb , urmează o distribuţie Student cu (n2) grade de libertate, adică

	a −α
	~ tn−2  ,  respectiv
	b − β
	~ tn−2 .

	
	
	
	

	sa
	sb


In figura de mai jos, care reprezentă distribuţia Student, probabilitatea de eec λ corespunde ariei haurate, iar complementara acesteia ( 1− λ ) corespunde ariei nehaurate (aflată sub graficul funcţiei, dat deasupra segmentului (−t, t) ), i reprezintă probabilitatea ca valoarea testată să cadă în interiorul intervalului (−t, t) .


Spre exemplu, deoarece

	− tλ ; n−2
	≤
	b − β
	≤ −tλ ; n−2
	⇔
	b − β
	
	≤ tλ ; n−2
	⇔β ∈[b − tλ ; n−2 ⋅ sb , b + tλ ; n−2 ⋅ sb ]

	
	
	
	
	
	sb
	
	

	
	
	sb
	
	
	
	


t0.05; 4

putem defini probabilitatea ca β ∈[b − tλ ; n−2 ⋅ sb , b + tλ ; n−2 ⋅ sb ] astfel:

	
	
	
	b − β
	
	
	
	= P(b − tλ ; n−2
	
	≤ β ≤ b + tλ ; n−2 ⋅ sb )= 1− λ
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	P
	
	
	
	
	≤ tλ; n−2
	
	
	⋅ sb
	
	(2.33)

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	sb
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


unde tλ reprezintă valoarea critică tabelată a distribuţiei Student, pentru (n2) grade de libertate. Intervalul de încredere astfel determinat dă o mulţime de valori plauzibile ale parametrului β,

pentru eantionul considerat.

Construcţia intervalului de încredere al parametrului β permite luarea unei decizii cu privire la ipoteza nulă H0 : β = 0 , respectiv ipoteza alternativă H1 : β ≠ 0* .

Acceptarea cu riscul λ a ipotezei nule H0 : β =0 , se poate face testând apartenenţa lui 0 la intervalul de încredere respectiv. A respinge ipoteza nulă echivalează cu a accepta că 0 se află în afara intervalului de încredere corespunzător nivelului de semnificaţie ales, adică:


b ≥t


λ ; n−2

Pentru λ = 0.05 i n − 2 = 6 − 2 = 4 , din tabelul distribuţiei Student obţinem valoarea critică = 2.78. Cu valorile determinate anterior pentru a , b , sa i sb , calculul numeric al intervalelor

	de încredere se poate face atunci astfel:
	
	

	α ∈[a − tλ ; n−2 ⋅ sa ,
	a + tλ ; n−2 ⋅ sa ] = [0.78906,
	1.29094]

	β ∈[b − tλ ; n−2 ⋅ sb ,
	b + tλ ; n−2 ⋅ sb ] = [0.92414,
	1.05301]


Analiza surselor de variaţie. Teste privind calitatea ajustării

Aprecierea calităţii ajustării prin modelul de regresie a datelor de observaţie se bazează pe o analiză de tip dispersional i are ca punct de plec are descompunerea variaţiei totale a variabilei Y în raport cu cele două surse de variaţie identificabile: variaţia datorată regresiei i variaţia rezidual ă.

Notând valorile ajustate cu yˆi = a + bxi i reziduurile cu ei = yi − yˆi abaterea valorilor yi de la media lor se poate scrie:

yi − y = (yi − yˆi ) + ( yˆi − y)=ei + ( yˆi − y)= ei + b(xi − x)


Y


	
	
	
	yi
	
	
	
	
	
	(xi , yi )

	yi
	−
	
	
	
	yi − yˆi
	ei

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	y
	yˆi
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	yˆi
	−
	
	
	b ⋅ (xi −
	
	)

	
	
	
	
	
	
	
	y
	
	
	x
	



y


(xi − x)

x
xi
X


Descompunerea lui yi − y


Variaţia totală a lui Y se obţine atunci ca sumă a abaterilor pătratice ale valorilor individuale faţă de medie:

	∑i (yi
	− y)
	= ∑i(yi
	− y)
	+ ∑iei
	=b
	∑i(xi
	− x)
	+ ∑iei

	
	
	
	2
	ˆ
	
	
	2
	2
	2
	
	
	
	2
	2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


unde sa ţinut cont că Σi xi ei = 0 (conform (4)).

Relaţia anterioară poartă numele de ecuaţie a analizei dispersionale i ea permite descompunerea variaţiei totale a lui Y, potrivit celor două surse ale sale:

· variaţia explicată a lui Y (datorată regresiei):
∑i (yˆi − y)2 = b2 ∑i (xi − x)2 = 17.10229


· variaţia reziduală a lui Y:
	ˆ
	2
	2
	= 0.037714285714285 ≈ 0.03771 (deja calculată anterior)

	∑i (yi − yi )
	
	= ∑i ei
	


Fiecărei sume de pătrate i se asociază un anumit număr de grade de libertate, reprezentând numărul informaţiilor (observaţiilor yi ) necesare pentru calculul sumei respective. Calculul dispersiei asociate fiecăreia dintre cele 3 surse de variaţie se face prin împărţirea sumei de pătrate respective la numărul corespunzător de grade de libertate. Aspectele prezentate pot fi sintetizate întrun tabel de forma:

	
	Sursa
	Suma
	
	
	
	
	
	Grade de
	Pătratul mediu

	
	variaţiei
	pătratelor
	
	
	libertate
	
	(dispersia)
	
	

	
	Explicată
	ˆ
	
	
	
	
	
	
	2
	
	1
	
	
	
	ˆ
	
	
	
	
	2
	
	
	
	
	

	
	
	
	− y)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	/1
	

	
	
	∑i(yi
	
	
	
	
	
	∑i(yi − y)
	
	
	

	
	Reziduală
	ˆ
	
	2
	=
	2
	n2
	
	
	
	
	
	
	
	e2
	
	
	
	
	

	
	
	∑ i( yi − yi )
	
	
	
	
	∑iei
	
	
	s
	2
	=
	∑i
	i
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	n − 2
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Totală
	∑i(yi
	− y)
	2
	
	n1
	2
	=
	
	∑i(yi − y)
	2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	sy
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	n −1
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Rezultatele numerice sunt:
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Sursa
	Suma
	
	
	
	
	
	Grade de
	Pătratul mediu

	
	variaţiei
	pătratelor
	
	
	libertate
	
	(dispersia)
	
	

	
	Explicată
	17.10229
	
	
	1
	
	17.10229
	
	
	
	
	

	
	Reziduală
	0.03771
	
	
	
	4
	
	
	0.00943
	
	
	
	
	

	
	Totală
	17.14000
	
	
	5
	
	
	3.42800
	
	
	
	
	


Calitatea ajustării datelor de observaţie prin dreapta de regresie se poate aprecia examinând aportul celor două componente (explicată, respectiv reziduală) în formarea variaţiei totale a lui Y. Dacă toate observaţiile ar fi situate pe dreapta de regresie, variaţia reziduală ar fi nulă. Este deci favorabil ca variaţia explicată să fie mult mai mare decât variaţia reziduală, condiţie echivalentă cu aceea ca raportul:

	
	
	
	
	
	
	
	variatia explicata
	
	
	
	ˆ
	
	
	
	2
	
	
	
	b
	2
	
	
	
	
	
	
	2
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	R
	2
	=
	
	=
	
	∑i( yi − y)
	=
	
	
	∑i(xi − x)

	
	
	
	
	
	
	variatia totala
	
	
	∑i( y i −
	
	
	)2
	
	
	
	∑i( y i −
	
	
	)2
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	y
	
	
	
	
	
	
	y
	
	
	
	
	

	sau, echivalent:
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	2
	
	
	
	
	variatia reziduala
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	ˆ
	
	2
	
	
	
	
	
	
	
	
	2
	

	R
	
	= 1
	−
	
	=1
	−
	
	∑i( yi − yi
	)
	
	
	= 1−
	
	
	
	∑iei

	
	
	
	
	
	variatia totala
	
	
	
	∑i( y i
	−
	
	)2
	
	
	
	∑i( y i
	−
	
	)2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	y
	
	
	
	
	
	
	
	y
	


să aibă o valoare cât mai apropiată de unitate.

Raportul prezentat mai sus se numete coeficient de determinaţie. Avem:

	R2 =
	17.10229
	= 0.99780,
	sau echivalent
	R2 =1−
	0.03771
	= 0.99780

	
	
	
	
	
	
	

	17.14000
	
	
	17.14000
	


Intensitatea legăturii liniare dintre două variabile X i Y se exprimă cu ajutorul coeficientului de corelaţie liniară:

	
	
	
	∑(xi −
	
	)(yi −
	
	)
	
	
	
	17.3
	
	

	rxy
	=
	
	
	x
	
	y
	
	
	
	=
	
	
	= 0.99890

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	∑( xi −
	
	)2 ∑( y i −
	
	)2
	
	
	17.50
	⋅17.14
	
	

	
	
	
	
	x
	
	y
	
	
	
	
	
	
	



Se poate arăta că între coeficientul de corelaţie liniară simplă i coeficientul de determinaţie

R2 există o strânsă legătură:

rxy = sgn(b)⋅ [image: image3][image: image4]R2 = sgn(0.92414)⋅ [image: image5][image: image6]0.99780 = +[image: image7][image: image8]0.99780 = 0.99890


unde sgn(b) reprezintă semnul lui b .

Eroarea standard a estimaţiei se obţine din dispersia reziduală, prin extragerea rădăcinii pătrate:
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Testarea semnificaţiei globale a modelului de regresie se poate face cu ajutorul testului F, la baza căruia stă compararea a două estimaţii de dispersie. Raportul acestora determină valoarea calculată F, deci o statistică, ce trebuie confruntată cu valorile tabelate ale distribuţiei F(1, n−2; λ ) ,

depinzând de gradele de libertate (1 i n2) asociate celor două estimaţii i de pragul de s emnificaţie (λ) ales:
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Valoarea critica a testului F pentru (1, n2) = (1, 4) grade de libertate, la pr agul de semnificatie 5% (adică λ = 0.05 ) este:

F(1, 4; 0.05) = 7.71

Cum statistica F = 1813.88 > 7.71, rezultă că modelul este semnificativ la pragul de semnificatie considerat.

Predicţie liniară

Să presupunem că x0 este o valoare cunoscută a variabilei explicative X i că suntem interesaţi în predicţia valorii y0 a variabilei explicate Y, asociată cu x0. Valoarea adevărată a lui Y se poate exprima cu ajutorul modelului ce descrie dependenţa liniară la nivelul întregii populaţii:

y0 =α + β x0 + ε 0

Deoarece α i β sunt parametri necunoscuţi, pe care îi aproximăm cu ajutorul estimaţiilor a i b calculate plecând de la datele unui eantion aleato r, o primă sursă de eroare va fi eroarea de eantionare relativă la cele două estimaţii. Totoda tă, dat fiind caracterul său pur aleator, nu vom putea să estimăm cu un grad de precizie suficient de mare eroarea ε0.

Valoarea punctuală a predicţiei va fi aadar:

yˆ0 = a+b x0

Aplicaţie: Predictia punctuală pentru x0 =6.5 este yˆ0 = a+b x0 = 7.46571

Diferenţa dintre valoarea adevărată a variabilei Y i estimarea sa cu ajutorul dreptei de regresie, reprezintă eroarea de predicţie:

e0 = y0 − yˆ0 =α + β x0 +ε 0 − a−b x0 =(α − a)+ (β − b)x0 +ε 0

Aplicând operatorul speranţă matematică în ambii membri, deducem că E[e0] = 0. Prin urmare, predicţia bazată pe CMMPO este nedeplasată, în sensul că eroarea de predicţie este de medie nulă.

Se poate arăta (vezi cursul) că dispersia erorii de predicţie poate fi estimată prin:
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Eroarea standard a predicţiei se calculează extrăgând radical din dispersia erorii de predicţie:
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Intervalul de predicţie pentru y0 , la pragul de semnificaţie λ = 0.05 (5%) este:

	
	1
	
	(x
	0
	
	
	2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	y0 =(a + b x0 )±tλ ⋅  s2 1+
	
	+
	
	
	− x)
	= [ 7.11624, 7.81519 ]

	
	
	
	
	Sxx
	

	
	n
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	



In figura următoare se reprezintă datele de observaţie, dreapta de regresie, erorile (reziduurile), extrapolarea (prelungirea) dreptei de regresie, predicţia punctuală pentru x0 =6.5 i intervalul de predicţie în jurul acesteia.


SINTEZĂ

(derularea calculelor, fără explicaţii)

yi = a + b⋅ xi + ei ,
i =1,K,n
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2  3.1

3  3.9
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· xx = ∑( xi − x)2  = 17.5
i=1n


· yy = ∑( y i − y)2  = 17.14
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· xy = ∑( xi − x)⋅ ( y i − y) = 17.3
i=1n
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	b = 0.98857
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i=1


s =  s2 = 0.090395954397465


a
a


a


t =
= 11.50494


a
sa


b


t =
= 42.58966


b
sb

Din tabelul distribuţiei Student obţinem valoarea critică a testului t pentru n − 2 = 4 grade de libertate, la pragul de semnificatie 5% ( λ = 0.05 ), care este: t0.05; 4 = 2.78.

	Întrucât
	ta
	= 11.50494  > t0.05; 4
	= 2.78 , se respinge ipoteza nulă H0 : α = 0  i se admite

	ipoteza alternativă H1 : α ≠ 0 .
	
	
	

	Analog, deoarece
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	= 42.58966
	> t0.05; 4
	= 2.78, se respinge ipoteza nulă H0 : β =0  i se

	
	
	
	
	
	
	

	admite ipoteza alternativă H1 : β ≠ 0 .
	
	
	

	
	
	α ∈[a − tλ ; n−2 ⋅ sa ,
	a + tλ ; n−2
	⋅ sa ] = [0.78906,
	1.29094]

	
	
	β ∈[b − tλ ; n−2 ⋅ sb ,
	b + tλ ; n−2 ⋅ sb ] = [0.92414,
	1.05301]


· variaţia explicată a lui Y (datorată regresiei):
∑i (yˆi − y)2 = b2 ∑i (xi − x)2 = 17.10229


· variaţia reziduală a lui Y:
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	≈ 0.03771 (deja calculată anterior)

	∑i (yi − yi )
	
	= ∑i ei = 0.037714285714285
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	Reziduală
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	0.00943
	

	Totală
	
	
	17.14000
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	3.42800
	


	R2 =
	17.10229
	= 0.99780,
	sau echivalent
	R2 =1−
	0.03771
	= 0.99780
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