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DINAMICA SISTEMULUI DE PUNCTE MATERIALE (SISTEMUL MECANIC)

O Forte exterioare si interioare.

O Proprietatile fortelor interioare.

O Ecuatiile diferentiale ale miscarii unui sistem de puncte materiale.

O Cantitatea de miscare (impulsul) a unui sistem de puncte materiale. Teorema variatiei cantitatii de miscare.
O Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale. Teorema despre miscarea centrului de masa.

d Dinamica miscarii de translatie a unui corp rigid. Ecuatiile diferentiale ale miscarii.
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Prelucrarea acestui material este necesara pentru studierea
« dinamicii ciocnirilor

 dinamicii corpului de masa variabila

* mecanicii mediului continuu

* pentru rezolvarea unor probleme de hidrodinamica

Din materialul lectiilor precedente vom folosi notiunile de
= forta

= vector principal al unui sistem de forze

= centrul de greutate al unui corp rigid

= vitezd si acceleratie a unui punct

= descriere dinamica a miscarii unui punct material prin metoda lui Newton.
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Sistem de puncte materiale (sistem mecanic) - o totalitate de puncte materiale, miscdarile carora depind unele de altele.

Se numeste masd M a unui sistem de puncte materiale suma maselor tuturor punctelor, ce intrd n componenta acestui sistem.

N
M = unde m;, este masa punctului material cu numarul Kk,
- My (1) iar N — numarul tuturor punctelor sistemului.
k=1
Active De reactiune
a legaturilor
™ /"
FORTE
Exterioare Interioare

Forte exterioare - fortele de interactiune Forge interioare - fortele de interactiune
dintre punctele materiale ale sistemului dat dintre punctele materiale ale aceluiasi
si punctele materiale ale altor sisteme, sistem.

Le vom nota prin Fe Le vom nota prin Fi
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UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

Conform legii a treia a lui Newton, fortele interioare figureaza n perechi.
Fak = —Fn (2)
Din (2) rezulta doua proprietati ale fortelor interioare ale sistemului.

Proprietatea I: suma vectoriala a tuturor fortelor interioare ale unui sistem de
puncte materiale (vectorul principal al fortelor interioare) este egala cu zero.

=2

lff = (3) Fig.1
k=1

Proprietatea Il: suma vectoriala a momentelor tuturor fortelor interioare ale unui
sistem de puncte materiale in raport cu un punct arbitrar (momentul principal al
fortelor interioare) este egald cu zero.

N

i = ) (e x Ff) = 0. (@

k=1
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Observatie.

« Din aceste doua proprietati ale fortelor interioare ale unui sistem de puncte materiale nu rezulta ca sistemul de forte este
echilibrat.

« Aceasta se explica prin faptul ca fortele interioare sint aplicate la puncte materiale diferite, care in caz general se pot
deplasa unul in raport cu altul.

* Un exemplu evident, ce confirma aceasta observatie, poate servi Sistemul Solar, planetele caruia si satelitii lor efectueaza
miscari suficient de complicate doar sub actiunea a fortelor interioare.

 Fie dat un sistem ce consta din N puncte materiale, care se misca in raport cu un
sistem inertial de referinta Oxyz.

e Daca sistemul este supus la legaturi, atunci aplicam principiul ecliberarii de
legaturi si inlocuim legaturile cu fortele de reactiune respective. Notam prin I?,ia si
ﬁ,ﬁ rezultantele tuturor fortelor exterioare si interioare aplicate punctului cu
indicile k.

» Atunci fiecare punct al sistemului poate fi considerat liber si fiecarui punct se

poate aplica metoda lui Newton de descriere dinamica a miscarii, unui punct
material, adica
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m17_‘>1 = Fle + F{, mzfz = er + le, . mNFN = FI\C} + FII\'],
sau in forma mai concisa

Myie = FE+FL, (k=1,2,..,N)
Tn proiectii pe axele de coordonate carteziene fixe:

mkxk — Fk6x + FIEX’ mkyk = F]?y + Fléy’ mek = FIEZ + F]iZl (k = 1; 2; ---;N)

(5) si (6) sint ecuatiile diferentiale ale miscarii unui sistem de puncte materiale n

forma vectoriala si n proiectii pe axele X, y si z.

()

(6)

ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII
UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE
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Doua greutati de masele m; si m, sint legate intre ele cu un cablu, trecut peste un scripete. Neglijind fortele
de frecare, precum si masele cablului si scripetelui, sa se determine legea miscarii greutatilor si tensiunea in

cablu.
Rezolvare:

-

ad, = — ay.

* Eliberam de legaturi (cablu) si Tnlocuim prin reactiunile 71 sl fz-

« Considerind acum ambele corpuri libere, compunem ecuatiile diferentiale ale miscarii in proiectii
pe axa x, conform expresiei myx, = F¢, + FL,,

« Tinind cont de proprietatea | a fortelor interioare a sistemului, F! = N_ ﬁ,ﬁ = 0.

ay
miXy =myg — Ty,  MpXy; =myg — T Y Tmug
VA
Tinind cont ca X, = —X%; si Ty = T, = T (deoarece se neglijeaza fortele de frecare, precum si
masele cablului si a scripetelui), se obtine
myxX; =mqug —T, —myX, =myg —T.

Rezolvind aceste ecuatii in raport cu acceleratia X, si tensiunea T a cablului, vom afla

X =2 g T =2
1 mq+m, <’ mq+m,

mqi-m,
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CANTITATEA DE MISCARE (IMPULSUL) A UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

Cantitate de miscare a unui sistem de puncte materiale se numeste vectorul Q, egal cu suma cantitditilor de miscare
ale tuturor punctelor materiale ale sistemului

N
é) = mkﬁk (7)

Vectorul cantitatii de miscare poate fi dat prin proiectiile sale pe axele de coordonate, ce rezulta din (7) si teorema despre
proiectiile unei sume vectoriale.

N N N
Qx = 2 My Vkx Qy = Z Mg Vky Q, = z My Vi (8)
k=1 k=1 k=1

TEOREMA: Derivata in raport cu timpul a vectorului cantititii de miscare a unui
sistem de puncte materiale este egala cu vectorul principal al tuturor fortelor
exterioare, aplicate punctelor materiale ale sistemului.
d j = Fe
de *
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Pentru demonstrarea teoremei sa transcriem ecuatiile diferentiale ale miscarii unui sistem de puncte materiale

CANTITATEA DE MISCARE (IMPULSUL) A UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

mk?}c = 13,3’ + ﬁ,i, si sd insumam partile stingi si drepte dupa indicile k

N N N
Z Z e+ kZl L 9)

Termenii din partea dreapta a acestei egalitati sint vectorii principali ai tuturor fortelor exterioare Fe si respectiv a tuturor
fortelor interioare F*. Adica
N

N
p Ffe=pe ) F=F (10)

k=1

Termenul din partea stinga a expresiei (9) poate fi transformat

N L. g &
z my Ty = EE MyTi = Ez My Uy, (11)
k=1 k=1 k=1
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Atunci, tinind cont de relatiile
N N N N
~i . - - - -
(0. G-y YRRy A6 Y

N N N
expresia Z Mty = Z e 4+ z 7L va lua forma
=1

k=1 k=1

CANTITATEA DE MISCARE (IMPULSUL) AUNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

2

m,

N N
d d S
= G 0, ™ = gy ) e

d - -
—(Q =F°€ (12)
, dt ¢
ce si demonstreaza teorema.
In proiectii pe axele de coordinate x, y, z egalitatea vectoriala (12) este echivalenta cu trei egalititi scalare

d d d
anzer; aQysze’ EQZZFZe- (13)

Relatiile (12) si (13) reprezinta matematic
teorema variatiei cantitdtii de miscare a unui sistem de puncte materiale in forma
diferentiala si respectiv Tn proiectii pe axele de coordonate X, y, z
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Consecinte:

CANTITATEA DE MISCARE (IMPULSUL) A UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

1. Forzele interioare ale unui sistem de puncte material direct nu pot schimba cantitatea de miscare a sistemului (ele pot
schimba indirect prin intermediul fortelor exterioare).

2. Daca vectorul principal al tuturor fortelor exterioare, aplicate unui sistem de puncte materiale este egal cu zero, atunci
are loc conservarea vectorului cantitditii de miscare al sistemului.

- g .3 ... d= =2 . d = :
Intr- adevar, conform conditiei F¢ = 0, si din d—tQ = F€ rezulta d—tQ = 0. Prin urmare

—

0 = Q, = const., (14) Q, este valoarea initiala a vectorului 0.

3. Daca proiectia vectorului principal al tuturor fortelor exterioare, aplicate unui sistem de puncte materiale, pe 0 axa fixa
este egalda cu zero, atunci are loc legea conservdrii proiectiei cantitatii de miscare a sistemului pe aceasta axa.

Fie proiectia vectorului principal al tuturor fortelor exterioare pe axa X este egala
- .. d . d :
Cu zero, adica Fy,, = 0. Atunci din d—th = F¢ rezulta d—th = 0. Prin urmare

Q.= Qo= Const. (15)

Relatiile (14) si (15) se numesc legi ale conservarii cantitatii de miscare a
sistemului de puncte materiale sau integrale prime.
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TEOREMA VARIATIEI CANTITATII DE MISCARE
Sa transformam egalitatea % 6 = Fe. Pentru aceasta sa inmultim ambele parti cu dt si sa integram n limitele de la t,

pina lat.

t . t_) ;
ftdQ =) Frat sau Q) — Q(ty) = j Fedt (16)

0 to to

Sa notam cantitatea de miscare a sistemului in momentele t si t, respectiv prin Q si Q, iar prin S€- vectorul principal
al impulsurilor tuturor fortelor exterioare, aplicate punctelor sistemului.

. . N N
§3=Jﬁedt= z*;?dt=2f éfdt=z%1§
to to

Atunci (16) va lua forma
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TEOREMA VARIATIEI CANTITATII DE MISCARE

Relatia (17) este expresia matematica a teoremei despre variatia cantitdtii de miscare (teorema impulsurilor) a unui sistem
de puncte materiale in forma integrala, care poate fi formulata in felul urmator :

Variatia cantitatii de miscare a unui sistem de puncte materiale n intervalul de timp [t,, t] este egala cu vectorul principal
al impulsurilor tuturor fortelor exterioare, aplicate sistemului Tn acelasi interval de timp.

Relatia vectoriala (17) este echivalenta cu trei relatii scalare in proiectii pe axele de coordonate x, Yy, z
Qx — Qox = Sx, Qy_QOyzsﬁi Q; — Qoz =57 (18)

unde Sg, Sy, S7 sint proiectiile vectorului principal al impusurilor tuturor
fortelor exterioare pe axele x, y, z.

Qx, Qy, Qz s1 Qox, Qoys Qoz Sint valorile proiectiilor cantitatii de miscare ale
sistemului de puncte materiale in momentele de timp t si t,.

Relatiile (18) reprezinta matematic teorema variatiei cantitatii de miscare in forma
integrala n proiectii pe axele de coordonate x, y, z.



P s

CENTRUL DE MASA AL UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

Se numeste centru de masa sau centru de inertie al unui sistem de puncte materiale un punct geometric, vectorul de
pozitie ¢ al caruia se determina prin egalitatea

N
- 1 -
e e, 9
sau punctul cu coordonatele carteziene k=1

1 v 1 v 1 v
Xc = a;mkxk, Yc = E;mk)’k, Zc = Ez myZy (20)

Tk S1 X1, Vi, i Sint corespunzator vectorul de pozitie si coordonatele punctului material de masa my,.

« Este evident, ca centrul de masa a unui rigid, aflat Tntr-un cimp omogen al
fortelor de greutate, coincide cu centrul lui de greutate.
o Intr-adevdr, inmultind cu modulul acceleratiei fortei de greutate g
numaratorul si numitorul partii drepte a relatici
o = o TRy T
m

obtinem
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CENTRUL DE MASA AL UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE

N N
1 Z % _12 R
= mg kzlmkgrk —Pk=1pkrk

ce coincide cu expresia pentru vectorul de pozitie al centrului de greutate al unui rigid,
unde P este greutatea corpului, iar p=m; g - greutatea punctului material cu indicile k.

La determinarea centrului de masa a unui sistem pot fi folosite metodele de determinare a centrului de greutate stabilite n
statica.

4 = - 1 -
Sa aducem expresia r, = ;Zﬁ'ﬂmk?‘k la forma

N
z mk?k = m?c
k=1

Acum presupunem ca sistemul de puncte materiale se misca, adica 73, = 7 (t), 7 = 7 (t).
Atunci, derivind dupa timp aceasta relatie, obtinem
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N
sau . N
mkvk = mvC
k=1
Prin urmare

unde v este viteza centrului de masa.
Egalitatea (21) poate fi perceputa in felul urmator: cantitatea de miscare a unui sistem de puncte materiale este egala cu

cantitatea de miscare a centrului de masda, dacd n el se va concentra masa intregului sistem.
Vectorul cantitatii de miscare Q poate fi dat prin proiectiile pe axele x, y, z, proiectind relatia vectoriala (21) pe aceste axe

Qx = MVcy, Qy = MVUc¢y, Q, = MVUcs,. (22)

Sa substituim in teorema variatiei cantitatii de migcare a unui sistem de puncte
. ~ o 9 . d = >, . ey .
materiale in forma diferentiala, L Q=F €, expresia cantitatii de miscare a

sistemului de puncte materiale in forma (21).

a(mﬁc) = ﬁe
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TEOREMA DESPRE MISCAREA CENTRULUI DE MASA

o n < : : RN d - .
sau, tinind cont ca masa sistemului m este constanta si a. = Ve obtinem

mdc = F¢ (23)

Expresia (23) reprezinta expresia matematica a teoremei despre miscarea centrului de masa, ce poate fi formulata in felul
urmator: centrul de masa al unui sistem de puncte materiale se misca la fel ca si punctul material in care este
concentratd masa intregului sistem si caruia i sint aplicate toate fortele exterioare, care actioneazda asupra punctelor

sistemului.
Egalitatea vectoriala (23) poate fi scrisa in proiectii pe axele de coordonate carteziene inertiale X, Y, z, adica

macx — er, maCy = Fyel maCZ = FZe’ (24)
Consecinte:

1. Fortele interioare ale unui sistem de puncte materiale nemijlocit nu pot
schimba caracterul miscarii centrului de masa al sistemului.

2. Daca vectorul principal al tuturor fortelor exterioare, aplicate punctelor
materiale ale sistemului, este egal cu zero, atunci centrul de masa al
sistemului se afla in repaus sau se misca uniform si rectiliniu.
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TEOREMA DESPRE MISCAREA CENTRULUI DE MASA
ntr-adevir, dacd Fe¢ = 0, atunci din md, = F¢ avem md, =0 sau d, = %vc = 0.

din care rezulta
Ve = Vge = const, (25)

unde U, este viteza initiala a centrului de masa.

3. Daca proiectia vectorului principal al tuturor fortelor exterioare, aplicate punctelor materiale ale sistemului, pe 0 axa
oarecare este egala cu zero, atunci proiectia vitezei centrului de masa al sistemului pe aceastd axa este 0 marime constanta.

~ o o . . . d
Intr-adevar daca , de exemplu, F¢ = 0, atunci din relatia mac, = Ef vom avea ac, = S Vex = 0,

de unde rezulta
Ve = cOnst. (26)

4. Cuplul de forte, aplicat unui rigid, nu poate schimba miscarea centrului
de masa (el poate provoca numai o miscare de rotatie a corpului).
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DE MASA SI A CONSECINTELOR DIN EA

Exemplul 1. Din dinamica punctului material se cunoaste ca daca se neglijeaza rezistenta aerului, atunci un proiectil descrie o

parabola.
Presupunind ca proiectilul C face explozie 7in punctul C,, C Ci
N e o i
schijele sale se misca pe asemenea traiectorii si cu astfel de \ g A c
, - 3

viteze ncit centrul de masa C al sistemului format din schije va

continua sa se miste dupa arcul de parabola cu aceiasi viteza cu ,f

care s-ar fi miscat proiectilul, daca nu ar fi facut explozie.
Aceasta se explica prin faptul ca in timpul exploziei nu intervin
forte noi exterioare si deci are loc consecinta intii.

1. Fortele interioare ale unui sistem de puncte materiale

nemijlocit nu pot schimba caracterul miscarii centrului de
masa al sistemului.
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Exemplul 2.

« Studiem migcarea unui automobil pe un drum rectiliniu.

* Fortele interioare nu pot misca automobilul, deoarece numai fortele
exterioare pot misca centrul lui de masa.

« Forte exterioare care actioneaza asupra automobilului sint forta de
greutate, forta de rezistenta a aerului si forta de reactiune a drumului.

* Forta de rezistentd a aerului poate doar frina miscarea, lar forta de
greutate este verticala si nu poate misca automobilul pe drumul
orizontal. ‘

 Ramine sa cercetam forta de reactiune a drumului. Aceste forte de  roawconducatoare 7, F, Roataconduss
reactiune Se pot descompune pe directiile verticala si paralela
drumului, numite respectiv componenta normala si forta de frecare.

« Componenta normald nu poate efectua miscarea orizontald a
automobilului.

« Unica fortd motrica care poate pune in miscare automobilul este forta

de frecare dintre roata conducatoare si drum, adica forta F,.

« Vectorul principal al acestor forte mortice a rotilor conducatoare
reprezinta forta motricd a automobilului.

* Fortele de frecare aplicate rotilor conduse dimpotriva numai frineaza
miscarea.

S}
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DE MASA SI A CONSECINTELOR DIN EA

Datorita fortelor de frecare se explica si miscarea unui om, de exemplu, pe o podea orizontala.
Asupra unui om ce sta pe 0 podea orizontala actioneaza doua forte exterioare:

 forta de greutate

+ forta de reactiune a podelei.

Ambele sint orientate perpendicular pe podea si, deci sint insuficiente pentru miscarea in directie
orizontala.

La Tnceputul miscarii la deplasarea unui picor inainte pe contul eforturilor musculare, piciorul al
doilea tinde sa se deplaseze Tnapoi, deoarece centrul de masa trebuie sa ramina in repaus. Prin

> urmare intre talpa piciorului al doilea si podea apare forta de frecare, orientate nainte. Aceasta forta

de frecare este forta motrica pentru om.
Daca podeaua va fi absolut neteda, atunci numai cu eforturile musculare omul nu va putea sa se

deplaseze.
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DE MASA SI A CONSECINTELOR DIN EA

Exemplul 3. Miscarea corpurilor Sistemului Solar Tn raport cu sistemul de coordonate fix.
Sa cercetam miscarea corpurilor Sistemului Solar Tn raport cu sistemul de coordonate “fix”.
Centrul de masa a Sistemului Solar este situat Tn vecinatatea centrului Soarelui.

» Atractia stelelor indepartate poate fi neglijata, astfel incat Sistemul Solar poate fi considerat sistem izolat (actionat doar de fortele
interioare).

» Din teorema despre miscarea centrului de masa, rezulta ca centrul de masa a Sistemului Solar 1si va pastra starea mecanica (de repaos sau
miscare rectilinie si uniforma)

* Observatiile demonstreaza ca el intr-adevar se deplaseaza cu viteza constanta de 20 km/s in spatiu n directia stelei Vega.

Deci, miscarea corpurilor Sistemului Solar reprezinta 0 miscare compusa:

v de transport a centrului maselor,

v' relativa n raport cu sistemul de referinta mobil (legat cu centrul maselor)
v’ absoluti Tn raport cu stelele indepartate (cu care vom lega sistemul fix)

Astfel, traiectoriile corpurilor din Sistemul Solar vor fi diferite pentru diferiti
observatori: elipse (in sistemul de referinta mobil), liniare (miscarea de transport
in directia stelei \ega) si spirale eliptice in raport cu stelele indepartate.
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DE MASA SI A CONSECINTELOR DIN EA

Exemplul 4.

WA Un pescar vine cu o barca din larg si se opreste linga mal. Dupa oprire, pescarul se
deplaseaza in barca spre mal. Cu cit se va departa barca de la mal? Se cunoaste ca
masa barcii este de 150 kg, iar lungimea ei de 2.5 m. Masa pescarului este 70 kg.

- - Se da: Rezolvare:
Xos . f‘\4 o o . A~ -
< : - m, =70 kg * Daca, dupa oprire, pescarul se va deplasa in barca spre mal,
23 ;C/ T>/ _ M. = 180 k atunci barca se va indeparta de mal.
l vl l . x 2 9« Aceasta se explica prin faptul ca centrul de masa C al sistemului
mgr 1M |=2.5m barca — pescar se afla initial in repaus (in momentul cind barca s-a
| oprit linga mal).
4 L -9 p g )
| Din cauza ca fortele exterioare m; g, m,g si reactiunea apei N sint verticale rezulta ca
| proiectia vectorului principal al fortelor,
! aplicate sistemului barca - pescar, este
0l egala cu zero (E€ = 0). Astfel are loc
L Y\ i . / consecinta (26) (vc, = const.), adica
< S z _d _ _
Vex= g Xc= 0,
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DE MASA SI A CONSECINTELOR DIN EA

Exemplul 4.
" de unde rezulta
Xc = Xoc
X D | 3 adica pozitia centrului de masa in raport cu malul ramine fixa.
L Zi % * Sa calculam cu cit s-a deplasat barca de la mal. Din pozitia initiala a sistemului
\ ‘ [ ’C/f>/ (prima parte a figurii) gasim
/ il -
‘L v l X _ Xo1my T xp2my
4 - xOC - )
mg! Mg mi+m;
| . * Din pozitia cind pescarul s-a deplasat cu S (S=I) in raport cu barca, iar barca s-a
71 deplasat cu L fata de mal (pozitia a doua a figurii) gasim
[
|
; x X1 M4 + xym, — [( L+ xo1- S) my t ( Xo2+ L) - M|
s ¢ mq+ mo, mqi+m, '
Zy /‘E |
——> s Tinind cont de relatia
— P —— 5 Xc = Xoc

Obtinem:
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f%/}l
Xo1*Mq + Xg2 My =(L+x9; —S) -my +(xp2+ L) my],
< v R de unde gisim
VAR . IQL_,‘__,.Cl
Cap o€ m4S 70°2.5
/] " L= L=2222 -7 (m).
il fT 1. mi+m, 70+180
. Y mg
m,gi d
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ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII

« Din cinematica miscarii de translatic a unui corp rigid se cunoaste, ca in aceasta miscare rigidul are trei grade de

libertate.
« Din punct de vedere cinematic miscarea lui se considera complet definita, daca este definitd miscarea unui punct

arbitrar al corpului, adica
xo0 = xo(t),  Yo=Yo(t), 2zp= zo(t), (27)

unde O este punct arbitrar al corpului, numit pol, iar relatiile (27) se numesc ecuatiile miscarii de translatie a corpului rigid.

« Tn dinamica miscarii de translatie a unui rigid in calitate de pol se va lua

centrul de masa C.
« A descrie dinamic miscarea de translatiec a unui corp rigid inseamna a

gasi relatiile matematice dintre caracteristicile inertiale, cracteristicile

cinematice si caracteristicile dinamice ale rigidului.
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ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII

« Asemenea caracteristici pentru un corp rigid in miscarea de translatie sint respectiv

v masa rigidului m

v' ecuatiile miscarii x; = xc(t), ve = ve(t), zc = zo(t),

v si fortele aplicate punctelor rigidului ﬁk sau a proiectiilor lor pe axele fixe de coordonate.

Tinind cont ca corpul rigid este un caz particular al sistemului de puncte materiale, devine evident, ca asemenea relatii de
legatura dintre aceste caracteristici le putem obtine, aplicind teorema despre miscarea centrului de masa al corpului rigid, adica

mC—iC = ﬁe (28)
unde Fe=Yy ﬁ,f este vectorul principal al tuturor fortelor exterioare.

Proiectind relatia (28) pe axele de coordonate, X, y, z, obtinem

d*xc _ v pe d’yc _ v e d’zc _ ¥ e
Ecuatiile (29) se numesc ecuatiile diferentiale ale miscarii de translatie a unui
corp rigid in proiectii pe axele carteziene de coordonate.

Aceste ecuatii se aplica la rezolvarea celor doua probleme ale dinamici corpului
rigid n miscareca de translatie.
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