LUCRAREA DE LABORATOR NR.2
REZOLVAREA NUMERICA A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

1. Scopul lucrarilor
1) Sa se rezolve sistemul de ecuatii lineare Ax=b, utilizand
Metoda eliminarii lui Gauss;

Metoda lui Cholesky (metoda radacinii patrate);

Metoda iterativi a lui Jacobi cu o eroare £=103;
Metoda iterativa a lui Gauss-Seidel cu o eroare =103 si =107,

2) Sa se determine numarul de iteratii necesare pentru aproximarea solutiei
sistemului cu eroarea data &. Sa se compare rezultatele.

2. Probleme date spre rezolvare

34 0.7 02 -0.2 51
07 51 0.3 0.5 4.2
1. A= b= ,
02 03 38 -04 5.3
-0.2 05 -04 47 54
71 09 -05 0.6 1.9
09 121 13 -11 7.8
2. A= = ’
-05 13 6.5 0.4 -11.7
06 -11 04 108 8.6
81 -09 0.6 0.8 7.2
-09 143 0.3 0.7 10.3
3. A= =
0.6 0.3 79 -04 -11.9
0.8 0.7 -0.4 106 9.2
236 15 -09 -038 -1.2
15 146 0.7 0.2 0.9
4., A= = ,
-09 0.7 113 -0.6 4.7
-08 0.2 -06 99 -1.2



87 11 -05 04 10.2
L1 96 12 04| _[-43

5. A= = ,
05 1.2 141 1.3 8.6
04 04 13 136 0.9
1211 -1.3 08 0.7 13.1
~13 201 22 -13 20.2

6. A= b=| 202 |
08 22 113 16 ~111
07 -13 16 162 11.9
61 -19 04 02 7.1
19 143 18 14 10.2

7. A= b=/ 102 |
04 18 127 -06 ~72
02 14 -06 131 8.6
92 11 06 -06 10.1
11 153 -12 03 ~18.

8. A= b=| 183
06 -12 96 07 10.7
06 03 07 126 10.1
86 -11 -05 04 13.2

9 A= -1.1 102 -12 0.7 b= -9.8 GresalalA(3,1)=A(1,3)=-0.E

' 05 -12 114 09 7.7 |
04 07 09 112 10.1
112 15 -13 02 ~11.4
15 121 -09 04 7

10. A= b= >7 |
~13 -09 117 1.2 8.3
02 04 12 142 1.2
103 -09 04 -06 2.6
~09 128 12 02 .

11. A= b= |
04 12 97 01 ~36
06 02 01 136 2.8
50 09 -18 07 3.6
09 112 12 04 1

12. A= b= >t |,
~18 12 96 05 —48
07 04 05 7.8 6.7
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Gresala! A(3,1) = A(1,3) = - 0.5


13. A=

14. A=

15. A=

16. A=

17. A=

18. A=

19. A=

20. A=

8.7
-12
0.8
0.7

10.2
1.7
-0.8
0.4

11.3
-0.2
1.3
-04

13.7
1.2
0.9
0.5

19.2
-0.9
0.8
0.7

17.7
0.3
1.4
0.9

16.3
0.9
1.2
1.4

13.2
1.2
0.9
0.7

-12 08
96 -1.2
-12 88
08 09

1.7 -08
126 1.2

1.2 117
03 -12

-02 13
176 2.1
21 203
0.7 12

1.2 09
201 0.8
0.8 11.6
-04 1.2

-09 08
139 1.2
1.2 20.1
06 04

03 14
201 -0.8
-08 21.9
-12 08

09 12
211 0.9
09 173
08 -04

1.2 09
143 038
0.8 15.6
-09 18

0.7

0.8

0.9
11.3

0.4
0.3
-12
20.6

—0.4

0.7
1.2
19.4

0.5
-04
1.2
12.8

0.7

0.6

0.4
11.5

0.9
-1.2

0.8
17.6

14
0.8
-04
15.9

0.7
-0.9
1.8
21.1

-2.7
8.9

7.2
6.4

12.6
13.9
—4.7
20.6

20.3

_|-146

8.9
11.3

14.2
11.2
-7.9
12.7

-13.2
9.2
8.6
14.7

11.2

| -203
14.4

17.9

21.3

_|114

-17.9
20.6

-4.2
5.6
-5.1
5.9



144 -09 12 04 11.2
-09 206 08 09 -20.1
21. A= b= :
1.2 08 196 13 13.9
04 04 13 176 10.7
126 18 -05 09 12.3
1.8 137 08 0.7 -11.4
22. A= b= :
-05 08 116 -038 10.8
09 07 -08 201 11.7
151 -09 12 04 9.2
-09 146 08 07 8.7
23. A= b= ,
12 08 176 -06 -10.6
04 07 -06 213 9.7
112 -08 11 06 13.2
-08 126 09 0.7 -9.6
24. A= b= ,
1.1 09 146 14 12.3
06 07 14 159 8.7
98 08 11 -06 12.2
08 102 13 04 8.7
25. A= b= :
1.1 13 114 -06 -6.9
-06 04 -06 202 13.7
26.
87 04 06 05 11.8
04 92 -04 08 10.6
27. A= b= ,
06 -04 114 14 13.9
05 08 14 126 -14.2

3. Descrierea metodelor

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii lineare sunt de doua
tipuri: metode directe si metode iterative.

Metodele directe constau in transformarea sistemului Ax=b intr-un sistem
echivalent pentru care rezolvarea este cu mult mai simpla. in metodele directe solutia
exacta se obtine dupa un numar finit de operatii aritmetice elementare (adunare,
scadere, Inmultire, impartire si radacina patratd) si acest numar de operatii este de
ordinul n3. Subliniem ca solutia exactd se obfine in cazurile (ideale) in care erorile
de rotunjire sunt absente. La fiecare operatie elementara efectuata de calculator avem
o eroare de rotunjire si prin urmare erorile directe in caz general furnizeaza doar o



solutie aproximativa. Metodele directe se utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor nu
prea “mari”, de dimensiune n=200.

Rezolvarea sistemelor de ecuatii lineare printr-o metoda iterativd inseamna
construirea unui sir de vectori Xx®, k=0,1,2,... (pornind de la un vector x© ales
arbitrar) convergent citre solutia sistemului considerat. In metodele iterative, de
obicei, o iteratie necesita efectuarea unui numar de ordinul n? operatii aritmetice. De
aceea metodele iterative se utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor “mari”, de
dimensiune n>100 (in cazul asigurarii unei viteze sporite de convergenta pentru o
alegere a aproximirii initiale adecvate). Trunchierea sirului {x®} are loc la un indice
m, astfel incit x™ constituie o aproximatie satisficitoare a solutiei ciutate X~ (de

exemplu, | ¥” - )d <g, unde&>0 este eroarea admisa).

3.1 Metoda eliminarii a lui Gauss

Metoda eliminarii a lui Gauss consta in a aduce sistemul initial la un sistem
echivalent avind matricea coeficientilor superior triunghiulara. Transformarea
sistemului dat intr-un sistem de forma triunghiulara fara ca sa se modifice solutia
sistemului se realizeaza cu ajutorul urmatoarelor trei operatii de baza:

1) rearanjarea ecuatiilor (schimbarea a doud ecuatii intre ele);
2) inmultirea unei ecuatii cu o constanta (diferita de zero);
3) scaderea unei ecuatii din alta si Tnlocuirea celei de-a doua cu rezultatul scaderii.

Fie dat sistemul de ecuatii lineare:

Ax=b (1)
unde A=(aij)n X, b eR", detA=0.

Sa presupunem ca ann#0; daca a0 se aduce elementul nenul din prima
coloana pe locul (1,1), permutind ecuatiile respective ale sistemului. Primul pas
constd in eliminarea necunoscutei X1 din ecuatiile sistemului incepind cu a doua,
multiplicind ecuatia intiia cu raportul

(04 i
=t 1=2,3,....Nn
Iuﬂ O

si scazind rezultatul obtinut din ecuatia i pentru Vi > 2.
Obtinem 1n acest fel sistemul echivalent:

A@x=p) (2)
cu coeficientii
Otlj(z) = (xlj(l), j=1,2,...,n;
0i1?=0, i=2,3,...,n;
aiiP=oiP*puin*ay®,  i,j=2,3,...,n;
b1@=b @, bi@=biD- 151 *h, V), i=2,3,...,n;
Mai sus s-a notat oij®=aij;  1,j=1,2,...,nsi bi=b;; i=1,2,...,n. Prima

ecuatie a sistemului (2) coincide cu prima ecuatie a sistemului (1).
In continuare se repeta procedeul de mai sus pentru eliminarea necunoscutei
X2 din sistemul (2) s.a.m.d. La pasul k se obtine sistemul:
ARx=pK
unde
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Elementele oi® ale lui A si bi® ale lui b® se calculeazi recursiv prin formulele:
YD i< k-1
W_10i>k k< k-1
alj - ’ /1= A= R
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Dupa n pasi necunoscuta Xn-1 va fi eliminatd din ultima ecuatie, obtinindu-se
un sistem cu matricea superior triunghiulara

&) o) o) O, _po
all )q—'_alZ )(2+"'+al/( Xk+"'+all7 Xﬂ_bl
@
a22

(2)

X 4ot 3,0 X 4t a,, 0 x = b,

Acest sistem se rezolva incepind cu ultima ecuatie cu ajutorul procesului de
eliminare inversa care se poate descrie astfel:

A
n
X = (n)?
nn
b(n—l) _ (7-1) 4
_ n-1 n-1,n
)Q-l_ (n-1) !
n-1,n-1
R
*
b -2a,* X
_ J=k+1
X= (K !
A

Metoda lui Gauss prezentata mai sus presupune cd elementele pivot trebuie
sa fie diferite de zero. Daca la efectuarea pasului k elementul =0, atunci cel putin
unul din celelalte elemente din coloana k si din liniile k+1,k+2,...,n este nenul; in caz
contrar matricea A ar fi singulara (detA=0). Permutind ecuatiile sistemului putem
aduce pe locul (k,k) elementul nenul si, deci, este posibil sa reludm eliminarea. Daca



un element pivot este exact egal cu zero, din motive de stabilitate numerica, trebuie
sa efectudm rearanjarea ecuatiilor.

Schema logica a lui Gauss este prezentata in figura 4.

3.2. Metoda lui Cholesky (metoda radacinii patrate)

Metoda lui Cholesky de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare se mai
numeste metoda raddacinii patrate si consta in descompunerea sistemului Ax=b n
sistemele triunghiulare:

LTy=b, Lx=y.
Matricea L se alege astfel, incit A=L™L. Elementele I;; ale matricei inferior
triunghiulare L pot fi calculate in felul urmator: se determina prima coloanad a
matricei L

Lllzﬁs /ﬂ:?l’ |:2’355n1
11

Dupa ce s-au obtinut primele (k-1) coloane ale matricei L se calculeaza coloana k

P (a,-k‘il,-,-* //q)

/kk= akk—zf/q" /ik: /}1 , i:k'l'l,___’n
= Kk

In aceastd metoda se presupune ci matricea A este o matrice simetrica si
pozitiv definita.
3.3. Metodele iterative de rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare.
Metodele iterative se construiesc utilizand desfacerea matricei A definita prin
A=S-T
Atunci sistemul (1) este bivalent cu sistemul:
Sx=Tx+b, (3)

sau
x=Qx+d, (4)
unde Q=S*T, d=S*b. Prin urmare putem construi sirul {x®}, utilizand relatia
recurenta
S*xk+D=T*x®+b, k=0,1,2,..., (5) sau
xk+1)= Q*X(k)+d (6)
unde x© eR"este o aproximatie initiald a solutiei X™
Pentru a reduce sistemul (1) la o forma (3) sau (4), potrivita pentru iteratie,
desfacerea matricei A trebuie sa satisfaca conditiile:
a) Sistemul (6) are o solutie unicd xX**D i se rezolvi usor. De aceea matricea S se
alege de o forma simpla si este inversabild. Ea poate fi diagonala sau triunghiulara.
b)Sirul {x®}* -1 converge citre solutia exactd X~ oricare ar fi x© eR".
Presupunem ca elementele diagonale «;i=0, i=1,2,...,n. Atunci in calitate de
matrice S se poate lua matricea diagonala atasata matricei A:
S=diag(a/,az,...,0mm).
Avem



s—1=diag(l,1,...,1j
311 322 ann

Tn acest caz sistemul (3) devine:

1 QP
X_(b,—;a,-,- )(/)' i=1,2,.

dii +iN

Procesul iterativ (6) este definit prin:
w1 5k R
)é B a,,(b' ;alj )é/ )’ i=1:2,---,n

Astfel obtinem o metoda de rezolvare a sistemului liniar (1) numita metoda
lui Jacobi.

Tn metoda lui Jacobi este necesar de-a pastra in memoria calculatorului toate
componentele vectorului x® atit timp cit se calculeazi vectorul x**9 . Putem
modifica metoda lui Jacobi, astfel incit la pasul (k+1) sa folosim in calculul
componentei xi**Y, valorile deja calculate la acelasi pas: Xo®*9 x0*D, .. xj.1**D,
Aceasta modificare a metodei lui Jacobi se numeste metoda Gauss-Seidel, iar
sirul iterativ (7) devine

. 1 /-1 n -
)é,.“)=a(bf_zllaﬂ*)éfk)_za"f*)éfk))' 1=1,2,...,n
i = =
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