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V. METODE NUMERICE ÎN ALGEBRA LINIARĂ (continuare) 
 
            Sumar 

• Sisteme de ecuații algebrice liniare 
• Metoda eliminării a lui Gauss 
• Factorizarea LU 
• Factorizarea Cholesky 
• Perturbații. Numărul de condiționare 

 

5.1 Sisteme de ecuații algebrice liniare 

Considerăm sistemul de ecuații algebrice liniare 
 

�

𝑎𝑎11𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎12𝑥𝑥2+. . . +𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏1
𝑎𝑎21𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎22𝑥𝑥2+. . . +𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑎𝑛𝑛1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2𝑥𝑥2+. . . +𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑛𝑛

                                                     (5.1) 

 
Acest sistem poate fi scris sub formă matriceală:   

𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑏𝑏. 
unde 

𝐴𝐴 = �

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 . . .  𝑎𝑎1𝑛𝑛
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 . . .  𝑎𝑎2𝑛𝑛
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑎𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑛𝑛2 . . .  𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛

�   𝑏𝑏 = �

𝑏𝑏1
𝑏𝑏2
. . . . .
𝑏𝑏𝑛𝑛

�   𝑥𝑥 = �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
. . . . .
𝑥𝑥𝑛𝑛

�. 

  
A rezolva sistemul de ecuaţii dat înseamnă a determina un vector 𝑥𝑥∗ ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛 care satisface egalităţile  

(5.1). 
 Oricare ar fi sistemul de ecuaţii liniare există trei şi numai trei posibilităţi. 
 
1. Sistemul de ecuaţii are o soluţie unică. În acest caz se spune că sistemul (5.1) este compatibil 

determinat. De exemplu, sistemul: 
 

�𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 2
2𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2 = 1 

 
este compatibil determinat cu soluția 𝑥𝑥1∗ = 𝑥𝑥2∗ = 1. În fig. 5.1 este dată interpretarea geometrică a sistemului 
considerat, din care se vede că dreptele 12 2 xx −=   şi  12 21 xx +−=  se intersectează numai într-un singur 
punct. 
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          2x                
 
                 2             12 21 =− xx  
 

 
 
 
      
 
                 0 1        2         1x   
        
 
                                                                       221 =+ xx   
 
  

 
Fig. 5.1 Interpretarea geometrică a sistemului compatibil determinat. 

 
2. Sistemul de ecuaţii are o infinitate de soluţii. Despre astfel de sisteme se spune că sunt compatibil 

nedeterminate. In fig.5.2 avem interpretarea geometrică a sistemului: 
 

�𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 1
2𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥2 = 2 

 
care are o infinitate de soluţii; aceste două soluţii descriu una şi aceeaşi dreaptă 𝑥𝑥2 = 1 − 𝑥𝑥1. 
 

               x2  
     
 
     
      1          121 =+ xx  
 
 
     
 
 
                              0            1                1x     

 
 

Fig. 5.2  Interpretarea geometrică a sistemului compatibil nedeterminat. 
 
  
3. Sistemul de ecuaţii nu are soluţii, adică este incompatibil. De exemplu, sistemul: 
 

�𝑥𝑥1   + 2𝑥𝑥2 = 2
2𝑥𝑥1 + 4𝑥𝑥2 = 7  

nu este compatibil. Dreptele 𝑥𝑥2 = 1 − 1
2
𝑥𝑥1  şi  𝑥𝑥2 = 7

4
− 1

2
𝑥𝑥1 (vezi fig. 5.3) sunt paralele. 
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    2x  
     
                                   

742 21 =+ xx   
                                  22 21 =+ xx  

                0                                                               1x       
   

 
 

Fig.5.3  Interpretarea geometrică a sistemului incompatibil. 
  
Dacă matricea A este nesingulară (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 ≠ 0), atunci oricare ar fi vectorul 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛 sistemul Ax=b 

este compatibil determinat. Soluția sistemului poate fi scrisă sub forma: 
𝑥𝑥∗ = 𝐴𝐴−1𝑏𝑏. 

unde 1−A este inversa lui A. 
Inversarea matricelor este o operaţie costisitoare (vezi de ex., [2]) care trebuie evitată în practică. În 

calitate de exemplu ilustrativ considerăm “sistemul” dintr-o ecuaţie cu o singură necunoscută:  
217 =x . 

Cel mai bun mijloc de rezolvare a acestei probleme este împărţirea: 

.3
7
21

==∗x  

Aplicarea matricei inverse ne-ar duce la: 
.99997.221142857.0217 1 =×=×= −∗x  

Al doilea procedeu necesită cu o operaţie aritmetică mai mult şi dă un rezultat mai puţin precis. 
Acelaşi lucru, dar într-un mod mai pronunţat, este adevărat şi în cazul rezolvării sistemelor cu multe ecuaţii. 
De aceea relaţia (5.2) trebuie interpretată doar în sensul de exprimare a faptului că ∗x  este soluţia unică a 
sistemului bAx = , dar nu şi ca o cale de obţinere a acestei soluţii. 

 După cum se ştie din matematica elementară, sistemele de ecuaţii liniare pot fi rezolvate prin 
formulele lui Cramer: 

( ) ∑
=

∗ ==∆=∆
∆
∆

=
n

j
jiji

i
i nibAAx

1
,...,2,1,,det, , 

ijA  fiind complementul algebric al lui ija .  
 Metoda de rezolvare a sistemelor prin formulele lui Cramer din punct de vedere practic rămâne 

inutilizabilă, deoarece  cere un număr mare de operaţii aritmetice, şi anume, este necesar să se calculeze 
n+1 determinanţi ( n∆∆∆ ,...,, 1 ) şi să se efectueze n împărţiri. Pentru calculul unui determinant sunt 
necesare ( ) nn ×−1  înmulţiri şi ( )1−n  adunări. De exemplu, rezolvarea unui sistem cu 20 de ecuaţii prin 
formulele lui Cramer presupune efectuarea a 21!2019 ××  înmulțiri. S-a apreciat că dacă am executa aceste 
înmulțiri la un calculator electronic de viteză  105 operații pe secundă ne-ar trebui aproximativ 6103× ani! 

 Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuații liniare sunt de două tipuri: metode directe 
și metode iterative. 

 Metodele directe constau în transformarea sistemului Ax=b într-un sistem echivalent pentru care 
rezolvarea este cu mult mai simplă. În metodele directe soluția exactă se obține după un număr finit de 
operații aritmetice elementare (adunare, scădere, înmulțire, împărțire și rădăcină pătrată) și acest număr de 
operații este de ordinul n3. Subliniem că soluția exactă se obține în cazurile (ideale) în care erorile de 
rotunjire sunt absente. La fiecare operație elementară efectuată de calculator avem o eroare de rotunjire şi 
prin urmare metodele directe în caz general furnizează doar o soluție aproximativă. Metodele directe se 
utilizează pentru rezolvarea sistemelor nu prea “mari”, de dimensiune 𝑛𝑛 ≤ 200 . 

 Rezolvarea sistemelor de ecuații liniare printr-o metodă iterativă înseamnă construirea unui șir de 
vectori 𝑥𝑥(𝑘𝑘),  𝑘𝑘 = 0,1, . .. (pornind de la un vector 𝑥𝑥(0) ales arbitrar) convergent către soluția sistemului 
considerat. În metodele iterative, de obicei, o iterație necesită efectuarea unui număr de ordinul 𝑛𝑛2 operații 
aritmetice. De aceea metodele iterative se utilizează pentru rezolvarea sistemelor “mari”, de dimensiune 
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𝑛𝑛 ≥ 102 (în cazul asigurării unei viteze sporite de convergență pentru o alegere a aproximării inițiale 
adecvate). Trunchierea șirului �𝑥𝑥(𝑘𝑘)�  are loc la un indice m astfel încât  𝑥𝑥(𝑚𝑚) constituie o aproximaţie 
satisfăcătoare a soluţiei căutate  𝑥𝑥∗  (de exemplu, �𝑥𝑥(𝑚𝑚) − 𝑥𝑥∗� < 𝜀𝜀,  unde 𝜀𝜀 > 0 este eroarea admisă).  

 

5.2  Metoda eliminării a lui Gauss 

Metoda eliminării a lui Gauss constă în a aduce sistemul inițial la un sistem echivalent având matricea 
coeficienților superior triunghiulară. Transformarea sistemului dat într-un sistem de formă triunghiulară 
fără ca să se modifice soluția sistemului se realizează cu ajutorul următoarelor trei operații de bază: 

•  rearanjarea ecuaţiilor (schimbarea a două ecuații între ele);  
•  înmulțirea unei ecuații cu o constantă (diferită de zero); 
•  scăderea unei ecuații din alta și înlocuirea celei de a doua cu rezultatul scăderii. 
 Exemplificăm această metodă pentru următorul sistem de ecuații liniare: 
 









=++−
−=+

=++

.722
,24

,12

321

21

321

xxx
xx

xxx
 

 Putem elimina necunoscuta 1x  din ultimele două ecuaţii, înmulţind prima ecuaţie respectiv cu 
factorii: 

1
2
2,2

2
4

11

31
31

11

21
21 −=

−
=====

a
a

a
a µµ  

şi scăzând-o din ecuaţia a doua  şi apoi din ecuaţia a treia. 
 Obţinem astfel sistemul echivalent 
 









=+
−=−−

=++

.823
,42

,12

32

32

321

xx
xx
xxx

 

  
Coeficientul 211 =a  din prima ecuaţie se numeşte elementul pivot al primului pas de eliminare, iar 

linia corespunzătoare se numeşte linie pivot. 
 În mod analog putem elimina necunoscuta 2x  din ultima ecuaţie. La pasul al doilea, elementul 

pivot este .122 −=′a  Ecuaţia a doua o înmulţim cu 3
1

3
22

32
32 −=

−
=

′
′

=
a
aµ  şi o scădem din ecuaţia a treia. 

Deci se obţine sistemul de formă triunghiulară: 
 









−=−
−=−−

=++

.44
,42

,12

3

32

321

x
xx

xxx
 

 În continuare se determină necunoscutele începând cu ecuaţia a treia: 13 =
∗x ; înlocuind rezultatul 

obţinut în ecuaţia a doua vom obţine 22 =
∗x ; în sfârşit din prima ecuaţie avem 11 −=∗x . 

 Să generalizăm această metodă. Fie dat sistemul de ecuaţii liniare: 
 bAx = .                                                 (5.3) 

unde .0det,,,)( ≠∈= ARbxaA n
nij   
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 Să presupunem că 𝑎𝑎11 ≠ 0; dacă 011 =a  se aduce elementul nenul din prima coloană pe locul 
( )1,1 permutând ecuațiile respective ale sistemului. Primul pas constă în eliminarea necunoscutei 1x din 
ecuaţiile sistemului începând cu a doua, multiplicând ecuația întâia cu raportul: 

𝜇𝜇𝑖𝑖1 =
𝑎𝑎𝑖𝑖1
𝑎𝑎11

, 𝑖𝑖 = 2,3, . . . ,𝑛𝑛 

şi scăzând rezultatul obţinut din ecuaţia i pentru .2≥∀i  
 Obţinem în acest caz sistemul echivalent: 

( ) ( ).22 bxA =                                                            (5.4) 
cu coeficienţii: 

𝑎𝑎1𝑗𝑗
(2) = 𝑎𝑎1𝑗𝑗

(1),  𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛; 
𝑎𝑎𝑖𝑖1

(2) = 0,   𝑖𝑖 = 2,3, . . . ,𝑛𝑛; 
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

(2) = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
(1) − 𝜇𝜇𝑖𝑖1𝑎𝑎1𝑗𝑗

(1),  𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 2,3, . . . ,𝑛𝑛; 
𝑏𝑏1

(2) = 𝑏𝑏1
(1),  𝑏𝑏𝑖𝑖

(2) = 𝑏𝑏𝑖𝑖
(1) − 𝜇𝜇𝑖𝑖1𝑏𝑏1

(1),  𝑗𝑗 = 2,3, . . . ,𝑛𝑛. 
Mai sus s-a notat 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

(1) = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗;  𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛 şi  𝑏𝑏𝑖𝑖
(1) = 𝑏𝑏𝑖𝑖;. i=1,2,…,n.  Prima ecuație a sistemului 

(5.4) coincide  cu prima ecuație a sistemului (5.3).  În continuare se repetă procedeul de mai sus 
pentru eliminarea necunoscutei 2x  din sistemul (5.4) ş.a.m.d. La pasul k se obţine sistemul: 

( ) ( )kk bxA =  
unde 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 
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n
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k
nk

k
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k
kk

nkk

nkk

k

b

b
b

b
b

b

aa

aa

aaa

aaaa

aaaaa

A



















1
1

2
2

1
1

1
,1

1
,1

1
1,1

2
2

2
2

2
1,2

2
22

1
1

1
1

1
1,1

1
12

1
11

;

000

000

00

0

 

 
Elementele ( )k

ija  ale lui ( )kA  şi ( )k
ib  ale lui ( )kb  se calculează recursiv prin formulele: 

( )

( )

( ) ( )







≥≥⋅−

−≤≥

−≤

=
−
−−

−

−

,,
,1,,0

,1,

1
,11,

1

1

kjkipentruaa
kjkipentru

kipentrua
a

k
jkki

k
ij

k
ij

k
ij

µ
 

unde  
( )

( ) ,1
1,1

1
1,

1, −
−−

−
−

− = k
kk

k
ki

ki a
a

µ  

iar 

( )
( )

( ) ( )





≥⋅−

−≤
=

−
−−

−

−

.,
,1,

1
11,

1

1

kipentrubb
kipentrub

b
k

kki
k

i

k
ik

i µ
 

 
 După n paşi necunoscuta 1−nx  va fi eliminată din ultima ecuaţie, obţinându-se un sistem cu matricea 

superior triunghiulară: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1
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n
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k
knk

k
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nnkk

nnkk

bxa
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Acest sistem se rezolvă începând cu ultima ecuaţie cu ajutorul procesului de eliminare inversă care 

se poate descrie astfel: 
 

( )

( ) ,n
nn

n
n

n a
bx =    

( ) ( )

( ) ,1
1,1

1
,1

1
1

1 −
−−

−
−

−
−

−

−
= n

nn

n
n

nn
n

n
n a

xab
x  

( ) ( )

( ) .1,2,,3,2,1 −−=
−

=
∑

+= nnk
a

xab
x k

kk

n

kj
j

k
kj

k
k

k  

 
 Metoda eliminării a lui Gauss prezentată mai sus presupune că elementele pivot trebuie să fie 

diferite de zero. Dacă la efectuarea pasului k elementul pivot ( ) 0=k
kka , atunci cel puţin unul din celelalte 

elemente din coloana k şi din liniile k+1,k+2,…,n este nenul; în caz contrar matricea A ar fi singulară (
( ) 0det =A ). Permutând ecuațiile sistemului putem aduce pe locul (k,k) elementul nenul şi, deci, este posibil 

să reluăm eliminarea. 
 Considerăm un exemplu simplu: 
 

�0 3
2 1� �

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2
� = �0

4� 

 
Evident, nici o multiplicare a primei ecuații nu poate fi utilizată pentru a elimina pe 1x  din ecuația 

a doua. Schimbând ecuațiile între ele cu locul, obținem: 





=
=+

.03
.42

2

21

x
xx

 

un sistem sub formă triunghiulară, care se rezolvă imediat prin eliminarea inversă: 𝑥𝑥2∗ = 0, 𝑥𝑥1∗ = 2. 
 Analizăm un alt exemplu: 

�0.000100𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 1,
     𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2 = 2  

cu soluția exactă 𝑥𝑥1∗ = 1.00010, 𝑥𝑥2∗ = 0.99990. Vom utiliza o aritmetică a virgulei mobile cu 𝛽𝛽 = 10 și 
𝑑𝑑 = 3: se păstrează în calcule numai trei cifre zecimale semnificative și presupunem că rezultatul se 
rotunjește corect. Aplicând metoda eliminării a lui Gauss obținem sistemul: 

�0.000100𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 1,
   −10000𝑥𝑥2 = −10000. 

Din ultima ecuație avem 𝑥𝑥2∗ = 1.000 care înlocuită în prima ecuație ne dă 𝑥𝑥1∗ = 0.000, evident un 
rezultat eronat. S-a produs o catastrofă de calcul! Permutând ecuațiile între ele, avem sistemul: 

�     𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 2.
0.000100𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 1. 

şi metoda eliminării lui Gauss îl transformă în: 

�𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 = 2.
   𝑥𝑥2 = 1.  

cu soluţia 𝑥𝑥1∗ = 𝑥𝑥2∗ = 1.00. 
 Prin urmare, dacă un element pivot este exact egal cu zero sau chiar aproape egal cu zero, din 

motive de stabilitate numerică, trebuie să efectuăm rearanjarea ecuațiilor. 
 Există două strategii de alegere a elementului pivot pentru a preveni ca influenta erorilor de 

rotunjire să devină catastrofală. Prima strategie se numește pivotare parțială și constă în următoarele: la 
pasul k pivotul se ia egal cu primul element  maxim în modul din coloana k subdiagonală a lui A(k): 
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�𝑎𝑎𝑟𝑟𝑘𝑘
(𝑘𝑘)� = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑘𝑘≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛
�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘

(𝑘𝑘)� 
și se permută liniile k și r. 

O altă strategie de permutare constă în pivotarea completă (totală); se schimbă liniile k şi r (r≥k) şi 
coloanele k şi s, (s≥k) astfel încât pivotul 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

(𝑘𝑘) obţinut după permutare să coincidă cu primul element maxim 
în modul din submatricea delimitată de ultimile n-k linii şi coloane ale lui 𝐴𝐴(𝑘𝑘): 

 

�𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟
(𝑘𝑘)� = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑘𝑘≤𝑖𝑖,𝑗𝑗≤𝑛𝑛
�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

(𝑘𝑘)�. 

 Matricea A se numeşte diagonal dominantă dacă 

niaa
n

ij
j

ijii ,,2,1,
1

=>∑
≠
=

. 

Fie A o matrice simetrică şi diagonal dominantă. După primul pas de eliminare gaussiană matricea 
A(2) devine: 










10 A

za
 

unde submatricea 1A  este de asemenea diagonal dominantă. Se poate demonstra că procesul eliminării în 
cazul matricelor diagonal dominante nu depinde de alegerea elementului pivot. Nu este necesară pivotarea 
şi în cazul când matricea A este pozitiv definită. 

Putem estima numărul de operaţii aritmetice în metoda eliminării lui Gauss. Procedura de eliminare 

a necunoscutei 1x  cere nnnn −=− 2)1(  operaţii aritmetice. Eliminarea necunoscutei kx  necesită 

kkkk −=− 2)1(  operaţii. Prin urmare procedura directă cere următorul număr de operaţii aritmetice: 

.
32

)1(
6

)12)(1(
)11()()(

2

11

2

222
1

nnnnnnnkk

kknnN
n

k

n

k

−
=

+
−

++
=−=

=−++−++−=

∑∑
==



 

 Procesul de eliminare inversă se efectuează cu mult mai repede. Necunoscuta nx  se află cu ajutorul 

unei singure operaţii (împărţirea la elementul pivot); calculul 1−nx  cere două operaţii (împărţire – scădere 
şi apoi împărţire) ş.a.m.d.; pasul k necesită numai k operaţii. Prin urmare, eliminarea inversă necesită  

2
)1(

1
2

+
==∑

=

nnkN
n

k
 

de operaţii aritmetice. 
 Mulți ani s-a crezut că metoda eliminării lui Gauss este optimă în sensul că orice altă metodă directă 

de rezolvare a sistemelor din n ecuații liniare necesită cel puțin 𝑛𝑛
3

3
 operaţii aritmetice. În momentul de faţă 

se cunosc metode în care numărul de operații este redus la 𝐶𝐶𝑛𝑛𝛼𝛼 (2 < 𝛼𝛼 < 3). Aceste metode se bazează pe 
un rezultat remarcabil obţinut în 1971 de către A. Schonhage şi V. Strassen care au arătat că, teoretic, 
înmulțirea poate avea o complexitate numai cu puțin superioară adunării. Nu ne vom opri aici asupra acestor 
metode. Pentru a arăta că metoda lui Gauss nu este optimă să examinăm algoritmul lui Strassen de 
multiplicare a  două matrice. 

 Fie de exemplu, 

𝐴𝐴 = �𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

� ,   𝐵𝐵 = �𝑏𝑏11 𝑏𝑏12
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22

�. 

 
Algoritmul lui Strassen (vezi, de exemplu, [18], pag.47) se bazează pe identitatea matriceală: 
 

    𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 = �𝐶𝐶 𝐷𝐷
𝐸𝐸 𝐹𝐹�, 

unde: 
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( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( ) ( ).

,
,

,

211122112221

221211221211

12112111

11222122121122112211

22212212

22121121112222112211

bbabaaE
baabbaD

bbaa
baabbabbaaF

bbaa
baabbabbaaC

+−++=
++−=
++−+

++−−+++=
+−+

++−+−+++=

 

 Astfel, pentru a obține produsul a două matrice este suficient de a efectua şapte înmulțiri şi 18 
adunări. Dacă am multiplica matricele în mod tradiţional, ne-ar trebui opt înmulţiri. În exemplul de mai sus 
nu s-au concretizat elementele matricelor A şi B şi  nu s-a utilizat proprietatea de comutativitate a 
produsului. Prin urmare, elementele aij , bij  pot fi considerate matrice şi avem o procedură de multiplicare 
a matricelor de orice dimensiune n. Fie mn 2= , m – natural; în caz contrar adăugăm atâtea linii şi coloane 
nule în matricele A şi B încât n ar deveni o putere a lui doi. Dacă N(2m) este numărul de operații efectuate 
la înmulţirea a două matrice de dimensiune m2  , atunci în baza identităţii de mai sus avem: 

 
𝑁𝑁(2𝑚𝑚) = 7 ⋅ 𝑁𝑁(2𝑚𝑚−1) + 18 ⋅ 22𝑚𝑚−2. 

 
Ţinând seama că N(2)=7+18, ultima relație implică 
 

𝑁𝑁(2𝑚𝑚) = 7𝑚𝑚 + 6(7𝑚𝑚 + 4𝑚𝑚) 
sau 

𝑁𝑁(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2 7 + 6(𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2 7 + 𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2 4) . 
 

Deoarece  𝛼𝛼 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2 7 ≈ 2.81 < 3, algoritmul lui Strassen pentru n suficient de mare este mai 
avantajos decât procedeul obişnuit de înmulţire a matricelor. 

5.3  Factorizarea LU 

Să reluăm exemplul numeric din paragraful 3.3 de rezolvare a sistemului bAx = , cu  

,
122
014
112

















−
=A    .

7
2

1
















−=b  

În urma procesului  de eliminare a necunoscutei 1x  se obține sistemul ( ) ( )22 bxA = , unde 

( ) ,
230
210

112
2
















−−=A   .

8
4

1
)2(
















−=b  

Notăm prin 1M  matricea interior triunghiulară: 

,
101
012
001

10
01
001

31

211















−=

















−
−=
µ
µM  

 
care se obţine din matricea unitate prin înlocuirea elementelor subdiagonale din coloana întâia cu 
multiplicatorii 3121, µµ −− . Se  verifică uşor că 
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.
8
4

1

7
1

1

101
012
001

,
230
210

112

122
014
112

101
012
001

)2(
1

)2(
1

bbM

AAM

=















−=
















−
















−=

=















−−=

















−














−=

 

În etapa finală de transformare, necunoscuta 2x  va fi eliminată din ultima ecuaţie, obţinându-se un 
sistem sub formă  triunghiulară cUx = , unde 

,
400
210

112

















−
−−=U  .

4
4

1

















−
−=c  

 

Se observă că 
( )2

2 AMU =  şi 
( )2

2bMc = , unde  

.
130
010
001

00
010
001

32

2















=

















−
=

µ
M

 
Prin urmare procesul de transformare a sistemului bAx = , într-un sistem echivalent de formă 

triunghiulară cUx =  poate fi reprezentat ca înmulţirea sistemului iniţial succesiv la matricele 21, MM : 
bMMAxMM 1212 = . 

Relaţia UAMM =12 permite a da o altă interpretare metodei lui Gauss. Multiplicând această relaţie 

la stânga cu matricea inferior triunghiulară 
1

2
1

1
−−= MML obţinem:  

LUA = . 
Deci, cu ajutorul metodei eliminării a lui Gauss matricea A se descompune în produsul de doi factori 

L şi U, unde L este o matrice inferior triunghiulară, iar U este o matrice superior triunghiulară. Această 
descompunere se numeşte factorizarea LU a matricei A. 

Vom arăta că pentru orice matrice nesingulară există o “factorizare LU” care este echivalentă 
metodei eliminării lui Gauss. Pentru început presupunem că matricea A este astfel, încât eliminarea să se 
poată face fără permutări de linii sau de coloane. 

Fie  







































=

+

nk

kk

k

k

m

µ

µ





,1

0

0
0

,  kek  componenta

0

0
1

0
0

←





























=





 

 
unde multiplicatorii nkkiik ,2,1, ++=µ  sunt cei utilizaţi la pasul k+1 pentru eliminarea necunoscutei 

1+kx  (vezi paragraful 3.3). 

Definim o matrice kM  astfel 
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.T
kkk emIM −=  

Această matrice diferă de matricea unitate I numai prin elementele subdiagonale nenule din coloana 
k: 

 





























−

−
=

+

1......00
..................
0......00
0...1...00
..................
0...0...10
0...001

,1

nk

kk

kM

µ

µ



. 
 

Metoda eliminării a lui Gauss constă (vezi paragraful 3.3) în determinarea şirului de matrice 
( ) ( ) ( )nAAAA ,,, 21 = . Se constată uşor că 
 

( ) .1,2,1,11
1 −=⋅⋅⋅= −
+ nkAMMMA kk

k   
Scriind această relaţie pentru 1−= nk  şi notând ( )nAU = , obţinem: 

,1221 UAMMMM nn =⋅⋅⋅⋅⋅ −−   
sau 

.1
1

1
2

1
1 UMMMA n ⋅⋅⋅⋅= −

−
−−   

 
Se verifică imediat că  

.1 T
kkk emIM +=−

 
De mai sus deducem: 

,ULA ⋅=  
unde 

.1
1

1
1

1
2

1
1 ∑

=

−
−

−− −+=⋅⋅⋅=
k

T
kkn emnIMMML   

 
Prin urmare, metoda eliminării lui Gauss calculează o factorizare LU a matricei  A, unde 
 

































=

+++

1......
..................
0......
0...1....
..................
0...0...1
0...0...01

21

,12,11,1

21

21

nknn

kkkk

kk

L

µµµ

µµµ
µµ

µ

, 























=

)(

)2(
2

)2(
22

)1(
1

)1(
12

)1(
11

...00
....

................
...0
...

n
nn

n

n

a

aa
aaa

U


. 

După cum s-a arătat în paragraful 3.3, din motive de stabilitate, este indicat să utilizăm o strategie de 
pivotare parțială. Se demonstrează că orice matrice admite o factorizare LU, eventual efectuând asupra 
liniilor permutările care apar prin pivotare parţială. Cu alte cuvinte, există o matrice de permutare P astfel 
încât 

PA=LU. 
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Metoda eliminării lui Gauss şi factorizarea LU sunt echivalente. O factorizare LU a lui A poate fi 
calculată şi direct, printr-o procedură compactă numită factorizarea lui Crout. Această factorizare impune 
U cu diagonala unitate şi este mai avantajoasă pe calculatoarele ce permit calcularea rapidă a produselor 
scalare. Pentru o iniţiere mai aprofundată în factorizarea lui Crout recomandăm lucrările [2,34,38]. 

Presupunem că se cunoaşte o factorizare LU a matricei A. Atunci sistemul de ecuații liniare 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 
este echivalent cu𝐿𝐿𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝑏𝑏, care se desface în două sisteme triunghiulare: 

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑏𝑏,  𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝐿𝐿. 
 
Se rezolvă mai întâi sistemul inferior triunghiular 𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑏𝑏 printr-o procedură tipică de substituţie 

“înainte” începând cu prima ecuație: 
 

,
11

1
1 l

by =     .,,3,3,

1

1 ni
l

ylb
y

ii

i

k
kiki

i =
−

=
∑
−

−  

Aici ikl  sunt elementele matricei L. Apoi se rezolvă sistemul superior triunghiular 𝐿𝐿𝑥𝑥 = 𝐿𝐿 prin 
procedura de substituţie “înapoi”, începând cu ultima ecuație: 

,
nn

nn
n u

yx =    ,1,,2,1,1 −−=
−

=
∑

+− nni
u

xuy
x

ii

n

ik
kkii

i  

unde iku  sunt elementele matricei U. 
Utilizând o factorizare LU a lui A putem rezolva simultan mai multe sisteme de ecuaţii, având aceeaşi 

matrice A, fără a relua calculele de la început. 
Metoda eliminării lui Gauss ne permite să calculăm şi determinantul matricei A. Într-adevăr, să 

observăm că  
( ) ( ) ( ).detdetdet ULA ×=  

Deoarece ( ) 1det =L , avem: 

( ) ( ) ( ) ( ),det 2
22

1
11

n
nnaaaA ⋅⋅⋅=   

adică determinantul este produsul elementelor pivoţi. Dacă se aplică una din strategiile de pivotare atunci: 
( ) )()2(

22
)1(

11 ...)1(det n
nm

m aaaA ⋅⋅⋅−=  
unde m este numărul total de permutări efectuate. 

 

5.4  Factorizarea Cholesky 

Fie ( )
nnijaA

×
=  o matrice simetrică şi pozitiv definită, adică: 

( ) .0,,0, ≠∈∀> xRxxAx n
 

Vom arăta că în factorizarea LU a lui A se poate alege TLU = . Descompunerea 
TLLA ⋅=  

se numeşte  factorizarea Cholesky. 
Teoremă. Dacă matricea A este simetică şi pozitiv definită, atunci există o matrice inferior 

triunghiulară L, cu elementele diagonale  pozitive, unică, astfel încât 𝐴𝐴 = 𝐿𝐿 ⋅ 𝐿𝐿𝑇𝑇. 
Demonstraţie. Vom demonstra teorema  prin inducţie asupra  lui n. Prntru 2=n  avem: 









=








=

2221

11

2221

1211 0
,

ll
l

L
aa
aa

A . 

Dacă formăm produsul TLL ⋅  şi-l identificăm cu A, obţinem: 

.,
,,

2
22

2
2122112121

211112
2

1111

llalla
llala
+==

==
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Deoarece matricea A este pozitiv  definită, elementele  de pe diagonală sunt pozitive  şi deci  putem 
extrage rădăcină pătrată: 1111 al = . Al doilea element  21l  se determină din ecuaţia ce conţine  21a  (

1221 aa =  pentru că A este o matrice  simetrică): 

11

21
21 a

al = . 

În fine, elementul 22l  se determină astfel : 

11

2
12

22
2
212222 a

aalal −=−= . 

Să arătăm că extragerea rădăcinii pătrate de mai sus este posibilă. Intr-adevăr, fie vectorul x cu 
componentele  12a  şi 11a− : 









−

=
11

12   
a
a

x . 

Atunci ( ) 0, 11
2
1222

2
11 >−== aaaaAxxxAx T

 fiindcă matricea A este pozitiv definită. Împărţind 

ultima inegalitate la 02
11 >a obţinem 

0
11

2
12

22 >−
a
aa . 

Prin urmare, pentru  2=n  descompunerea TLLA ⋅= există  şi este  unică. Să presupunem  teorema  
adevărată pentru 1−= kn : TLLA ⋅=  unde A şi L sunt matrice  de dimensiune ( ) ( )11 −×− kk . Fie A′  
şi L′  astfel: 









=′








=′

kk
T

kk
T lw

L
L

ay
yA

A
0

, , 

unde y şi w sunt vectorii coloană ,având 1−k   componente . 

Formăm  produsul ( )TLL ′⋅′  şi-l identificăm  cu A′ . Atunci obţinem: 

.,
,,

2 wwlaLwy
LwyLLA

T
kkkk

TTT

T

+==

==
 

  
Prin presupunerea  de inducţie  matematică, matricea  L este determinată  în  mod unic  astfel  ca 

TLLA = . De aici rezultă  că  vectorul  w  este  şi el  unic  şi se calculează  ca soluţie a sistemului  Lwy =

. Mai departe, elementul kkl  se defineşte din formula: 

wwal T
kkkk −= . 

Arătăm, ca şi în cazul matricelor  de dimensiune  22× , că expresia  de sub  rădăcină este pozitivă. 
În  calitate  de vectorul x vom lua : 

 










−
=

−

1

1yA
x

. 

Notăm yAz 1−= ; atunci 
( )

( )
( ) ( ) .0

2,

11

11

>−=−=

=−=−=+−=

=+−==

−−

−−

wwayLyLa

yLLyayAyaayz

ayzAzzAxxxAx

T
kk

T
kk

TT
kk

T
kkkk

T

kk
TTT

 

Deci matricea L′   cu proprietatea ( )TLLA ′⋅′=′  este unic  determinată şi teorema este demonstrată. 
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Se poate arăta  că factorizarea  Cholesky a unei matrice  ( )
nnijaA

×
= simetrice  pozitiv  definite  

necesită  aproximativ  63n  operaţii (înmulţiri şi adunări) şi n extrageri  de radical (necesare pentru a calcula 

elementele  diagonale kkl ). 
Metoda lui Cholesky de rezolvare  a sistemelor  de ecuații liniare  se mai numeşte  metoda rădăcinii 

pătrate şi constă în descompunerea  sistemului bAx =  în sistemele  triunghiulare: 

., yLxbyLT ==  
Elementele 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑗𝑗 ale matricei inferior  triunghiulare L pot fi calculate  în modul următor: se determină  

prima coloană a matricei  L 
𝑙𝑙11 = �𝑎𝑎11,  𝑙𝑙𝑖𝑖1 =

𝑎𝑎𝑖𝑖1
𝑙𝑙11

,  𝑖𝑖 = 2,3, … ,𝑛𝑛; 

după ce s-au obținut primele (𝑘𝑘 − 1)coloane ale matricei  L se calculează  coloana k 

𝑙𝑙𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 −� 𝑙𝑙𝑘𝑘𝑗𝑗2
𝑘𝑘−1

𝑗𝑗=1

, 

𝑙𝑙𝑖𝑖𝑘𝑘 =
1
𝑙𝑙𝑘𝑘𝑘𝑘

�𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘 −� 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑗𝑗𝑙𝑙𝑘𝑘𝑗𝑗

𝑘𝑘−1

𝑗𝑗=1

� ,  𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 + 1, … ,𝑛𝑛. 

O caracteristică remarcabilă a algoritmului Cholesky constă în stabilitatea lui numerică. Acest lucru 
rezultă din faptul că elementul maxim în modul a unei matrice simetrice şi pozitiv definite este situat pe 
diagonală principală. În plus, elementele diagonale ale matricei A şi elementele  ijl  ale matricei L satisfac 
relaţiei: 

.,,2,1,22
2

2
1 nkalll kkkkkk  ==+++  

Astfel avem  o limitare  a creşterii elementelor  matricei L: orice element ijl  nu depășește elementul  

maxim  în modul  kka . 

5.5  Perturbaţii. Numărul de condiţionare 

Considerăm sistemul liniar  𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑏𝑏. Soluţia exactă  a sistemului considerat  poate fi  scrisă sub forma 
: 𝑥𝑥* = 𝐴𝐴−1𝑏𝑏. Să presupunem că matricea  nesingulară  A şi vectorul  b suferă  perturbațiile 𝛿𝛿𝐴𝐴 şi 𝛿𝛿𝑏𝑏. 

Mai întâi să analizăm  cazul când  perturbăm  numai termenul  liber. Soluţia  perturbată 𝑥𝑥� a sistemului  
cu partea dreaptă  bb δ+  satisface  egalitatea: 

 
𝐴𝐴𝑥𝑥� = 𝑏𝑏 + 𝛿𝛿𝑏𝑏. 

Obținem: 
𝑥𝑥� − 𝑥𝑥* = 𝐴𝐴−1𝛿𝛿𝑏𝑏, 

de unde rezultă că 
�𝑥𝑥� − 𝑥𝑥*� ≤ ‖𝐴𝐴−1‖‖𝛿𝛿𝑏𝑏‖                                                      (5.5) 

oricare ar fi norma matriceală subordonată unei norme vectoriale. Pentru orice A şi b există o perturbaţie 
bδ  astfel încât  să  avem egalitate în (5.5). Prin urmare 1−A  evaluează cu cât poate să crească eroarea 

furnizată de bδ . 
Pentru determinarea efectului relativ  al aceleiași  perturbații 𝛿𝛿𝑏𝑏 să observăm că: 
 

‖𝑏𝑏‖ = �𝐴𝐴𝑥𝑥*� ≤ ‖𝐴𝐴‖�𝑥𝑥*�, 
sau  
 

1
‖𝑥𝑥*‖ ≤

‖𝐴𝐴‖
‖𝑏𝑏‖

. 
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Ținând seama de aceasta, inegalitatea (5.5) implică 
 

�𝑥𝑥�−𝑥𝑥*�
�𝑥𝑥*�

≤ ‖𝐴𝐴‖‖𝐴𝐴−1‖ ‖𝛿𝛿𝛿𝛿‖‖𝛿𝛿‖
                                                     (5.6) 

 
Presupunem  acum că perturbăm  elementele lui A; atunci soluția perturbată x~ va verifica egalitatea: 

(𝐴𝐴 + 𝛿𝛿𝐴𝐴)𝑥𝑥� = 𝑏𝑏. 
Rezultă că: 

xAAxx ~~ 1* δ−=−  
şi obţinem estimarea: 

.~~ 1* xAAxx δ−≤−                                                       (5.7) 

Această  inegalitate  o putem pune sub forma: 
�𝑥𝑥�−𝑥𝑥*�
‖𝑥𝑥�‖

≤ ‖𝐴𝐴‖‖𝐴𝐴−1‖ ‖𝛿𝛿𝛿𝛿‖‖𝛿𝛿‖
                                                      (5.8) 

Se observă că atât  în (5.6) cât şi (5.8) numărul 1−AA estimează eroarea relativă în soluţie 

furnizată de bδ  sau Aδ . Acest număr se numește număr de condiţionare al matricei A în raport cu normă 
matriceală considerată și se notează: 

𝑐𝑐𝑙𝑙𝑛𝑛𝑑𝑑(𝐴𝐴) = ‖𝐴𝐴‖‖𝐴𝐴−1‖. 
 

Deoarece pentru orice normă matriceală subordonată unei norme vectoriale se îndeplineşte  egalitatea 
1=I  ,avem: 

111 −− ≤== AAAAI , 

şi deci , ( ) 1≥Acond  oricare ar fi matricea A. 
Numărul de condiționare caracterizează efectul maximal al perturbărilor 𝛿𝛿𝑏𝑏 şi 𝛿𝛿𝐴𝐴 la rezolvarea 

sistemului 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑏𝑏. Dacă numărul de condiţionare cond (A) este mare, atunci perturbaţii mici ale lui  A şi b 
vor produce perturbații relativ mari  ale lui 𝑥𝑥*; în acest caz  se spune  că matricea A este rău (sau prost) 
condiţionată. Matricele cu numărul de condiţionare cond (A) ″mic” se numesc bine condiţionate. 

Subliniem că dimensiunea matricei nu are o influenţă directă asupra numărului ei de condiţionare: 

dacă A=I sau chiar IA
10
1

=   avem ( ) 1=Acond . Pentru comparaţie, determinantul matricei nu este un 

indice  adecvat  al condiţionării, deoarece  valoarea determinantului depinde şi de dimensiunea n a matricei. 

Dacă A este o matrice aproape singulară  încă nu înseamnă că este prost condiţionată. În exemplul  IA
10
1

=   

avem ( ) nA −=10det ; această matrice ″aproape singulară″ este maxim de bine condiţionată . 
Exemplu. Considerăm  sistemul de ecuaţii  bAx = , unde: 
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b . 

Menţionăm că ( ) 01det ≠=A . Sistemul considerat în formă desfăşurată este: 
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                                                        (5.9) 

 
Sistemul de ecuaţii (3.9) admite o soluţie exactă  unică 1,0 **

1
*
2

*
1 ===== − nn xxxx  . Presupunem 

că perturbăm vectorul liber b cu ( )Tb εδ ,0,,0,0 = . Atunci  soluţia exactă a sistemului  perturbat 

bbxA δ+=~ devine  rxx += *~  şi eroarea ( )Tnrrrr ,,, 21 =   satisface ecuaţiile: 
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De unde rezultă, că: 

( )
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( ) .22
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Astfel  εε +=−== −− 1~;1,,2,1,2~ 1

n
in

i xnix  . 

Să estimăm  cond(A), luând în calitate de normă ∞
. . Vom avea: 

.1,,1,2~ *2* =====−
∞∞∞

−
∞∞

bbxrxx n εδε  

Prin urmare 
 

( ) .2 2
*

1 −

∞

∞

∞

∞
∞

−
∞

=⋅≥⋅= n

b
b

x
r

AAAcond
δ

 

 
Deoarece nA =

∞ , rezultă că norma matricei  inverse este destul de mare, cu toate că  

( ) ( ) .1
det

1det 1 ==−

A
A  De exemplu  pentru 102=n  avem: 

( ) 27130100 10iar,102,102 >>≥=
∞

−
∞

AAcondA . 

În particular, dacă 1510−=ε  (o eroare suficient de mică), atunci 15* 10~ >=−
∞∞

rxx ; o 

perturbaţie destul de mică a termenului liber a produs o perturbaţie atât de mare în soluţie! 
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Valoarea numărului de condiţionare al unei matrice depinde de norma matriceală întrebuinţată. Presupunem 
că A este o matrice simetrică  şi pozitiv definită cu valorile proprii pozitive ordonate astfel : 

nλλλ ≤≤≤< 210 . În mod analog se arată că pentru astfel de matrice numărul de condiţionare este: 

min

max

1

)(
λ
λ

λ
λ

== nAcond . 

Exemplu:Valorile proprii ale matricei: 









=

0001.11
11

A  

aproximativ sunt egale cu 4
1 10

2
1 −=λ  şi 22 =λ .De  aceea numărul de condiţionare )(Acond este 

aproape egal  cu  4104 ⋅ . Ne putem aştepta că perturbaţii mici ale datelor iniţiale vor produce mari schimbări  
în soluţie.  Într-adevăr, fie sistemele de ecuaţii bAx =  şi bbAx δ+=  unde  
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0001.2
2

b ,     







=

0001.0
0

bδ . 

Soluţia se schimbă de la ( )Tx 11* = până la ( )Tx 20~ = :  
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. 

 
Fie dat un sistem de ecuaţii liniare. Reprezentarea cu virgulă mobilă a elementelor  A şi B în 

calculatorul electronic nu este exactă. Prin urmare, efectiv în memoria maşinii electronice  de calcul vom 

avea sistemul bxA ~~
= unde A~  şi b~ sunt rotunjirile corespunzătoare. Există  matricele de perturbare P şi 

D  ( D  este o matrice diagonală ) astfel încât 
 

�̃�𝐴 = 𝐴𝐴(𝐼𝐼 + 𝑃𝑃)   𝑏𝑏� = (𝐼𝐼 + 𝐷𝐷)𝑏𝑏. 
Dacă notăm  cu Mε  unitatea de rotunjire a maşinii (vezi paragraful 1.3), atunci MP ε≤  şi 

MD ε≤ . Astfel obținem: 

AAAA Mεδ ≤−=
~ ,   bbbb Mεδ ≤−=

~ . 

 
Din inegalităţile de mai sus şi din (3.7) rezultă că erorile de rotunjire produc o perturbaţie estimată 

prin: 
 

�𝑥𝑥� − 𝑥𝑥*� ≤ 2𝜀𝜀𝑀𝑀‖𝑥𝑥�‖𝑐𝑐𝑙𝑙𝑛𝑛𝑑𝑑(𝐴𝐴). 
 
Subliniem  că determinarea numărului de condiționare 𝑐𝑐𝑙𝑙𝑛𝑛𝑑𝑑(𝐴𝐴) este o  problemă dificilă, deoarece 

conține calculul lui ‖𝐴𝐴−1‖. Calculul matricei inverse şi normei sale necesită aproximativ 23 2nn + operaţii 
suplimentare și aproape de patru ori majorează cheltuielile necesare pentru rezolvarea sistemului bAx = . 
Un procedeu practic de calcul aproximativ al lui ‖𝐴𝐴−1‖ constă în următoarele. Se observă că dacă 

yAw 1−=  atunci yAw 1−≤  şi prin urmare  

y
w

A ≥−1 . 
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Deci, se poate alege 𝑘𝑘 vectori 𝐿𝐿𝑖𝑖, apoi se rezolvă sistemul de ecuații 𝐴𝐴𝑤𝑤𝑖𝑖 = 𝐿𝐿𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘, şi se 
pune  

‖𝐴𝐴−1‖ ≈ 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥
1≤𝑖𝑖≤𝑘𝑘

‖𝑤𝑤𝑖𝑖‖
‖𝑦𝑦𝑖𝑖‖

. 
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