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5.1 Sisteme de ecuatii algebrice liniare
Consideram sistemul de ecuatii algebrice liniare

allxl + alzxz +... +a1nxn = bl
alel + a22X2+. A +a2nxn = bz (5 1)

Acest sistem poate fi scris sub forma matriceala:

Ax =Db
unde
a1 Qaip QAin b, X1
a a a b X
A= 21 22 2n b= 2 X = 2
T ) Ann by, Xn

A rezolva sistemul de ecuatii dat inseamna a determina un vector x* € R™ care satisface egalitatile
(5.2).

1. Sistemul de ecuatii are o solutie unica. In acest caz se spune ca sistemul (5.1) este compatibil
determinat. De exemplu, sistemul:

{x1+x2=2
2x1_x2:1

este compatibil determinat cu solutia x; = x; = 1.Tnfig. 5.1 este data interpretarea geometrica a sistemului
considerat, din care se vede cd dreptele x, =2 —x, §i x, = —1+ 2x, se intersecteaza numai intr-un singur

punct.
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2x, — X, =1

X + X, =2

Fig. 5.1 Interpretarea geometrica a sistemului compatibil determinat.

2. Sistemul de ecuatii are o infinitate de solutii. Despre astfel de sisteme se spune ca sunt compatibil
nedeterminate. In fig.5.2 avem interpretarea geometrica a sistemului:

{x1+x2=1
2x1+2x2=2

care are o infinitate de solutii; aceste doua solutii descriu una si aceeasi dreapta x, = 1 — x;.

X2 4

:\ 'Xl

Fig. 5.2 Interpretarea geometrica a sistemului compatibil nedeterminat

3. Sistemul de ecuatii nu are solutii, adica este incompatibil. De exemplu, sistemul:

{xl + 2x2 - 2
2x1 +4x, =7
nu este compatibil. Dreptele x, = 1 — %xl si x, = Z— %xl (vezi fig. 5.3) sunt paralele.



2X, +4x, =7

\ 4

Fig.5.3 Interpretarea geometrica a sistemului incompatibil.

Daca matricea A este nesingulara (det A # 0), atunci oricare ar fi vectorul b € R™ sistemul Ax=b
este compatibil determinat. Solutia sistemului poate fi scrisa sub forma:
x* = A"1b.
unde A *este inversa lui A.
Inversarea matricelor este o operatie costisitoare (vezi de ex., [2]) care trebuie evitata in practica. In
calitate de exemplu ilustrativ consideram “sistemul” dintr-o ecuatie cu o singura necunoscuta:
7x=21.
Cel mai bun mijloc de rezolvare a acestei probleme este Impartirea:
X" = 21 3
7

Aplicarea matricei inverse ne-ar duce la:

X" =7"x21=0.142857 x 21=2.99997.

Al doilea procedeu necesitd cu o operatie aritmeticd mai mult si da un rezultat mai putin precis.
Acelasi lucru, dar intr-un mod mai pronuntat, este adevarat si in cazul rezolvarii sistemelor cu multe ecuatii.
De aceea relatia (5.2) trebuie interpretata doar in sensul de exprimare a faptului cd X* este solutia unicé a
sistemului AX =D, dar nu si ca o cale de obtinere a acestei solutii.

Dupa cum se stie din matematica elementara, sistemele de ecuatii liniare pot fi rezolvate prin
formulele lui Cramer:

x_*:%, A = det(A), Aizzn:Ajbj, i=12,..,n,
j=1

Ajj fiind complementul algebric al lui aij.

Metoda de rezolvare a sistemelor prin formulele lui Cramer din punct de vedere practic raméane
inutilizabila, deoarece cere un numar mare de operatii aritmetice, si anume, este necesar sa se calculeze

n+1 determinanti (A,Al,---,An) si sd se efectueze n impartiri. Pentru calculul unui determinant sunt
necesare (n—1)xn inmultiri si (n—1) adunari. De exemplu, rezolvarea unui sistem cu 20 de ecuatii prin

formulele lui Cramer presupune efectuareaa 19 x 2021 inmultiri. S-a apreciat ¢ dacd am executa aceste
inmultiri la un calculator electronic de vitezd 10° operatii pe secundi ne-ar trebui aproximativ 3x10° ani!

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare sunt de doua tipuri: metode directe
si metode iterative.

Metodele directe constau in transformarea sistemului Ax=b intr-un sistem echivalent pentru care
rezolvarea este cu mult mai simpla. In metodele directe solutia exacta se obtine dupi un numar finit de
operatii aritmetice elementare (adunare, scadere, inmultire, impartire si radacina patrata) si acest numar de
operatii este de ordinul n®. Subliniem ci solutia exacti se obtine in cazurile (ideale) in care erorile de
rotunjire sunt absente. La fiecare operatie elementara efectuata de calculator avem o eroare de rotunjire si
prin urmare metodele directe in caz general furnizeaza doar o solutie aproximativd. Metodele directe se
utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor nu prea “mari”, de dimensiune n < 200 .

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare printr-o metoda iterativa inseamna construirea unui sir de
vectori x®, k= 0,1,... (pornind de la un vector x(® ales arbitrar) convergent citre solutia sistemului
considerat. Tn metodele iterative, de obicei, 0 iteratie necesita efectuarea unui numar de ordinul n? operatii
aritmetice. De aceea metodele iterative se utilizeaza pentru rezolvarea sistemelor “mari”, de dimensiune
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n = 102 (in cazul asigurdrii unei viteze sporite de convergentd pentru o alegere a aproximdrii initiale

adecvate). Trunchierea sirului {x®} are loc la un indice m astfel incat x™ constituie o aproximatie
<& unde &> 0 este eroarea admisa).

satisfacatoare a solutiei cautate x* (de exemplu, ||x(m) —-x*

5.2 Metoda elimindrii a lui Gauss

Metoda eliminarii a lui Gauss consta in a aduce sistemul initial la un sistem echivalent avand matricea
coeficientilor superior triunghiulard. Transformarea sistemului dat intr-un sistem de forma triunghiulara
fara ca sa se modifice solutia sistemului se realizeaza cu ajutorul urmatoarelor trei operatii de baza:
rearanjarea ecuatiilor (schimbarea a doua ecuatii intre ele);

inmultirea unei ecuatii cu o constanta (diferita de zero);
scaderea unei ecuatii din alta si inlocuirea celei de a doua cu rezultatul scaderii.

Exemplificam aceastd metoda pentru urmatorul sistem de ecuatii liniare:

2% + X, + X5 =1,
4%, + X, =-2,
—2X +2X, + X, =T.
Putem elimina necunoscuta x, din ultimele doud ecuatii, inmultind prima ecuatie respectiv cu

factorii:
a 4 a -2
_iz_zzi ﬂ31:—31:—:—1

Ho =
a, 2 a; 2
si scazand-o din ecuatia a doua si apoi din ecuatia a treia.
Obtinem astfel sistemul echivalent
2X + X, + X3 =1,
— X, —2X; = -4,
3X, +2X; =8.

Coeficientul a,, = 2 din prima ecuatie se numeste elementul pivot al primului pas de eliminare, iar

linia corespunzitoare se numeste linie pivot.
In mod analog putem elimina necunoscuta x, din ultima ecuatie. La pasul al doilea, elementul

!
a 3
32 _ _ 3 . < . . .
=——=—0 si 0 scidem din ecuatia a treia.

. ! . .
pivot este 3.22 =-1. Ecuatia a doua o inmultim cu tf, = o =
22

Deci se obtine sistemul de forma triunghiulara:
2X + X, + X =1,
— X, —2X; =4,
—4x, =-4.
In continuare se determini necunoscutele incepand cu ecuatia a treia: X; =1; inlocuind rezultatul

* *
obtinut in ecuatia a doua vom obtine X, = 2 ; In sfarsit din prima ecuatie avem X; = -1

Sa generalizam aceasta metoda. Fie dat sistemul de ecuatii liniare:
(5.3)

Ax=D.
unde A=(a;),, XbeR", detA=0.



Sa presupunem ca a;; # 0; dacd a,, =0 se aduce elementul nenul din prima coloana pe locul
(L1)permutand ecuatiile respective ale sistemului. Primul pas consta in eliminarea necunoscutei x, din
ecuatiile sistemului incepand cu a doua, multiplicand ecuatia Tntaia cu raportul:

i1 =ﬂ,i =23,...,n
a1
si scizand rezultatul obtinut din ecuatia i pentru V1 > 2.
Obtinem in acest caz sistemul echivalent:
APy =p®@, (5.4)
cu coeficientii:
ag.) = ag), j=12,....n;
a® =0 i=23..n

2 1 1 ..
zgj) = an) _#i1a§j), i,j=23,...,n

b® =p®, P = b® - b®, j=23,..,n.

a

Mai sus s-anotat af)’ = a;j; i,j =1,2,...,nsi b{"” = b;;.i=1,2,....n. Prima ecuatie a sistemului
(5.4) coincide cu prima ecuatie a sistemului (5.3). Tn continuare se repeti procedeul de mai sus
pentru eliminarea necunoscutei x, din sistemul (5.4) s.a.m.d. La pasul k se obtine sistemul:
Ay = pk)
unde
1 1 1 1 1
el ol Al B
2 2 2 2
0o a? .. af, a2 .. a? b{?)
AY=10 0 Al Al oaly b =] bl
k k
0 0 0 all) all) b
k (k)
0 0 0 al al” b

. . k . . .
Elementele ai(jk) ale lui A si bi( ) ale lui b™) se calculeaza recursiv prin formulele:

ai(jkfl) ,pentru i <k-1,
al =10 . pentru ik, j<k-1,
al V- -al  pentru ik, j2K,
unde
R =
YAl
iar
pk-v ,pentru i<k-1

pk) =<
C b Y -, b8P pentru P>k

Dupa n pasi necunoscuta X,_; va fi eliminata din ultima ecuatie, obtinandu-se un sistem cu matricea
superior triunghiulara:



rdnr vl o vt
ax,+ ... +adx + .. +a®x =bl?,
alx, + +alkx =bl),
o, )

Acest sistem se rezolva incepand cu ultima ecuatie cu ajutorul procesului de eliminare inversa care
se poate descrie astfel:

() _ N 40
b(”) b(nfl) _ a(n—l)X bk - Zk a'kj Xj
o = ?n) v X = = (n—l)ln_l’n = X = J=(kJr)l , k=n-2,n-3,...,21.
ann an—l,n—l a'kk

Metoda eliminarii a lui Gauss prezentatd mai sus presupune ca elementele pivot trebuie sa fie

diferite de zero. Daca la efectuarea pasului k elementul pivot aﬁ';) =0, atunci cel putin unul din celelalte

elemente din coloana K si din liniile k+1,k+2,...,n este nenul; Th caz contrar matricea A ar fi singulara (
det(A)=0). Permutand ecuatiile sistemului putem aduce pe locul (k,k) elementul nenul si, deci, este posibil

sa reluam eliminarea.
Consideram un exemplu simplu:

G D)-0)

Evident, nici o multiplicare a primei ecuatii nu poate fi utilizatd pentru a elimina pe X; din ecuatia
a doua. Schimbénd ecuatiile Tntre ele cu locul, obtinem:
2% + X, =4.
{ 3%, =0.

un sistem sub forma triunghiulara, care se rezolva imediat prin eliminarea inversa: x, = 0, x7 = 2.
Analizam un alt exemplu:
0.000100x; + x, =1,
{ X, +x, =2
cu solutia exactd x; = 1.00010, x5, = 0.99990. Vom utiliza o aritmetica a virgulei mobile cu f = 10 si
t = 3: se pistreazd in calcule numai trei cifre zecimale semnificative si presupunem cad rezultatul se
rotunjeste corect. Aplicind metoda eliminarii a lui Gauss obtinem sistemul:
0.000100x; + x, = 1,
{ —10000x, = —10000.
Din ultima ecuatie avem x; = 1.000 care inlocuita in prima ecuatie ne da x; = 0.000, evident un
rezultat eronat. S-a produs o catastrofi de calcul! Permutand ecuatiile intre ele, avem sistemul:
X1 +xp, = 2.
{0.000100x1 +x, =1.
si metoda eliminarii lui Gauss il transforma in:
X1 +x, = 2.
{ x, = 1.
cu solutia x; = x; = 1.00.
Prin urmare, daca un element pivot este exact egal cu zero sau chiar aproape egal cu zero, din
motive de stabilitate numerica, trebuie sa efectuam rearanjarea ecuatiilor.
Exista doud strategii de alegere a elementului pivot pentru a preveni ca influenta erorilor de
rotunjire sa devina catastrofala. Prima strategie se numeste pivotare partiala si consta in urmatoarele: la
pasul k pivotul se ia egal cu primul element maxim Tn modul din coloana k subdiagonali a lui A®:
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(r)
k<l<Tl a; ik |
si se permuta liniile K si r.
O alta strategie de permutare consta in pivotarea completd (totald); se schimba liniile K si r (r>k) si
coloanele k si s, (s=k) astfel incat pivotul a(k)

in modul din submatricea delimitata de ultimile n-k linii si coloane ale lui A%):

obtinut dupa permutare sa coincida cu primul element maxim

max |a®
k<L]<Tl ” '
Matricea A se numeste diagonal dominanta daca
lag| > > ‘au‘ =12,...,N.
j=1
J#i

Fie A o matrice simetrica si diagonal dominanta. Dupa primul pas de eliminare gaussiand matricea
A® devine:

a Z

0 A
unde submatricea A1 este de asemenea diagonal dominanta. Se poate demonstra ca procesul eliminarii in
cazul matricelor diagonal dominante nu depinde de alegerea elementului pivot. Nu este necesara pivotarea

si in cazul cand matricea A este pozitiv definita.
Putem estima numarul de operatii aritmetice in metoda eliminarii lui Gauss. Procedura de eliminare

. 2 R . . . (e
a necunoscutei X cere n(n-1)=n°-n operatii aritmetice. Eliminarea necunoscutei X, necesitd

2 .. . . - - o . .
k(k —1) =k -k operatii. Prin urmare procedura directd cere urmatorul numar de operatii aritmetice:

=(n°=n)+...+ K —K) +..+ (*-1) =

n n n(n+1)(2n+1) _n(n+1) n’-n
Z_; ;k 2 3

Procesul de eliminare invers se efectueaza cu mult mai repede. Necunoscuta X, se afld cu ajutorul

unei singure operatii (impartirea la elementul pivot); calculul X,_; cere doud operatii (impartire — scidere

si apoi impartire) s.a.m.d.; pasul k necesitd numai k operatii. Prin urmare, eliminarea inversa necesita
. n(n+1)
= Z k=— "~
P} 2

de operatii aritmetice.
Multi ani s-a crezut ca metoda eliminarii lui Gauss este optima in sensul ca orice alta metoda directa
3 a
de rezolvare a sistemelor din n ecuatii liniare necesita cel putin n? operatii aritmetice. In momentul de fata

se cunosc metode in care numarul de operatii este redus la Cn® (2 < a < 3). Aceste metode se bazeaza pe
un rezultat remarcabil obtinut in 1971 de catre A. Schonhage si V. Strassen care au ardtat ca, teoretic,
inmultirea poate avea 0 complexitate numai cu putin superioara adunarii. Nu ne vom opri aici asupra acestor
metode. Pentru a ardta cd metoda lui Gauss nu este optima sd examindm algoritmul lui Strassen de

multiplicare a doud matrice.
_ <a11 alZ) B = (bll blZ)
a1 A2/’ ba1 by,

Fie de exemplu,
Algoritmul lui Strassen (vezi, de exemplu, [18], pag.47) se bazeaza pe identitatea matriceala:

CD)

AxB:(E o)

unde:



C= (am + azz)(bn + b22)+ azz(_ by, + b21)_ (ail + aiz)bzz +
+ (a12 —dy )(b21 + bzz )'
F= (au +tay, )(bn + b22)+ an(bm - bzz)_ (a21 tTay )bn +
+ (_ &+ a21)(b11 + b12 )’
D= a11(b12 - bzz)+ (an +a, )b22'
E= (a21 +ay )bll +ay (_ by, +D,, )

Astfel, pentru a obtine produsul a doud matrice este suficient de a efectua sapte inmultiri si 18
aduniri. Daca am multiplica matricele in mod traditional, ne-ar trebui opt inmultiri. In exemplul de mai sus
nu s-au concretizat elementele matricelor A si B si nu s-a utilizat proprietatea de comutativitate a
produsului. Prin urmare, elementele a;j , b pot fi considerate matrice si avem o procedura de multiplicare
a matricelor de orice dimensiune n. Fie n = 2™, m — natural; in caz contrar adaugam atatea linii si coloane
nule Tn matricele A si B incat n ar deveni o putere a lui doi. Daca N(2™) este numarul de operatii efectuate

la Tnmultirea a doud matrice de dimensiune 2" , atunci in baza identititii de mai sus avem:
N(2™)=7-N(2™ 1) +18-22m2,
Tinand seama ca N(2)=7+18, ultima relatie implica
NQ2™) =74+ 6(7m +4™)
Sau

N(n) = nl927 4 6(nl0927 4 nlogz4y

Deoarece a = log, 7 ~ 2.81 < 3, algoritmul lui Strassen pentru n suficient de mare este mai
avantajos decat procedeul obignuit de inmultire a matricelor.

5.3 Factorizarea LU

S reluim exemplul numeric din paragraful 3.3 de rezolvare a sistemului AX=Db, cu

2 11 1
A= 4 1 0| b=[-2|
-2 21 7
Tn urma procesului de eliminare a necunoscutei X, se obtine sistemul A®x =b®, unde
2 1 1 1
AY=l0 -1 -2| b®=|-4|
0 3 2 8

Notdm prin M, matricea interior triunghiulara:

1 00 1 00
M,=|-u, 1 0|=|-2 1 0|
-y 01 1 0

care se obtine din matricea unitate prin inlocuirea elementelor subdiagonale din coloana intdia cu

multiplicatorii = L1, —Ha; . Se verifica usor ca



1 002 1 1) (2 1 1
M,A=|-2 1 0| 4 1 0|=[0 -1 —2|=A®,
1 01)-221) o 3 2
1 0 0y1) (1

Mb=|-2 1 0| -1|=|-4|=b®.
1 0 1)\7 8

In etapa finala de transformare, necunoscuta X, va fi eliminatd din ultima ecuatie, obtindndu-se un

sistem sub forma triunghiulara UX = C, unde

2 1 1 1
U=[0 -1 -2 c=|-4|
0 0 -4 —4

Se observd ca U = MZA(Z) si C= Mzb(z), unde
1 0 O 100
M,={0 1 O0f=|0 1 0|
0 —u, O 0 31

Prin urmare procesul de transformare a sistemului AX =Db, ntr-un sistem echivalent de forma
triunghiulara UX = C poate fi reprezentat ca inmultirea sistemului initial succesiv la matricele M,, M, :
M,M,Ax=M,Mb.
Relaia M ,M, A =U permite a da o altd interpretare metodei lui Gauss. Multiplicand aceasta relatie

. . . . . o _ -Ing -1 .
la stanga cu matricea inferior triunghiulara L= Ml M , obtinem:

A=LU.
Deci, cu ajutorul metodei eliminarii a lui Gauss matricea A se descompune n produsul de doi factori
L si U, unde L este o matrice inferior triunghiulara, iar U este o matrice superior triunghiulara. Aceasta
descompunere se numeste factorizarea LU a matricei A.
Vom ardta ca pentru orice matrice nesingulard exista o “factorizare LU” care este echivalenta
metodei eliminarii lui Gauss. Pentru Inceput presupunem céd matricea A este astfel, Incat eliminarea sa se
poata face fara permutari de linii sau de coloane.

Fie
0 0
0 0
. K .
m, =0 , & =|1 |« componentak
Mk
Hrk O

unde multiplicatorii Hj, I=k+Lk+2,...n sunt cei utilizati la pasul k+1 pentru eliminarea necunoscutei
X, (vezi paragraful 3.3).

Definim o matrice M ¢ astfel



_ T
Aceasta matrice difera de matricea unitate | numai prin elementele subdiagonale nenule din coloana

K:
0 .. 0
0 .. 0
M,=/0 O 1 0

o
o
|
RS
=~
e
=
o

0 0 .. —p .1

Metoda elimindrii a lui Gauss constd (vezi paragraful 3.3) in determinarea sirului de matrice
1 2
A= A( ), A( ),..., A(n). Se constata usor ca

AU =M, M -...-M,Ak=12,..n-1.
Scriind aceasta relatie pentru K =n—1 si notand U = A™, obtinem:
MMM, M A=U,
sau
A=M" M MU

Se verificad imediat ca
-1 T
M =1+me,.
De mai sus deducem:
A=L-U,
unde
-1 -1 -1 T
L=M"M M =1T+n-1> mey.

k=1

Prin urmare, metoda eliminarii lui Gauss calculeaza o factorizare LU a matricei A, unde

1 0 0

O I

b 0 a? . af

L= U= .

Hia Hyo 1 0

.. 0 - '

Hear  Hiao Hiik 0 0 ar(]2)
/unl ﬂnz /unk 1

Dupa cum s-a aratat in paragraful 3.3, din motive de stabilitate, este indicat sa utilizam o strategie de
pivotare partiald. Se demonstreaza ca orice matrice admite o factorizare LU, eventual efectuand asupra
liniilor permutarile care apar prin pivotare partiald. Cu alte cuvinte, existd o matrice de permutare P astfel
ncat

PA=LU.
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Metoda eliminarii lui Gauss si factorizarea LU sunt echivalente. O factorizare LU a lui A poate fi
calculata si direct, printr-o procedurd compactd numita factorizarea lui Crout. Aceasta factorizare impune
U cu diagonala unitate si este mai avantajoasa pe calculatoarele ce permit calcularea rapida a produselor
scalare. Pentru o initiere mai aprofundata in factorizarea lui Crout recomandam lucrarile [2,34,38].

Presupunem ca se cunoaste o factorizare LU a matricei A. Atunci sistemul de ecuatii liniare Ax = b
este echivalent cuLUx = b, care se desface in doud sisteme triunghiulare:

Ly =b, Ux =y.

Se rezolva mai intai sistemul inferior triunghiular Ly = b printr-o procedura tipica de substitutie
“Inainte” Tncepand cu prima ecuatie:

i—1
bi - Z Iik yk
yl — i’ yi — k-1

Ill Iii

=33,...,n.

Aici Iik sunt elementele matricei L. Apoi se rezolva sistemul superior triunghiular Ux = y prin

procedura de substitutie “inapoi”, incepand cu ultima ecuatie:

y Yi — Zukixk
X :ﬂ’ X,:¢,i:n_l,n_21-uvll

i
U, u

n
unde Uy sunt elementele matricei U.

Utilizand o factorizare LU a lui A putem rezolva simultan mai multe sisteme de ecuatii, avand aceeasi
matrice A, fara a relua calculele de la inceput.

Metoda elimindrii lui Gauss ne permite si calculam si determinantul matricei A. Intr-adevar, si
observam ca

det(A) = det(L)x det(U ).
Deoarece det(L)=1, avem:

det(A)=a%.a?.....a",

nn
adica determinantul este produsul elementelor pivoti. Daca se aplicd una din strategiile de pivotare atunci:

det(A)=(-1)"a -aj; ...-ay)

nm
unde m este numarul total de permutiri efectuate.

5.4 Factorizarea Cholesky

Fie A= (aij )nxn 0 matrice simetrica si pozitiv definita, adica:

(Ax,x)>0, ¥xeR",x#0.
Vom arita ca in factorizarea LU a lui A se poate alege U = L' . Descompunerea
A=L-L"
se numeste factorizarea Cholesky.
Teoremd. Daca matricea A este simeticd si pozitiv definitd, atunci existda o matrice inferior
triunghiulari L, cu elementele diagonale pozitive, unici, astfel incat A = L - LT,
Demonstratie. Vom demonstra teorema prin inductie asupra lui n. Prntru N =2 avem:

A:(aﬂ au} L:[lﬂ OJ.
a'21 a22 |21 |22

Daci formam produsul L-L" si-1 identificim cu A, obtinem:
2

a, = I11’ a,, = |11|21’

_ _12 2
a21 - |21Ill’ a22 - |21 + |22'

11



Deoarece matricea A este pozitiv definitd, elementele de pe diagonald sunt pozitive si deci putem
extrage radicind patrata: |, =./@,, . Al doilea element |

a,, = a,, pentru cd A este 0 matrice simetrica):

,, se determind din ecuatia ce contine a,, (

_ %
Jay

IZl

n fine, elementul I, se determina astfel :

2
L, =&, =1 = |a, — :
1
Sa aratam ca extragerea radacinii patrate de mai sus este posibila. Intr-adevar, fie vectorul X cu

componentele a, si —a,,:
o ( anJ |
—ay

. 2 2 . . . A .
Atunci (AX, X): X' AX = 8,8y, —a;,8;; >0 fiindcd matricea A este pozitiv definiti. impartind

o _ 2 ,
ultima inegalitate la &;; > 0 obginem

2
azz—ﬁ>0.
8y

Prin urmare, pentru n =2 descompunerea A= L - L' existd si este unica. S presupunem teorema
adevarata pentru N=K—1: A=L-L" unde Asi L sunt matrice de dimensiune (k —1)x (k —1). Fie A’

si L' astfel:
Ay L O
A’ = T y L’ = T )
Yy ay w L

unde y si w sunt vectorii coloand ,avand kK —1 componente .
Formdm produsul L"(L')T si-l identificim cu A’. Atunci obtinem:
A=LL", y=Lw,
yi=w'L", a,=I;+ww.
Prin presupunerea de inductie matematica, matricea L este determinatd in mod unic astfel ca
A= LL" . Deaicirezultd ci vectorul W este siel unic sise calculeazi ca solutie a sistemului y = Lw
. Mai departe, elementul Ikk se defineste din formula:

=
e =/ —W W.

Aritim, ca si in cazul matricelor de dimensiune 2X2, ci expresia de sub riadicini este pozitiva.
In calitate de vectorul x vom lua:
Afl
X = y
-1
-1 .
Notim Z=A Y : atunci

(Ax,x)=x"Ax=2"Az-27"y+a, =
=-2'y+a, =a, -y Aly=a, -V (LLT )_ly =
=a, — (L’ly)T (L’ly)= a, —wW'w>0.

. . . \ . S 9
Deci matricea L' cu proprietatea A=L" (L') este unic determinata si teorema este demonstratd.
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Se poate arita ca factorizarea Cholesky a unei matrice A= (aij )nxn simetrice pozitiv definite

e . . 3 N C . o ey - . .
necesitd aproximativ N / 6 operatii (inmultiri si adunari) si n extrageri de radical (necesare pentru a calcula

elementele diagonale |kk).

Metoda lui Cholesky de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare se mai numeste metoda raddacinii
pdtrate si constd in descompunerea sistemului AX =b n sistemele triunghiulare:

T
L'y=b, Lx=y.
Elementele [;; ale matricei inferior triunghiulare L pot fi calculate in modul urmator: se determina
prima coloana a matricei L
lll =4/ all, lil e i= 2,3, ., n,

Ty
dupa ce s-au obtinut primele (k — 1)coloane ale matricei L se calculeazd coloana k

1 k-1
lik:l_ aik—Zlijlkj , l=k+1,,7’l
kk =
O caracteristica remarcabila a algoritmului Cholesky consta in stabilitatea lui numerica. Acest lucru

rezultd din faptul ca elementul maxim Tn modul a unei matrice simetrice si pozitiv definite este situat pe
diagonali principala. in plus, elementele diagonale ale matricei A si elementele |ij ale matricei L satisfac
relatiei:

2, q2 2 _ —

L+, +...+ 1, =a,, k=12...n

Astfel avem o limitare a cresterii elementelor matricei L: orice element Iij nu depaseste elementul

maxim Tn modul |akk|.

5.5  Perturbatii. Numdrul de conditionare

Consideram sistemul liniar Ax = b. Solutia exactd a sistemului considerat poate fi scrisd sub forma
:x" = A~'b. Si presupunem cd matricea nesingularad A si vectorul b suferd perturbatiile 54 si &b.

Mai intdi sd analizadm cazul cand perturbam numai termenul liber. Solutia perturbata X a sistemului
cu partea dreaptd b+ db satisface egalitatea:

AX = b + 6b.
Obtinem:
% —x" = A"16b,
de unde rezulta ca
%= x| < 4= I8 (5.5)

oricare ar fi norma matriceala subordonatd unei norme vectoriale. Pentru orice A si b existd o perturbatie
A astfel incat si avem egalitate in (5.5). Prin urmare HA_lu evalueaza cu cit poate sa creascd eroarea

furnizatd de 0.
Pentru determinarea efectului relativ al aceleiasi perturbatii §b sa observam ca:

Ibll = ||Ax*|| < nAl|x||,
sau
1 A
i
1|l — [IBll

13



Tinand seama de aceasta, inegalitatea (5.5) implica

2= —1y lIspll
] < lAllA™HI, (5.6)

Presupunem acum ci perturbim elementele lui A; atunci solutia perturbatd X va verifica egalitatea:

(A+ 6A)x = b.
Rezulta ca:
X —x = AToAX
si obtinem estimarea:
-~ 1 ~
R - < |A oI (5.7)
Aceastd inegalitate o putem pune sub forma:
M < —1 184l
= AATH (5.8)

Se observa ca atat in (5.6) cat si (5.8) numarul ||A||HA71H estimeaza eroarea relativa in solutie

furnizati de b sau OA. Acest numir se numeste numdr de conditionare al matricei A in raport cu norma
matriceald considerata si se noteaza:
— -1
cond(4) = ||lAllIIA7*]I.

Deoarece pentru orice norma matriceald subordonata unei norme vectoriale se indeplineste egalitatea

HI H =1 avem:
= =< Al
si deci, cond(A)>1 oricare ar fi matricea A.

Numarul de conditionare caracterizeaza efectul maximal al perturbarilor b si §A la rezolvarea
sistemului Ax = b. Daca numarul de conditionare cond (A) este mare, atunci perturbatii mici ale lui A sib
vor produce perturbatii relativ mari ale lui x™; in acest caz se spune ci matricea A este rdu (sau prost)
conditionatd. Matricele cu numarul de conditionare cond (A) “Mic” se numesc bine conditionate.

Subliniem cd dimensiunea matricei nu are o influenta directd asupra numarului ei de conditionare:

daca A=l sau chiar A= % | avem cond(A)=1. Pentru comparatie, determinantul matricei nu este un

indice adecvat al conditiondrii, deoarece valoarea determinantului depinde si de dimensiunea n a matricei.

Daca A este o matrice aproape singulara inca nu inseamna ca este prost conditionata. In exemplul A =_—1
1

=N . . - . . s -
avem det(A) =10 ; aceasta matrice "aproape singulard” este maxim de bine condifionata .
Exemplu. Considerdm sistemul de ecuatii AX =b, unde:

1 -1 -1 .. -1 -1 -1
o 1 -1 .. -1 -1 -1
A o 0 1 .. -1 -1 Cpe -1 |
o 0 o0 ..1 -1 -1
0O 0 O 0 1 1

Mentionam ca det(A)=1= 0. Sistemul considerat in forma desfasurata este:
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X; =Xy =Xy —...—= X, =—1,
X, = X3 —...— X, =—1,
..................................... (5.9)
Xoq — X%y =1,
X, =1.
Sistemul de ecuatii (3.9) admite o solutie exactd unica XI = X; =...= X:_l =0, X; =1. Presupunem

T
cd perturbdm vectorul liber b cu 5b=(0,0,...,0,8) . Atunci solufia exactd a sistemului perturbat

~ . ~ - . T . ..
AX =b+odbdevine X = x"+r sieroarea I = (I’l, PR I’n) satisface ecuatiile:

n-r—-r—..—r =0,
rhL—r,—...—r, =0,
r.,—r=0,
r=¢
De unde rezulta, ca:
r=e,
r,=r=e,
r

r,=r+r_ +r ,=4c=2%¢,

Astel X =2"""¢, i1=12,...,n-1 X =l+¢.
Sa estimam cond(A), luand in calitate de norma HHOO . Vom avea:

Rl =Irl. =272 <], =1 fool, =20 Jol. =2

*

X

Prin urmare

Ir

X*

L. [l

= 2",
ool

cond(A)=||A|, -HA‘le >

Deoarece ||A”oO =N, rezultdi cd norma matricei inverse este destul de mare, cu toate ca

det(A*)=

det(A) =1. De exemplu pentru N =102 avem:

|Al, =102, cond(A)>2'* >10%, iar|A™| >107.

In particular, dacdi &=10"° (o eroare suficient de mici), atunci HX—X*H =|r|, >10"; o
o0

perturbatie destul de mica a termenului liber a produs o perturbatie atat de mare in solutie!
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Valoarea numarului de conditionare al unei matrice depinde de norma matriceald intrebuintata. Presupunem
cd A este o matrice simetricdA si pozitiv definita cu valorile proprii pozitive ordonate astfel :

0< ﬂl < 12 <...< }bn . In mod analog se arati ci pentru astfel de matrice numarul de conditionare este:

Ay A

/11 l
Exemplu:Valorile proprii ale matricei:

11
A p—
(1 1.0001}

aproximativ sunt egale cu 4, =%104 si A, =2.De aceea numarul de conditionare cond(A) este

cond(A) =

aproape egal cu 4-10*. Ne putem astepta cd perturbatii mici ale datelor initiale vor produce mari schimbari
in solutie. Intr-adevir, fie sistemele de ecuatii AX=D0 si Ax=b+ b unde

0
2.0001 0.0001

Solutia se schimba de la X = (1 1)T pand la X = (0 Z)T :

[, H 0 0001

ol H

-, H

2

10

T2

2. 0001

1

1
Fie dat un sistem de ecuatii liniare. Reprezentarea cu virgula mobila a elementelor A si B in
calculatorul electronic nu este exacti. Prin urmare, efectiv in memoria masinii electronice de calcul vom

2

avea sistemul Ax b unde A si b sunt rotunjirile corespunzatoare. Exista matricele de perturbare P si
D ( D este o matrice diagonald ) astfel Incat

A=Al +P) b=(+D)b.
Daca notim cu &), unitatea de rotunjire a masinii (vezi paragraful 1.3), atunci HPHS Ey sl
HDH < &, . Astfel obtinem:
o = |~ A < 5, Al Joo] =[5 0] <. o]

Din inegalitatile de mai sus si din (3.7) rezulta ca erorile de rotunjire produc o perturbatie estimata
prin:

||J? — x*|| < 2ey||1%||cond (A).

Subliniem ca determinarea numarului de conditionare cond(A) este o problema dificila, deoarece
contine calculul lui ||A™1||. Calculul matricei inverse si normei sale necesitd aproximativ n® + 2n? operatii
suplimentare si aproape de patru ori majoreaza cheltuielile necesare pentru rezolvarea sistemului AX=D.
Un procedeu practic de calcul aproximativ al lui ||A™1|| constd in urmitoarele. Se observd ci daci

W= A_ly atunci ||W|| < HA_luny” si prin urmare



Deci, se poate alege k vectori y;, apoi se rezolva sistemul de ecuatii Aw; = y;, i = 1,2, ..., k, si se
pune
lwill

A7 = max .
I I 1<i<k lly;ll
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