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4.1 Elemente de analiza matriceali

4.1.1 Vectori si matrice

Un tablou dreptunghiular de MXN numere reale asezate pe m linii si n coloane:

8; &, 85 .. 8
a21 a22 a23 a2n

A= A3 Ay Ay ... A,

se numeste matrice. Numerele &; se numesc elementele matricei.
Matricea se mai poate reprezenta simbolic astfel: A=(aij ), i=12,...,m;j=12,.,n, sau
A= (aij )mn. Vom spune ci matricea A este de dimensiune MXN. Tn cazul cand M=N, matricea se

numeste pdtratd de ordinul n si se noteaza A= (aij )n. Daca M# N, matricea se numeste rectangulara

(dreptunghiulara). O matrice 1x N se numeste vector linie, iar o matrice Nx1 este un vector coloana.

Un sistem ordonat de n numere reale se numeste vector n-dimensional. Un vector se reprezinta printr-
o matrice cu o singuri linie sau o singura coloana. In lucrarea de fatd prin vector vom intelege intotdeauna
vector-coloana:

Vom nota prin AT matricea transpusd (matricea obtinuti din cea dati, transformand liniile in coloane
si coloanele n linii):



T
A = Ay 9y Q3 . A

In particular, transpusa unui vector coloana x este un vector linie:
T
X = (Xll Xyseens Xn)‘

Matricea A se numeste matrice simetrica daca A=A, adica 8 =@

Multimea tuturor vectorilor n-dimensionali (n natural, fixat) se numeste spatiul liniar n-dimensional
si se noteazicu R".

Suma matricelor A si B, ambele de dimensiuni MXN  este o matrice C de dimensiune MXN cu
elementele C; = a; +h; .

Produsul a doua matrice se defineste numai in cazul cdnd numarul coloanelor primului factor este
egal cu numarul liniilor celui de-al doilea factor. Astfel, daca A=(ajj)mn si B=(bij)np, atunci C=A'B, unde
C=(Cij)mp s

Gy = &by, i=12,...,m j=12,..,p.
k=1

Consideram doi vectori X,y€ R". Caun caz particular, vom obtine:

Y1
y
XTY = (X0 Xoreen X )| 72 [ = XYy + XYy et X, Y
Yn
X XY, XY, o XY,
; XY XY, o XY,
XY= (Vo Yo Yo ) = XYy XYy o XY,
N R
Xnyl Xny2 Xnyn

x'y se numeste produsul scalar al vectorilor x,y € R"si se mai noteazi (X,y) sau <x,y>.

xy" se numeste produsul diadic al vectorilor x,y e R"; este o matrice patrati de ordinul n si se mai
noteaza astfel: >X,y<.

Pentru orice vectori din R" au loc proprietatile: @
o (xY)=(y.x);

o (x+y,2))=(x,2)*+(y.2);

o (axy)=a(xy); (@eR);

e (xX)2 0; (x,x)=0 atunci si numai atunci cand x=0.


Admin
Записка
Produsul scalar a doi vectori este un scalar care verifică proprietăţile:

1) Comutativitate: u dot v=v dot u

2) Asociativitate: u dot (v+w)=u dot v + u dot w

3) Liniaritate: (lambda u) dot v=u dot (lambda v)=lambda (u dot v)

4) Pozitivitate: u dot u >= 0 cu egalitate daca si numai daca u = 0



Produsul scalar este comutativ. Tn caz general pentru matrice A-B = B- A
Orice matrice patrata se poate Tnmulti cu ea Tnsasi:

A-A=A AL A=AS AT A= AN
Au loc relatiile:

1. (A-B)C = A(B-C), legea asociativitatii,

2. A(B+C)= AB + AC, legea distributivitatii la stanga,
3. (B+C)A=BA+CA, legea distributivitatii la dreapta,
4. a(AB) = (aA)B = A(aB), o € R.

4.1.2 Norme de vectori si matrice

Norma unui vector x € R" este un numar real, notat HX“, cu proprietatile:

1. |lx]| = 0 pentru orice x € R™

2. |lx|| = 0 dacd si numai daci x = 0

3. |lax|| = |a|llx|| pentru orice x € R™ si a € R.
4. |lx + yll < x|l + |lyll pentru orice x si y € R™.

Pentru orice vector x € R" se definesc normele:

n
Ixlly = ) Ix
i=1
n
Ixll, = (Z x?)

i=1
llxll, = max|x;].
1<isn

1/2

Ele satisfac proprietatile din definitia de mai sus a normei. Norma ||x||, se numeste si norma
euclidiana. Ea provine din produsul scalar:

lIxllz = v/ (x, %)

si generalizeaza notiunea de lungime a vectorului.

Au loc urmatoarele inegalitati:

Ixlle. < llxlly < nlixll.,
llxll, < llxll, < Vallxll.,
Ixlles < llxllz < llxlls.

Exemplu. Fie x=(1,-2,-3)". Atunci
lxlly = 6, llxll, = V14 si [|lx]l. = 3.
Oricarear fi X,y € R" avem:

[Co )| < Izl
Aceasta relatie se numeste inegalitatea lui Schwarz Cauchy Buniacovski.

Unghiul dintre doi vectori x,y din R" se defineste prin formula:

(x,y)

cos = ———
lx[[2 11yl

Doi vectori x,y din R" se zic ortogonali daca (x,y) = 0.
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Pe multimea matricelor patrate se poate introduce o norma ||A|| n sensul definit mai sus pentru

vectori. Mai importante si mai utilizate sunt insd normele matriceale definite astfel:

IAll = max||Ax]|.
[x|=1

Aceastd norma satisface urméatoarea conditie:
1A - BIl < lIAll - 1IBII
oricare ar fi matricele A si B.

Daca in plus, oricare ar fi vectorul x € R" avem:
lAxIl < Al
se zice ¢d norma matriceald este compatibila cu norma vectorialad sau subordonata normei vectoriale.

Normele:
n

141l = max > |ay|;

j=1
n

Il = max > lay |

=1
sunt norme matriceale compatibile cu normele vectoriale ||x||, si |lx]l;.

Numarul A se numeste valoare proprie a lui A daca exista un vector nenul x € R", astfel incat
AX = AX.

Multimea valorilor proprii ale matricei A formeaza spectrul lui A si se noteaza cu o(A).
Raza spectrala a lui A se defineste prin relatia:

p(A)=max|4|.

Jea(A)

Norma matriceala subordonata normei euclidiene ”X”2 este:

All; = p(ATA).

In aplicatii se utilizeaza des urmatoarea norma:

n n 1/2
lally =( > > at |

i=1j=1
numitd norma lui Frobenius, care insa nu este subordonata unei norme vectoriale.
Prin | vom nota matricea unitate:

0 0 .1

Oricare ar fi matricea A avem IA=Al=A. Matricea A se numeste inversabila daca existd o matrice,
notatd cu A", astfel incdt ATA=AA" =1,

Daci ||A|| < 1 atunci matricea I-A este inversabila si
I-A)1T=14+A+A%+A%+...,
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1
NI -7 < —
1—lAll

Pentru ca matricea |-A sa fie inversabila este suficient ca:

limA™ = 0.

n—-o0

unde 0 este matricea nuld (o matrice cu elementele egale cu zero).



4.1.3 Matrice speciale

O matrice patratd de forma:

d, 0 0 .. 0
0 d, 0 .. 0
D=0 0 d, .. 0

0 0 0 .. d,
se numeste matrice diagonala. Astfel de matrice se mai noteaza:
D= Diag(dl, dz, ey dn).
Matricea A se numeste inferior triunghiulara (superior triunghiulard) daca elementele sale satisfac
relatiile:

a;j =0 pentrui<j(i>j), i,j=12...,n
Matricele inferior triunghiulare se noteaza de obicei prin L, iar cele superior triunghiulare prin U; de

exemplu:
-1 00 4 2 1
L={230 U=(0 3=7
. 7—4 5 0 0 6
Matricea A se numeste tridiagonala daca elementele sale satisfac relatiile:
a;; =0 pentru |i —j| >1, i,j=12,..,n
Astfel:
a, a, 0 0 .. 0
8 8p 853 0 ... 0

0 a, a5 a,... 0

00 ... a,.a,

O matrice Q se numeste ortogonald daca:
Q"Q=0QQ" =1 sau Q"=Q7"

Imediat se verifica ca

(@x)'Qy=x"y, pentru vxeR",
Qx|, =[x|, pentru vxeR",
Q=L oAl =], =[], pentrsva

Prin urmare, matricele ortogonale pastreaza produsul scalar, lungimea vectorilor si norma matricelor.

Exemplu.
cosd —sind T , ([cos@ sind
Q= , Q =Q7= :

—sin@ cosé@ —sin@ cosé

Matricea Q roteste orice vector cu unghiul ¢, iar matricea Q' 7l roteste in directie inversi cu unghiul

-0.
Matricea obtinuta din matricea unitate prin reordonarea coloanelor ei se numeste matrice de

permutare si se noteaza P. De exemplu:

010
01
P= , P=/0 0 1|
10
100

O matrice de forma uv', unde u, veR", se numeste matrice de rangul intai. Matricele I+auv', unde
a este un scalar, se numesc matrice elementare. Matricea
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2uu’

llull3’
se numeste reflector sau matricea lui Householder.
Se verifica usor ca matricele P si H sunt ortogonale.

H=1- u+0,u€eRrR"

Identitatea Sherman-Morrison-Woodbury. Fie x,y eR" si presupunem ca matricea A este inversabila.
Matricea A+xy" va fi inversabila atunci si numai atunci cand 1 + yTA~*x # 0. Tn plus:
A lxyTA™1
1+ yTA 1x
O matrice A simetrica se numeste pozitiv definitd daca
(Ax,x) >0 pentruV x + 0,x € R™.
Elementele de pe diagonala principald a matricei pozitiv definite sunt pozitive. Pe diagonala
principala se afla si elementul maximal (in modul) al unei matrice pozitiv definite.

A+xyT)y =471

Exemplu. Matricea

1 -1
A= (—1 2 )
este pozitiv definita, deoarece
(Ax,x) = xTAx = (x; — xz)( L= 1) (xl) =x? = 2x1x, + 2x5 =
-1 2 X5

=(x; —x)?+x2>0 pentru Vx # 0.

Functii de matrice

Daca f(x) — polinom:
X=a,x +a,,% +.+d X+
atunci

Fldy=a A" +a A" +  +a A+ A E

Exemple



= B+ 'A+ R R

1 k!
1 1 (—1)*
A=F— — A+ — A2+... + A%,
. T (2%)!
3 I: 1jlk He-1
smA——A——A—I— .+ A AL

2k + 1)

A.EE
F



	IV. METODE NUMERICE ÎN ALGEBRA LINIARĂ
	4.1 Elemente de analiză matriceală
	4.1.1 Vectori şi matrice
	4.1.2 Norme de vectori și matrice
	4.1.3 Matrice speciale

	Functii de matrice




