LUCRAREA DE LABORATOR NR.1

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR ALGEBRICE SI
TRANSCENDENTE

1.S5copul lucrarilor

1) Sa se separe toate radacinile reale ale ecuatiei f(x)=0 unde y=f(x) este o functie
reald de variabila reala.

2) Sa se determine o radacina reala a ecuatiei date cu ajutorul metodei injumatatirii
intervalului cu o eroare mai mica decat e=1072,

3) Si se precizeze ridicina obtinuti cu exactitatea e=10° utilizand
- metoda aproximatiilor succesive

- metoda tangentelor (Newton)

- metoda secantelor.

4) Sa se compare rezultatele luand 1n consideratie numarul de iteratii, evaluarile
pentru functia si derivata.

2.Probleme date spre rezolvare

Nr. f(x) Nr. f(x)

1 |a) cos(x)+x-1 COs(X)+ 5 a) 2-x-In(x)

b) x3-30x-41 b) x3+29x+34

2 | a) In(x+1)-4X |n(x+1)-4x+< |6 a) 2x-e*

b) x3-25x+19 b) x3-26x+43
3 |a) e*+3x 7 a) lg(1+x)+x-1,5
b) x3-23x-42 b) x3+25x-37
4 a) m_} 8 a) (2-x)*e*-0,5
X
b) x3-12x+3

b) x3+34x+23

Nr. f(x) Nr. f(Xx)

9 |a) (x+3)3-cos(x) 18 |a) 2*+3x-0,5
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cos(x)+x
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ln(x+1)-4x+4


b) x3-18x+43

b) x3+13x-1 b) x3-37x-52

10 |a) e**sin(x)+1 19 |a) cos(x)+2x-0,5
b) x3+9x-3 b) x3-26x+43

11 |a) x%In(x+1) 20 |a) 2*-1 2"x-3
b) x3+12x+4 b) x3-14x-31

12 | a) x3-cos(x) 21 |a) lg(x+2x)+x-2
b) x3+14x-6 b) x3-25x+2

13 |a) (x+1)*+In(x) 22 |a) 2%-2x
b) x3+23x+1 b) x3-15x+14

14 |a) 2(x-1)%-e 23 |a) lg(2x+3)+2x-1
b) x3+20x-41 b) x3+7x-2

15 |a) x%sin(x) 24 | a) 1-x?-2e* 2-x"2-2e™
b) x3-25x+47 b) x3-25x+11

16 |a) 2%(x+1)? 25 |a) fig(x+2)-X
b) x°-21x-37 b) x3-25x+11

17 |a) x*+4*sin(x) x"2+4sin(x)-{ 26 |a) cos(x)+3x+1

b) x3-20x+14

3.Descrierea metodelor

- separarea raddcinilor, care consta in determinarea unui interval [a, b] Tn care
este situatd o radacina reala a ecuatiet;

- calculul aproximativ ai fiecarei radacini si evaluarea erorii care S-a COMIS
considerand ca separarea deja s-a efectuat.

3.1 Separarea raddacinilor

Rezolvarea ecuatiei f(x)=0 implica parcurgerea a doua etape importante:

Separarea radacinilor se poate face prin diferite metode. Cele mai des utilizate

in practicd sunt urmatoarele doud metode de separare:
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2^x-3 
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2-x^2-2e^x
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x^2+4sin(x)-2


a) Metoda grafica. Adeseori ecuatia f(X)=0 poate fi pusa sub forma echivalenta
»(x)=g(x). Radacinile ultimei ecuatiei sunt abscisele punctelor de intersectie ale

curbelor y=¢(x) si y=g(x).
De exemplu ecuatia
2*-c0s(x)-0.5=0
se poate pune sub forma echivalenta
2*-0,5=c0s(Xx).

.....

y=2%-0.5 se y=cos(x) (vezi fig.1)

v A

y=2x-0.5

\ - /

y=CO0SX

v

vvvvv

b) Metoda sirului lui Rolle. Se stie din cursul de analiza matematica ca intre doua
radacini reale consecutive ale derivatei functiei y=f(x) exista cel mult o radacina

vvvvv

f(x)=0 exista cel putin o radacind a ecuatiei f(x) =0.

Fie a<xi<xo<...<xx<b radacinile ecuatiei 7f(x)=0, asezate in ordine
crescatoare. Sirul f(a), f(x1),...f(x«), f(b) se numeste sirul lui Rolle. Ecuatia f(x)=0
are atitea radacini reale cate alternante de semn prezinta sirul lui Rolle.

Exemplu:
Fie ecuatia

F(X)= x*-x3-2x?+3x-3=0



Derivata

F(X)= 4x3-3x2-4x+3=4x(x?-1)-3(x?>-1)=(x?-1)(4x-3)
se anuleaza pentru Xx=-1, X=i , x=1.

Sirul lui Rolle este urmatorul:

X -2 -1 3/4 1 2

y 7 -6 -1,98 | -2 3

Prin urmare avem doua alternantii de semn, deci ecuatia datd are pe intervalul

3.2Calculul radacinii reale prin metoda injumatatirii intervalului

Fie ecuatia f(x)=0 unde functia f(x) este continua pe [a, b], are o singura

b)

radacina reald in acest interval si f(a)*f(b)<0. Calculam C=(‘9IJ2r jumatatea

intervalului [a, b]. Daca f(c)=0, atunci ¢ este chiar radacina cautata. Daca nu,
atunci radacina reala se gaseste intr-unul din intervalele [a, c] sau [c, b], acolo
unde functia ia valori de semne contrare la capetele intervalului. Fie acesta notat
din nou cu [a, b] , unde:

A= ¢, signf(a) = signf(c)
¢, signf(a) = signf(c)

_ ¢ signf(b) = signf(c)
b, signf(b) = signf(c)

Fie £>0 marginea superioard a erorii absolute, care se admite. Dacd |6 4 <2,

atunci ¢ aproximeaza radécina r cu eroarea doritd deoarece |c- 7 <e.

Observatie. In programele de calculator operatia de injumititire se recomandi
de scris astfel:
(b-a)

c=a+ ,
2

(a+b)

deoarece formula c= , Ne poate scoate Tn afara intervalului [a, b].




3.3 Metoda aproximatiilor succesive

Ecuatia f(X)=0 o0 punem sub forma echivalenta x=¢(x). Plecand de la o valoare
initiala arbitrard Xo generam sirul xx dupa regula: Xk+1=@(Xx), k=0,1,2...,adica

Xo=@(X0), X2=@(X1), ..., Xk=@(Xk-1), ...

A
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FIGURA 3
FIGURA 2

Din punct de vedere geometric, radacina reald r este abscisa
punctului de intersectic a curbei y=¢(x) cu dreapta y=X. Modul cum sirul
aproximatiilor succesive Xo, X1,...,Xk,...conduce spre solutia exacta este ilustrat in
fig.2 si fig.3 (in functie de forma curbei y=¢(x)).

O conditie suficientd de convergenta este datd de urmatoarea:

Teorema. Fie functia ¢(x) definita pe intervalul [a, b] si ¢(X) [a, b] pentru
orice xe[a, b]. Daca functia ¢ e derivabila si derivata sa ¢’ va satisface
inegalitatea |¢'(x) <a<l, oricare ar fi X e[a, b] atunci ecuatia x=¢(x) are in [a, b]

- Bk D

Xk+1=¢(Xk), astfel incit xke[a, b] pentru k=0,1,2,...si acest sir converge catre
radacina r. In plus, eroarea este evaluata prin

, Vk>1.

a ar
‘Xk_dsﬁ‘xk_xk—l‘ ﬁﬁ‘)ﬁ - X%



Daca —1<¢'(X) <0, atunci ‘Xk—d S‘)(k_)(k—l’ Vk>1

Exemplu: Fie datd ecuatia x3-2x-9=0. Prin metoda graficd se stabileste ca
ecuatia admite o singura radacina reala in intervalul (2,3). Rescriem ecuatia sub
forma echivalenta

X=%/2x+9
Pentru a verifica conditia de convergenta, calculam derivata

1

21
¢’(X)—3 X 3[(2x+9)2

Conditia de convergentd ¢'(X) <leste indeplinitd pentru intervalul (2,3) si

deci sirul de iterare
Xkr1=23/2x+9, k=0,1,2,3...

cu valoarea initiala (de start) Xo €(2,3) converge catre radacina exacta r €(2,3).
Pentru determinarea radacinei aproximative x cu eroarea >0 procesul de calcul il
vom opri cind

ﬁ*‘)(kﬂ_)d<8

Acest criteriu pentru determinarea calculelor necesitd aprecierea parametrului
subunitar a, care nu se cunoaste, in mod general. Subrutina care realizeaza metoda
aproximatiilor succesive in limbajul Turbo Pascal este urmatoarea:

3.4.Metoda lui Newton (tangentelor)

Fie ecuatia algebrica sau transcendenta f(x)=0 care admite o singurad radacina
reald r in intervalul [a, b]. Presupunem in plus ca derivatele 7(x) si (¥ pastreaza

un semn constant pe intervalul [a, b].

Metoda lui Newton este definita de urmatoarea formula:

(x)
Xk+1=Xk- : k=0,1,2,3... (1
unde Xo este aproximatia initiald a radacinii din intervalul [a, b]. Punctul xx+1 este

abscisa punctului de intersectie a tangentei dusa la curba y=f(x) Tn punctul x« cu axa
OX. De aceea aceastd metoda se mai numeste metoda tangentelor.

Teorema. Fie functia f(X) definita si de doua ori derivabila pe intervalul [a, b].
Presupunem ca exista m>0, M<o astfel incat



[ F(X) 2 m>0, | (X)) <M<ow Vxelab]

sir €[a, b] este radacina ecuatiei f(xX)=0. Atunci sirul de iterare determinat de
relatia (1) converge catre r daca aproximatia initiala Xo este aleasa intr-o vecinatate
a radacinii r. Eroarea este estimata de relatia
2 M

y Czi, k:1,2...
2m

X< CF X X

Metoda lui Newton este un caz particular al metodei aproximatiilor succesive cu
functia

RG]

p(X) = x- (%)

Urmatoarea procedura realizeaza rezolvarea unei ecuatii neliniare cu o singura
necunoscuta prin metoda lui Newton:

3.5. Metoda secantelor

Metoda secantelor se deduce din metoda lui Newton Tnlocuind derivata

Ax)- f(x.)
X~ X

F(X=

Obtinem

Xier1 =Xk ~F(x00) X X~ X )
fx) - f(x.,)

Pentru startul iteratiilor in metoda secantelor avem nevoie de doud aproximatii
initiale Xo si X1. Valoarea Xk+1 este abscisa punctului de intersectie dintre secanta care
trece prin punctele (Xk-1,f(Xk-1)) si (X«,f(xk)) si OX; de aici si denumirea metodei. La
fiecare pas nou in metoda secantei se calculeaza o singura valoare noua pentru
functia f. Formula (2) se mai poate pune sub forma

Kpsq= Xt ) - Xx (x.)
fx) - (X

care nu se recomanda la programare deoarece, daca f(Xk)*f(Xk-1)>0 si Xk~Xk-1, atunci
poate avea loc o neutralizare a termenilor.



4.Indicatii metodice

Rezolvarea ecuatiei f(X)=0 la calculatorul electronic va decurge dupa cum
urmeaza:

1) Se vor separa radacinile reale ale ecuatiei date.
2) Se va defini o procedura FUNCTION F(X) pentru calculul functiei f(x).

3) Se va prezenta ecuatia f(X) sub forma echivalenta x=¢(x), alegand functia ¢(x) in
mod special, ca sa se satisfacd conditia suficientd de convergenta:

P'(X) <a<l

4) Se va defini o procedura FUNCTION FI(X) pentru calculul functiei ¢(X).
5) Se va defini o procedura FUNCTION F1(X) care calculeaza derivata '(x).

6) Se va scrie un program principal care va utiliza procedurile BISECT, SITER,
NEWTON si SECANT.

7) Se varezolva ecuatia la calculator si se va afisa solutia sau un mesaj de eroare in
caz ca metoda nu converge.

8) Se va alcatui un raport.
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