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Alte metode numerice

2.6. Metoda lui Newton (metoda tangentei)
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Fig. 220 Fig. 2.21

[a,b]. Sa presupunem in plus ca derivatele f'(X) si f'( X) pastreaza un semn constant pe intervalul [a, b].
Ducem n punctul A (fig.2.20) tangenta la curba y=f(x).
Punctul x, in care tangenta intretaie axa Ox ne da o valoare aproximativa a radacinii. Deoarece

f (%)

X =Xp si f'(x)= ) .

vVom avea.
£ '(x,)p=Ff(x,).

Prin urmare, abscisa punctului de intersectie a acestei tangente cu axa OX este



_ . T(xo)
Xl_ XO—’— .
f'(xo)
Consideram punctul de coordonate A, (x,, f(X,)) si construim tangenta la curbd in acest punct. In mod
analog ca si mai sus se arata ca
f(x)
X=X = -
f'(x)
Procedeul se va repeta in mod asemanator. Se obtine metoda tangentelor definitd de urmatoarea
formula de iterare:
f
X ox o)

k+1 Tk f!(x )
k
Aceastd metodd se mai numeste si metoda lui Newton.

. k=0,1,2, ... (2.11)

Exemplu. Sa aplicam metoda Iui Newton la calculul V3. Pentru aceasta scriem ecuatia X'—3=0

(fig.2.21). Formula de iterare a lui Newton este in acest caz
2-3
X=X 5 '
2 X

Sau
1 3
Xk+l: Py (Xk + _)
2 Xk

Alegand x =2, obtinem:
x,;=1,75; x,=1,732; x,=1,7320508.

Se observa ca avem o convergenta rapida a sirului X,, X,, ... catre \/§ . Acest lucru nu este
intamplator. Analizam cazul general. Fie dat a>0 si sa se gaseasca radacina ecuatiei:
x'~a=0.
Atunci
xﬁ —a _ X a

2 Xk 2 22X

Xk+1 = Xk —

si

_ 2
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ori, utilizand eroarea relativa:

Xk+l_\/g_ \/E Xk_\/a

\/5 2 X« \/g

Astfel, in cazul rezolvarii ecuatiei X* —a = 0, putem spune ci fiecare iteratie Tn metoda lui Newton,
in mod aproximativ, ridicd eroarea la patrat. Deci numarul cifrelor zecimale (sau binare) corecte aproape
se dubleaza, la fiecare iteratie. Acest rezultat este adevarat si in cazul rezolvarii ecuatiilor scrise in forma
generald. Se mai spune cd metoda lui Newton este cu convergenta patratica sau ca este o metoda de ordinul
al doilea.

Teoremd. Fie functia f(X) definitd i de doud ori derivabila pe [a, b]. Presupunem ca existd m>0,
M<oc, astfel Tncat

() [=m>0, | f'(x)|<M<oc, ¥ x €[a, b]
si refa, b] este radacina ecuatiei f(x)=0. Atunci sirul de iterare determinat de relatia (2.11) converge catre
r dacd aproximatia initiald X este aleasa intr-o vecindtate a raddcinii r. Eroarea este estimata de relatia:

| X T | <C | X T | 2.



Demonstratie. Se observa ca metoda lui Newton este un caz particular al metodei aproximatiilor
succesive cu functia:
)

PX)=x 0

Se verificd imediat ca r=@ (r) si @ '(r)=0. Deci putem afirma ca intr-o vecinatate a radacinii r se
indeplineste conditia |(p'(X)| < a <1.Rezulti ci sirul (2.11) converge (citre ridicina r), daci aproximatia
initiala X, este aleasa suficient de aproape de radacina.

Pentru a analiza viteza de convergenta se evalueazé diferenta:

)| r
(06— = (F ()= F ()]
x| |f ( J)

Prin aplicarea repetata a teoremei de medie a lui Lagrange, tinind seama de conditiile din enunt,
rezulta:

|Xk+l_ I’| =Xk

| Xk+l_r | S% | (f'(Xk)—f'(E_,l))(Xk—r) | = % f"(az) | | Xk—ﬁl | | Xk—l’ | y

unde
E=r+0,(x,-1), &,=5+6,(x-€), 0<6,0,<1.
Avem

Ix_-rl<clxr|? c.d-oM
m

si teorema este demonstrata.
O dificultate in aplicarea metodei lui Newton (si in general a unei metode iterative) o reprezinta
alegerea aproximatiei initiale X;. S& presupunem, de exemplu, ca se rezolva ecuatia arctg x=0 (fig.2.22).
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Fig. 2.22

Alegem ca aproximatie initiala punctul X,€[1,39; 1,40] . Atunci tangenta dusd in punctul (X,, f(X,))
va trece prin punctul de abscisa -X; si apoi tangenta dusd in (=X, f(-x,)) trece prin x,. In acest caz, sirul X,

incepe sd "cicleze". Se numeste zond de convergenta a radacinii r mulfimea tuturor aproximatiilor initiale
X, pentru care sirul iterativ {x } tinde cétre r. In fig.2.22 zona de convergentd a radacinii r=0 este intervalul

(—X +g, X,—€). Alegerea aproxirna‘;iei ini‘;iale in afara zonei de convergen‘;é a rédécinii dorite nu permite sa

5 B

In cazul ecuatiei x °_x=0 zona de convergenta a radacinii r=0 este intervalul deschis (—— —)

(fig.2.23).



o Gn
w o

D—‘\
v

[N
w5
oG

Fig. 2.23

3
" — v — — Y — : " xn = vy
Pentru X=t 5 VOm avea X, =X, X,==X;= X, X;==X,==X, ... , Un sir care cicleaza". Daca X=t
, atunci f'(x,)=0 si deci tangenta la curba data in aceste puncte este paraleld cu axa OX. Alegand aproximatia

initiald X0<—\/§ /3, vom vedea ca sirul iterativ {x } tinde catre radacina r=-1; alegand x0>\/§ /3, se

asigurd convergenta citre radacina r=1. In practica se recomandi de a alege valoarea aproximativa initiald
X, astfel ca

f(x,) f"(x,)> 0.

Aceastd alegere a punctului de start asigura aplicarea metodei lui Newton, dupa cum se observa din
fig.2.20-fig.2.23.

Drept criteriu de oprire al iteratiilor poate servi urmatorul: iteratiile se intrerup atunci cand | X1, |
si (sau) | f(x,,,) | devine mai mic decat €>0, 0 eroare maxima pe care o fixam pentru determinarea radacinii.

Am vazut ca in cazul radacinilor simple (f '(r)=0) metoda lui Newton are gradul doi de convergenta.
Daca r este o radacind multipla, atunci convergenta sirului {X, } este liniara.

Exemplu. Fie data ecuatia x’=0 cu radacina dubl r=0. Potrivit metodei lui Newton putem scrie:

2
3 X _ 1
Xks1 = Xk = = <~ Xk-
2Xk 2
Prin urmare
% —rl=Lxr|
k+1 _2 k )

Daca se cunoaste gradul de multiplicitate a radacinii, atunci putem accelera convergenta sirului
construit prin metoda lui Newton. Daca r este o radacina multipla de gradul p, adica

FO=f"(0)= ... s£* (=0, £?(r =0,
se recomanda de a efectua calculele conform formulei de iterare:

f (%)
(%)

Xk+l = Xk_ p ’ k:Ol 11

2.7. Metoda secantei

In metoda lui Newton fiecare "pas" necesita calculul valorilor functiei f si ale derivatei f in punctele
X, Exista functii pentru care calculul valorilor derivatei este dificil sau aproape imposibil, de exemplu, cand

nu se cunoaste expresia analitica a lui f, ci este definitd cu ajutorul unui tabel de valori. Pentru astfel de
functii pentru care derivatele se evalueaza greu, o alegere mai buna este metoda secantei.
Metoda secantei se deduce din metoda lui Newton, Tnlocuind derivata:

f’(Xk) ~ f (X;) B )1(: (kal) .
k ™ Ak-1

Obtinem:

Xk — Xk-1
f (Xk) —f (Xk—l)

Xk+1 = Xk — f (Xk) k:]., 2, (212)
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Pentru startul iteratiilor in metoda secantei sunt necesare doud aproximatii initiale X, si X;. Valoarea
X, ,, este abscisa punctului de intersectie dintre secanta
X=X __ Y- f (%)
X1 = %k f (Xk—l) — f (Xk)
care trece prin punctele (x,_,, f(x, ,)) si (x,, f(x)) si Ox (fig.2.24); de aici si denumirea metodei.

y A
0 >
— r X+l X Xk-1 X

Fig. 2.24. Metoda secantei

Un criteriu de oprire a algoritmului, dupd cum am stabilit in 2.5, este verificarea inegalitatilor:
| f(X|<+1) | <€, | X ™% | <&, 81282>0'
Daca se cunoaste
m = min|f'(x)|>0
xela,b]

si dorim sa determinam radacina cu eroarea £>0, vom ntrerupe calculele cand | f(x,) | /m<e. Tn cazul cand

se stie si constanta

M = Xrl1[§%<]|f"(x)|<oo

calculele le vom opri, daca
M
%|Xk+1 =X "Xk - Xk—1| <é,

ceea ce garanteaza inegalitatea | X1 <.

Sa studiem in continuare viteza de convergentd a metodei secantei, presupunand ca se Indeplinesc
conditiile: f(r)=0, f'(r)=0, iar f*( X) sunt functii continue si pastreaza un semn constant pe intervalul [a, b].
Pentru aceasta se dezvolta functia f(X) in serie Taylor in vecindtatea punctului x=r:

f(x)= f(r)+(x—r)f'(r)+(X_Tr)2 £7(r) + ...

Notam prin &, =X,_,—T, & =X,~T, g, =X, ,—T. In dezvoltarea Taylor vom pune succesiv x=Xi-1 si X=X,

, apoi o trunchiem dupa termenul al doilea (tindnd seama ca f(r)=0):

2
f (xes) = £ f'(r)+% f"(r),

+

2
Fx) = o £/(0)+ 55 70,

Inlocuind in formula de iterare (2.13), obtinem:

Lo F )+ 5 £ - 1)

Ekl ™ Ek T 2_ 2 )
(=) PN+ 2217

Sau



1£"(r)
Ek1 ™

2f,—(r)€k€k—l'

Deci putem scrie:

1f"(r
X —r=alx, —nx,-r),a=—- ()

2 f'(r)

(2.13)

Relatia de recurenta (2.13) 0 vom pune sub forma:
a B
X, ,~r=a (Xir)"
unde a si furmeaza a fi determinate. Substituind aceastd forma in (2.13), vom obtine (pentru demonstratie
vezi [18,27]):
ap=1, f-p-1=0. (2.14)

Se va lua numai radacina pozitiva a ecuatiei patrate (2.14), deoarece numai ea garanteaza convergenta
sirului {x }. Prin urmare, pentru metoda secantei vom avea:

xk+l—rza1/ﬂ (xk—r)ﬁ
unde B = % (/5 +1) ~1.62, 1/5~0.62.

Tn metoda lui Newton (vezi paragraful 2.6) =2 si deci metoda lui Newton converge mai repede decét
metoda secantei. Pe de alta parte, metoda lui Newton reclama necesitatea evaluarii functiei si a derivatei
sale, iar metoda secantei necesita numai calculul functiei. De aceea la aceeasi cantitate de operatii In metoda
secantei se poate face de doua ori mai multi "pasi" si deci se poate obtine ridacina cu o precizie mai inalta.

Sa observam ca la fiecare pas nou In metoda secantei se calculeaza o singura valoare noua pentru
functia f. Formula (2.12) se mai poate pune sub forma:

X, = Xt T (%) = xu F (xi)
f(x) = f (%)
care nu se recomandd la programare, deoarece dacd f(x,) f(x,_)>0 si x ~x
neutralizare a termenilor.

i)

1! atunci poate avea loc o

2.8. Rezolvarea ecuatiilor algebrice

Consideram ecuatia algebrica
n n-1
P (X)=ax+a X +.+a X+a,=0, (2.15)
unde coeficientii a, a,, &,, ..., @ sunt reali, a >0.

2.8.1.  Proprietatile ecuatiilor algebrice

Fara a putea rezolva ecuatia algebrica (2.15) se poate stabili cate radacini are ecuatia, unele relatii
intre coeficientii polinomului P () si radacinile ecuatiei (2.15) etc. In cele ce urmeaza vom aduce unele
dintre aceste proprietati:

e O ecuatie algebrica (2.15) de gradul n are exact n radacini (printre care pot fi atat reale, cat si

complexe), fiecare radacind multipld fiind considerata ca atatea radacini confundate cat indica
ordinul ei de multiplicitate.

e Intre coeficientii ecuatiei algebrice (2.15) si radacinile ei ry My .o, I exista relatiile (formulele
lui Viéte):
__ dna
P == =
an
_ dp-2
r1r2+r1r3+...+rn_1rn— )
an
+ _ dns
rlr2r3+r1r3r4+... rn_zrn_lrn— - 2 )
n



lui.

n
rr,..r=-1) —.

n
e Radacinile complexe ale ecuatiei algebrice (2.15) cu coeficienti reali sunt conjugate doua cate
doud. (Numirul a-ib, i = v/—1, se numeste conjugatul lui a-+ib).
e Daca o ecuatie algebrica (2.15) cu coeficienti rationali admite ca radacind un irational patratic
m-n \/B (m, neQ, n#0, peN), ea admite si conjugatul sau, m-n \/B , ca radacina.
e [Ecuatia algebricd (2.15) de ordin n par si cu a,<0 are cel putin doud raddcini reale de semne

diferite.
e Radacinile reale si complexe ale ecuatiei algebrice (2.15) sunt situate in inelul circular
R1<|x|<R2, unde

1 1
R i Re=bvprexad
L+ | maxXay

|ao
Aceste si alte proprietati ale ecuatiilor algebrice sunt tratate in manualele de algebra superioara.

2.8.2.  Schema lui Horner
Schema lui Horner constituie un procedeu efectiv de calcul al valorii unui polinom si al derivatelor
Consideram polinomul de gradul n:
. n n-1
P.(X=ax+a X +..+ax+a,

Pentru stabilirea schemei lui Horner se transcrie polinomul astfel:

P (X)=aotx(artx(@zt ... + x((@n-1+ Xan) ... ).
Deci putem afla valoarea acestui polinom in punctul x=§, calculand succesiv marimile:
bn:an 1
bn—lzan—l +€On:an—1 +§an l

b ,=a ,#b =a ,+&a ,+&a),

b,=a,+éb,=a,+&@, +..+&(@, +4a,)...) =P ($).

Aceasta schema de obtinere a sirului finit {b;} se numeste schema lui Horner. Ea necesita cel mult

2n operatii aritmetice. Se demonstreaza cd, in cazul general, cand toti coeficientii polinomului dat P_(x)

sunt diferiti de zero, nu exista o schema mai eficienta de calcul, decat cea a lui Horner.

,b:

adica

Catul Tmpartirii lui P () la x=& este dat de polinomul P_,(x) de gradul n—1 cu coeficientii b , b,,

n-1 n-2
P_,(X)=bx +b X +.+bx+b ,

P.(X)=(x=9P _,(x)+P (&)

Ultima relatie ne da:

P00 P,(&)

Pn—l(x) = X—§



Trecand la limita in aceasta identitate, obtinem:
P’ (9=P (9.
Prin urmare, cu ajutorul lui P__(x) putem calcula valoarea derivatei polinomului P _(x) in punctul

x=£. Valoarea derivatei de asemenea se obtine cu ajutorul schemei lui Horner:

c =b =a,

n n n

Cn—l:bn—l+‘);:Cn:an—1—/_2an§’

Cn—2 :bn—2 +§Cn—l :an—z +2 a‘n—l §+3 an 5,

1,
c,=b,+&c,=a,+2a,5+ ... ma & =P (4.

Procedeul poate fi continuat obtinand-se valorile oricarei derivate a lui P (x) Tntr-un punct fixat x=£.
Pentru usurinta calculelor coeficienti polinoamelor

se pot determina cu ajutorul schemei concise a lui Horner.

Schema concisa a lui Horner

an an—l an—2 aZ a‘l a0

U U U U U Y
(0) &b, b, , &b, &b, &b,
U 1 I U

bn bn—l bn—2 b2 bl

Y U U - U U p 0P ()
(O) &Cn E:Cn_]_ Fﬁcg E.:Cg 0=Pn E—’
v 1 7

C Cot Coz ¢, C1:1/1 ! P'n(‘:)

Sn Sn—l _ 1

U U "2 (n-2)!
(ORY &q, p ey

/7 U

a, 1 (n-1)

U qn—l (n _1)| Pn (E.a)

) U /

U

=2 PO
n!




2.8.3.  Metoda lui Newton (Birge-Viéte)

Fie datd ecuatia algebrica
P _ n n-1 . 0
J(X=a x+a_, x +.+ax+a=0,

cu coeficienti reali.

Vom folosi metoda lui Newton pentru a determina o radacina reala a ecuatiei date. Sirul de iterare
Newton (vezi paragraful 2.6) devine:
~ Pa(xd)
P, (xi) ’
Valorile lui P_(x) si P,(x) 1n punctele fixate X, k=0, 1, 2, ..., se calculeazi cu ajutorul schemei lui
Horner (vezi 2.8.2):

X = X

k=1,2,3, ...

b =a
n n

bj:aj+xkbj+1, j=n-1,...,0,
P.(x)=0,,
Cn:bn ]

Cj=b1+XkC,-+1: j=n-1,...1,

P' (x)=C,.
Prin urmare, expresia sirului de iterare va fi

Xk+1:Xk_@’ k=0, 1, 2, ... (2.16)
a
Cu ajutorul acestei metode pot fi calculate toate radicinile reale ale ecuatiei algebrice date. Intr-
adevdr, fie r, radacina (simpld) obtinuta prin metoda lui Newton (2.16). Atunci
P.(X)=(x=r)P_,(X).

n-2
+ . +b2 X +bl=0.

n-1
P.,()=b x"+b_, X
Ultima ecuatie o rezolvam reludnd metoda lui Newton si schema lui Horner dupa cum s-a aratat
anterior. Astfel se calculeaza toate radacinile reale.
Aceasta metoda pentru determinarea radacinilor reale ale ecuatiilor algebrice se mai numeste metoda
iterativa Birge-Viéte (vezi[16]).
Exemplu [30]. Sa se calculeze radacina reald a ecuatiei:
3
P,(X)=x —x-1=0
utilizand x =1.3.
Folosind schema concisa a lui Horner, se obtine:

1 0 -1 -1
0 1.3 1.69 0.897
1 13 0.69 20103 = b, = P(1.3)
0 1.3 3.38
1 26 4.07=c,=P'(1.3)
~0.103
X, =x,~20-13- ~1.325
C1



1 0 1 1
0 1.3 1.75 1.001203
25 5625
1 13 0.75 0.001203=b, =
25 5625 P (1.325)
0 13 351
25 1375
1 26 4.267=c,—P" (1.325)
5
x, = x ~ 00— 1305 0001203, 5517154
o 4.267
1 0 -1 -1
0 13 1.154 1.0000004
24718 878
1 13 0.154 0.0000004 = b, =
24718 88 P,(1.324718)
0 13 4.109
24718 756
1 26 4. 264634 = c, = P' (1.324718)
49436
X, = x, — 20 — 1304718 - 0000004 _, 574717
o 4.264634

Deci, una din radacinile reale ale polinomului P,(x) este r,=1.324718 cu sapte cifre semnificative
corecte.

2.9. Alte metode numerice

Consideram o ecuatie algebrica sau transcendenta
f(x)=0.

si f(a) f(b)<O0.

Metoda coardei este o variantd a metodei secantei, in care se alege coarda care trece prin (a, f(a)) si
(x,(f(x,)) sau (b, f(b)) si (x,(f(x)), unde se alege capatul a sau b, daca f(a) f(x )<0 sau f(b) f(x,)<0. Figurile

2.25-2.28 arati toate cazurile posibile

A
y y B
A
0 X1 )Ck r x>
a r b 2/ X b
B A
Fig. 2.25 Fig. 2.26
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b A

a )Ck b JCk

LT b a x ro

A \\ B
Fig. 2.27 Fig. 2.28

Ecuatia dreptei care trece prin punctele A si B este:

Pentru a calcula abscisa punctului de intersectie a coardei AB cu axa Ox punem y=0 si deci
b-a
x, =a—f(a)— o,
f(b)-f(a)

Sau
« = af (b) —bf (a)
bofb)-f)
Punctul x, imparte (a, b) in doua intervale (a,x,) si (x,,b). Din (a,x,) si (x,,b) este ales acel
interval la extremitatile caruia functia f(x) are semne contrare si procedura se repeta in mod analog. Concis,

formulele de iterare a metodei coardei pentru generarea sirului de aproximatii ale lui r, plecand de la
aproximatia initiald X, se scriu astfel:

b — xi

o) tay T L2 @aD

Xk+1 = Xk — f (Xk) ’
sau

o= e— T (x) —X=2 __ x=b, k=0,1,2, ... (2.18)
f(x)—f(a)

In dependenta de forma functiei pe intervalul [a, b] se va alege una sau alta din formulele de iterare
a metodei coardei. Fie intervalul [a, b], astfel incat derivata a doua f "(x) sa pastreze acelasi semn, cand X
variaza de la a la b, adica curba este tot timpul convexa sau tot timpul concava. Daca

f'(x) f"(x)<0, Vxela, b],
(vezi fig.2.25 si fig.2.26), atunci se aplicd formula (2.18). In caz contrar (vezi fig.2.27 si fig.2.28) se va
aplica formula (2.17).

Aceastd metoda se mai numeste si regula falsei pozitii.

Avantajul metodei coardei este ca ea produce un sir care, pentru functiile continue, este intotdeauna
convergent (spre deosebire de metoda secantei sau metoda lui Newton). Dupa cum se vede din fig.2.25 -
fig.2.28 convergenta sirului construit prin metoda coardei cétre radacina ecuatiei nu este rapida. Deci
metoda coardei este 0 metoda buna de start, dar nu trebuie utilizatd in vecinatatea radacinii.

In metoda lui Newton gradul de convergenta este pitratic, adici eroarea la fiecare iteratie este
proportionald cu patratul erorii de la iteratia anterioara. Pentru metoda secantei gradul de convergenta este
aproximativ egal cu 1.618. Metoda coardei, in general, este de ordinul intdi. Se demonstreaza, in ipoteze
foarte slabe, ca nici o metoda iterativa care foloseste doar o evaluare a functiei la fiecare pas nu poate avea
ordinul doi de convergenta.

O metoda de ordinul doi care foloseste la fiecare pas doua evaludri pentru functie, dar nici una pentru

derivate, este metoda lui Steffensen:

11



iyt _
Xier = Xk — T (xx) oot T(x) = f(Xk)’ k=0,1, 2, ...

Exista si alte metode de ordin superior (vezi [36]), adica metode in care sirul de iterare sa tinda mai
repede catre radacina r decéat sirul Newton sau Steffensen.

Metode de ordinul trei de convergenta:

f (%) .
) (X))
21'(%)

X1 = X —

F'(x)

Xiq = Xy

IO PPRICOLKCD)
Pl 21200 |

Metode de ordinul patru de convergenta:

O ()~ (XD F(%)

2000 = F06) T ORI 706) + £ 2060 (%)

Xea =X —

X .= %, — FO) - PP f"(x)
fx)  217°(x)

+f3(X) f”(xk) _ f”Z(Xk)
“6t4(x) 2f°(x))
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