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2.1. Introducere

In acest capitol este tratati problema rezolvirii ecuatiilor neliniare de forma:
f(x)=0, unde f(x) este un polinom sau o functie transcendenta.

Daca f(X) este un polinom sau in urma unor transformari poate fi adusa la forma
polinomiald, ecuatia Se numeste algebrica.

Exemple:
Ax°-12x"+x-2x+10=0:

JX+1=x2-2.

Cea de-a doua ecuatie este tot algebrica, deoarece prin ridicare la patrat si

ordonare devine:
4,2
X —4x —x+3=0.
O ecuatie algebrica in forma generala se va scrie:
"+a_ X"+ .+ax+a.=0 2.1
ax+a, X +..+ax+a,;= (2.1)
cu n>1 si coeficientii reali a,, a,, ..., a,; a,#0.
Orice ecuatie algebrica (2.1) are exact n radacini, fiecare radacina multipla fiind

socotita ca atatea radacini confundate cat aratd ordinul e1 de multiplicitate. Aceasta

afirmatie poarta denumirea de feorema fundamentala a algebrei si pentru prima
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data se intalneste in lucrarile lui Gérard si Descartes. Prima demonstrare completa a
acestel teoreme a fost data in anul 1799 de catre Carl Gauss, unul din cei mai mari
matematicieni germani din secolul al XIX-lea.
Ecuatiile care nu sunt algebrice se numesc ecuatii transcendente.
Exemple: xX’—sin x-1=0; 2*-Ig (x+1)=0.
Rezolvarea ecuatiei f(x)=0 (algebrica sau transcendentd) implica parcurgerea a
doua etape importante:
e separarea radacinilor, care consta in determinarea unui interval [a, b], in care
este situatd o radacina reala a ecuatiet;
e calculul aproximativ al fiecarei radacini si evaluarea erorii care s-a COmis,
considerand ca separarea deja s-a efectuat.
Sa presupunem, de exemplu, ca in intervalul [a, b] a fost separata radacina reala
I pentru ecuatia respectiva. Atunci graficul functiei f(X) intersecteaza axa absciselor

in punctul x=r. Tn general, prin rdddicind aproximativi se intelege 0 valoare X,
suficient de apropiatd de raddcina exacta r. Cu alte cuvinte, trebuie sd avem:
[X,—r|<e
unde >0 si suficient de mic.
Se poate defini o rddadcina aproximativa si altfel: numarul X, cu proprietatea ca

f(x,) este aproape de zero, adica

If(x)<e,, &,>0.

st <l

S (x*) 0 X X
X, fix){l a 7 b

Fig. 2.1



Mentionam ca aceste doud moduri de definire a radacinii aproximative nu
coincid, dupa cum se poate vedea din fig.2.1 si fig.2.2. Ecuatia f(x)=0 este
echivalentd ecuatiei C X f(x) = 0 oricare ar fi constanta C # 0. De aceea nu se
recomandd de aplicat ultima relatie pentru determinarea radacinii aproximative,
deoarece ea depinde in mare masura de scara functiei f(x).

Infig.2.1 valoarea lui |x,—r| este foarte mica, dar [f(x,)| nu este apropiati de zero.
Tn fig. 2.2 [f(x,)| este un numir foarte mic, in timp ce |X,—r| este un numar mare. in

general ar fi bine sa fie satisfacute ambele conditii.

2.2. Separarea raddacinilor

Separarea radacinilor poate fi efectuata prin diferite metode. In continuare vom
prezenta metoda grafica si metoda analitica de separare a radacinilor unei ecuatii CU
0 singura necunoscuta.

Metoda grafica. Fie data o ecuatie f(xX)=0. Construim graficul functiei y=f(x).
Abscisele punctelor in care graficul functiei intersecteaza axa OX sunt radacinile
ecuatiei. Aceste raddcini pot fi citite Intr-o primd aproximare pe grafic si pentru

fiecare radacina poate fi indicat un interval in care se afla (fig.2.3).

y

y=fx)

0 X -
»
! \ B r3\

Fig. 2.3

Adeseori ecuatia datd poate fi prezentatd sub forma: ¢(x)=g(x). Radaicinile

ultimei ecuatii sunt abscisele punctelor de intersectie ale curbelor y=g(x) si y=g(x)
(fig.2.4).



Fig. 2.4

Ecuatia f(X)=0 este un caz particular al ecuatiei ¢(x)=g(x), si anume cazul n
care g(x) este functia constanta zero. Graficul acestei functii este axa Ox, care are
acum rolul curbei y=g(x).

Exemplu: Consideram ecuatia:

3
X =3x-1=0
: .. 3 a g : . 9 :

Graficul functiei y=x"-3x-1 se vede in fig.2.5. Deci ecuatia data are trei

radacini reale: 1}, 1, $1 15!

re(=2,-1),r,e (<1,0), r;e (1, 2)

y
y=x3i3x-1
/o *
n rz r3 -
Fig. 2.5

Ecuatia X°—3x-1=0 poate fi pusa sub forma: X =3x+1.

.....

y=3x+1 (vezi fig.2.6).



y A y:3x+1

y=x’

Fig. 2.6

Observatie. In fig.2.7 este prezentat graficul functiei:

y:x3—1.5x2+0.5.

3
> y:(x_])
y=x"1.5¢+0.5

X
>

/l
0.5/01 0 X

/1

v

Fig. 2.7 Fin 2 R

Astfel ecuatia X'—1.5x™+0.5=0 are trei radacini: r,=—0.5, r,=r,=1. Tn punctul
r=1 axa Ox este tangenta la graficul functiei date. Se spune ca r=1 este o radacina

dubla a ecuatiei considerate.

2 o A . oA - k .
In general, daca in descompunerea functiei in factori apare factorul (x—r)" si nu
apare o putere mai mare a lui (x—r), se spune ca numarul r este 0 radacina multipli

de ordinul k. Tn exemplul de mai sus avem:



x"—1.5x°+0.5=(x=0.5)(x=1) *.

Ecuatia X —3x+3x-1=0 are o radicina tripla r=1 (fig.2.8), deoarece

x3—3x2+3x—1=(x—1)3.

In cursul de analizi matematici se demonstreaza ci un numar I este o ridicina
multipla de ordinul k a unei ecuatii f(x)=0, daca si numai daca f(r)=0 si primele sale
k-1 derivate

£ (r)=f"(n)=...=f“P(n=05i f “(r) 0.

O radacina care nu este multipla se numeste radacina simpla.

Metoda analitica. Se stie ca 0 functie continua nu trece de la o valoare la alta
fara sa treaca prin toate valorile intermediare. Fie f 0 functie continua pe un interval

inchis [a, b] si fie valorile functiei f(x) la capetele acestui interval f(a) si f(b) sunt de

y A
f(b) Y

fla)

f((; j bX' ¢ r]\ﬁ E 5
a)-r
Jb)

Fig. 2.9

Fig. 2.10

semne contrare (pentru a exprima ca valorile f(a) si f(b) sunt de semne contrare, se
scrie f(a)f(b)<0). Atunci exista intre a si b cel putin un punct r, astfel incat avem
f(r)=0. Tn fig.2.9 si 2.10 se di o justificare intuitiva a acestei afirmatii.

Conditia f(a)f(b)<O arata ca ecuatia f(x)=0 are un numar impar de radacini (cel
putin una) pe intervalul [a, b].

Conditia de continuitate a functiei f(x), dupa cum se vede din fig.2.11, este

esentiala Tn enuntul afirmatiei de mai sus.



Daca f(a)f(b)>0, adica f(a) si f(b) au acelasi semn, aceasta inca nu inseamna ca

A

ylk y
Jb)
fla)
— X f@ X
a 0 b~ 0 a r b~
fb)
Fig. 2.11 Fig. 2.12

ecuatia f(x)=0 nu are pe intervalul [a, b] o radacina reala (fig.2.12).
In cursul de analizd matematica se demonstreazi, ca intre doud radacini reale
consecutive ale derivatei functiei f(x) exista cel mult o radacina reala a ecuatiei

f(x)=0. Interpretarea geometrica a acestei afirmatii este data in fig.2.13.

vvvvv

Fig. 2.13 Fig. 2.14

putin o radacina a ecuatiei f '(x)=0 (fig.2.14).

Fie a<x,<x,<...<x,<b radicinile ecuatiei f '(x)=0, asezate in ordine
crescatoare. Sirul

f(a), f0x,), f06,), - f(x,), f(b)

se numeste sirul lui Rolle.

Ecuatia f(x)=0 are atatea radacini reale, cate variatii de semn prezinta sirul lui
Rolle. Tntr-adevir, in fiecare interval

(@ X; )y (X, %), e s (Xip XD (X, D),

conform celor enuntate mai sus, se afla cel mult o radacina reala a functiei, numai
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daca la capetele intervalului functia ia valori de semne contrare.

De aici rezulta urmatorul procedeu de separare a radacinilor unei ecuatii f(x)=0.

Se scriu in ordine crescdtoare radacinile derivatei, X, X,, ..

., X,, precum capetele a

si b ale intervalului dat, iar dedesubt valorile corespunzatoare ale functiei.

X

a

Xy

Xy

Xy

b

f(x)

f(a)

f(x)

f(x)

f(x,)

f(b)

Daci la capetele unuia dintre intervalele (&, X,), (X;, X,), ... ,(X,, b) functia f(x)
ia valori de semne contrare (prezinta o variatie), ecuatia are in acel interval o singura
radacina reald; in caz contrar ecuatia nu are in acel interval nici o radacina reala.

Exemplu. Fie ecuatia algebrica:

f(x):x4—x3—2x2+3x—3=0.
Derivata f'(x)=4x3—3x2—4x+3=4x(x2—1)—3(x2—1)=(x2—1)(4x—3) se anuleaza

pentru x,=—1, x,=3/4, x,=1. Sirul lui Rolle este urmatorul

3/4 1 2

f(x) 7 6 ~1.98 2 3

La extremitatile intervalului (-2, —1) functia are valori de semne contrare, deci

1% 3 D

aceeasi; la extremitatile intervalului (-1, 3/4) si (3/4, 1) functia are acelasi semn,
deci Tn acest interval ecuatia nu are nici o radacina reala.
Prin urmare, avem doua variatii de semn, deci ecuatia propusa are doua
radacini reale, r s11,, st anume:
rle(—z, —1), e (1, 2)

Celelalte doua radacini sunt complexe.



2.3. Metoda injumatatirii intervalului

Fie ecuatia

f(x)=0, (2.2)

si f(a)f(b)<O.
Metoda constd in construirea recurentd a unui sir de subintervale [a,, b,] si a

unui sir de puncte c,.=(a,+b, ) /2, astfel ca

f(a)f(b,)<0 (2.3)
si

b — ax = 7 (b — a). (2.4)

Fie a,=a, by=Db si c,=(a,+b,)/2 jumatatea intervalului [a,, b,]. Daca f(c,)=0,
atunci c, este chiar radacina cautatd. Daca nu, atunci radacina reald se gaseste Tntru-
unul din intervalele [a,, c,], acolo unde functia ia valori de semne contrare la capetele
intervalului. Fie acesta notat cu [a,, b,], unde

_ {CO, dacd sign f(ay) = sign f(cp)
M T ay, daci  sign f(a,) # sign f(co)

b — {co, daca sign f(by) = sign f(cp)
17 by, daca  sign f(by) # sign f(co)

Evident ca sign f(a;) = sign f(a,) si sign f(by) = sign f(by) si prin
urmare f(a,)f(b,)<0. Continuand, se obtine succesiunea de subintervale
[a, b]=[a,, b]>[a,, b,]>[a,, b,]> ... o[a,, b ]>..o ...

la extremitatile carora functia ia valori de semne contrare,

ak+bk
Cr = 5

si



cx,daca sign f(ag) = sign f(ci)

Ak+1 = {ak, daca sign f(ak) * Sign f(Ck)

b = {ck, daca sign f(by) = sign f(cx)
k+1 ™ \by,daci sign f(by) # sign f(cy)
Se obtin astfel sirul {a,} nedescrescator, marginit superior, si sirul {b}
nedescrescator marginit inferior. Trecand la limita 1n egalitatea (2.4), obtinem:

r =lima, =limb, (2.5)

k—oo k—o0
Din (2.3) si (2.5) rezulta ca
limf (a,)f (b) = [f (M]* <0,
de unde concluziondm ca sirurile {a,}, {b,} si {c,} sunt convergente catre raddcina

ecuatiei (2.2) si avem:

In fig. 2.15. este ilustrat procesul de injumatitire a intervalului.
Fie ¢>0 marginea superioara a erorii absolute, care se admite. Daca

| b,—a, |<2¢,

atunci ¢, aproximeaza rddécina r cu eroarea doritd, deoarece | C,—T | <e.

a=a, a,=C, c

Fig. 2.15. Metoda injumatitirii intervalului
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Daca vrem ca precizia sa fie foarte mare (eroarea mica), atunci numarul k de
injumatatiri creste. In cazul cand au fost separate mai multe radacini, algoritmul
expus anterior poate fi utilizat pentru calculul aproximativ al fiecarei radacini in
parte.

Observatie. In programele de calculator operatia de injumatitire se recomanda
de scris astfel: c=a+(b-a)/2 (a s vedea 1.6.1). Tn sistemele de calcul cu rotunjirea
prin taiere formula c=(a+b)/2 ne poate scoate in afara intervalului [a, b]. De
exemplu, fie o aritmetica a virgulei mobile =10 si t=3. Atunci pentru a=0.982 si

b=0.987 vom avea :

c=(a+h)/2=(0.982+0.987)/2=1.96/2=0.980<a.

2.4. Metoda aproximatiilor succesive
Fie
f(x)=0 (2.6)
0 ecuatie algebricd sau transcendentd care admite o singurd radacina reald in
intervalul [a, b].
Ecuatia (2.6) o punem sub forma echivalenta:
X= g (X). (2.7)
Rescrierea ecuatiei (2.6) sub forma (2.7) se poate face utilizand diferite artificii

de calcul.

Exemplu . Ecuatia X —2%-9=0 poate fi scrisa:

X = XS—X—9, x=32x+9,

2X+9 9
X =

’ = .
X2 X2—2

Plecand de la o valoare initiald arbitrara X,e[a, b], generam sirul x, conform
regulii:
X.1= o(X), k=0,1,2, ..., (2.8)
adicd X;= ¢ (X)), X,= @ (X1), -+, %= @ (X1 -

Sirul definit mai sus prin relatia (2.8) se numeste sir de iterare.
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Sa presupunem ca existd limx, = r. In acest caz se spune ca sirul de iterare

k—oo

este convergent si converge citre r.
Daca ¢ (X) este 0 functie continua, atunci avem:
r= I'('_[PO Xk+1 = ll(l_[g @(xi) = (),
deci limita r este chiar radacina ecuatiei (2.7).

Din punct de vedere geometric, radacina reald r este abscisa punctului de

intersectie a curbei y= ¢(x) cu dreapta y=Xx. Modul cum sirul aproximatiilor
succesive X,, Xy, ... , X,, ... conduce spre solutia exacta este ilustrat in fig.2.16 si 2.17

(in functie de forma curbei y=¢ (x)).

A
y‘k yx y y=x
y=o()
y=o(x)
—
X X
0 rx;o X X% > 0 X r X, Xo >
Fig. 2.16 Fig. 2.17

Daca graficul functiei ¢ (x) are forma din fig.2.18 sau din fig.2.19, atunci sirul
de iterare {X } nu converge catre raddcina cautatd, deci sirul este divergent si se

spune ca metoda diverge.
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V=X

Y=0(x)

v

v =
=)

X 7 X, X,
ollr x, x X, ! 270

Fig. 2.18 Fif. 2.19

Deci sirul de iterare poate fi divergent chiar daca X, se alege oricat de apropiat
de rddacind. O conditie suficientd de convergenta este data de urmatoarea teorema.

Teorema. Fie functia ¢ (X) definita pe intervalul [a, b] si ¢ (X)€[a, b] pentru
Vxel[a, b] . Daca functia ¢(X) este derivabila si derivata sa ¢'(x) satisface
inegalitatea | o' (X) | < <1, oricare ar fi xe([a, b], atunci ecuatia (2) are in [a, b] o
singura radacina reald r, putem forma sirul de iterare X, X, ... X,,... dupd regula (2.8),

astfel incat x, e[a, b] pentru k=0, 1, 2,... si acest sir converge citre ridicina r. In

plus eroarea este evaluata prin

o

k
|xk—l’|£ |xk—xk_1|31i{—a|X1_Xo|; k>1.

l-a

Demonstratie. Datorita faptului ca ¢ (X)€[a, b], Vxe[a, b], rezulta cd ¢ (a)>a
si p(b)<b. Punem g(x)= ¢(x)-x. Atunci g(a)=0, g(b)<0 si deoarece g(x) este
continud, rezulta ca exista cel putin un punct refa, b], astfel incat g(r)=0, adica r
este radacina ecuatiei initiale (2.7) in intervalul [a, b] . Sa consideram acum
diferenta:

X=X J)— o ().
Aplicand teorema lui Lagrange, se obtine:

Xpr1 — T = (&) (X — 1), & &(Xr).

13



Deoarece
| o' (%) | <a, Vxela, b],
avem:
| X, [ <ol x—r].
Atunci, pentru orice k>0, avem:
| x,—r | <a|x-r ],

| x,—r | <a® [ xgr |,

[, [ < [x,—r].

Din ultima relatie rezulta ( fiindca 0<a<1):

limx, =,

k>0

Dar ’lcim Xps1 = @ (llcim Xy ), Intrucét functia ¢ (X) este continua. Prin urmare,
—00 —00

r=go(r).

uuuuu

a ecuatiei (2.7) in intervalul [a, b] . Atunci s=¢ (S). Evaluam diferenta:

r=s=¢(r)- ¢ ()= ¢'(€)(r-s), Ee(r, s)[a, b].
Deci

(r-s)[1-¢'(€)1=0,
de unde rezulta ca r=s.

Pentru a analiza cum se propaga eroarea in calcule vom scrie:
X 1T =X 1= X+ @ (X )= @ (N=X X+ P (E) (X =1, Ee(Xy 1)
Datorita inegalitatii din enuntul teoremei, se obtine:
x| <Ix x| +alx_-rl,

Sau
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1
< e .
Prin urmare:
| x—r =] ox_)-o(r) | <a|x_—r] Sﬁ X%, |

Teorema este demonstrata.

Deci, pentru rezolvarea ecuatiei (2.6) prin metoda aproximatiilor succesive va
trebui sa o aducem, in prealabil, la forma (2.7), alegandu-1 pe ¢ (x) Tn mod special,
ca sa se satisfaca conditia de convergenta.

Exemplu. Fie data ecuatia:

3
X —2x-9=0.
Prin metoda graficd sau prin metoda analiticd se stabileste ca ecuatia admite o

singura radacina reala in intervalul (2, 3). Rescriem ecuatia sub forma echivalenta:

X =32X+9

Pentru a verifica conditia de convergenta, calculam derivata:
, 2 1
PN =5 T
3 (2x+9)
Conditia de convergenta |p'(x)| <1 este indeplinita pentru intervalul (2, 3) si deci

sirul de iterare este dat de

X =32x+9, k=0,1,2, ...

cu valoarea initiala (de start) xoe(2, 3).
De remarcat cd dacd am fi rearanjat ecuatie initiala
3

X =2x-9=0
in felul urmator: X=x3-x-9 si deci am fi folosit sirul de iterare:

_ .3

Xi+1 = X — X — 9,

atunci metoda aproximatiilor succesive diverge, conditia suficientd de convergenta
nefiind indeplinita:

') =13x2 -1 >1 |,V xe(23)
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Din teorema demonstratd mai sus rezultd cd pentru determinarea radacinii

aproximative x. cu eroarea £>0 procesul de calcul il vom opri cand
a
1o [ X% | <e.

Acest criteriu pentru terminarea calculelor necesitd aprecierea parametrului
subunitar o, care nu se cunoaste, in mod general, apriori. Tn 2.5 ne vom ocupa de
examinarea altor criterii de stopare in metodele iterative de rezolvare a ecuatiilor
algebrice si transcendente.

In incheiere remarcim ci metoda aproximatiilor succesive se utilizeaza cu

succes si pentru studiul aplicatiilor numite contractii n asa-numitele spatii metrice.

2.5. Criterii de oprire in metodele iterative

Tn metodele iterative oprirea procesului de calcul se face prin trunchierea sirului
de iterare {x} la un indice m, astfel incat termenul x_ sd constituie aproximatia
satisfacatoare a radacinii exacte. Definirea apropierii radacinii aproximative X. de
radacina exacta r este o chestiune delicata si e departe a fi perfecta.

Presupunem ca radacina simpla r a ecuatiei f(x)=0 este izolata intr-un interval
[a, b]. Vom deduce o estimare a erorii, care sa fie independenta de metoda de
rezolvare a ecuatiei considerate. Fie functia f(x) continua si derivabila pe intervalul
[a, b] si fie

m=min|f(x)| >0, xe(a, b).

Aplicand teorema lui Lagrange, se obtine:

f(x)-f(N=(x1) £(8), &e(x, ncla, b],
de unde rezulta

f
x| <[P0
m

Aceasta relatie evidentiaza, in primul rand, ca daca |f(r)| este mic, atunci
| f(x,) | /m este mare si perturbatii slabe in X, pot produce perturbatii mari in rddacina;

in acest caz se spune ca problema determindrii lui r este rau conditionatd. Pentru
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ilustrare a se vedea fig.2.2 din paragraful 2.1. In al doilea rand, daci dorim si

determinam radacina r cu eroarea prescrisa €>0 am putea opri iteratiile de indata ce
| (%) | <em,

ceea Ce presupune cunoastereca majorantei m a derivatei f'(x).

Deoarece derivatele, in caz general, sunt greu de estimat, inclindm sa facem
cateva iteratii in plus, decat sa folosim formulele de mai sus sau alte formule
complicate de evaluare a erorii.

In practicd, rezolvand problema la calculatorul electronic, putem folosi

urmatorul criteriu de stopare. Fie
| f(xce1) | <, (2.9)
unde ¢,>0 si este suficient de mic; de exemplu, g,=./¢,, , unde &,, este unitatea de
rotunjire a calculatorului. Atunci putem termina iteratiile si accepta x,,, ca radacina

aproximativa, daca

| Xer1—Xk | <e2 (2.10)
Aici £,>0 si se alege astfel incat g,>¢,. In cazul cand se verifica inegalitatile
(2.9) si (2.10) cantitatea |Xk+1_Xk| este, de reguld, o bund estimare a lui |Xk—r .
Mentiondm cd 1n practicd cel mai des este utilizat in calitate de criteriu de oprire a

algoritmului cel care verificd doar inegalitatea (2.10) cu £,>0 si suficient de mic.
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