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1.1. Erori absolute si erori relative

Notam cu X« valoarea aproximativa pentru numarul exact X. Daca x.<Xx, atunci
spunem ca X» aproximeaza numarul X prin lipsa, iar daca X.>X, atunci aproximarea
lui X prin x. este prin adaos.

De obicet, in procesul de calcul se inlocuieste valoarea exactd (care, In caz
general, nu este cunoscutd) prin valoarea sa aproximativa. In felul acesta comitem o
eroare. Expresia

A(x.) = |x — x|
poarta numele de eroare absoluta.

Eroarea absolutd nu caracterizeaza suficient de bine precizia cu care se obtin
rezultatele. Astfel, de exemplu, daca x = 1 Si X.=2, atunci eroarea absolutd A(x,) =
1 indicd o precizie slabd a masurarii. Dacd x = 101° + 1 iar x, = 101°, aceeasi
eroare absolutd A(x,) = 1 caracterizeazd o precizie remarcabild. Aceasta ne
conduce la notiunea de eroare relativa 8(x,) care reprezinta raportul dintre eroarea

absoluta si valoarea aproximativa, adica

6 (x.)

_x=x]

ENE

daca x, # 0.

Tn exemplele de mai sus erorile relative sunt egale cu 0.5 respectiv cu 10,



ceea ce confirma buna precizie a masurarii in cazul al doilea.

Daca se cunosc numerele X si X«, atunci calculul erorii absolute si relative este
imediat. Dar, de obicei, n majoritatea cazurilor se cunoaste numai aproximarea x,
. De aceea se introduce notiunea de margine (sau limita) a erorii absolute si relative.
Numarul pozitiv € este 0 margine (sau 0 limita) a erorii absolute a numarului
aproximativ x. daca

|x — x| < &,

1ar numarul pozitiv r este 0 limitd a erorii relative daca

|2 =

||
Notatia X=X+ #¢ semnificd intotdeauna faptul, ca |x — x,| < &, adica
Xs=E S XS X+E.
Orice numar aproximativ X. poate fi scris sub forma
x, =c;10™ + ¢, 101 + ... 4 ¢ 10m L
unde ¢y, cy, ..., ¢, sunt cifrele zecimale ale numarului aproximativ X.. Se stie ca
zerourile de la inceputul numarului servesc numai pentru a fixa pozitia virgulei
zecimale. Cifrele cuprinse intre prima si ultima cifra diferita de zero sau care indica
ordinele pastrate in calcule se numesc cifre semnificative.
Exemplu. Numarul aproximativ
x,=3-101+6-10°+0-1071+5-107%2+8-1073
are cinci cifre semnificative, iar numarul
y.=-(2 -103+8 -10*+0 -10°)=-0.00280
are trei cifre semnificative (primele trei zerouri sunt nesemnificative).
Daca marimea erorii . nu depaseste 0.5-10" se spune ¢d numarul aproximativ
X« are t cifre zecimale corecte.
Daca numarul aproximativ se scrie fara a indica limita erorii absolute, atunci in
scrierea lui se considerd ci toate cifrele sunt corecte. In acest caz zerourile de la

sfarsitul numarului nu se arunca.



De pilda numerele 0.0345 si  0.034500 sunt diferite; eroarea absoluta a
primului numdr nu depaseste 0.0001, iar eroarea absoluta al celui de-al doilea numar
este mai mica ca 10°°.

Exemple: 0.010224 + 0.000004 are cinci zecimale corecte si patru cifre
semnificative; 0.001234+0.000006 are patru zecimale corecte si douad cifre
semnificative (deoarece valoarea maxima a numarului poate fi 0.001240, iar minima
0.001228 si deci ultimele doud zecimale sunt nesigure).

Numarul de zecimale corecte ne permite sa ne facem o idee despre marimea
erorii absolute in timp ce numarul de cifre semnificative ne di o idee sumara despre

marimea erorii relative.

1.2. Propagarea si sursele erorilor

In procesul de calcul aproximativ eroarea se propagi de la o operatie la alta.
Fie date valorile aproximative x. si y« ale valorilor exacte x si y, afectate de erorile
& sl &, adica fie
X =x,t &, y=y*iey.
Atunci avem
Xe —Ex+ Ve — & SX+ySx,+te+y,tg
X+ Y —(Exte)Sx+y<x.,+y.+(&+¢),
Sau
x+y=x.+y. Lt (& t¢)
In mod analog ca in cazul adunirii, se va obtine
X—Y =X, — Y T (&x +&).
Deci, la adunare sau scidere, marginea erorii absolute a rezultatului este
data de suma marginilor pentru erorile absolute ale termenilor.
Se poate demonstra de asemenea cd la inmultire si impdtrire marginile

erorilor relative ale factorilor se aduna.



Fie acum date doua numere pozitive X« si Y~ aproximativ egale , afectate de
erorile absolute A(x«) si A(y~). Atunci

A(x* - y*) < A(x*) + A(y*)

6 (x* _y*) =

si, deci, eroarea relativa a diferentei poate fi destul de mare, daca diferenta [X. -y«
este foarte mica. Aceasta ne aratd ca exactitatea relativa poate fi foarte slaba atunci
cand efectuam diferenta a doua numere aproximativ egale.

Exemplu. Vom considera numerele aproximative

x=0.1234+0.5-10* si y=0.1233+0.5-10"

atunci  x-y = 0.0001+0.0001 si marginea erorii este tot att de mare ca si estimarea
rezultatului.

Acest fenomen poartd denumirea de anulare prin scadere sau de neutralizare
a termenilor . Cele mai serioase erori care apar in calculele efectuate cu ajutorul
calculatorului electronic sunt datorate acestui fenomen.

De céate ori este posibil neutralizarea termenilor se evitd prin rescrierea
formulelor de calcul sau prin alte schimbari in algoritm. De exemplu, o expresie de
forma (a + y)? — a? poate fi scrisd sub forma y(y + 2a), sau expresia

va+y —va
b

sub forma

—_ry
b(Vaty+Ja)

Vom mai da un exemplu in care se aratd cum poate fi evitatd anularea prin
scadere. Ecuatia de gradul doi

x?+1000.01- x - 2.5245315=0

are una din radacini egald cu 0.0025245. Daca calculdm radacina cu ajutorul

formulei

—1000.01 + /(1000.01)2 + 4 - 2.5245315
x1 == )
2

efectuand calculele cu opt cifre semnificative, se va obtine
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—1000.0100 + 1000.0150
x1 =
2

Rezultatul obtinut are numai doua cifre corecte cu toate ca radicalul de gradul doi a

= 0.0025.

fost calculat cu opt cifre semnificative.
Daca vom face calculul aceleiasi radacini utilizdind formula
2-2.524315

= = 0.0025245
1000.01 + /(1000.01)% + 4 - 2.5245315

X

se va obtine rezultatul exact.

Precizia calculelor numerice este criteriul cel mai eficient pentru alegerea
metodelor de calcul. Analiza erorii dintr-un rezultat numeric este o chestiune
esentiald in orice calcul, fie ca este executat manual, fie de un calculator. Cu toate
performantele calculatoarelor electronice, precizia rezultatelor este influentata de
diferite erori. Se pot distinge trei surse de erori:

1. Erori provenite din simplificarea modelului fizic, pentru a fi descris intr-

un model matematic; erori din masurarile initiale sau din solutii aproximative

ale altor probleme etc. Aceste tipuri de erori se numesc erori inerente. Ele nu
pot fi influentate de metoda de calcul.

2. Erori de metoda sau de trunchiere. Majoritatea metodelor numerice

necesitd un numar infinit de operatii aritmetice pentru a ajunge la solutia exacta

a problemei. De aceea suntem nevoiti sa trunchiem metoda dupa un numar finit

de operatii. Ceea ce omitem constituie eroarea de trunchiere.

3. Erori de rotunjire Tn datele de intrare n calcule si in datele de iesire. Multe

numere nu pot fi reprezentate exact printr-un numar dat de cifre. Daca in calcule

numerice trebuie sa folosim numarul 7z, 1l putem scrie 3.14, 3.14159 sau

3.1415926 etc. Nici un numar irational nu poate fi reprezentat printr-un numar

finit de cifre. Chiar si unele numere rationale nu au o reprezentare exacta.

Numadrul 1/3 poate fi scris ca 0.3333..., 0 succesiune a cifrei 3 la partea

zecimala.

Datorita proprietatilor constructive ale calculatoarelor electronice este necesara

limitarea numarului cifrelor semnificative. Un exemplu instructiv este furnizat de
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numarul rational 1/10 care se foloseste de multe ori ca dimensiune a “pasului” n
foarte multi algoritmi. Tn sistemul binar (care foloseste pentru reprezentarea
numerelor cifrele 0 si 1) fractia 1/10 are o reprezentare infinita 0.00011001100... .
In calcule trebuie si ne marginim la un numar finit de cifre semnificative. Cand se
aduna de zece ori numarul care reprezintd o aproximatie binara a numarului 1/10,

rezultatul nu va fi egal exact cu unitatea.

1.3. Numere cu virgula mobila

Este bine cunoscut ca pe majoritatea calculatoarelor moderne numerele reale se
reprezinta cu ajutorul virgulei mobile . Un numar scris n virgula mobila este compus
dintr-o fractie, numita mantisa si un intreg, numit exponent. Deci,

x=+m- ¢,
unde g este baza sistemului de numeratie (binar, octal sau hexazecimal), m este

mantisa numarului si e este exponentul, afectat de semn. Fractia m satisface

! <m<1
—sm
B
si are forma
dl dZ dt
m='ﬁ+'ﬁ+--~+ﬁ,

unde numerele intregi d4, d, ..., d;, numite cifre, verifica inegalitatile
0<d;<p-1, i=12 ..t

si L<e<U.

Daca prima cifra din mantisa este diferita de zero, atunci numarul reprezentat
in virguld mobila se numeste normalizat.

Prin urmare, sistemul de calcul cu numere cu virguld mobild este 0 multime

F (5, t, L, U) caracterizata de patru parametri: baza £, precizia masinii t si intervalul
exponentilor [L, U].

F este 0 multime finitd care contine

2-B-1D-B - U-L+1D+1



numere. In fig.1.1 este reprezentati multimea F formatd din 33 puncte pentru

sistemul de calcul cu virgula mobila, ilustrativ cu urmatorii parametri:

=2, t=3, L=-1, U=2.
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Fig.1.1. Sistemul de calcul F (2,3,-1,-2).

Multimea F nu poate reproduce oricat de detaliat structura continua a numerelor
reale. Mai mult, in general nu putem reprezenta in calculator numerele al caror
modul depaseste cel mai mare element al lui F sau care sunt mai mici in modul decat
cel mai mic numar din F.

Mantisa m poate fi scrisa

m =7 d S+ df + e+ dy)
de unde rezultd, ca dacd di#0, atunci maximul marimii m este egal cu 1-8 %, ce
corespunde cazuluim; = g — 1,i=1, 2, ..., t; valoarea minimald va fi 5 si Se obtine
pentrud, = 1,d, =d; =--=d; = 0.

Fie X un numar real care nu depaseste limitele multimii F si x+0; in calculator
acest numar este reprezentat de numarul cu virgula mobila notat fl(x), a carui mantisa
m.. se obtine din mantisa m a lui x rotunjind-o la t cifre (de aceea spunem ca precizia

masinii este t). Daca se efectueaza rotunjirea corecta atunci
1.

Eroarea relativa in fl(x) este

fLC) — x| _ lﬁl_t

|x| — 2 ’
deoarece X=X — lm_m*l, m> -,
|x] |m| B

< 1 ,1— : . .. A
Numarul &, = 5[)’1 se numeste unitatea (de rotunjire a) masinii. Efectuand

rotunjirea corecta, numarul fl(x) este cel mai apropiat element de x, care apartine lui



F. Dacd se foloseste rotunjirea prin tdiere (se elimind compararea primei cifre
neglijate), atunci &y, = B¢ si fl(x) este cel mai apropiat element din F, inferior lui
X (vezi 1.4).

In afara de parametrul ew in practica sunt larg raspanditi inca doi parametri
si A: cel mai mic element pozitiv si elementul maximal al lui F. Pentru ilustrare
vom analiza sistemul F(2, 3, -1, 1). El contine numarul zero si toate numerele care
au o exprimare binara de forma

x = +0.1d,d; - 2,
unde -1 <e <1, iar fiecare din cifrele d2 si ds este O sau 1. Prin urmare, avem trei
posibilitati pentru valoarea exponentului (-1, O ori +1 ) si patru pentru
reprezentarea partilor fractionare (0.100, 0.101, 0.110si 0.111). Multimea F consta
din 2-1-4-3+1=25 de numere cu virguld mobila. In sistemul zecimal de numeratie
fractiile de mai sus pot fi scrise respectiv 1/2, 5/8, 3/4 si 7/8 (de exemplu, firactia
binara 0.101 devine 1-2714+0-272+1.-23=1/2+1/8=15/8). Prin
urmare in sistemul de calcul F (2,3,-1,1) cel mai mic element pozitiv este egal cu
o=1/2-2"1=1/4, iar cel mai mare element 1=7/8-2* =7/4. In fig.1.2 sunt

reprezentate numerele pozitive ale multimii F.
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Fig.1.2. Numerele pozitive ale sistemului de calcul F(2,3, -1, 1).

Parametrii o si A se reprezinta prin parametrii S, t, L si U dupa cum urmeaza

o=p"A=p"-47).
Unitatea de rotunjire a masinii em S€ mai numeste epsilon al masinii si este cel
mai utilizat parametru ce caracterizeaza un sistem de calcul dat. Acest parametru ne
da masura de “discretizare” a sistemului F care are loc pentru tot intervalul

numerelor nenule in virgula mobild. Deci distanta dintre numarul x € F si numarul



cel mai apropiat de el in sistemul dat nu e mai mica decat av|X|/£ si nu e mai mare
decéat av|X| (numai daca numarul X nu este situat in vecinatatea lui zero).

Din fig.1.2 se vede cd in vecinatatea lui o distanta dintre oricare doud numere
cu virgula mobila este mai mica decat o. Prin urmare aceste numere nu pot fi
obtinute unul din altul prin adunare. Ele pot fi capatate decat in calculul expresiilor
aritmetice.

Un alt exemplu. Fie =10, t=6 si L= -100. Atunci ew=10, 6=10"%%, Tntre zero
si o nu existd nici un numar ce apartine sistemului dat, in timp ce intre o si 100

sunt 899999 de numere cu virguld mobila.

1.4. Aritmetica virgulei mobile si erorile de rotunjire

Pe multimea F, care o consideram un model al multimii numerelor reale, se
definesc operatiile aritmetice n asa fel incat ele sa reproduca modul de efectuare al
acestor operatii de cétre calculatorul electronic.

Fie x siy € F . Atunci suma lor exacta nu apartine, 1nsd, intotdeauna multimii
F. Tn exemplul in care F este 0 multime formata din 33 de puncte si cu parametrii
=2, t=3, L=-1, U=2 (vezi fig.1.1) putem constata aceasta luand x=5/4 si y=3/8,
sau x=3/4 si y=7/8. In particular, n cazul al doilea vom avea

0.110-2°+0.111-2°=0.1101-2¢ (3/4+7/8=13/8)

Suma calculatd nu apartine sistemului de calcul F, deoarece pentru
reprezentarea partilor fractionare a ei sunt necesare patru cifre binare. Prin urmare,
operatia de adunare trebuie modelata ea insasi in calculatorul electronic cu ajutorul
unei aproximatii a ei numita adunare cu virguli mobila (pe care 0 vom nota cu ).

Daca x si y sunt numere cu virguld mobild, iar numarul x+y nu iese din limitele
multimii F, atunci ar fi ideal ca

X @y = fl(x+y).
Acest ideal este atins sau aproape atins de majoritatea calculatoarelor electronice. Tn
sistemul de calcul F din exemplul considerat ne putem astepta ca 5/4 @ 3/8 este egal

cu 3/2 sau cu 7/4 (deoarece ambele elemente se afla la distanta egala de 5/4+3/8).
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Diferenta dintre X @y si X+y (pentru X, y € F) reprezinta o eroare de rotunjire
care se comite Tn cazul adunarii cu virguld mobild. Proprietati asemanatoare sunt
adevarate si pentru celelalte operatii aritmetice cu virguld mobila.

Revenind la exemplul dat de fig.1.1lconstatam ca 5/4+3/8 sau 3/4+7/8 nu
apartin lui F din cauza repartizarii elementelor lui F. Pe de alta parte, suma 7/2+7/2
nu apartine lui F deoarece 7 este mai mare decét elementul maximal al lui F.
Tncercarea de a forma o astfel de sumi atrage la majoritatea calculatoarelor aparitia
unui semnal de depdsire, dupa care calculele se intrerup deoarece nu este posibil de
dat o aproximatie de sens pentru numerele care ies din limitele lui F.

Desi majoritatea sumelor x+y cu x € F, y € F, apartin ele insele lui F, foarte
rar produsul (exact) obisnuit X'y apartine lui F, deoarece, de regula, el are 2t sau
(2t—1) cifre semnificative . In afard de aceasta, depasirea este mai probabili la
inmultire. Tn fine, Tn cazul inmultirii cu virguld mobila, este posibild aparitia unui
zero-masind, atunci cand pentru x=0 si y=0, produsul x-y este nenul dar este mai mic,
Tn modul, decét cel mai mic element pozitiv al lui F (aparitia unui zero-masina este
posibila si in cazul scaderii desi aceasta se Intampla foarte rar).

Operatiile de adunare si inmultire cu virguld mobila sunt comutative dar nu sunt
asociative; de asemenea nu este adevarata nici distributivitatea.

In continuare ne vom ocupa de erorile de rotunjire. Eroarea de rotunjire
reprezinta diferenta |fl(x)-X|, unde X este un numar real, exponentul caruia apartine
intervalului [L, U] iar fl(x) este numarul cu virgula mobila ce semnifica numarul dat

X Th memoria calculatorului. Pentru x=0 eroarea relativa in fl(x) se defineste astfel

f1(x) — x|
6(x) =———+——
x|
st se indeplineste conditia
1-t
S5(x) < &1y = ,daca are loc rotungirea prin trunchiere
( ) M {% ﬁl_t , daca are loc rotungirea corecta .

Intr-adevar, fie numarul intreg e,

L<e<Usipe 1l <x < p®
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Tn intervalul [8¢~%, €] numerele in virguld mobila sunt repartizate uniform cu
pasul S &t Tn cazul rotunjirii prin trunchiere fl(x) se afla la departare de x ce nu

depiseste marimea %! iar in cazul rotunjirii corecte marimea 32, adica

e—t

_ , in cazul rotunjirii prin taiere
FLO) = x| <91 gy ! o
> ﬁ , in cazul rotunjirii corecte.

Deoarece x>3°1:

e—t - . .
B _ ﬁl—t, n cazul rotunjirii prin taiere

pe-1
<
0 SVpetyy 1, ) V
pe-1 - Eﬂ » pentru rotunjirea corecta.

Din cele de mai sus reiese ca rotunjirea prin trunchiere a numerelor se
efectueaza mai repede decat rotunjirea corecta. Insa eroarea relativa este de doud ori
mai mare. In afari de aceasta eroarea rotunjirii prin trunchiere are permanent acelasi
semn (opus semnului numarului dat) ceea ce in cazul calculelor masive poate sa
conduca la o acumulare rapidd de erori. De aceea ar fi mai bine sd se utilizeze
rotunjirea corecta.

Pentru exemplificare vom analiza sistemul de calcul F(10,4,-50,50). Numarului
X=12.467 prin trunchiere 1i va corespunde numarul in virgulda mobilad
fl(x)=0.1246-102 cu eroarea relativa de rotunjire

&(x)=0.007/12.467 ~ 0.00056 < av=103=0.001.

Tn cazul rotunjirii corecte vom avea fl(x)=0.1247-107 si

&(x)=0.003/12.467 ~ 0.00024 < av=10"/2=0.0005.

1.5. Determinarea parametrilor unui sistem de calcul

Pentru Tnceput vom analiza principiile generale de realizare a operatiilor
aritmetice la un calculator. Fie doua numere nenule reprezentate de numerele cu
virgulda mobila

x=mefP si y=mype.
La adunare si scadere numerele se aduc la exponentul cel mai mare si apoi se

aduna (scad) mantisele:
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(my - B (@-p) imy) . f9,daca p<q.

Evident cd mantisa rezultatului poate deveni mai mare ca unitatea, dar
intotdeauna este mai mica decat doi. Daca in urma operatiei de adunare mantisa
sumei depaseste unitatea, atunci trebuie normalizatd aceasta prin deplasarea ei cu o
pozitie spre dreapta, adaugand o unitate la exponent pentru a compensa deplasarea.

Operatiile de inmultire si impartire se definesc astfel:

z=2x-y=(m, my,)-prHY,
7 = X — ﬁlg(p—q)' y # 0,
y m,
adica se inmultesc (impart) mantisele numerelor x si y, se normalizeaza rezultatul,
oprindu-se t cifre la mantisa si la partea exponentiala se aduna (scad) exponentii.

Dupa cum vedem, deoarece calculul se face cu un numar anumit de cifre
semnificative t, modul de rotunjire are 0 mare importanta. De modul de rotunjire
depinde parametrul ev care caracterizeaza exactitatea relativa a sistemului de calcul
F. Acest parametru poate fi definit ca cel mai mic numar pozitiv care adaugat in
sistemul de calcul F la unitate da in rezultat un numar cu virguld mobila ce apartine
din nou lui F si este strict mai mare ca 1, adica

fl(1+am )>1.
De exemplu, in sistemul de calcul F(10,4,-50,50) la rotunjirea prin trunchiere
am =103=0.001, deoarece
f(1.+0.001)=f1(0.1001-10%)=0.1001-10*>1
si nu existd un alt numar &v mai mic cu aceastd proprietate . La rotunjirea
corectd vom avea ev =0.005, fiindca
fl(1.+0.0005)=f1(0.10005-10')=0.1001-10*>1 .

La majoritatea masinilor de calcul se folosesc instructiuni Speciale care

determina modul de rotunjire. De aceea unul si acelasi program poate da rezultate

diferite Tn dependenta de modul de rotunjire stabilit de translator. Un mare numar de

compilatoare genereaza programul obiect ca sa foloseasca tdierca. Acest tip de
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rotunjire introduce o eroare mai mare decat regula obisnuita de rotunjire, care, dupa
cum s-a mai spus, foloseste mult timp de calculator daca este aplicata la fiecare
operatie aritmetica.

Pentru a afla care mod de rotunjire e folosit in programele compilatoare este

suficient si calculim unitatea de rotunjire a masinii eu. Dacid &, = B17¢, atunci
: g .. e : y 1,1
magina de calcul genereaza modul de rotunjire prin tdiere, iar daca &, = 5,81 £

genereaza modul de rotunjire corect.

De retinut ca si ceilalti parametri (g, t, U, L, osi 4) pot fi estimati direct la
calculator utilizand tehnicile de programare (software) ai acesteia. Programele si
argumentarea algoritmilor acestor programe poate fi gasitd in literatura de
specialitate, lucrari la care si-l trimitem pe cititor pentru a afla si alte detalii.

Trebuie de mentionat importanta ordinii efectudrii operatiilor aritmetice,
deoarece intr-o aritmetica a virgulei mobile nu au loc legile asociativa si distributiva.
Pentru unele sisteme de calcul

A+10)—-A+A+(1.0-4)
Intr-adevir, fie de exemplu t=40 si f=2. Atunci n cazul rotunjirii corecte
(240+1.0)-24=2
in cazul rotunjirii prin tdiere
(249+1.0)-2%0=0,
iar daca vom muta parantezele, pentru orice mod de rotunjire, vom avea
29+(1.0-240)=1.

Deci putem sintetiza ca operatiile aritmetice +, -, *, / se realizeaza la
calculatoarele numerice dupa cum urmeaza (prin X este notat rezultatul exact al
operatiei aritmetice):

1) dacd o < |x| < A, atunci rezultatul operatiei Se rotunjeste;

2) daca |x| < o, atunci rezultatul se anuleaza, adica apare un zero-masina;

3) daca |x| > A, atunci calculele se intrerup si apare un semnal de depasire.
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1.6. Efectul erorilor de rotunjire

Erorile introduse de calculator in procesul de calcul sunt erorile de rotunjire.
Aceste erori se propaga de la o operatie aritmetica la alta. Felul in care o eroare se

propaga depinde si de algoritmul de calcul. Aducem cateva exemple ilustrative.

1.6.1. Calculul mediei aritmetice

Media aritmetica dintre doua numere a si b poate fi calculata prin formulele :

c=42 (1.1)

2

c=a+22 (1.2)

2

Formula (1.1) necesita cu o operatie de adunare mai putin decat formula (1.2) dar
din punct de vedere al exactititii nu este intotdeauna cea mai buna. Intr-adevir, fie
ca calculele se efectueaza intr-o aritmetica zecimala ($=10) a virgulei mobile cu trei
cifre semnificative (t=3) si fie a=0.596 si b=0.600. Presupunem de asemenea ca are

loc rotunjirea corectd. Atunci

_0.596+0.600 1.20

c= > > = 0.600,

cu toate ca valoarea corecta a lui C este egala cu 0.598. Efectuand calculele dupa

formula (1.2), vom avea

0.600 — 0.596 0.004
¢ =0.596 + > = 0.596 + — = 0.598 .

Este necesar sa mentionam ca in exemplul dat in care inclinam pentru formula (1.2)
numerele a si b au acelagi semn.

Sa consideram acum un alt exemplu in care t=4 si se aplicd rotunjirea
prin taiere. Fie a=-3.483 iar b=8.765. Folosind formula (1.1) obtinem
—3.483 +8.765 5.282

= = 2.641
¢ 2 2
si acest rezultat este exact. Calculul dupa formula (1.2) ne da:
8.765 + 3.483 12.24
c =-—3483 + > = —3.483 + — =

= —3.483 + 6.120 = 2.637 .
14



Chiar daca s-ar efectua rotunjirea corecta rezultatul obtinut prin formula (1.2)
ar f1 diferit de valoarea exacta, deoarece in acest caz am avea c=2.642. Prin urmare,
n exemplul de mai sus, unde a si b sunt de semne diferite, vom prefera formula
(1.2).

Tn concluzie, este necesar de a ne folosi de una din formulele (1.1) sau (1.2), In
dependenta de semnele lui a si b: daca sign(a)=sign(b) atunci c=(a+b)/2; in caz

contrar c=a+(b-a)/2.

1.6.2. Evaluarea recurentd a unei integrale

Ne propunem sa calculam urmatoarea integrala :
1
I, =f x"e* ldx, n=12,..
0

Integrénd prin parti, obtinem|
1 1
J.Xnex_ldX — Xnex—l
0

1
— I nx"te*tdx,
0 0
Sau
L=1-n-1,_,, n=23..

Pentru n=1 avem

I, = jlxex‘ldx = 1
0 e
Fie aritmetica virgulei mobile cu f=10 si t=6. Utilizand formula de recurenta
I, =1—-—n-1,_4, obtinem:
I1 =0.367879, ls 0.127120,
I, ~0.264242, I7 ~0.110160,
I3 ~0.207274, ls ~0.118720,
l4 ~0.170904, lo ~-0.068480,
Is ~0.145480.
Desi x™e* > 0, Vx € [0,1] se observa ca pentru N=9 am obtinut 1,<0, evident
contradictoriu. Aparitia rezultatului eronat se datoreaza algoritmului utilizat. Pentru
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explicarea acestui fapt notam cu E, eroarea din I,. Atunci E; este eroarea din calculul
1/e=0.367879, deci E1~ 4.412-107". Se vede din formula de recurenta ca E.= -2E;,
Es= -3E>=(-2)-(-3)E1=3!E: s.a.m.d. Calculand En pentru n=9 vom gasi
Eo~ 91*4.412*107 ~0.1601,

care este Tn mod evident mai mare decét lo, intrucat valoarea exacta lg (cu trei cifre
semnificative ) este egald cu -0.06848+0.1601=0.0916. Se spune ca algoritmul de
calcul folosit este instabil.

Deci, se vede cd algoritmul constituie aici sursa erorilor. Pentru inldturarea

acestui neajuns vom rescrie formula de recurenta sub forma

1—1
Iy =— L n=23..

Tn acest caz eroarea din I, la fiecare pas se inmulteste la factorul 1/n. Prin
urmare, pornind cu In (N>1) am obtine In-1, In-2,..., I3, |2 i eroarea de rotunjire s-ar
micsora la fiecare iteratie. Despre astfel de algoritme se spune ca au o stabilitate

numericd. Pentru a calcula valoarea initiala In observam ca

1 N+l L
X 1
Iy < [xdx= R
n+l|0 n+1
si decli
liml,, = 0.
n—-oo

Alegand 120=0, se admite o eroare ce nu depaseste 1/21. Atunci eroarea in lig
nu va Tntrece (1/20)*(1/21) ~ 0.0024. Aceasta eroare se va micsora pand la 4-108 Tn
timpul calculului l1s si devine mai mica decat eroarea de rotunjire. Rezultatele

obtinute prin recurenta inversa sunt urmatoarele:

120 0.0, 114 =0.0627322,
119 #0.0500000, 113 ~0.0669477,
118 £0.0500000, 112 ~0.0717733,
117 =0.0527778, l11 =0.0773523,
l16 0.0557190, 110 ~0.0838771,
115 =0.0590176, lo =0.0916123.
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Deci este importantd alegerea corectd a algoritmului de calcul. Un algoritm de
calcul se numeste numeric stabil daca aplicat unei probleme cu date initiale “usor
perturbate” produce o solutic care aproape coincide cu solutia exacta (solutia

problemei cu datele initiale neperturbate).

1.6.3. Exemple de sisteme rdu conditionate

Fie sistemul liniar

{Sx — 331y =5,
6x — 397y =17.

Rezolvarea se poate face folosind algoritmul dat de regula lui Cramer

~331| _
~397

—331] _

_ _15 5
—397

2
332, 6 7

A=E 1, xzﬁ B

Solutia exacta a sistemului este x=332, y=5. Daca se reia sistemul de mai sus,
admitand insd o variatie mica a coeficientului 5 de pe langa x din prima ecuatie,
adica

{S.le — 331y =5,
6x — 397y =7,
acelasi procedeu de calcul ne conduce la solutia x=-111.7845..., y=-1.7070.... S-a
produs o catastrofa! Despre un astfel de sistem se spune ca este rau (Sau prost)

conditionat.

Un alt exemplu de sistem rdu conditionat :

{ x+ 2y =3,
0.499x + 1.001y = 1.5.

Solutia exacta este x=y=1.0, ceea ce se poate verifica prin substituire. Daca inlocuim
ecuatia a doua a sistemului dat cu ecuatia
0.5x+1.001y=1.5,

atunci solutia devine x=3, y=0.
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Sistemul de ecuatii

14x + 13y — 66z = 1,
12x + 11y — 13z =1,
11x + 10y + 4z =1,

admite o solutie unica
x=1, y=-1, z=0.
Inlocuim elementele din partea dreapta a sistemului (1, 1, 1) cu 1.001, 0.999 si 1.001
respectiv. Atunci, lucrand doar cu trei cifre semnificative, vom obtine
x=-0.683, y=0.843, z=0.006.

In practici solutia exactd nu se cunoaste, deci nu putem avea certitudinea ci
solutia aproximativa calculata este suficient de aproape de solutia exacta. Acest lucru
depinde, dupa cum se vede din cele cateva exemple de mai sus, atat de algoritmul
de calcul, cat si de insdsi problema considerata. Prin urmare, rezolvarea numericd
a unei probleme nu este o chestiune simpla, adica nu este suficient sa facem niste
calcule pentru a ajunge la solutia problemei. Mai este necesar de a studia si de a
face aprecieri, privind conditionarea problemei si stabilitatea numerica a

algoritmilor de calcul.
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