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Prefata

Lloyd N. Trefethen a propus uraoarea definitie a Analizei numerice:

Analiza numeria este studiul algoritmilor pentru rezolvarea problemelor
matematicii continue.

Cuvantul cheie este acela @dgoritmi. Desi foarte multe lu@ri nu evidentiaz acest
lucru, in centrul atentiei Analizei numericeasproiectarea si analiza algoritmilor de
rezolvare a unei anumite clase de probleme.

Problemele sunt cele dimatematica contird ,,Contini&” inseama aici faptul @
variabilele ce intervin aici sunt reale sau complexe; oplusontinuu este discret. Pe
scurt, am putea spuné@ @dnaliza numerig este Algoritmi@ contin@, in contrast cu
Algoritmica clasi@, care este Algoritmédiscred.

Este clar & deoarece numerele reale si complexe nu pot fi reprezentattin cal-
culator, ele trebuiegsfie aproximate printr-o reprezentare f&niDin acest moment inter-
vin erorile de rotunjire si iar este cladstudiul lor este unul din obiectivele importante
ale Analizei numerice. Au existat si mai eX@3$hca opinii care sustin& acesta este cel
mai important obiectiv. Un argumeint sprijinul acestei ideiinafa@ de omniprezenta
erorilor, este dat de metodele exacte de rezolvare a sikiedesecuatii liniare, cum ar
fi eliminarea gaussian

Dar, cele mai multe probleme ale matematicii continue ndipetolvate prin algo-
ritmi asa-zisi finiti, chiar presup@md prin absurd&am lucrdn aritmeti@ cu precizie
exach. Un prim exemplu care se poate da aici este problema @@zalwvei ecuatii po-
linomiale. Acest lucru se evidentiata problemele de valori si vectori proprii, dar apar
n orice problera ce presupune termeni neliniari sau derivate — deternarmm®urilor,
cuadraturi, ecuatii diferentiale si integrale, optzarie s.a.m.d.

Chiar da@ erorile de rotunjire ar dispare, Analiza numarar &amane. Aproxima-
rea numerelor, obiectivul aritmeticin virgula flotanf, este un subiect dificil si obo-
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sitor. Un obiectiv mai profund al Analizei numerice estecmarea necunoscutelor,
nu a cantidtilor cunoscute. Scopul este convergenta rapicproximatiilor si randria
specialistilor din acest domeniu este acegentru multe probleme s-au inventat algo-
ritmi care converg extrem de rapid. Dezvoltarea pachetidaalcul simbolic a micsorat
importanta erorilor de rotunjireafa a micsora importanta vitezei de conver@eaial-
goritmilor.

Definitia de mai sus nu surprindateva aspecte importantea acesti algoritmi sunt
implementati pe calculatoare, aror arhitectus poate fi o parte importadta proble-
mei; @& fiabilitatea si eficienta sunt obiective supren@aaumiti specialisin analiza
numeri@ scriu programe si altii demonstr@atzoremé& si lucrul cel mai important, &
toath munca estaplicata, aplicak cu succes la mii de aplicatii, pe milioane de compu-
tere din toah lumea. ,,Problemele matematicii continue” sunt problerpe care stiinta
si ingineria sunt construiteafa metode numerice, stiinta si ingineria, asa cum sumnt el
practicate asizi ar ajunge reped& impas. Ele sunt de asemenea problemele care au
preocupat cei mai multi matematicieni de la Newt@mpazi. La fel ca si cei ce se ocap
de matematica par specialistiin Analiza numerié sunt mostenitorii marii traditii a lui
Euler, Lagrange, Gauss si a altor mari matematicieni.

Radu Tiberiu Timbitas
Cluj-Napoca, iulie 2003

lexist multi specialisti foarte buni care le fac pezmdo
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2 Elemente de Teoria erorilor si aritmetim virgula flotana

Aprecierea preciziei rezultatelor calculelor este un direimportantin Analiza
numeri@. Se disting mai multe tipuri de erori care pot limita acagsecizie:

1. eroriin datele de intrare
2. erori de rotunjire
3. erori de aproximare

Erorile in datele de intrare suiihh afara (dincolo de) controlului calculelor. Ele se pot
datora, de exemplu, imperfectiunilor inerente akesomatorilor fizice.

Erorile de rotunjire apar dacse fac calcule cu numere aror reprezentare se
restange la un nui@r finit de cifre, asa cum satamphk de obicei.

Pentru al treilea tip de erori, multe metode nu dau solx#c& a problemei datg,
chiar da@ calculele se facfa rotunjire, ci mai degrabsolutia unei alte probleme mai
simpleP, care aproximeazP. De exemplu, problemB ainsunarii unei serii infinite:

1 1 1
6=1+ﬂ+5+§+"'

poate fiinlocuita cu problema mai simaP de ainsuma numai un nuat finit de termeni
ai seriei. Eroarea de aproximare astfel obg@nsg numesteroare de trunchiergotusi,
acest termen este de asemenea utilizat pentru erorile wigiretcomise prin stergerea
ultimelor cifre ale reprezeatii). Multe probleme de aproximare se se obtin prin , Jéisc
tizarea"“ problemei original®: integralele definite se aproximeaprin sume finite, de-
rivatele prin diferente, etdn astfel de cazuri, eroarea de aproximare se nunestre
de discretizareUnii autori extind termenul de ,,eroare de trunchiere“tpea acoperi
si eroarea de discretizare.

In acest capitol vom examina efectul general al erorilor mieare si de rotun-
jire asupra rezultatelor unui calcul. Erorile de aproxienaor fi discutatén capitolele
urmatoare é@nd vom trata metodele numerice individual.

1.1. Probleme numerice

Combinatia dintre o probleégnmatematia (PM), (de natux constructi@) si specifi-
catiile de precizie ale rezultatului (SP) se numggtdlend numeri@.

Exemplul 1.1.1. Fie f : R — R siz € R. Dorim sa calcudmy = f(z). In general
x nu este reprezentaljih calculator; din acest motiv vom lucra cu o aproximatea
sa,r* ~ x. De asemenea este posibil £aa nu poa fi calculaé exact; voninlocui f
Cu 0 aproximar#l a saf 4. Valoarea calculatin calculator va fif 4(z*). Deci problema
numeri@ este urratoarea:
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PM. dandu-ser si f, sa se calculezg(x);

SP. |f(z) — fa(a*)| <&, e dat. O

Problemele numerice apartin uneia din atoarele categorii:

Evaluarea unei functionale [ : 7 — R, cum ar fi, de exemplu, calcularea valo-
rii unei functii f(z), a derivatelorf’(x), f”(x), ... (derivare numerig), a integralelor
definiteff f(t)dt (integrare numert) si a normelof| f|| ,, etc.

Rezolvarea ecuatiilor algebrice determinarea valorilor unor necunoscute aflate
relatii algebrice prin rezolvarea unor sisteme de ecliaigre sau neliniare.

Rezolvarea unor ecuatii analitice determinarea functiilor (sau valorilor de functii)
solutii ale unei ecuatii operatoriale, cum ar fi ecuatdiferentiale ordinare sau cu deri-
vate partiale, ecuatiile integrale, ecuatii funcads etc.

Probleme de optimizare determinarea unor valori numerice particulare ale unor
functii, care optimizeaz (minimizeaa sau maximizeas o functie obiectiv, cu restrictii
sau fra restrictii. Problemele matematice constructive, dire gaovin problemele nu-

merice, pot fi privite ca o aplicatie abstract’ : X — Y intre do@d spatii liniare
normate.
In functie de care dintre carditile y, x sauF’ este necunoscain ecuatia

Fx =y,

avem de-a face cu problena direc§, o problena inversi sau oproblena de identifi-
care

F x Y
problena direch dat dat dorit
problena invers dat dorit || dat
problera de identificare| dorita || dat || dat

Exemplul 1.1.2 (Integrare). Evaluarea unei integrale definite

Fa = b:(:tdt
[ =t

este gproblend direct. In aceasi problena I : F — R este o functiona care aplia,
de exempluF = Cla, b] peR. Integrandul -in acest caz o functie definit pe[a, b] —
este dat, iar integrala= Fx trebuie determinat &

Exemplul 1.1.3 (Sistem de ecuatii liniare).Solutia sistemului de ecuatii liniare
Ax =b, A e RV, x,beR"

este oproblend@ invers tipica. Aplicatia liniad I este caracterizatden? coeficienti
(elementele luid). Vectorulb (imaginea) este dat, iar vectorul(care este transformat
in b) trebuie determinat. &
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Exemplul 1.1.4 (Analiza unei mixturi). Trebuie determinatcompozitia unei mixturi
de substante care se evagpoPresupudind @ in unitatea de timp se evaoo canti-
tate fixak din fiecare substagfse poate utiliza uratorul model dependent de timp al
mixturii

y(t) = e (1.1.2)
i=1

In afafa de cantitile initialey;,, : = 1,2, ..., m side ratele de evaporakg, . . . , k,, ale
substantelor necunoscute, namml m de substante este de asemenea necunoscud. Dac
la momentelé,, ..., t, se masoaa cantifiley, . . ., y,, trebuie determinati parametrii
Yios kiy 7 = 1, m Sim ai aplicatiei

F: (t17-.-7tn) — (yl,...,yn) = (Zyioekitlw"azyioekitn) 7
i=1 i=1

deci avem gproblend de identificare Pentru oricen € {1,2,...,n/2} (cel mult2 -
n/2 = n necunoscutén acest caz) se podiecerca minimizarea distanfiitre functia
model (1.1.1) si valorile date, care poate fi deéiptin

n m 2
Tm = Z (% - Z%oe_kitj> . (1.1.2)
j=1 i=1

Aceasta este o problénrinver@ extrem de dificl (problena de estimatie neliniaj.
Minimul trebuie determinat folosind tehnici de optimizaxerestrictii. Valoarea rezidu-
ului minim 7, face posibi& determinarea valorii lui. care poate fi utilizat pentru cea
mai buré adaptare a modelului la datele de intrare. Totusi, aaeaghsemf minimi-
zarea luir,,, fara restrictii asupra luin, ci mai degrah a nu alegen mai mare deat este
necesarin scopul de a obtine modelul cel mai simplu posibil. &

1.2. Masuri ale erorii

Definifia 1.2.1 Fie X un spatiu liniar normatA C X siz € X. Un element* € A se
numesteproximand a lui x din A (notatiex* ~ x).

Definitia 1.2.2 Daca =* este o aproxima@ta lui z diferenfaAx = = — z* se numeste
eroareiar

[Az|| = [l2* — =] (1.2.1)

se numesteroare absolat
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Definitia 1.2.3 Expresia

| Azl

oxr =
2|

r#0 (1.2.2)
se numesteroare relatié

Observatia 1.2.4.

1. Deoarecén practi@ = este necunoscut, se foloseste aproximarea=
Daa ||Az|| este mic comparativ cu*, atunci aproximanta este bain

[Az]

ll{| -

2. Da@ X =R, se lucrea cuéz = 22 i Az = z* — z. o

1.3. Eroarea propagag

Fief:R" — R,z = (z1,...,2,) Siz* = («f,..., ;). Dorim sa evalam eroa-
rea absolu si relathd A f si respectiv f cand se aproximeazf (x) prin f(x*). Aceste
erori se numeserori propagate deoarece ne spun cum se propagoarea initia (ab-
solut sau relatig) pe parcursul calcatii lui f. Sa presupunemecr = z* + Ax, unde
Az = (Azy,...,Ax,). Pentru eroarea abscéuavem (folosind formula lui Taylor)

Af = f(a] + Axy, ... 2, + Ax,) — f(2],...2)) =

unded € [(z3,...,z%), (] + Axy, ..., 2} + Ax,)].

Daca Az; sunt suficient de mici, atunéiz; Az; sunt neglijabile comparativ ciiz;
si obtinem

- 5,
Af ~ ZAmia—;(ﬂ,...x;). (1.3.1)
=1 g

Pentru eroarea relafivavem

n of * n
A W(x ) 0 .
i =1

1

= Zx*chl lnf ).

Deci

- * a *
0f =) o In f(z*)dx;. (1.3.2)
=1 3
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De o mare importa@dtpracti@ este si problema invexrscu ce precizie trebuie apro-
ximate datele pentru ca rezultatad aith o precizie dat? Adi@, dandu-se= > 0, cat
trebuie & fie Ax; saudz;, i = 1,n astfelincat A f saud f < ? O metod de rezolvare
se bazeaz peprincipiul efectelor egalese presupunegctoti termenii care intervifin
(1.3.1) sau (1.3.2) au acelasi efect, adic

af of
NAr; =...= NAzx,,.
ox] (27) Az 835;;(3:) n
Din (1.3.1) se obtine
Az; =~ Af (1.3.3)
n gg(:c*)
Analog,
5, — of _ (1.3.4)

22 In f(2*)

t O}

n

1.4. Reprezentaredn virgul a flotanta

1.4.1. Parametrii reprezentrii

Desi au fost propuse mai multe reprezgnpentru numerele reale, reprezentdrea
virgula flotan este cea maés@ndita. Parametrii reprezeinti in virgula flotana sunt
bazai (intotdeauna pai), preciziap, exponentul maxing,,,, Si cel minime,;,, toate
numere naturaldn general, un nu@r in virgula flotan& se repreziit sub forma

Tr = :l:do.dldg e dp,1 X ﬁe, 0<d; < 6 (141)

undedy.did; . . . d,—; Se numesteemnificansaumantisa, iar e exponent Valoarea lui
x este
+(do + di T+ doyBE A4 A dy, PV (1.4.2)

Pentru ca reprezentar@a virgula flotang s fie uni@, numerele flotante seormali-
zeaa, adica se modifia reprezentarea (nu valoarea) asifeht d, # 0. Zero se repre-
zinta cal.0 x Bemi=~—1, In acest mod ordinea numesicizuah a numerelor reale nenega-
tive corespunde ordinii lexicografice a repreZeiitor flotante (cu exponentiih singa
semnificantului).

Termenul denumar Tn virgula flotan& este utilizat pentru a desemna un rarmeal
care poate fi reprezentat exaeivirgula flotana.

Distributia numereloin virgula flotana pe axa real apardn figura 1.1.

Fiecare interval de formgs¢, 5¢™!) din R contine 5?7 numerein virgula flotan&
(numarul posibil de semnificanti). Interval(, 5°=i») este gol si din acest motiv se in-
troducnumerele denormalizatadica numere cu semnificantul de forma;ds . . . d,—;
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i

|
T
O Bemin Bemin-‘-1 Bemin-'.2 Bemin-'-3

Figura 1.1: Distributia numereldn virgula flotan& pe axa real (fara denormalizare)

si exponentulse=i=—1, Faptul @ se admit numere denormalizate sau nu se corssider
a fi un parametru suplimentar al reprezeiit Multimea numereloin virgula flotana
pentru un set de parametri dati ai repreaeinse va nota cu

F (5, p, €min, €max, denorm),  denorm € {true, false}.

Distributia numereloin virgula flotan& cand se admite denormalizarea aparégura
1.2.

T T T O O A B | | | I I I I |

RN L T T T T T T T T
e e +1 e +2 e +3

o B min B min B min B min

Figura 1.2: Distributia numereldn virgula flotan& pe axa real (cu denormalizare)

Aceasé multime nu coincide cR din urmatoarele motive:

1. este o submultime firdta luiQ;

2. pentruz € R putem avedz| > [ x (%= (depasire superioad) saulz| <
1.0 x gemin (depasire inferioad).

Operatiile aritmetice uzuale &3, p, €min, €max, denorm) se noteaa cud, o, ®,
@, iar functiile uzuale cu SIN, COS, EXP, LN, SQRT s.a.m#, ®, ®) nu este corp
deoarece

oy @zF£zd(yYoz) (@RYE2z#£10(YE?2)
TBYR2zA£rR 2P YR 2.
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Pentru ndsurarea erorii de reprezentdreafala de eroare relatdy; se folosestalps
— units in thelastplace (unigti in ultima pozitie). Daé nurarul z se reprezird prin
do.dvdy .. .d,—1 x (3¢ atunci eroarea este

’do.dldg Ce dp,1 — Z/ﬁe‘ ﬁpflulps.

Eroarea relati& ce corespunde l?]zulps este
1 1 &
B8P < ylps < =37P
507" < gulps < 5677,

caci eroarea absolateste).0...03 x ¢, cuff = §, iar numitorul este cupringtre
——
p

(¢ si B x (3¢. Valoareaeps = gﬁ‘p se numestepsilon-ul masinii

Rotunjirea implicia se face dupregula cifrei pare: dacr = do.dy ... d,_1d, ...
sid, > § rotunjirea se facén sus, da& d, < g rotunjirea se facén jos, iar daa
d, = § si printre cifrele eliminate exiatuna nenw rotunjirea se factn sus, iafin caz
contrar ultima cifé pastraé este par. Da@ notm cufl operatia de rotunjire, operatiile
aritmetice dinF se pot defini prin

rey="fl(zxoy). (1.4.3)

Se pot alege si alte variante de rotunjireat mai degrtat de 0, spre-oo, spre-+oo,
spre 0 (trunchiere)n rationamentele asupra operatiiior virgula flotan vom folosi
urmatorul model

Va,y € F, 30 cu|d| < eps astfelincatz © y = (x o y)(1 + 9). (1.4.4)

In cuvinte, orice operatién aritmeticain virgulé flotan# este exaét para la o eroare
relativa de cel muleps.
Formula (1.4.4) se numesé&ioma fundamentala aritmeticiiin virgula flotang.

1.4.2. Anularea

Din formulele pentru eroarea reladi(1.3.2), da@z ~ z(1 + 0,) Siy ~ y(1 + 9,),
avem urnatoarele expresii pentru erorile relative ale operatiovirgula flotané:

Say = 05+ 6, (1.4.5)
Sujy = 00 — 0, (1.4.6)
Sapy = ———0p + —2—4 (1.4.7)

Tr+y x+yy
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Singura operatie criticdin punct de vedere al erorii estéderea a daucantiati apro-
piatex ~ y, cazin cared,_, — co. Acest fenomen se numeste anulare si este reprezen-
tat graficin figura 1.3. Aicib, v, b” sunt cifre binare acceptabile, igfurile reprezin

cifre binare contaminate de eroare (gunoaie — garbage}ibié notat &, gunoi - gunoi

= gunoi, dar mai important, normalizarea rayrima cifa contamina de pe pozitia a
12-a pe pozitia a treia.

X =1 /0 |1|1]0|O0|1]|O[1|D |b |glglglyg e

y =]1 (0 [1/1]0[0|1|O0|1]|br|br|glglyglyg e

Xy =10 [0 [0/0[0][0O|O[O[O[V |V |glglglyg e
=10V glglglg| 2|77 |72 27177 e-9

Figura 1.3: Anularea

Anularea este de dawtipuri: benigr, cand se scad d@ucantifti exacte scatas-
trofald, cand se scad d@ucantiéti deja rotunjite. Programatorul trebuig fe constient
de posibilitatea aparitiei aréuii Si sAincerce a o evite. Expresiilén care apare anu-
larea trebuie rescrise, iar o anulare catastéofia@buieintotdeauna transforngin una
benigra. Vom dain continuare ateva exemple de araui catastrofale si modul de trans-
formare a lor .

Exemplul 1.4.1. Dacda =~ b, atunci expresia® — b* se transforrain (a — b)(a + b).
Forma initiak este de preferdt cazul @nda > b saub > a. O

Exemplul 1.4.2. Dac anularea apai@atr-o expresie cu radicali, se amplédicu conju-
gata:

5
Ve+d—yr=——— o0=0.
Ve Va+0++/x O

Exemplul 1.4.3. Diferenta valorilor unei functii pentru argumente apedp se trans-
forma folosind formula lui Taylor:

52

fla+0) = fle) = d0f (@) + Z f'(@) +--- [ eCal]. o

Exemplul 1.4.4. La ecuatia de gradul al doilear® + bz + ¢ = 0, anularea poateas
apad da@b? > 4ac. Formulele uzuale

b+ VT4
o= 0T : ac (1.4.8)
a
b2 _ 4
1y = 0 VO~ dac (1.4.9)

2a
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pot &2 condué la anulare astfel: pentfu> 0 anularea apare la calculul luj, iar pentru
b < 0 anularea apare la calculul luy. Remediul esteasamplifiam cu conjugata

2c
T = 1.4.10
! —b—Vb? — 4dac ( )
2c

= 1.4.11
2 —b+ Vb — dac ( )
si s utilizamin primul caz formulele (1.4.10) si (1.4.9), iar al doilea caz (1.4.8) si
(1.4.11). O

1.5. Standardizarea reprezendrii n virgul a flotanta

Exista dow standarde diferite pentru calculim virgula flotank: IEEE 754 care
prevedeS = 2 si IEEE 854 care permite = 2 sau = 10, dar lag o mai mare
libertate de reprezentare. Ne vom ocupa numai de primudlatan

Parametrii standardului se dautabela 1.1.

Precizia
Simpla | Simpla exting | Dubla | Dubla exting
p 24 > 32 53 > 64
Cmax +127 > +1023 +1023| > +16383
Cmin -126 < —1022 21022 | < —16382
dim. exponent 8 > 11 11 > 15
dim. nunar 32 > 43 64 > 79

Tabela 1.1: Parametrii reprezarit flotante

Motivele pentru formatele extinse sunt:
1. o mai bum precizie;

2. pentru conversia din bindn zecimal si invers este nevoie de 9 cifresimpg
precizie si de 17 cifrén dubk precizie.

Motivul pentru carée,,;,| < enq. este acelaal/2°~» nu trebuie & dea degsire.

Operatiille®, 5, ®, © trebuie & fie exact rotunjite. Precizia aceasta se asigur
douwa cifre de gard si un bit suplimentar.

Reprezentarea exponentului se numesjpeezentare cu exponent deplasadicain
loc dee se reprezirée + D, undeD este fixat la alegerea reprezaiiit

In cazul IEEE 754D = 127.
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1.5.1. Cantiati speciale

In standardul IEEE 754 exBurmatoarele cantiti speciale:

Exponent Semnificant Ce repreznt
€= €min — 1 f=0 +0

€= €min — 1 f#0 0.f x 26min
Cmin < € < emaz 1.f x2°

€= €nazr + 1 f=0 +o00

e = emaz + 1 f+0 NaN

NaN. Avem de fapt o familie de valori NaN, operatiile ilegale saedeterminate
conduc la NaN»>o+ (—o0), 0 X 00, 0/0, 0o /00, z REM 0, co REM y, /2 pentruz < 0.
Daca un operand este NaN rezultatul va fi tot NaN.

Infinit. 1/0 = 0o, —1/0 = —o0. Valorile infinite dau posibilitatea contiwii calcu-
lului, lucru mai sigur de@t abortarea sau returnarea celui mai mareanuneprezentabil.

1= pentruz = oo da rezultatul 0.

Zero cu semn.Avem doi de 0:+0, —0; relatiile +0 = —0 si —0 < 400 sunt
ade\arate. Avantaje: tratarea sindph de@sirilor inferioare si discontinuatilor. Se face
distinctieintrelog 0 = —oo Silog x = NaN pentruz < 0. Fara 0 cu semn nu s-ar putea
face distinctie la logaritrintre un nunar negativ care @desire superioarsi 0.

1.6. Conditionarea unei probleme
Putem @ndi o problera ca o aplicatie
fR™ =R" y= f(z). (1.6.1)

Ne intereseaz sensibilitatea aplicatiéntr-un punct dat: la mici perturbatii ale
argumentului, adi& cat de mare sauat de mi@ este perturbatia luj comparativ cu
perturbatia luiz. In particular, dorim & masuém gradul de sensibilitate printr-un singur
numar, nunarul de conditionare al aplicati¢i in punctulz. Vom presupune&f este
calculai exact, cu precizie infirat Conditionarea luif este deci o proprietate inereit
a functiei f si nu depinde de nici o consideratie algoritrditegat de implementarea
sa.

Aceasta ninseama @ determinarea conditianii unei probleme este nerelevant
pentru orice solutie algoritméca problemei. Din cordr. Motivul este acelaasolutia
calculad cu (1.6.1)y* (utilizand un algoritm specific si aritmetiéa virgula flotang)
este (si acest lucru se poate demonstra) solutia uneligmeb,, apropiate”

y* = f(z7) (1.6.2)
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Ccu
rr=x4+9 (1.6.3)

si, mai mult, distantdd|| = ||=* — x|| poate fi estimatin termeni de precizie a masinii.
Deci, da@ stim &t de tare sauat de slab reactioneaaplicatia la mici perturbatii, cum

ar fi 0 in (1.6.3), putem spune ceva despre erogfea y a solutiei cauzat de aceaat
perturbatie.

Se poate considera si conditionaiie&re aplicatii mai generale, dar pentru imple-
mendri practice este suficienasie limiam la cazul finit dimensional.
Fie

l':[ml,)xm]TERm’ y:[y177yn]TeRn7
Yv = fV('Ilw"al‘m)a V:L_nw

y,, va fi privit ca o functie de o singarvariabib z,,

Ofv
Koz
You = (cond,,, f)(z) = £ (1.6.4)
» = (condy, f)(a) = | =%
Aceasta ne @ o matrice de numere de conditionare
of1 9f1
1 oxq Tm Oxm
(x) o file)
I'(z) = SN : = [you(2)] (1.6.5)
6fn dfn
z1 oxq Tm dxm
si vom lua canurér de conditionare
(cond f)(z) = [IT'()]]. (1.6.6)

Alt & abordare. Consideam norma| - ||«

m 9 y
A =3 a—fA (= fu(e + Ax) — f,(z))

of,
O Ly

8fl,

Ty

Ay, | < Z

pu=1

Az, < max

< maX

z,
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Am obtinut
of
[AY[loo < Az B (1.6.7)
Z [ee)
unde
oA Oh Of
of | 9B 9B 9B
J(x) === | o o frm | € R" x R™ (1.6.8)
Ox : S -
Ofn  Ofn Ofn
oxr1 Ox2 0Tm

este matricea jacobiara lui f

|8l _ Nzl 131l | 1Aw]
Wllee = If@e 2l
Estimarea (1.6.9) este mai grosiefeét (1.6.4).
Dacm = n = 1 Tn ambele abordti se obtine
zf'(x)
/()

(1.6.9)

(cond f)(z) =

Y

pentruz # 0, y # 0.
Dacz = 0 Ay # 0 se considex eroarea absol@pentrur si eroarea relaté pentru

_|f@).
(cond f)fa) = |55

pentruy = 0 A x # 0 se ia eroarea absolupentruy si eroarea relat& pentruz, iar
pentrur =y =0

Y

(cond f)(z) = f'(x).
Exemplul 1.6.1 (Sisteme de ecuatii liniare algebrice)Dandu-se matriced € R™*"
si vectorulb € R™ sa se rezolve sistemul

Az = b. (1.6.10)

Aici datele de intrare sunt elementele Wi b, iar rezultatul este vectorul Pentru
a simplifica lucrurile & presupuneméacA este o matrice fixatcare nu se schimasi a
b ar putea fi perturbat. Avem aplicatfa: R — R" dat de

x = f(b) ;= A",

. ey ) _ . A .
care este liniax. DeC|8—{: = A~!siutilizand (1.6.9) obtinem
oA™Y [ Az|[[|A
cond f)(b) = = ,

(cond DO = Ty = A

_ || Az]]
max(cond f)(b) = max 2]
b#0 b#£0

1 1 (1.6.11)
JA7H = [[AIIATH]. &




14 Elemente de Teoria erorilor si aritmetin virgula flotana

Numarul ||A|[||[A~]| se numeste nuam de conditionare al matricel si se noteaa
cond A.
cond A = [|A||||A71.

Vom reveni asupra acestei problefimecapitolul 2, consacrat rez@vii sistemelor de
ecuatii algebrice liniare.

1.7. Conditionarea unui algoritm

Fie problema
fR™ =R" y=f(z). (21.7.2)

Impreur& cuf se da un algoritmA care rezol problema. Adié dandu-se un vector
x € F(B, D, €min, €maz, denorm), algoritmul A produce un vectoy, (in aritmeticain
virgula flotan®), despre care se presupurgeaproximeaz y = f(x). Astfel avem o
aplicatief 4, ce descrie moduh care problemg este rezolvat de algoritmulA

fA ]Fm() —>Fn(), yA:fA(fL‘).
Pentru a putea analizg facem urnatoarea ipotez de baa
(IB) VazelF"3zaecF": fa(z)= f(za). (1.7.2)

Adica, solutia calcula@t corespurénd unei anumite indéiri = este solutia exaétpentru
o0 alta intrare, diferid de primay; 4 (nu neagrat nunar in virgula flotan®, si nici unic
determinad) despre care span @ este apropiatdex. Cu Gt gasim unx , mai apropiat
dex, cu afit avem mai marencrederén algoritm.

Definim conditionarea luiA Tn x compaénd eroarea relativla intrare cweps:

o lwa — 2]
(cond A)(z) = inf ———— / eps.
za | /
Justificare:

5 I @) A= nfQ) e 1 afl)

() f(x) z  eps f(x)

Infimumul se ia dup toti x4 ce satisfagix = f(z4). in practi@ se poate lua orice
valoarex 4 Si se obtine o margine superi@aa nunarului de conditionare

(cond A)(z) < el (1.7.3)



1.8. Eroarea global 15

1.8. Eroarea globa&

Consideam din nou problema:
fR™ =R" y= f(z). (1.8.1)

Aceasta este problema (matemajialealizad, in care datele sunt numere reale, iar
solutia este solutia matemaiexach. Cand o rezolamin aritmetican virgula flotang,
Cu preciziaeps, utilizand un algoritmA4, rotunjim lainceput toate datele si acestora nu
le apliam f, i f4.

z* = x rotunijit, =g, yy= falz").

Aici ¢ este eroarea de rotunjire. Ea poate proveni si din altego&sugtori). Eroarea

total este .
i — vl .

[yl
Pe baza ipotezei (1.7.2, IB) akegdx , optimal avem

fa(@®) = f(27),
i i = (cond A)(x*)eps. (1.8.2)

Fiey* = f(«*). Avem utilizand inegalitatea triunghiului

lya—oll  Mwa -yl Iy —wll IIyA—*y I, Iy :yH
Iy Iy Iy | |

Am presupus &||y|| ~ ||y*||. Din (1.8.2) rezul pentru primul termen

v =yl fae) = F@ I — Sl
| 1/ )l [ACol
< (cond f)(x*)w = (cond f)(z")(cond A)(z*)eps,

[Eal

iar pentru al doilea

ly” = wll _ 15 = F@ - ona o =21 2 cond (e
ol = e S eond D) T = (ond f(@)e

Presupuéind @ (cond f)(z*) = (cond f)(z) obtinem

—Hyjﬁy_ﬂ vl < (cond f)(x)[e + (cond A)(z*)eps]. (1.8.3)

Interpretare: erorilén date seps contribuieimpreura la eroarea total Ambele sunt
amplificate de conditionarea problemei, dar ultima estpldicata si de conditionarea
algoritmului.
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1.9. Probleme prost conditionate si probleme incorect
puse

Daca nun@rul de conditionare al unei probleme este méarer(d f)(x) > 1), atunci
chiar pentru erori (relative) mici trebuié sie aste@atm la erori foarte marin datele
de iesire. Astfel de probleme se numgsobleme prost conditionatdNu este posibil
sa tragem o linie cla& de demarcatigntre problemele bine conditionate si cele prost
conditionate. O categorizare a unei problémerost conditionat sau bine conditiona-
ta depinde de specificatiile de precizie. Ratorim ca

ly* — yall

<T
[yl

sin (1.8.3)(cond f)(x)e > 7, atunci problema este sigur prost conditi@nat

Este important & se aleag o limita rezonab#é pentru eroare,&ci in caz contrar,
chiar da@ crestem nu@rul de iteratii, nu vom putea creste precizia.

Dac rezultatul unei probleme matematice depinde discontdeudate ce variaz
continuu, atunci este imposibil de dat o solutie nun&agproblemein veciratatea dis-
continuittii. In astfel de cazuri rezultatul poate fi perturbat subsadnthiar dad datele
de intrare sunt precise si utiim aritmetica de precizie multgl Astfel de probleme se
numesarobleme incorect pus® problend incorect pug poate 8 apaé, de exemplu,
dac un rezultaintreg este calculat din date reale (@&déate care vari@continuu), de
exemplu nurarul de adacini reale ale unei functii sau rangul unei matrice.

Exemplul 1.9.1 (Nunmarul de zerouri reale ale unui polinom). Ecuatia
Py(z,c0) = o+ — 22% + 2

are una, doa sau trei adacini reale, dup cumc, este strict pozitiv, zero sau strict
negativ (vezi figura 1.4). Deci, pentru valori ale hyi apropiate de zero, numul de
zerouri reale ale luP; este o problerincorect pus. %

1.10. Stabilitatea

1.10.1. Notatii asimptotice

Aceasé subsectiune introduce notatiile asimptotice deabgizéteva abuzuri co-
mune.
Pentru o functie datg(n) vom nota cu9(g(n)) multimea de functii

O(g(n)) ={f(n) : Je1,c2,m0 >0 0 < c19(n) < f(n) < cag(n) ¥n < ng}.
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2 2 2
15 150 15
1 it 1
0.5 05} 05
(o] or ol
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1t -1
-15 -15} -15
= o 1 2 = o 1 2 =

Figura 1.4: Problei@incorect pua

DesiO(g(n)) este o multime; scrienfi(n) = ©(g(n)) pentru a indica faptul&f(n)
O©(g(n)). Acest abuz de egalitate pentru a nota apartenenta la gnmeuttoate prea
la inceput confuz, dar vom vedea are anumite avantaje. Vom spurieg¢n) este o
margine asimptoti& stansa (assymptotically tight boungdentruf(n).

Definitia multimii ©(g(n)) necesié ca fiecare membru al e die asimptotic nene-
gativ, adida f(n) > 0 candn este suficient de marén consecing g(n) trebuie & fie
si ea asimptotic negaiy caci altfel©(g(n)) este vid. Din acest motiv vom presupune
ca fiecare functie utiliz&tn interiorul notatiei® este asimptotic nenegadivAceast
presupunere are loc si pentru celelate notatii asimqeatare vor fi definitén acest
capitol.

Pentru o functie datg(n) vom nota cuD(g(n)) multimea de functii

)
O(g(n)) ={f(n): Je,ne 0 < f(n) < cg(n), ¥n = not.
)

Pentru a indica faptulecf (n) este un membru al lub(g(n)) scriemf(n) = O(g(n)).
Obsenam @ f(n) = O(g(n)) = f(n) = O(g(n), deoarece notati@ este mai tare
dedt notatiaO. Utilizand notatiile din teoria multimilor aver®(g(n)) € O(g(n)).
Una dintre propriedtile ciudate ale notatiei este ace@aic= O(n?).

Pentru o functie datg(n) vom nota prirf2(g(n)) multimea de functii

Qg(n)) ={f(n): Je,no 0 <cg(n) < f(n), ¥n > ny}.

Aceasé notatie furnizeaz o margine asimptoti@ inferioard. Din definitiile notatiilor
asimptotice se obtine imediat:

f(n) =O(g(n)) <= f(n) = O(g(n)) A f(n) = Q(g(n)).
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Spunem & functiile f sig : N — R suntasimptotic echivalentaotatie~ da@

lim le.

n—co g(n)

Extinderea notatiilor asimptotice la multimea numereéale este natural De exemplu
f(t) = O(g(t)) inseama & exish o constardt pozitiva C' astfelincat pentru orice
suficient de apropiat de o linditsubintelead (de exemplu — oo saut — 0) avem

()] < Cy(t). (1.10.1)

1.10.2. Precizie si stabilitate

Vom considera @roblena ca fiind o aplicatief : X — Y, undeX si Y sunt spatii
liniare normate (pentru scopurile noastre ne vom limitadaut finit dimensional). Ne
va interesa comportarea probleriair-un punct particula € X (comportarea poate
diferi de la un punct la altul). Combinatia unei problerheu niste date prescrisese
va numiinstang a problemeidar se obisnuiesteasse utilizeze termenul daroblena
pentru ambele notiuni.

Numerele complexe sunt reprezentate printr-o pereche mergin virgula flotang
si operatiile elementare se realizagze aceaatreprezentare. Rezultatul este acela c
axioma (1.4.4) este valaBiki pentru numere complexe, excapd faptul @ la operatiile
® si @ eps trebuie narit cu un factor d@/? si respectiv2®/2,

Un algoritm va fi privit ca o aplicati¢, : X — Y, undeX si Y sunt ca mai sus.
Fie f o problend, un calculator al@rui sistem de numefi@ virgula flotan& satisface
(1.4.4)), dar nu ne&pat (1.4.3), un algoritnf, pentruf si o implementare a acestui
algoritm sub form de program pe calculatod, toate fixate. @ndu-se o datx <
X, 0 vom rotunji la un nurar in virgula flotan& si apoi o vom furniza programului.
Rezultatul este o colectie de numéameirgula flotan&é care apartin spatiulti (deoarece
algoritmul a fost concepuisrezolvef). Vom numi acest rezultat calculgt ().

Excepfind cazul trivial f, nu poate fi contind. Vom spune& un algoritmf, pentru
problemayf esteprecis da@ pentru orice: € X, eroarea sa relatwerifia

[fa(z) = f(2)]]
1f ()]

Daca problemaf este prost conditionat obiectivul preciziei, asa cum este definit
de (1.10.2) este nerezonabil de ambitios. Erorile de jivtuin datele de intrare sunt
inevitabile pe calculatoare numerice si chiar@tmate calculele uratoare se realizeaz
perfect, aceaatperturbatie ne conduce la o modificare semnifidagivezultatuluiin
loc &4 urmarim preciziain toate cazurile este mai rezonakdl srmarim stabilitatea.

= O(eps). (1.10.2)
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Spunem & algoritmul f, pentru problemg’ estestabil da@ pentru oricer € X
exisé unz cu

% — O(eps) (1.10.3)
astielincat 1ale) - F@)
A\L) — T . o
per o A0

In cuvinte, un algoritm stabil ne & un &spuns aproape corect la o probeaproape
exach

Multi dintre algoritmii din algebra linigk numeri@ satisfac o conditie care este mai
puterni@ si mai simph deét stabilitatea. Spunenaan algoritmf, pentru problema
f esteregresiv stabilbackward stable) dac

|7 — | ~

Ve € X 3z cu = O(eps) astfelincat fa(z) = f(z). (1.10.5)

]

Aceasta este @ntarire a definitiei stabildtii in sensul & O(eps) din (1.10.4) a fost
inlocuit cu 0.In cuvinte,un algoritm este regresiv stabil dada raspunsul corect la o
problena aproape exaat

Observatia 1.10.1.Semnificatia notatiei
||cantitate calcula@| = O(eps) (1.10.6)
este urmatoarea:

e ||cantitate calcula@| reprezink norma unui nu@r sau a unei colectii de numere
determinate de algoritmuyl, pentru o problerda f, depin&and aét de datele de
intrarex € X ale lui f cat si deeps. Un exemplu este eroarea relativ

e Procesul implicit de trecere la linditesteeps — 0 (adic@eps corespunde luf din
(1.10.1)).

e O se apli@ uniform tuturor datelor € X. La formularea rezultatelor de stabili-
tate aceastuniformitate va fi implicid.

e Pentru orice aritmeti pe calculator particularps este o cantitate fixat Cand
vorbim despre limiteeps — 0, consideam o idealizare a unui calculator sau a
unei familii de calculatoare. Ecuatia (1.10i6seama c da@ rulam algoritmul
n caua pe calculatoare ce satisfac (1.4.3) si (1.4.4) pentryirudeseps-uri
descresator ce tinde &tre zero, se garantéara ||cantitate calcul@t| descreste
proportional ceps sau mai repede. Acestor calculatoare ideale li se Gesatss-
faca doar (1.4.3) si (1.4.4) si nimic altceva.
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e Constanta implicé din notatiaD poate depinde si de dimensiunile argumentelor
(de exemplu pentru rezolvarea unui sistdm = b de dimensiunile lui si b). in
generaljn probleme practice, cresterea erorii datérdimensiunii este leat dar
pot exista situatiin care & apaa factori cum ar f2™, care fac astfel de margini
inutile Tn practi@. O

Datorita echivalentei normelor pe spatii finit dimensionale,tpeproblemelef si
algoritmii 4 definite pe astfel de spatii, proprégile de precizie, stabilitate si stabilitate
regresia au loc sau nu independent de alegerea normelor.

1.10.3. Analiza regresia a erorilor

Stabilitatea regres&vimplica preciziain sens relativ.

Teorema 1.10.2Presupunemase apli@ un algoritm regresiv stabif, unei probleme
f X — Y cu nun@rul de conditionare(cond f)(z) pe un calculator ce satisface
(1.4.3)si (1.4.4) Atunci eroarea relatia satisface

[fa(z) — f(@)]]
1/ ()l

Demonstratie.Din definitia (1.10.5) a stabiBii regresive, exigtunz € X ce satisface

= O ((cond f)(x)eps). (1.10.7)

astfelincat f4(z) = f(z). Din definitia (1.6.5) si (1.6.6) a lujcond f)(z) aceasta

implica
[fa(z) — f(2)]] |z — |
1f ()] [zl

undeo(1) desemneaz o cantitate ce converg@tce zero &ndeps — 0. Combirand
aceste deliméri se obtine (1.10.7)]

< ((cond f)(z) + o(1)) (1.10.8)

Procesul urmain demonstratia teoremei 1.10.2 este cunoscut sub nureelaad
liza regresiva a erorilor (backward error analysis). Se obtine o estimatie a piediz
doi pasi. Primul pas este investigarea condéigirproblemei. Cedllalt este investigarea
stabilitatii propriu-zise a algoritmului. Conform teoremei 1.10dac& algoritmul este
regresiv stabil, atunci precizia firdateflech acel nurar de conditionare.

In afar de analiza regresiva erorilor, exist si 0 analia direch sauprogresiva. Aici
se estimeaz erorile de rotunjire la fiecare pas si apoi modul cum se congpin final
un total (sectiunea 1.3).
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Experienta a aatat @ pentru cei mai multi algoritmi ai algebrei liniare nunoeri
analiza progres# a erorilor este mai greu de realizat @tecea regresa. Cei mai buni
algoritmi pentru cele mai multe probleme ale algebrei lmiaumerice nu fac altceva
mai bun deét = calculeze solutia exactpentru niste date usor perturbate. Analiza
regresia este o metarde rationament bine adaf@atcestei situatii.
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Exista dowa clase de metode de rezolvare a sistemelor algebricediniatodedi-
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p=1 p=2 p=3 p=o
1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.1: Sfera unitate pentru pagunorme

2.1. Elemente de Analia matriciala

p-norma unui vector € K" se defineste prin

n 1/p
el = (z w) L <peno
=1

Pentrup = oo norma este defiratprin

o = maxa].
Norma||- || se numestaorma euclidiard, ||-||; se numestaorma Minkowskjiar || - ||«
se numesteorma Celisev In figura 2.1 apar reprezentate sferele unitatdiversep-
norme.

Fie A € K™, Polinomulp(\) = det(A — AI) se numest@olinomul caracteristic
al lui A. Radacinile lui p se numeswalori proprii ale lui A, iar da@ \ este o valoare
proprie a luiA vectorulz # 0 cu proprietatea& (A — Al)x = 0 se numesteector
propriu al lui A corespunator valorii proprii\.

Valoareap(A) = max{|A| A valoare proprie a luA} se numesteaza spectraé a
matriceiA. Vom nota cuA” transpusa Iui si cu A* transpusa conjugata lui A.

Definitia 2.1.1 O matrice A se numeste:
normah, dac AA* = A*A;

unita, daca AA* = A*A = I,

hermitiarg, dac@a A = A*;

ortogonad, dac AAT = ATA =1, Areald;

a & 0 Dk

simetri@, dac&d A = A7, A reala.
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Definitia 2.1.2 O norma matriciah este o aplicatid| - | : K”*" — R care pentru orice
A, B € K™*" sia € K verifica urmatoarele relatii

(NM1) [[A[| =0, Al = 0 & A= On;
(NM2) [l Al = |af[|Al);

(NM3) [[A + B|| < [|A]l + [|BI};
(NM4) [[AB]| < [|A[[|[B]|

Primele trei propriditi ne spun & || - || este o norra peK™*", care este si spatiu
vectorial de dimensiunewn, iar (NM4) este specific normelor matriciale. Un mijloc
simplu de construire a normelor matriciale este atonul: fiind da& o norna vectoriaa
| - || peC", aplicatial| - || : C"** — R

Av

|A]l = sup Il _ sup [|Av| = sup [[Av]
veCn |UH veCn veCn

v#0 lvll<1 [lvll=1

este 0 norra matriciah numit norma matriciala subordona (normei vectoriale date)
saunorma naturah (indusa de norma dat).

Observatia 2.1.3. 1. Aceste norme matriciale subordonate sunt un caz paatieill
normei unei aplicatii liniared : K™ — K",

2. O norna subordonat verifia || || = 1.

3. Da@ matriceaA este read, marginea superio@ra raportuluil|Av||/||v|| este
atinsa pentru vectori reali (vezi teorema uiitoare). O

Sa calcuém acum normele subordonate normelor vectotjalg,, || - ||z, || - ||co-
Teorema 2.1.4Fie A € K™"*(C). Atunci

Av
I e e B
i

veCn\{0} HUH

[Av]lo _
|Aljo := sup = axz ],

veC™\{0} ||U||oo

Av .
szwpiﬁcwmw=WmmaMM
vecm\ o) |[V]]2

Norma|| - ||, este invariaré la transforndrile unitare,
UU" =1 = [|All = [[AU]}; = [|[UA[l2 = [U" AU 2.
Altfel spus, da& A este normad, atunci
AA* = A"A = ||A]l2 = p(A).
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Demonstratie.Pentru orice vector avem

[Avlly = 1) aijv;

< Z|%|Z|%’| <
7 7 7
< <m?XZ\az‘j|> [[v]]1-
7

Pentru a ata @ max ), |a,;;| este efectiv cel mai mic nuam « pentru care are loc
J

|Av||y < aljv]|1, ¥ v € C", sa construim un vectar (care depinde dd) astfelincat

| Aul, = {m;xz !aij|} luls.
%
Daa j, este un indice ce verific
m]axz DA
% 7

atunci vectoruk, are componentele;, = 0 pentru: # jo, u,, = 1.

La fel
Zaz‘ﬂ}j < (m?XZ|aij|> ]| 00-
J

J

[Av][oe = max
(2

Fie iy un indice ce verifia

m?XZ Jai| =D laig]-
j j

Qi i o o e o
Vectorulu de componente; = ’ ©L dada;,; # 0, u; = 1 dada,;,; = 0 verifica
Wigj

[Aulloo = {mgxz !aijl} [l oo
J

Deoareced A* este hermitia@, exisd 0 descompunere propried* = QAQ*, unde
() este o0 matrice unitar(ale @rei coloane sunt vectori proprii) 4i este matricea dia-
gonak a valorilor proprii, care trebuiédie toate reale. Dacar exista o valoare proprie
negati\ siq ar fi vectorul propriu corespuéifor, am aved < ||Aq||3 = ¢" ATAq =
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¢"Ag = Aq|3. Deci

1Al IAally _ | AADY L QA )
w20 |[zlly  2#0 2|2 70 (41

* V¥ AO* 1/2 *A 1/2 >\12

iy (@ x)*Qw) e WA v

z#0 Qx| v#0 |yl v A\ DY
oyl
< max v/ Amax >
T uA V2w

egalitatea are loc dag este o coloaa convenabil ale@sa matricei identitate.

Sa aatam @ p(A*A) = p(AA*). Da@a p(A*A) > 0 existé p astfelincatp # 0,
A*Ap = p(A*A)p si Ap # 0 (p(A*A) > 0). CumAp # 0 si AA*(Ap) = p(A*A)Ap
rezulb @0 < p(A*A) < p(AA*) sidecip(AA*) = p(A*A) caci (A*)" = A. Daa
p(A*A) = 0, avemp(AA*) = 0. Deciin toate cazurild|A||3 = p(A*A) = p(AA*) =
1A*3.

Invarianta normej| - ||, la transfornari unitare nu este déactraducerea egaditilor

p(A*A) = p(U* A*AU) = p(A*U*UA) = p(U* A*UU* AU).

in fine, da@ A este normal, exish o matrice U astfel incat U*AU =
diag(\(A)) < A.Tn aceste condifii

A*A = (UNU*)'UANU = UD*AU*,
ceea ce ne arata
p(A*A) = p(A*A) = max [\ (A)* = (p(A))”.
U

Observatia 2.1.5. 1) Da@ A este hermitiad sau simetri@ (deci normad),
[All2 = p(A).
2) Da@ A este unita@ sau ortogonal (deci normad),

1All2 = v/p(A*A) = /p(I) = 1.

3) Teorema 2.1.4 ne spuna matricele normale si norm ||, verifica

[A]l2 = p(A).



28 Rezolvarea numerca sistemelor de ecuatii algebrice liniare

(4) Normal|.||« se mai numeste norma Cifev sau m-norég normd|.||; norma lui
Minkowski sau |-norma, iar normd|.||, norma euclidiar. &

Teorema 2.1.6 (1) Fie A o matrice fatratica oarecare si|| - || 0 norma matriciala
oarecare (subordonatsau nu). Atunci

p(A) < [l A]. (2.1.1)

(2) Fiind dat o matriceA si un nunar ¢ > 0, exist cel putin o norra matriciala
subordonad astfelincat

[A]l < p(A) +e. (2.1.2)

Demonstratie.(1) Fiep un vector ce verifiap # 0, Ap = Ap,
astfelincatpq’ # 0. Deoarece

p(A)llpg" || = |Apg” || = | Apg™ || < |Allllpg" |,

Al = p(A) siq unvector

rezulé (2.1.1).
(2) Fie A o matrice da. Exish o matrice inversal@lU astfelincat U1 AU este
triunghiula@ superior (de fapt/ este unitad). De exemplu

)\1 t19 t13 Ce tl,n
)\2 t23 Ce tgm
U AU = - :
)\nfl tnfl,n

An

scalarii\; fiind valorile proprii ale matriceA. (Pentru demonstratie a se vedea teorema
7.2.6 din capitolul refcapvalpr.) Figoui scalaw # 0 1i asociem matricea

Ds = diag(1,6,6%,...,6" 1),

astfel ca
A Otig 0%ty ... 0"y,
Xo  Otoz ... 0" %y,
(UD;) ' A(UD;) = . :
A1 Otn_1n
An

Fiind date > 0, fixamo astfel ca

n
Y |0y <e, 1<i<n—L
J=i+1



2.1. Elemente de Analizmatriciah 29

Atunci aplicatia
I-1: B € K™" — ||B]| = [[(UDs) "' B(UD5)||co,
care depinde dd si dec raspunde problemeintr-adevar, avem pe de o parte
A < p(A) +¢

conform alegerii lui si definitiei normei| - || ([[cijllco = max; 3~ |ci;]) si pe de ak
parte ea este o noamatricial subordonat normei vectoriale

v EK" = [[(UDs) ™ v]o.
U

Un exemplu important de no@mesubordonateste dat de teorema dtoare.
Teorema 2.1.7 Aplicatia|| - ||z : K™*™ — R defini@ prin

1/2
”AHE = {ZZ |aij|2} — {tT‘(A*A)}l/2

este o0 norra matriciala nesubordondit, invarianf la transfornarile unitare
UU*=1= ||Allg=AU|lg = [[UA|g = [U"AU||g

si care verifia
[Alls < |Allz < VnllAlls, VA € K™

Demonstratie.|| - ||z este norma euclididgnpe K™*" de dimensiune:®. Proprietatea
(NM4) se demonstreazcu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz

IABI% = > 1 ajbiy| < ZJ {Ek: |a¢k|2} {; \W} _

1,3 k

= {Z |aikl2} {Z \sz|2} = [ AIZIBI%
ik .l

Aceas& norn@ nu este subordoréatdeoarecd|/||x = /n. Da@ U este o matrice
unita’a

|A|% = tr(A*A) = tr(U*A*AU) =

= AU = tr(UA"UA) = |UA] .
In fine inegaliitile din enunt rezul din inegaliétile
p(A*A) < tr(A*A) < np(A*A).
U
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Normal|.|| se numestaorma Frobenius.

Teorema 2.1.8Fie B 0 matrice f@tratica. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) lim B* = 0;

k—o00

(2) lim B*» =0, Vv e K"

k—oo

(3) p(B) < 1;

(4) Exist o norné matriciala subordonai astfelincat || B|| < 1.
Demonstratie.(1) = (2)

1B* [l < [[B*[[lv]| = lim B*v =0

(2) = (3) Da@ p(B) > 1 putem @sip astfelincatp # 0, Bp = Ap, |A| > 1. Atunci
sirul de vectori B*p).cy ar putea & nu convearg catre 0.
B)= 4 p(B) < 1= d| - | astfelincat||B|| < p(B) +¢, Ve > 0deci|B| < 1.
(4) = (1) Este suficient&apli@m inegalitated B*|| < || B||*. O

2.2. Conditionarea unui sistem liniar

Fie sistemul (exemplul este datorat lui Wilson)

107 8 7 7 32
75 6 5 z || 23
8 6 10 9 zs || 33 |
75 9 10 4 31

cu solutia(1,1,1,1)” si consideam sistemul perturbain care membrul drept este
foarte putin modificat, matrice@amarand neschimbat

75 6 5 z+omy || 22,9
8§ 6 10 9 x3+oxy | | 331 |7
75 9 10 Tq+ 0xy 30.9

cu solutia(9.2, —12.6,4.5, —1.1)T. Altfel spus, o eroare de 1/20a date (aici compo-
nentele din membrul drept) atrage o eroare redatie 10/1 asupra rezultatului, deci o
marire a erorii relative de ordin 2000!
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Consideam acum sistemul @nd de acea&tdab matricea perturbat

10 7T 81 72 1+ Axy 32
708 504 6 5 ro+Axy | | 23
8 598 989 9 r3+Axy || 33
6.99 499 9 998 Ty + Axy 31

cu solutia(—81, 137, —34, 22)". Din nou, o variatie miain datele de intrare (aici, ele-
mentele matricei) modific complet rezultatul (solutia sistemului liniar). Mat& are
un aspect ,,bun“, ea este simedideterminantul ei este 1, iar inversa ei este

25 —41 10 —6
—41 68 —17 10
10 —-17 5 =3 |’
-6 10 -3 2

care este de asemenea simpatic
Sa analiam aceste fenomenén primul caz se @ o matriceinversabif A si se
compaa solutiileexacter si x + dx ale sistemelor

Az =10
A(x + 0x) = b+ 0b.

Fie||-|| o norma vectoriah oarecare §|-|| norma matricigk subordonat Din egali&tile
dr = A~16bsib = Az se deduce

1Az]] < [JAZH[[]6b]],  [1bl] < [JA[lll]]-

Eroarea relatia a rezultatulu "l‘if'“ este majoratin functie de eroarea relafiva datelor
prin
16|

[|]]

_1,,1160]]
< [|Al]]]A le-

In al doilea caz, &nd matricea varidz avem de comparat solutiile exacte ale siste-
melor

Az =10
(A+ AA)(x + Az) =b.

Din egalitateaAz = —A'AA(z + Ax) se deduce

1Az < AT [IAA]||z + Ax]]
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care se mai poate scrie

||Az|] 1 [AA]|
Tt < AA NS5
||z + Ax]| 1Al
Daa@ A este nesingular, nunarul
cond(A) = [|A[l||A™]] (2.2.1)

se numestaunar de conditionareal matriceiA.
Se poate da o estimare a naalui de conditionarén care & intervira simultan si
perturbatiile luiA si ale luib. Consideam sistemul parametrizat, cu parametrul

(A+tAA)x(t) = b+ tAD, z(0) = x.
MatriceaA fiind nesingulad, functiar este diferentiabéiin ¢ = 0:
#(0) = A~ (Ab — AAz).
Dezvoltarea Taylor a lui(t) este da de
x(t) =z +t2(0) + O(t?).
Rezult ca eroarea absolatpoate fi estimatutilizand

1Az(@)]] = l|l=(t) — 2l < [¢] 12" (0)[| + O(t*)
< [t [[ AT (lAb] + IAA] |2]1) + O)

si datori® lui ||b]| < ||Al|||«|| obtinem pentru eroarea reladiv

1< (B naan) + o) @222)

Introduc@nd notatiile

|AA] |AD]
pa(t) = ||||A|| po(t) == H||b||

pentru erorile relativén A si b, estimarea erorii (2.2.2) se scrie sub forma

T8 < cond(A) (pa + pp) + O(t2).
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Exemplul 2.2.1 (Exemple de matrice prost conditionate)Matricea lui Hilbert *
H, = (hij), cUh; = iﬂ%l, i,7 = 1,n are ordinul de rarime al nunarului de
conditionare relativ la norma euclidiaridat de Szeiy)

<\/§ + 1)4n+4

COndg(Hn) ~ W

Pentru diverse valori ale lui se obtine

n ‘ condy(H,,)
10| 1.6 - 10"

20| 2.45-10%8
40| 7.65 - 10°8

Un alt exemplu este matricea Vandermonde. Dalementele sunt echidistarite
[-1,1], atunci

David Hilbert (1862-1943) a fost cel mai important reprezen
tant al scolii matematice din&tingen. Contributiile sale fun-
damentalén aproape toate domeniile matematicii — alggbr
teoria numerelor, geometrie, ecuatii integrale, calewiational

si fundamentele matematicii — $n particular cele 23 de
probleme celebre pe care le-a propns1900 la un congres
international al matematicienilor de la Paris, au dat un ino
puls si 0 noa directie matematicii din secolul al XX-lea.

Gabor Sze§ (1895-1985) Unul dintre cei mai importanti ma-
tematicieni maghiari din secolul al XX-lea. Contributinpor-
tantein domeniul problemelor extremale si matricelor Toeplitz
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2.3. Metode exacte

2.3.1. Metoda elimirarii a lui Gauss

Sa considesm sistemul liniar dex ecuatii cun necunoscute
Ax =D, (2.3.1)
undeAd € K™*", p ¢ K»*! sunt date, iar € K**! este necunoscuta, sau scris detaliat

a1, + a19x9 + -+ - + a1y, = b1 (El)
a21%1 + A2%o + -+ + Agpxy, = bo  (F2)

(2.3.2)
Ap1T1 + ApaTo + ... + Ty = by (Ey)
Metoda elimirdrii a lui Gaus$ are doi etape:
el) transformarea sistemului datr-unul echivalent, triunghiular;
e2) rezolvarea sistemului triunghiular prin substitumeersa.
La rezolvarea sistemului (2.3.1) sau (2.3.2) sunt permigg@toarele operatii:

1. EcuatiaF; poate filnmultita cu\ € K*. Aceash operatie se va nota ¢uF;) —
(E3).

2. Ecuatial; poate filnmulfita cu\ € K* si adunah la ecuatial;, iar rezultatul
utilizat in locul lui £;, notatie( E; + AE;) — (E;).

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a fost unul dirgire ¢
mai mari matematicieni ai secolului al riprezecelea si pro-
babil al tuturor timpurilor. A tait aproape toatviatain Gottin-
gen, unde a fost directorul observatorului astronomic 4arde

in timpul studentiei la @ttingen, Gauss a descoperit poli-
gonul cu 17 laturi poate fi construit cu rigla si compasut, re
zolvand astfel o probleéndeschia a antichitii. in dizertatia
sa a dat prima demonstratie a teoremei fundamentale a alge-
brei. A avut contributii fundamental@ teoria numerelor, geo-
metrie diferentiad si neeuclidiad, functii eliptice si hipergeo-
metrice, mecani cereast si geodezie si diverse ramuri ale fi-
zicii, in special magnetism si op&icEforturile sale de calcii
mecanica cereadcsi geodezie, bazate pe principiul celor mai
mici patrate, au necesitat rezolvarea maaualunor sisteme
de ecuatii liniare mari, la care a utilizat metodele cumnbsc
asfizi sub numele de eliminare gaussiagi metoda relaii.
Lucrarile lui Gaussin domeniul cuadraturilor numerice con-
tinua munca predecesoriloaisNewton si Cotes.
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3. EcuatiileE; si E; pot fi interschimbate, notatigZ;) «— (E;).

Pentru a exprima convenabil operatiile necesare pergnstormarea sistemulin
unul triunghiular vom lucra cu matricea extins

a11 Q12 Ain A1,n+1
~ a21 Q22 Q2p a2 n+1
A=[Ab =] . .

an1  Ap2 Apn A n+1

CUa;nt1 = b;.

Presupuéind @ a;; # 0, vom elimina coeficientii luiz; din E;, pentruj = 2,n
prin operatia( E; — (aj1/a11)E1) — (E;). Vom proceda apoi la fel cu coeficientii lui
x;, pentrui = 2,n — 1, j =i+ 1,n. Aceasta este posibil dae;; # 0. B

Procedura poate fi desdiisistfel: se formedzo secverit de matrice extinsg ™,
A®, . A undeA™) = A5i A®) are elementele!;’ date de

(EZ. ]

(k-1)
i k-1 E E
(k—1) k-1 | — (Ei)

Ap_1k—1

sau deddsurat

ag?_l), pentru i=1,k—-1, j=1,n+1
07 pentru Z:k7n7]217k_1
a(k) = k—1
b - a; 1;1) (k—1)
ag? D _ @Tak—l,j pentru  i=kmn, j=kn+1
k—1,k—1
Observatia 2.3.1. Nota;iaag’) semnifi@ valoarea elementuluj; la pasulp. &
Astfel
r 1 1 1 1 1 1 T
0 aypp Gy .. Gypy Ayp oo G, aé?%ﬂ
) _ : ' :
k—1 k—1 k-1 (k—1)
al(cfl,llfl al(cfl,lz al(cflﬂ)z ak(kl),n+1
0l ) | e
: : : (k)
L 0 0 (11(1]2 Clgfn) an,n+l
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reprezina sistemul liniar echivalenh care variabilac;_, a fost eliminaé din ecuatiile
Ey, Exi, . .., E,. Sistemul corespuor lui A™ este un sistem triunghiular echivalent
cu sistemul initial

(1) (1) (1)

ag,nJrl
a§22)1‘2 +eeet aéi)xn = ag,T)“LJrl
a;’}@)xn = ag?r)wrl
Se obtine
T, — CLSLT,Ln-l—l
)
siin general
1 i ~ R —
T = G <az(‘,7)1+1 — Z az(»j)xj> , t=n-—1,1.
Qy; j=i+1

Pentru ca proceduradie aplicabih trebuie cazl(f) #0,i=1,n. Elementulag) se
numesteelement pivatDaa in timpul algoritmului de eliminare gaussiita pasul
se obtine pivotuhg;) = 0, se poate face interschimbarea de i) < (E,), unde
k+1 < p < n este cel mai miéntreg cu proprietate(a;? £ 0. In practic sunt necesare
astfel de operatii chiar $n cazul @nd pivotul este nenul. Aceasta din cawua un pivot
micin comparatie cu elementele care urnéedaga elin aceeasi coloa@nduce la erori de
rotunjire substantiale. Aceasta se poate remediadabtbga pivot elementul din aceeasi
coloara care este situat sub diagoigi care are cea mai mare valoare absglati@
determirandp astfelincat

jay| = max |af})
p k<i<n ' °

si apoi idnd(Ey) < (E,). Aceash tehni@ se numestpivotare maximal pe coloa@
saupivotare partiaf.

O alta tehni@ care reduce erorile si preampira anuérilein aritmetica flotard este
pivotarea scala pe coload. La primul pas se defineste un factor de scalare pentru
fiecare linie

n
5; = max |a;;| saus; = Z |ail.
j=1ln j=1

Dac exish: astfelincat s; = 0, matricea este singuir
La pasii urnatori se determia ce interschiméri se vor realiza. La pasulse deter-
mina cel mai midntregp, i < p < n, pentru care
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si apoi(E;) < (E,). Efectul scakrii este de a ne asigura elementul cel mai mare din
fiecare coloaa are narimea relatia 11nainte de a realiza comparatiile pentru inters-
chimbarea liniilor. Scalarea se realizaatoarin scop de comparatie, asaimpartirea

cu factorul de scalare nu produce erori de rotunjire. O a tredtoé este cea a pivatii
totale (sau maximale). La aceasheto@ la pasuk se determia

max{|a;|, i = k,n, j =k,n}

si se realizeaz si interschiméri de linii si de coloane.
Pivotarea a fost introdasde Goldstine si von Neumaiiim 1947 [23].
Daca matriceaA este singula si are rangup — 1 atunci se obtine

- 1 1 1 1 1 .
agl) a§2) e ag,)—l agp) e a’gn) ag,r)z—l-l
(2) (2 (2) (2) 2
L L B ) S a2,n+1
0 0o ... ag’_L;_l aép_l,; .. al(jp_l’% aé’%1)77)1+1
0 0o ... 0 0 e 0 a%f,)LH
| 0 0o ... 0 0 0 Upny1

intl = bgp) = 0,7 = p, n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat, iar

dac@ existq € {p,...,n} astfeITncétaff}LH = b £ 0 sistemul este incompatibil.

Deci metodele de eliminare de tip Gauss perndt e¢zolvarea &t si discutia siste-
melor de ecuatii liniare.

Dac o

Observatia 2.3.2.Dam d@teva sugestii care pot duce laburatatirea timpului de
executie.

1. La metodele de pivotare nu este nevaess realizeze fizic interschimbarea de
linii si/sau coloane, ci se potastra unul (sau doi vectori) de perratitp(q) cu
semnificatigp[i](¢[¢]) este linia (coloana) care a fost interschingat linia (co-
loana)i.

2. Elementele de sub diagoadkare devin 0) potssnu fie calculate.

3. MatriceaA se poate inversa rez@wad sistemuldz = e, k = 1, n, undee;, sunt
vectorii bazei canonice di{”. Metoda se numeste metoda ecuatiilor simultgne.

Sa analizm metoda elimiarii a lui Gauss. Descrierea ei apanealgoritmul 2.1.
Camasura a complexitii vom considera nuarul de operatii aritmetice flotante,
desemnate prescurtat pflops
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In corpul ciclului interior, liniile 10-11 avergn — 2i + 3 flops, deci pentriintreg
ciclul (n —)(2n — 2¢ + 3) flops. Pentru ciclul exterior avem un total general de

n—1 r
2 3
(n—i)(2n — 2i +3) ~ %

i=1

Pentru substitutia inveasavemo (n?) flops.
Total general@(n?).

Algoritmul 2.1 Rezoha sistemuldx = b prin metoda elimiarii a lui Gauss
Intrare: Matricea extin@ A = (a;5), i =1,n, j=1,n+1
lesire: Solutillezq, ..., x, sau un mesaj de eroare
{Eliminare}
1. for i:=1ton—1do

2:  Fiep cel mai micintreg: < p <nsia,, #0
3. if Apthen
4: mesaj ('A solutie uni@’); STOP
5 endif
6. if p=#£ithen
o (B) e (E)
8. endif
9. forj:=i+1 tondo
10: mji = aji/i;
11: (EJ — m]ZEZ) — (E]>,
12 end for
13: end for

14: if a,,, = 0 then
15:  mesaj (‘A solutie uni@’); STOP
16: end if
{Substitutie invera}
17: Ty = Appt1/Cnn;
18: for i :==n — 1 downto 1 do

190 @z = |Qin+1 — Z ai;T;i| /a;
j=i+1

20: end for

21: Extrage(zy, ..., x,) {succe$ STOP.
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2.4. Metode bazate pe factorizare

2.4.1. Descompunerea LU

Teorema 2.4.1Daca eliminarea gaussiam pentru sistemulz = b se poate realiza
fara interschim@ri de linii, atunci A se poate factorizén A = LU, L - triunghiulara
inferior, U - triunghiulara superior (Perecheél, U) se numestdescompunerealU a
matricei A).

Avantaje. Ar =b< LUx =b< Ly=bAUx =y.

Dacd avem de rezolvat mai multe sisterde = b;, i = 1,m, fiecare rezolvare
dureaa ©(n?); dad se factorizeazlainceput rezolvarea unui sistem dura&x(n?),
factorizarea dure@o (n?).

Observatia 2.4.2. U este matricea triunghiularsuperior obtini@ in urma elimir@rii
gaussiene, iak este matricea multiplicatorilor;;. O

Daa eliminarea gaussiarse face cu interschirab avem de asemeneh= LU,
dar L nu este triunghiula inferior.

Metoda obtinuh se numeste factorizard’.

Situatii &nd eliminarea gaussiarse facedra interschim@ri:

- A este diagonal dominaape linii, adi@

n

]aii\ >Z]aij], 2:1,n
j=1
J#i

- A este pozitiv defind (V « # 0 2* Az > 0).

Demonstratia teoremei 2.4.1schig) Pentrun > 1 partifioram A astfel

11 ‘ a2 ... Qip
21 | Q22 ... Q2 ay; w*
A= . . . = A )
v
Ap1 | Qp2 ... Qpp

unde:v - vector coloaa de dimensiune — 1, w* - vector linie de dimensiune — 1.
Putem factorizad prin

A— a1 w* . 1 0 a1 w*
v A | wan I 0 A —vw*/ap |’
Matricea A’ — vw*/a;; se numesteomplement Schurl lui A in raport cua,;. Se

continua apoi cu descompunerea recuésivcomplementului Schur:

A" —vw*/ay = L'U".
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1 0 a1 w*
A= L U/Cln I, ] [
_ 1 0 a1 w* .
o U/CLH ]n—l :| |: 0 L,U, :|
. I 1 0 a1y w*
o U/CLH L/ |: 0 U/ 1

O

Exemplul 2.4.3. Sa se calculeze descompunerea LU a matricei

213 1 5
A 6|13 5 19
2119 10 23
4110 11 31
Matricea initiah este
213 1 5
314 2 4
1116 9 18
214 9 21
iar primul complement Schur
13 5 19 3
A —vwfay, =19 10 23 | —| 1 | (315) =
10 11 31 2
13 5 19 9 3 15 4 2 4
=119 20 23 |- 3 1 5 | =1 16 9 18
10 11 31 6 2 10 4 9 21

Continldm cu descompunerea recuésa complementilor Schur de ordinul 2 si 1:
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A'—vw*fay =17T-7-2=3

Verificare:
2 3 1 5 1000 2 3 15
6 13 5 19| | 3100 0 4 2 4
2 19 10 23 1 410 0O 01 2
4 10 11 31 21 71 000 3 %

Avem mai multe posibiliti de alegere pentru; Si ¢;;, i = 1,n. De exemplu da&
¢;; = 1 avemfactorizare Doolittle dac@u;; = 1 avemfactorizare Crout

2.4.2. Descompunere LUP

Ideea din spatele descompundrili/ P este de a &si 3 matrice ptraticeL, U si P
undeL - triunghiulai@ inferior,U - triunghiulaia superiorP matrice de permutare, astfel
incat PA = LU.

Tripletul (L, U, P) se va numdescompunereal P a matriceiA.

Rezolvarea sistemululz = b este echivale@atcu rezolvarea a dawsisteme triun-
ghiulare, deoarece

Ar=b<s LUr=Pb<s Ly=PbANUx =y

Si
Ar = P 'LUx = P’lLy = P 'Pb=0.

Vom alege ca pivoin locul luia;; elementul,;. Efectul esténmultirea cu o matrice
de permutaré):

ol am wt | 1 0 a1 w*
QA= [ v A } o {v/akl I, } [ 0 A —ow*/ag
Determiram mai departe descompuneiigd P a complementului Schur.
P'(A" —vw* Jay) = L'U".

Definim
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care este tot o matrice de permutare. Avem acum

0
PA= fy]QA:

0 1 0 ap1 w* _
P’ viag I,_1 0 A —ovw/ag |

_ 1 0 Al w* B
| Pv/a P’ 0 A —ow/ap

1T 1T 1
O = O =

1 0 a1 w*
o i P,'U/G,kl [n,1 0 P/(A/ — U’w*/ak1>
_ [ 1 0 agp  w* | 1 0 ap; w*
o i P’v/akl [n,1 0 Lu’ - P/U/Clkl L 0 U’ '

De notat @in acest rationament, &tvectorul coloaa ct si complementul Schur se
Tnmultesc cu matricea de permutdrée

Exemplul 2.4.4. Sa se calculeze descompunerea LUP a matricei

2 0 2 06
3 3 4 =2

5 5 4 2
-1 -2 34 -1
12 0 2 06 3] 5 5 4 2
213 3 4 =2 213 3 4 =2
35 5 4 2 12 0 2 06
41-1 =2 34 -1 4/-1 =2 34 -1
3.4 =2 0.6 0 1.6 —3.2
0 2 06 |—|04](542=| -2 04 —02
—2 34 -1 0.2 ~1 42 —06
3 5 5 4 2 3.5 5 4 2
2 06 0 1.6 —3.2 2 06 0 16 —32
1 04 -2 04 —02 1 04 -2 04 —0.2
402 -1 42 -0.6 4 -02 -1 42 —0.6
3.5 5 4 2 3.5 5 4 2
1 04 —2 04 —0.2 1 04 -2 04 —02
2 06 0 16 —32 2 06 0 1.6 —3.2
4 -02 -1 42 06 4 02 —05 4 -05
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3 5 5 4 2 3 5 5 4 2
1 04 -2 04 —02 1 04 -2 04 —02
2 06 0 16 —32 4 -02 05 4 —05
4 -02 05 4 —05 2 06 0 16 —32
3 5 5 4 2
1 04 —2 04 —0.2
4 02 05 4 —05
2 06 0 04 -3
0010 2 0 2 06
1000 3 3 4 -2 |
000 1 5 5 4 2 |°
0100 1 -2 34 -1
1 0 00 5 5 4 2
| 04 1 00 0 —2 04 —02
| 02 05 10 0 0 4 —05
06 0 04 1 0 0 0 -3 o

2.4.3. Factorizarea Cholesky

Matricele hermitiene pozitiv definite pot fi descompuseactori triunghiulari de
doua ori mai repede dét matricele generale. Algoritmul standard pentru aceéesta
torizarea CholesKy este o variart a elimir@rii gaussiene ce operdaafit la séinga ét
si la dreapta matricei,gsténd si explo@nd simetria.

Sistemele cu matrice hermitiene pozitiv definite @am rol importanfn algebra
liniara numeri@ siin aplicatii. Datoria legilor fundamentale ale fizicii, multe matrice
care intervirin probleme practice sunt de acest tip.

Reamintim @teva propriéiti ale matricelor hermitiene. Dacl este o matricen x
m hermitiara pozitiv definik si X este o matrice de ti;» x n de rang maxim, cu
m > n, atunci matriceaX *AX este de asemenea hermiigoozitiv definit deoarece
(X*AX)" = X*A*X = X*AX si pentru orice vector # 0 avemXz # 0 si astfel
7 (X*AX)x = (Xx)" A(Xz) > 0. Alegand pe post d& o matricem x n cu un 1
in fiecare coloaa si zerain rest, putem scrie orice submatrice princgpalx n a lui A

4Andre-Louis Cholesky (1875-1918) ofiter francez, spésiiah topografie si geodezie, a activiat
Creta si Africa de nordnainteainceperii primului Bzboi mondial. A dezvoltat metoda car@oarté nu-
mele si a aplicat-o la calculul solutiilor ecuatiilormmaale pentru probleme de aproximénesensul celor
mai mici patrate care apdn geodezie. Lucrarea sa a fost publicapbstunin 1924, de étre camaradul
sau Bendt, in Bulletin Geodesique. Se par@ @ luat parte la misiunea militafrancez din Ronaniain
timpul primului razboi mondial.
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sub formaX*AX. De aceea, orice submatrice princigpal lui A trebuie & fie pozitiv
definita. in particular, orice element diagonal al ldieste un nurér real pozitiv.

Valorile proprii ale unei matrice hermitiene pozitiv defaisunt de asemenea nu-
mere reale pozitive, DacAx = Az pentrux # 0, avemz*Ax = Az*x > 0 Si deci
A > 0 si reciproc, da& toate valorile proprii sunt definite, atundi este pozitiv defini.
Vectorii proprii ce corespund valorilor proprii distincie unei matrice hermitiene sunt
ortogonali. Presupunenaciz; = \jx; Si Axg = Aaxo CUN # Ag. Atunci

XXy = o] ATy = x5 Axy = Mrdry = Majxs,

ag @ (A — \)zjxe = 0. Deoarece\; # Ao, rezul @dxjz, = 0. Matricele hermitiene
sunt de asemenea normale{* = A*A = A?).
O factorizare Choleskg unei matriced este o descompunere de forma

A=R'R, ri; > 0, (241)
undeR este o matrice triunghiularsuperior.

Teorema 2.4.50rice matrice hermitiai pozitiv definid A € C™*™ are o factorizare
Cholesky(2.4.1)unica.

Demonstratie.(Existenta) Deoarecd este hermitiaa si pozitiv defini a;; > 0 Si
putem punex = ,/a;;. Obsenam @

. a1 w*
A= k]

| a0 1 0 a wa | .
[w/a ]} {O K—ww*/au} {O I }RlAlRl'

Acesta este pasul de liazare este repetat factorizarea Cholesky. Submatricea
K — ww* /a4 fiind o submatrice principalde tip(m — 1) x (m — 1) a matricei pozitiv
definite R¥ AR; "este pozitiv defini si deci elementul ei situé coltul din sénga sus
este pozitiv. Se aratprin inductie & toate submatricele care aparcursul factoriarii
sunt pozitiv definite sprocesul nu poate esu@ontinilam cu factorizarea lud; =
R3As R, si astfel A = Ry R; Ay Ry Ry; procesul poate continuaapa se ajunge la coltul
din dreapta jos, obtgndu-se

P R

(2.4.2)

care are chiar forma doéat

(Unicitatea) De fapt procedeul de mai sus stabileste giitatea. La fiecare pas
(2.4.2), valoarex = ,/a;; este determinatdin forma factoriarii R*R si odad cea
este determinat, prima linie a |él; este de asemenea determin@eoarece canétile
analoage sunt determinate la fiecare pas al redutigrigaga factorizare este ugic]
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Cand se implementeazactorizarea Cholesky, este nevoiéese reprezinte expli-
cit doar junatate din matricea asuprareia se opereaz Aceasa simplificare permite
evitarea a juratate din operatiile aritmetice. Sa dhai jos una din multele posibiti
de prezentare formala algoritmului (algoritmul 2.2). Matriced de la intrare contine
diagonala principa si jumatatea de deasupra diagonalei pricipale a matricei hemeiti
si pozitiv definite de tipn x m ce urmeaa a fi factorizad. in implemenéri practice se
pot utiliza scheme de memorare comprignaé evié irosirea spatiului pentru juatate
din matricea ptrati@. Matricea de iesire reprezinfactorul triunghiular superior din
factorizaread = R*R. Fiecare iteratie exteéncorespunde unei singure factarizele-
mentare: partea triunghiukisuperior a submatriceét;,, ..., reprezina partea supra-
diagonah a matricei hermitiene ce trebuie factorizé pasuk.

Algoritmul 2.2 Factorizare Cholesky
R = A;
for k:=1 tomdo
for j:=k+1 tomdo
Rjjim = Rjjim — R jimRj/ Rk

end for
Rk,k:m = Rk,k:m/\/ Rk,k
end for

Operatiile aritmeticén factorizarea Cholesky (algoritmul 2.2) sunt dominateide c
clul interior. O singua executie a liniei

Rj,j:m = Rj,j:m - Rk,j:mRkj/Rkk

necesid oimpartire,m — j+ 1 inmultiri sim — j + 1 scderi, deci un total de- 2(m — j)
flops. Acest calcul este repetat pentru fiecade lak + 1 lam si acest ciclu este repetat
pentru fiecaré: de la 1 lam. Suma se evalueaairect

m m m k m
DD 2m—j)~2) > > K~ %m?’ flops,
k=1 j=k+1 k=1 j=1 k=1

deci jumatate din volumul de calcule necesar pentru eliminareasiges

2.4.4. Descompunerea QR

Teorema 2.4.6Fie A € R™*"™, cum > n. Atunci exisd o matrice ortogonal unica @
de tipm x n Si 0 matrice triunghiulaé superior uni@, de tipn x n R cu diagonala
pozitha (r; > 0) astfelincat A = QR.

Demonstratie.Va rezulta din algoritmul 2.3, care va fi dataceast sectiunel]
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Figura 2.2: Un reflector Householder

Transform ari Householder

O transformare Householdér(saureflexig este o matrice de form& = I — 2uu’,
unde||ul|, = 1. Se verifi@ usor @ P = P* sicda PP" = (I — 2uu’) (I — 2uu™) =
I — 4uu® + 4uuruu® = I, deciP este o matrice simetrdcsi ortogonal. Ea se numeste
reflexie deoarec®x este reflexia luic fata de hiperplanuH ce trece prin origine si este
ortogonal peu (figura 2.2).

Dandu-se un vectar, este usor dedsit reflexia Householder care anulgédnate
componentele luic, excepand prima:Pz = [c,0,...,0]T = ce;. Vom face aceasta
dupa cum urmea ScriemPz =« — 2u(u’x) = cey, deciu = 55 (z — ce), adid
u este o combinatie lini@ra luiz sie;. Deoarecd|x|s = || Pz||2 = |c|, u trebuie & fie
paralel cu vectoruli = z £ ||x||2€;, deciu = @/||a||2. Se poate verificagorice alegere
de semn ne conduce la unce satisface’x = ceq, atat timp éGta # 0. Vom utiliza
@ = x + sign(z,)||z||2e1, deoarece astfel nu va apare nici o anulare fl@éantalculul

Alston S. Householder (1904-1993), matematician american
Contributii importantein biologia matemat#& si mai alesin
Salgebra liniaé numeri@&. Cartea sa cea mai important,The
theory of matrices in numerical analysis” a avut un impact-de
sebit asupra dezv@ltii analizei numerice si informaticii.
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componentelor luii. Dac z; = 0, vom conveni & luamsign(z;) = 1. Rezun&nd, vom
lua
xq + sign(z)||z||2

1) U
,CUu = ——.
[[ull2

N
Il

Tn

Vom scrie aceasta sub forma= House(z). In practic, putem memora n locul lui
u pentru a reduce efortul de calcul al lisi sa utilizam formulaP = I — —2;aa” in

Tul3
locdeP = I — 2uu”.

Exemplul 2.4.7. Vom arata cum se poate calcula descompunerea QR a unei matrice
5 x 4 utilizand transforrari Householder. Acest exemplu poate face procedeul neai us
deintelesin cazul generaln calculele de mai jo$; sunt matrice ortogonale x 5, =

este un element generic nenul, éam pozitie nud.

r Ir Tr X
O Tr I X
1. AlegemP; astfelincatA; = PPA=| 0o = x x
O r I X
O r I X
[ r Tr Tr X i
[ 0 O T Tr X
2. AlegemP, = { 01 P } astfelincat A, = P, A, = | 0o 0o z =«
2 0o 0 x T
L O 0 T X ]
[ r Tr Tr X i
[ 0 O Tr T X
3. AlegemP; = { 02 P } astfelincat As = PsAs = | 0 0o = «x
3 0o 0 o0 T
L O O O X ]
[ r Tr ITr X i
I O O Tr T X
4. AlegemP, = { 03 P } astfelincat A, = PiAs=| o o = =z
4 O O O X
L O O O O ]

Aici am ales matricele Household&f pentru a anula elementele subdiagonale din co-
loanai; aceasta nu distruge zerourile deja introdirseoloanele precedentea 8oam
matricea fina@ 5 x 4 cu R = Ay. Atunci A = PTPTPTPIR = QR, undeQ este
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format din primele patru coloane a l@! Py P/ Pl = P, P, PP, (deoareceP; sunt
simetrice iarR este formai din primele patru linii ale lui R. %

Algoritmul 2.3 descrie procesul de calcul pentru descorepem QR bazatpe trans-
formari HouseHolder.

Algoritmul 2.3 Factorizare QR utiliznd reflexii HouseHolder
1: for i := 1 to min(m — 1,n) do
20 wu; = House(Aimy);
3 Pl:=1-2uul;
4. Ai:m,i:n = PZ‘/Ai:m,i:n;
5: end for

Algoritmul 2.4 Calculul produsului)”b
1. fori:=1 tondo

2 Y= —QUZszm,
3 b = bin + Uy,
4: end for

Algoritmul 2.5 Calculul produsulu)x
1: for k£ :=n downto 1 do
20 Thm = T — 20k (U Thm);
3: end for

lata cateva detalii de implementare. Nu avem nicié@dagvoie & construim explicit
P; ci doar & efect@minmultirea

(I - 2UiU¢T)Ai:m,z‘:n = Ai:m,i:n - 2Ui(UiTAi:m,i:n)a

care este mai putin costisitoare. Pentru a meni@@avem nevoie doar de; sau deu;
Si ||| Acestea pot fi memorafe coloana al lui A; de fapt nu este nevoie ca & s
fie schimbad! Astfel descompunerea QR poate fi sgested, unde) este memorat
in forma factoriza P, ... P,_4, iar P; este memoratprin vectorul de reflexig;, in co-
loanai a lui A, sub diagonal. (Avem nevoie de un tablou suplimentar este meradnat
forma factorizaa P, . .. P,_; iar P, este memoratcau; in partea subdiagoréah coloa-
neii a lui A. Mai este nevoie de un tablou suplimentar de lunginpentru elementul
de sus al luiz;, deoarece diagonala este deja ocapbt elementel&;;.

Pornind de la observatia

Ar =b < QRr =b< Rr = Q7b,

putem alege urd@oarea strategie pentru rezolvarea sistemului de étoetie Ax = b:
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1. Se determia factorizaread = QR a lui A;
2. Se calculeazy = Q7'b;

3. Serezola sistemul triunghiular superidtz = y.

Calculul lui Qb se realizeaz prinQ*b = P,P,_, ... P,b, deci avem nevoiegspastram
produsul luib cu Py, P, ..., P, —vezi algoritmul 2.4. Similar, calculul produsul@iz
se poate realiza prin acelasi proces, exedatatdine invera (algoritmul 2.5).

Costul calculului descompunerii = QR este2n?m — §n3, costul pentru calculul
lui QTb esteO(mn), iar costul pentru calculul lupz este de asemené€xmn).

Daca dorim & calcudm matriced&) explicit, putem constru)/ prin algoritmul 2.5
calcubnd coloanele sal@¢;, Qe,, .. ., Qe,.

Rotatii Givens
O rotatie Givens
R(0) = [

roteste vectorut € R? cu un ungh#.
De asemenea, avem nevoie de rotatia Givens cu un drigltcoordonatelé si j:

cosf sind
—sinf cos®

i J
1
1
1 cos sin 6
R(i,j,0) = '
Ji —sin 6 cos
1

Dandu-ser, i si j putem anula:; alegandcos 6 si sin 6 astfelincat

cost) sinf| |z;| ,/x?+x?
—sin® cosf| |x;]|

0

ZT; T

2 27 2 2 ’
\/Ti T X5 \/Ti + T
Algoritmul QR bazat pe rotatii Givens este analog algouiutmbazat pe reflexii House-
holder, dar @nd anuhm coloana se anulea& un element la un moment dat.

Y

adica

cosf = sinf =
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Exemplul 2.4.8. Vom ilustra doi pasi intermediari din calculul descompuin@R a
unei matriceb x 4 utilizand rotatii Givens. Pentru a trece de la

r T T r T T
0O r T T 0O T T T
0o 0o T T la 0o 0o T T
0 0 T T 0 0 0 T
0 0 T T 0o 0 0 T
efectaminmultirile
1 1 [z 2 = z] (v« z x|
1 0O r T X 0o r T x
1 o o x|l =10 0o x x
c s||lo o z =z 0 0 T T
—s ¢| o o © x 0 0 o x|
Si
1 1 [z 2 = 2] (v = x]
1 0 T T x 0O r T X
d ¢ 0o o x x|=10 0o x x
s’ 0o 0 T T 0o 0o o
1_ 0 0 o x] 0 0 o x| O

Costul descompunerii QR cu rotatii Givens este deadot costul descompunerii cu

reflexii Househoulder. Ele sunt utilizake alte aplicatii (de exemplu valori proprii).
lata cateva detalii de implementare. Calculul sinusului si cesidui din matricea

Givens este dah algoritmul 2.6. El necest5 flops si un radical. Nu necesiiunctii tri-

Algoritmul 2.6 Dandu-se scalarii si b, calculeaa elementele = cos(6) si s = sin(0)
ale unei matrice Givens
function [c, s] =givenga, b)

if b = 0then
c:=1; 5:=0;
else

if || > |a| then

7= —a/b; 5s:=1/\/1+ 72 c:= s1;

else
T:==bja; c:=1//1+ 712 s:=cr;
end if
end if

gonometrice inverse si nladleasire superio@. Descompunerea QR baaate rotatii
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Algoritmul 2.7 FactorizareA = @R cu ajutorul matricei Givens; rezultatél se scrie
pesteA.
Intrare: A € R™*"
lesire: R = QT A, undeR este triunghiulax superior.
for j:=1 tondo
for i .= m — 1 downto j + 1 do
c,s] = givens(A;_1;, Aij);

c s T
Ai—l:i,j:n: |:—S C:| Ai—l:i,j:n;
end for
end for

Givens este descégle algoritmul 2.7 Acest algoritm necésit?(m — n/3) flops. De
notat @ se pot utiliza si alte secvente de rotatii; de exempiongle dow for-uri din
algoritmul 2.7 se poinlocui cu

for i :=m downto 2
for j :=1to min{i — 1,n}

Astfel, zerourile vor fi introduse linie cu linie. O altschimbare posildl se refea la
planele de rotatiein loc s rotim liniile ¢ — 1 si ¢ cain algoritmul 2.7, am putea roti
liniile 5 sii:
for j:=1 tondo
for i .= m — 1 downto j + 1 do
[C, S] = givens(Ajvj, A’L,j)!

C S T
Afj i) jin = [_S C] Ap iy jin;
end for
end for

Deoarece o rotatie Givens anul@aaxact un element, trebui@ snemoam informatii
despre rotatie pe pozitia acelui element. Vom face agta dum urmeaa. Fies = sin ¢
Sic = cosf. Da@ls| < |c| se memoreas-sign(c); altfel se memoreaiaz“g%(s). Pentru a
recupersas Si c din valoarea memorat(sa o0 numimp) vom proceda astfel: dadp| < 1,
atuncis := psic = V1 — s?%; altfel ¢ := 1/p si s := /1 — ¢2. Motivul pentru care nu
memoam s Si nu calcume = /1 — s? este acela& da@ s este apropiat de L,va fi
imprecis (datoré anuérii flotante). Se poate recupera §isi ¢, fie —s si —c¢; acest lucru
este convenabih practi@.

Secventa de rotatii Givens se poate apiitasa fel ca& se aplice mai putine flops
dect in variantele prezentate aici. Se ajunge astfel la ro&itiens rapide (vezi [24,
capitolul 5]).
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2.5. Rafinarea iterativa

Daa metoda de rezolvare pentdr = b este nestalal, atunciAz # b, undez este
valoarea calculat Vom calcula corectidx astfelincat

Se rezola sistemul si se obtine un nay 7 := x + Az;. Da@ din nouAx # b, se
calculeaa o nou corectie pra cand

|Az; — Az;i|| < sau ||Az —b|| <e.

Calculul cantiétii r = b — Ax, numitareziduy se va efectuan dubk precizie.

2.6. Algoritmul lui Strassen pentru inmultirea matricelor

Fie A, B € K™". Dorim sa calcuhmC = AB. Presupuneman = 2%, Partitioram

AsiB
A= a1l a2 B — b1y bi2 O — Ci1 Ci2
a21  G22 b1 D22 Ca1 C22
In algoritmul clasic avens8 Tnmultiri si 4 aduriri pentru un pas, iar timpul de
executiel'(n) = O(n?), deoarecd’(n) = 8T (n/2) + O(n?).
Interesul este de a reduce naal deinmultiri. Volker Strassen a descoperit 0 me-
toda de a reduce nuanul deinmultiri pe pas la 7. Se calculeamrmatoarele cantti:

p1 = (a1 + ag)(bi1 + i),
P2 = (as1 + ag)bi1,
b3 = Cln(bm - 522)7
Ps = a22(521 - bn),
ps = (a1 + ai2)bao,
Pe = (az1 — a11)(bi1 + bi2),
p7 = (a12 — a22)(ba + ba),

Ci1 = Pp1+Pps—ps +pr,
Ci2 = P3 + D5,
Co1 = P2 + D4,
Co2 = P1 + P3 — P2 + Ps-

Procedura este desdigletaliat de algoritmul 2.8. Deoarece avefmfultiri i 18
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Algoritmul 2.8 Algoritmul lui Strassen pentrinmultirea a do& matrice
Presupunemam = 27 sica A, B € R™™. Da@mmin = 2¢ cud < ¢, atunci acest
algoritm calculeaa C' = AB aplicand recursiv procedura lui Strassengde d ori.
function C' = strasq A, B, m, Muyin)
if m < mu, then

C .= AB;

else

n:=m/2;u:=1:n,v:=n+1:m;

Py :=strasg A(u, u) + A(v,v), B(

Py :=stras§ A(v,u) + A(v,v), B(

P3 :=strasg A(u,u), B(u,v) — B(v,v),n, Muyin);
(
(
(

B
Py :=stras§ A(v,v), B(v,u) — B
Ps .= stras§ A(u,u) + A(u,v), B
Ps :=stras§ A(v,u) — A(u,u), B
P; :=stras§ A(u,v) — A(v,v), B
Clu,u) == P+ Py — Ps + Pr;
C(u,v) := P3 + Ps;
C(v,u) := Py + Py;
C(’U,U) I:P1+P3—P2—|—P6;
end if

adurari sau saderi pe pas, timpul de executie verdfielatia de recureat
T(n) = 7T(n/2) + ©(n?),

Cu solutia
T(n) = O(n'°&7) ~ 28n'°s27,

Algoritmul se poate generaliza pentru matrice cu dimereaun= m - 2.
Da@ n este impar ultima coloana lui se calculea prin metode standard si se
execud algoritmul lui Strassen pentru matrice de dimensiurel.

m -2t . 9k

p-urile se pot calculadn paralel; la fel st-urile.

Accelerarea teoreticobtinu pentruinmultirea matricelor se traduce printr-o ac-
celerare a inveggii matricelor, deci si a rezoérii sistemelor de ecuatii liniare. Dac
notam cuM (n) timpul deinmultire a doa matrice @tratice de ordinuh si cu I(n)
timpul de inversare a unei matrice de acelasi ordin, atifgi) = ©(n). Vom demon-
stra aceastn dowa etape: a&tam @ M (n) = O(I(n)) siapoi @I(n) = O(M(n)).
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Teorema 2.6.1 (nmultirea nu este mai grea ded@t inversarea) Daca putem inversa
0 matricen x n in timp I(n), undel(n) = Q(n?) satisface conditia de regularitate
I(3n) = O(I(n)), atunci puteminmulti dowd matrice de ordinuh in timpO(1(n)).

Demonstratie.Fie A si B doud matricen x n. Vrem @ calcuam C' = AB. Definim
matriceaD de ordinul3n x 3n astfel:

I, A 0
D = 0 I, B
0o 0 I,
Inversa luiD este
I, —A AB
D1 = 0o I, —-B |,
0 O I,

si, astfel, putem calcula produsdlB luand submatricea de ordinulx n din coltul din
dreapta sus al matricéi .

Putem calcula matrice® intr-un timp de ordinul®(n?) = O(I(n)) si conform
conditiei de regularitate o putem invefigdr-un timpO(1(3n)) = O(I(n)). Deci

O

Sa obseram @ I (n) satisface conditia de regularitate doar@ag:) nu are salturi
mariin valoare. De exemplu, dad(n) = ©(nlog”n), pentru orice constante> 0,
d > 0, atuncil (n) satisface conditia de regularitate.

Demonstratia & inversarea matricelor nu este mai greaad@umultirea lor se ba-
zeaad pe propriditile matricelor simetrice, pozitiv definite.

Teorema 2.6.2 (Inversarea nu este mai grea datinmultirea) Daca puteminmulti
doud matrice realerxn In timp M (n) undeM (n) = Q(n?) si M (n) satisface conditiile
de regularitateM (n) = O(M (n+k)) pentru oricek, 0 < k < nsiM(n/2) < cM(n),
pentru orice consta@dtc < 1/2, atunci putem calcula inversa unei matrice reale nesin-
gulare de ordinuln x n, In timpO(M (n)).

Demonstratie.Putem presupuneia: este multiplu de 2, deoarece

A0\ (At o0

0 I a 0 Ix )’
pentru oricek € N*. Asadar, alegnd pek astfelincat n + k sa fie o putere a lui
2, extindem matricea la o dimensiune care este putereatoare a lui 2 si obtinem
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raspunsul dorit dinaspunsul problemei pentru matricea exdifrsacest mod. Conditiile
de regularitate ne asigiura extinderea nu cauzeaegresterea timpului datcu cel mult
un factor constant.

Pentru moment, & presupunem& A este 0 matricex x n simetri@ si pozitiv-
definita; o vom partitiondn patru submatrice de ordina)/2 x n/2 :

B CT
A= ( oD ) (2.6.1)

S=D-CcB'Ct (2.6.2)
este complementul Schur al l1diTn raport cuB, atunci

Dac

_1 B+ B-lcts-iCcB~! —-BtCTS!
AT = ( _g-10p-1 g1 ) : (2.6.3)
relatie care se poate verifica piinmultire. MatriceleB—! si S—! exist, deoarecel este
simetri@ si pozitiv defini&, deoarece at B cat si.S sunt simetrice si pozitiv definite.
In plus, B-'CT = (CB Y)Y si B'CTS~! = (S~'CB~Y)T. Putem folosi ecuatiile
(2.6.2) si (2.6.3) pentru a specifica un algoritm recuisieare intervin patrinmulfiri
de matrice de ordinut/2 x n/2:

C-B™,
(C-B™YH-C*
S~t.(CB™)

(cB ™" (s7'CB™Y).

Intrucat matricele de ordinul/2 x n/2 seinmultesc folosind un algoritm pentru matrice
de ordinuln x n, inversarea matricelor simetrice pozitiv-definite se pa&zolvain
timpul

I(n) <2I(n/2)+4M(n) + O(n*) = 21(n/2) + O(M(n)) = O(M(n)).

Ramane de studiat cazubod A este inversaldl, dar nu este simetacsi pozitiv
definitd. Deoareced” A este simetrié si pozitiv defini&, problema inveiii lui A se
reduce la problema inveasi lui A” A. Reducerea se bazé@ape observatiag; atunci
cand A este o matrice nesingukade ordinuln x n, avem

ATl = (ATA) AT,

deoarece (AT A)~1AT) = (ATA)Y(ATA) = I,, siinversa unei matrice este uaic
Prin urmare, putem calculd—!, inmultind intai pe peA’ cu A pentru a obtined” 4,
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inversand apoi matricea simetécsi pozitiv defini& A7 A prin algoritmul divide et im-
pera prezentat, sin final inmultind rezultatul cud”. Fiecare din acesti pasi nec@sit
un timpO(M (n)). Astfel, orice matrice nesingulaicu elemente reale poate fi invegsat
intr-un timp de ordinuD (M (n)). O

Demonstratia teoremei 2.6.2 suger@am mod de a rezolva ecuatii de forma
Ax = b, cu A nesingulaa, fard pivotare, rezolé&nd ecuatia echivale{ AT A)x = b
prin factorizare Cholesky. Dan practi@, descompunerea LUP functionéanai bine,
iar transformarea propasrareste nurarul de conditionare.

2.7. Rezolvarea iterativa a sistemelor algebrice liniare
Dorim sa calcum solutia sistemului liniar
Az = b, (2.7.1)

cand A este inversabdl. Presupunemacam @sit o0 matricel” si un vectore astfelincat
I — T safie inversaba si astfeincat punctul fix unic al ecuatiei

r=Txr+c (2.7.2)

sa fie egal cu solutia sistemuldiz = b. Fie z* solutia lui (2.7.1) sau, echivalent, a lui
(2.7.2).
Iteratiile: se & unz(©) arbitrar; se defineste sir(t®) prin

g D —12® L ¢ keN (2.7.3)
Lema 2.7.1 Daca p(X) < 1, exis@ (I — X)~ ! si
T-X)"'=T+X+X+ - +X"+...

Demonstratie.Fie
Se=T+X+---+X"

(I —X)S,=1— X"

lim (I - X)Sy=1= klim Sp=(I-X)"

k—o0
caci Xl - 0 p(X) < 1.0

Teorema 2.7.2 Propozitille urnétoare sunt echivalente
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(1) metoda (2.7.3) este convergent
(2) p(T) <1
(3) |IT']| < 1 pentru cel putin o nor@ matricial.
Demonstratie.
g®) = To® D p e =T(Ta® 2 4 ¢)fc=--- =
=TFeO (T + T+ +T" Ve

(2.7.3) converge@dt< I — T inversabia < p(T) < 1 < || - || astfelincat [|T]] < 1
(din teorema 2.1.8).]

Aplicand teorema de punct fix a lui Banach se obtine:

Teorema 2.7.3Daca exish || - || astfelincat | 7| < 1, sirul (=*)) definit de (2.7.3) este
convergent pentru orice® € R” si are loc

. (k) [ T 1T o)
o =l < gl = 2O < g e = a0l @279
O metod iterativa de rezolvare a unui sistem algebric liniar = b porneste de la
o0 aproximatie initighz(®) € R"(C") si generea& un sir de vector{z*)} care converge
catre solutiar* a sistemului. Aceste tehnici transfoansistemul initialintr-un sistem
echivalent de forma = Tz + ¢, T € K"*", ¢ € K". Se genereazun sir de forma
®) = T2#=1) 4 ¢, Criteriul de oprire este

- 1 — |77

|l — 2D < T (2.7.5)

El are la baa rezultatul urrator:

Propozitia 2.7.4 Daca =* este solutia sistemulR.7.2) cu ||T'|| < 1, atunci
il

g < ML e e . 2.7.6
o = 2l < g lle® =20 (27.6)

Demonstratie.Fie p € N*. Avem
|2®FP) — 8| < ||l o®HD — 2B R ER) — g(Rpml)) (2.7.7)

Pe de ak parte, din (2.7.3), rez@lta

2D — 2| < T ) — )
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sau, pentrk < m

L [ e e S

Aplicand aceste inegaditi, pentrum = k, k + p — 1 relatia (2.7.6) devine

[ | T+ + TP = 20

<
< (ITI+-+|TIP +..)[]z® — z*D].

Deoarecd|T|| < 1, avem

I7| )
2+ — o < i) — 20D,

— I
din care prin trecere la limatin raport cup se obtine (2.7.6)]
Daa||T| < 1/2, inegalitatea (2.7.6) devine

lz* — 2@ < fla* — 2®D],

lar criteriul de oprire
2% — 2®|| <.

Tehnicile iterative sunt rar utilizate pentru a rezolvaesise de mici dimensiuni,
deoarece timpul necesar pentru a obtine preciziadadafaseste timpul necesar pentru
eliminarea gaussian Pentru sisteme rare (aror matrice are multe zerouri), de matri
dimensiuni, metodele iterative sunt eficiente si din putetvedere al spatiului si din
punct de vedere al timpului.

Fie sistemuldx = b. Presupunemaputem scrie matricea inversabi sub forma
A = M — N. Da@a M este usor de inversat (diagoaatriunghiulag, etc.) este mai
convenabil & procedm astfel:

Ar=be Mz =Nz +bs =M 'Nx+ M b
Ultima ecuatie are forma = Tx +c,cuT = M~'N = I — M—!A. Se obtine sirul
) = MIN2® 4 M, keN,

z©) vector arbitrar.
Prima descompunere pe care o consideested = D — L — U, unde

sy ) oay, i>]
(D) = aigdss <L)”—{o, altfel
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iy oy, i<
(U)”{o, altfel

SeiaM = D, N = L + U. Se obtine succesiv
Av=be Dr=(L+U)z+besrs=D(L+U)z+D'b

DeciT =T; = D"Y(L+U), ¢ = c; = D~'b. Metoda se numesteetoda lui Jacobi®
(D inversabig, de ce?)

Alta descompunereeste= D — L —-U,M =D — L, N = U. Se obtin€l o5 =
(D — L)™'U, cgs = (D — L)~'b — numita metoda Gauss-SeiddlD — L inversabié,
de ce?)

Sa examitam iteratiile Jacohi\¥) = % bi— a el

’ =

La calculul Iuixgk) se utilizeaa componentele luk*~1 (substitutia simulta).
Deoarece pentra > 1, a:ﬁ’“), . ,xz@l au fost deja calculati si se presupuree sunt
aproximatii mai bune ale componentelor solu;ieiﬁuaé’“_l), ce a:f.':l) pare rezonabil
sa calcuﬁmxgk) utilizand valorile cele mai recente, adic

i—1 n
b _ 1 (k) (k=1)
ZL‘i = a—” (bz — Zaijxj — Z aijxj > .

J=1 j=i+1

Se pot da conditii necesare si suficiente pentru convéagertodei lui Jacobi si a
metodei Gauss-Seidel
p(Ty) <1

p(Tgs) <1
si conditii suficiente: pentru o no@rdag avem

1T <1

|Tas|| < 1.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) a fost contemporan al |
Gauss, si unul dintre cei mai importanti matematiciemnggni
din secolul al XIX-lea. Numeleau este legat de functii eliptice,
ecuatiile cu derivate partiale ale dinamicii, mecaniereasa.
Matricea derivatelor partiale poartle asemenea numelgus
Este inventatorul metodei iterative de rezolvare a sistenad-
gebrice liniare numé& metoda lui Jacobi si pe care a aplicat-o
in mecanica cereasc
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Putemimburatati metoda Gauss-Seidel introdund un parametrw si alegand

D
M==_1
w

(2 (5oee).

(2 _ L) kD) — <1—_wD + U) z®) 4 p
w

Avem

Se obtine matricea

1
T:ﬂ:(g—L) GLED+U>
w w

=(D—wL) (1 —w)D +wl).
Metoda se numesteetoda rela&rii . Avem urmatoarele variante:

— w > 1 suprarelaxare (SOR - Successive Over Relaxation);
— w < 1 subrelaxare;
— w = 1 Gauss-Seidel.

Urmatoarele doa teoreme se refada convergenta metodei rebd. Scriem matri-
cea metodei sub forma

T,= (I —wL) (1 —wL)I +wl],
undeL = D~'LsiU = D~'U.

Teorema 2.7.5 (Kahan)Are loc p(T,,) > |w — 1|. De aici rezulé conditia necesaxr
0<w<2.

Demonstratie.Scriem polinomul caracteristic al IUi,, sub formap(\) = det(Al —
T,) =det(({ —wL)(M —1T,)) = det((A +w — 1) —wAL — wU); deci avem

p(0) = £ [ M(Te) = £det((w — 1)) = £(w — 1),

=1

ceea ce implidmax; |\ (T,)| > |w—1].O
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Teorema 2.7.6 (Ostrowski-Reich)Daca A este o matrice pozitiv defi@disi0 < w <
2, SOR converge pentru orice alegere a aproximatiei itetia? .

Demonstratie.Demonstratia se fade doi pasi. FieV/ = w!(D — wL). Atunci:
(1) definim@Q = A=1(2M — A) si adtam caRe);(Q) > 0, pentru orice.
(2) amtam a7, = (Q — I)(Q + I), de unde rezuita |\;(T,)| < 1, pentru orice.
Pentru primul pas, obsetmn @& Qx = Az implica (2M — A)z = AAz. Adunand
aceads ecuatie cu transpusa ei conjugae obtiner*(M + M* — A)z = ReA(z*Ax).
AstfelReX = o*(M+M*— A)x/xx Az = 2*(2 —1)Dx/z* Az > 0, caciAsi(2—1)D
sunt pozitiv definite.
Pentru a demonstra (2), obsém &
Q@-DQ+ N =02A M -2I)2A M) ' =T - M TA=T,,

deci

MQ) — 1’ _ ‘(Re/\(Q) —1)2 + (Im\(Q))? 1/2
(ReA(Q) +1)2 + (ImA(Q))?|

g

Teoremele 2.7.5 si 2.7.6 ne dau o conditie ne@sarsuficierd pentru convergenta
metodei rela&rii dac@ matricea sistemului este sime&igi pozitiv definid: 0 < w < 2.

Observatia 2.7.7. Pentru metoda Jacobi (si Gauss-Seidel) o conditie soficide
convergerd este

laii| > lai;|, (A diagonal dominasit pe lini).
o
laiil > las|, (A diagonal dominait pe coloang O
p
Valoarea optimal pentruw este

2
L+ /1= (po(T0)*

Ea este valabil doar pentru anumite tipuri de matrice (de exemplu tridiedm pe blo-
curi).

wWo =
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Teorema 2.7.8Fie B 0 matrice fatratica si|| - | o normé matriciala oarecare. Atunci
Tim |[BY|'/* = p(B).
Demonstratie.Cump(B) < ||B|| (teorema 2.1.6 si cum(B) = (p(B*))*/* avem
p(B) < | BX|VF, ¥ ke N*.
Se va stabili &, pentru orice > 0 exis@ ¢ = ((¢) € N astfelincat
k> 0= ||BYYE < p(B) +e,

ceea ce demonstraarelatia. Fie deci > 0 dat. Deoarece matricea

B
B.=———
p(B) +¢
verifica p(B.) < 1 se deduce din teorema 2.7}2khm BF = 0. Prin urmare, exigtun
intreg/ = /. astfelincat
IB]I*
k>0= Bl = —— —; <1
(p(B) +¢)*

ceea ce este chiar relatiautaé. [
Dam o teorera referitoare la matrice de formiéd + B).

Teorema 2.7.9 (1) Fie||-|| o normé& matriciald subordonai si B 0 matrice ce verifig
|B|| < 1.
Atunci matriceal + B este inversabd si||I + B||~! < ﬁ
(2) Dac o matrice de form&/ + B) este singula&, atunciin mod necesar
1Bl =1
pentru orice norr matriciala subordonait sau nu.

Demonstratie.(1) Deoarece

(I + B)u= 0= |ul| = [[Bu]

Bl <1Au0=||Bul| <luf,
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pentru norma vectorialcorespondeat se deducezc
(I+Bu=0=u=0.
Matriceal + B fiind inversabi& putem scrie
(I+B)'=I-B(I+B)™"
de unde
17+ B)" | < 1+BIII(L+ B)~],

ceea ce conduce la inegalitatéautad.

(2) A spune @ matriceg I + B) este singula revine la a spuneic-1 este valoare
proprie a luiB. In aceste conditii aplicarea teoremei 2.1.6 neaa@t|B|| > p(B) > 1.
Il

Cum se alegdntre mai multe metode iterative convergente pentru rezek
aceluiasi sistem liniadlu = b? Pentru a fixa ideile, presupunera B este normai.
Atunci

1B eoll2 < [ B|l2lleollz = (p(B))"l|eoll2

si aceast inegalitate este cea mai lauposibi, in sensul &, pentru oricéntregk > 0,
exis@ un vectork, (k) # 0 pentru care ea devine egalitate.
In cazul matricelor normale, metoda este catanai rapich, cu @t p(B) este mai
mic, Gaci
sup || B¥eo|ly’* = p(B) pentru oricek > 0.

lleoll2=1

In cazul general (matrice® oarecare, norévectoriah oarecare), concluzia este
identic: asimptotic, vectorul de eroarg = B*e, se compo# ca si(p(B))*, cum
precizeaa rezultatul urrator.

Teorema 2.7.10(1) Fie || - || o norma vectoriab oarecare si: astfelincat
u = Bu+c.
Se consider metoda iteratig
Ugs1 = Bup +¢, k>0.
Atunci
lim { sup g —ul'/ 3 = p(B).
k—oo o=
lluo—ul|=1
(2) Fie || - || o norm& vectoriah oarecare si fie: astfelincat

u:Bu+c:§u+E.
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Se considexr metodele iterative

ﬂk+1 = Eﬂk + E, k > O, U1 = Buk +c, k > 0

cup(B) < p(B), uy = up. Atunci, oricare ar fi nurarul ¢ > 0 exist unintreg ¢(¢)

astfelincat
~ 1/k B
b2y {IBZUVL B
Juo—ull=1 U |[ur — ] p(B) +e

Demonstratie.Fie || || norma matricigh subordonat Pentru oricé natural putem scrie

(p(B))" = p(B*) < ||B|| = sup [Be

lleoll=1

astfel ca
p(B) < sup |[Beo|* = ||B*|"*"
lleol|=1
si asertiunea (1) decurge din teorema 2.7.8. Conform eagig¢eoreme, fiind dat un
e > 0 exis@ unintreg/(c) astfelincat

k> 0= sup ||Beo|'* < (p(B)+e).
lleol|=1

Prin urmare, pentru orick > ¢, exist un vector, = ¢y (k) astfelincat
leoll =1 si [|Beo|V* = | B||"/* > p(B)
si (2) este demonstiaat]

Deci studiul metodelor iterativeaspunde la dauprobleme.

(1) Fiind dai o metod iterativa cu matriceaB, s se determine daanetoda este
convergerd, adi@ da@ p(B) < 1, sau echivalent, dacexisa o norn& matriciah astfel
ca||B|| < 1.

(2) Fiind date do& metode iterative convergente, metoda iteéatiea mai rapia
este cea adarei matrice are cea mai ndicaa spectra.
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Capitolul prezent este legat de aproximarea functiilondgiile in cauz pot & fie
definite pe un continuu - de regulin interval - sau pe o multime fiaidle puncte. Prima
situatie aparén contextul functiilor speciale (elementare sau trandeate) pe care do-
rim sa le evalé@m ca parte a unei subrutine. Deoarece o astfel de eval@dnaiera
se redua la un nurar finit de operatii aritmetice, trebui@ ultima instang @2 apro-
ximam functiile prin intermediul polinoamelor sau fundgiilrationale. A doua situatie
esteintalnita in stiintele fizice, @nd masuatorile unor cantiti fizice se fadn functie
de alte cantéti (cum ar fi timpul)In ambele cazuri dorimésaproxin&m o functie dat,
cat mai bine posibilin termeni de functii mai simple.

In general o scheénde aproximare poate fi des@igug cum urmeaz.

Se & o functief € X ce urmeaa a fi aproximad, impreura cu o clag ® de apro-
ximante si o norra || - || ce masoaé marimea functiilor. @um o aproximare < ¢ a
lui f astfelincat

If =@l < |If = ¢l pentru oricep € . (3.0.1)

Aceash problena se numest@roblen& de cea mai buil aproximarea lui f cu
elemente dinb, iar functiap se numestdelement de) cea mai baraproximarea lui f
relativ la norma|| - ||.

Cunosé@ndu-se o baz{r;}7_, alui ® putem scrie

=09, = {(p Cp(t) = icjﬂj(t), c; € ]R} . (3.0.2)

j=1
® este un spatiu liniar finit dimensional sau o submultimeestuia.

Exemplul 3.0.11. & = P,, - multimea polinoamelor de grad cel muit. O baz a sa
estee;(t) =/, j = 0,1,...,m. DecidimP,, = m + 1. Polinoamele sunt cele mai
utilizate aproximante pentru functii pe domeniarginite (intervale sau multimi finite).
Motivul — teorema lui Weierstrass — orice functie difiu, b] poate fi aproximait oricat
de bine printr-un polinom de grad suficient de mare. &

Exemplul 3.0.12. & = S* (A) spatiul functiilor spline polinomiale de grad si cu
clasa de netezimk pe subdiviziunea

A a:t1<t2<t3<"'<t]\/_1<t]\/:b

a intervaluluia, b]. Acestea sunt functii polinomiale pe portiuni de gradm, racor-
datein ¢, ...,ty_1, astfelincat toate derivateledm la ordinulk sa fie continue pe
[a,b]. Presupunem < k < m. Pentruk = m se obtineP,,. Da@ k = —1 permitem
discontinuigti in punctele de jonctiune. O
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Exemplul 3.0.13. & = T,, [0, 27] spatiul polinoamelor trigonometrice de grad cel mult
m pe|0, 2x]|. Acestea sunt combinatii liniare ale functiilor

m(t) =cos(k— 1)t k=1,m+1,

Tma1-k(t) =sinkt k=1,m.

Dimensiunea spatiului este = 2m + 1. Astfel de aproximante sunt alegeri naturale
da@ functia de aproximat este periodide perioad2n. (Da@ f are perioada se face
schimbarea de variaBit — tp/27.) &

De notat @ multimea functiilor rationale

=R, ,={p: ¢=p/q,p € P, q P},

nu este spatiu liniar.

Cateva alegeri posibile ale normeiaapentru functii continue,a si pentru cele
discrete apain tabelul 3.1. Cazul continuu presupune un inteffuab] si o functie
ponderew(t) (posibil siw(t) = 1) definita pe intervalula, b] Si pozitiva, excep@nd
zerourile izolate. Cazul discret presupune o multimévdeuncte distincte,, to, ..., ty
Tmpreurd cu ponderilev,, ws, . .., wy (posibilw; = 1,7 = 1, N). Intervalul[a, b] poate
fi nemarginit, da@ functia ponderev este astfelncat integrala péa, b] care defineste
norma & aika sens.

norma contin@ tip | norma discred
[ulloe = max Tu(?) L% [Tl = ma Tu(@)
b N
Julls = J u(t) L |l = XY fu(t)
lullsw = J3 lu@lo(t)dt Ll |l = S0 wilu(t)
b 9 1/2 9 N 9 1/2
o = (S T Peo@yt) ™ | 22, | Jullaw = (S, wilu(t:)?)

Tabela 3.1: Tipuri de aproximare si normele asociate

Deci combir@and normele din tabalcu spatiile liniare din exemple se obtine o pro-
blené de cea mai bunaproximare (3.0.1) cu seris.cazul continuu, functia datf si
functiile ¢ din clasa® trebuie definié pela, b] sinormal| f — ¢|| sa aith sens. La felf
Si ¢ trebuie definitdn punctelet; Tn cazul discret.

De notat @ da@ cea mai bua aproximard ¢ in cazul discret este astfiglcat || f —

@l = 0, atuncip(t;) = f(t;), pentrui = 1,2,..., N. Spunem & ¢ interpoleaa f in
punctelet; si numim aceagtproblena de aproximareroblené de interpolare

Cele mai simple probleme de aproximare sunt problema celomicapatrate (vezi
sectiunea 3.1) si problema de interpolare, iar spaguhtai simplu este cel al polinoa-
melor.
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Inainte de d@ncepe cu problema celor mai micapate, introducem un instrument
notational care ne permitédrafim cazul continuu si cel discret simultan. Defiriim
cazul continuu

0, da@d t <a(cand — oo < a),

t
A(#) = /a w(r)dr, da@ a <t <b,

(3.0.3)
b
/ w(r)dr, da@ t>b(candb < o).

Astfel putem scrie, pentru orice functie continu

/R w(t)AN(E) = / w(tyw(t)dt. (3.0.4)

cacidA(t) = 01n afara luia, b] $id\(t) = w(t)dt In interiorul lui. Vom numid\ masu@
(pozitiva) contintd. Masura discred (numita si ,,masura Dirac”) asociatmultimii de
puncte{t, s, ..., ty} este 0 MsuB d care este nenalnumain punctele; si are aici
valoareaw;. Astfelin acest caz

/[R u(t)dA(t) = Z wiu(t;). (3.0.5)

O definitie mai precia se poate da cu ajutorul integralei Stieltjes,addefinimA(¢) ca
fiind o functiein scaa cu saltuiin ¢; egal cuw;. In particular, definim norma lui? prin

[ull2,a, = (/RIU(lt)IQdA(t))é (3.0.6)

si obtinem norma contirdusau discrét dua cum\ este cdn (3.0.3) sau o functién
scag cain (3.0.5).

Vom numi suportul lui d\ — notat cusuppd — intervalul [a,b] Tn cazul conti-
nuu (presupunemacw este pozitia pela, b] excepénd zerourile izolate) si multimea
{t1,ts,...,ty} In cazul discret. Spunendenultimea de functiir; din (3.0.2) este liniar
independerd pesuppd\ da@

V't € suppdA chﬂj(t) =0=c=cp=---=¢,=0. (3.0.7)

J=1

3.1. Aproximatie prin metoda celor mai mici patrate

Vom particulariza problema (3.0.1)dnd ca norra norma din.?

fulla, = ([ ru<t>|2dA<t>>é, (3.1.1)
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unded)\ este fie o msu@ contin@ (conform (3.0.3)) sau discée{conform (3.0.5)) si
utilizand aproximanta dintr-un spatiu liniam-dimensional

=97, = {gp Cp(t) = iCjﬂ'j(t), ¢ € ]R} . (3.1.2)

j=1

Presupunemafunctiiler; sunt liniar independente peppdA si ca integrala din (3.1.1)
are sens pentru = 7; sauu = f.

Problema astfel obtinatse numesteroblen& de aproximardn sensul celor mai
mici patrate sauproblend de aproximardn medie @tratica. Solutia ei a fost dat la
Tnceputul secolului al XIX-lea deatre Gauss si Legendte

Presupunemafunctiile de baz 7; sunt liniar independente peppd\. Vom presu-
pune @ integrala din (3.1.1) are sens pentre: 7, j = 1,...,nSiu= f.

Solutia problemei de cea mai luaproximare se expri@mai usor cu ajutorul pro-
duselor scalare.

3.1.1. Produse scalare

Dandu-se o rasui contin@ sau discrétd A si dowa functiiu Siv avand norma finé
putem defini produsul scalar

(u,v) :/u(t)v(t)d)\(t). (3.1.3)
R
Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz

[, ) < Nlull2,az][0]]2,a5

ne spune & integraldn (3.1.3) este bine defirit
Produsul scalar real are uatoarele proprigii utile:

(i) simetria(u,v) = (v,u);

(i) omogenitatedau,v) = a(u,v), @ € R;

Adrien Marie Legendre (1752-1833) matematician francez,
bine cunoscut pentru tratatufus asupra integralelor eliptice,
,dar si pentru ludrile sale de teoria numerelor si geometrie.
Este considerat, aluri de Gauss, initiatoiirf 1805) al metodei
celor mai mici fatrate, desi Gauss a utilizat metouhea din

1794, dar a publicat-o dodm 1809.
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(i) aditivitatea (u + v, w) = (u, w) + (v, w);
(iv) pozitiv definirea(u, u) > 0 Si (u,u) = 0 < u = 0 pesuppdA.
Omogenitatea si aditivitatea ne dau liniaritatea
(cquy + agua,v) = ag(ug, v) + ag(us, v) (3.1.4)
Relatia (3.1.4) se poate extinde la combinatii liniare@nDe asemenea
lull3 0, = (u, ). (3.15)
Spunem au Si v suntortogonaledaca
(u,v) =0. (3.1.6)
Mai general, putem considera sisteme ortogotialg;_;:
(us,u;) = 0dadi # j, up, # 0 pesuppd); 4,5 =1,n, k=1,n. (3.1.7)

Pentru un astfel de sistem are loc teorema generalaati Pitagora

n
E QpUg
k=1

O consecird importana a lui (3.1.8) este aceea orice sistem ortogonal este li-
niar independent peuppdX. Intr-adevar, da@ membrul sing al lui (3.1.8) se anu-
leaza, atunci si membrul drept se anuléag deoarecéu,||* > 0, din ipotez rezulé
o =0y =---=aq, =0.

2 n
= JolJur*. (3.1.8)
k=1

3.1.2. Ecuatiile normale

Suntem acunin masuga sa rezoham problema de aproximaia sensul celor mai
mici patrate. Din (3.1.5) putem scriépatul erorii dinL? sub forma

E’lol = le—fIP=(e—f,o—f)=(o,0) —2(p, )+ (f, [).

Inlocuind pey cu expresia sa din (3.1.2) se obtine

E*[¢] :/]R (Z%%(ﬂ) d)\(t)—Q/R (Z%%(U) )+ (3.1.9)

J=1

+ /R A dA(®).
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Patratul erorii dinL? este o functie cuadratade coeficientiii, . . ., ¢, ailui . Pro-
blema celei mai bune aproximafii L? revine la a minimiza aceasfunctie atratic;
ea se rezol& anubnd derivatele partiale. Se obtine

ai /(Zcﬂ% ) t)dA(t) — /R () f(t)dA(t) =0

adica .
Z(m,ﬂj)cj =(m, f), 1=12,...,n. (3.1.10)
j=1
Aceste ecuatii se numescuatii normale pentru problema celor mai micggrate. Ele
formeaz un sistem liniar de forma
Ac=b (3.1.11)

unde matrice&l si vectorulb au elementele
A= [Gij], Qjj = (Wi,ﬁj)a b=1[b], bi=(m,f) (3.1.12)

Datorita simetriei produsului scala#, este o matrice simetigc Mai mult, A este pozitiv
definita, adi@a

wTAr =) ayma; > 0dad@x #[0,0,...,0]". (3.1.13)

i=1 j=1

Functia (3.1.13) se numedtarma patratica (deoarece este omogede grad 2). Pozitiv
definirea luiA ne spune & forma @trati@ ai @rei coeficienti sunt elementele ldieste
intotdeauna nenegaéi\si zero numai dacvariabileler; se anuleaa

Pentru a demonstra (3.1.13 sseam definitia luia;; Si sa utilizam propriedtile
(i)-(iv) ale produsului scalar

n n

o7
A:E—E E x;x; (i, ;) g E (im;, xm)) =

=1 j=1 =1 j5=1

Aceasta este evident nenegatiEa este zero numai dad ., z;m; = 0 pe supgh,
care pe baza liniar independenteityimplicaz; = 2z, = --- = x,, = 0.

Este un rezultat cunoscut din algebra lidiad 0 matriceA simetri@ pozitiv definia
este nesinguldr intr-adevar, determinantuldu, precum si minorii principali sunt strict
pozitivi. Rezul& G sistemul de ecuatii normale (3.1.10) are solutie ain@orespunde
acead solutie minimului luiE[¢] in (3.1.9)? Matricea hessiatl = [9?E?/0c;d¢;)
trebuie & fie pozitiv defini. Dar H = 24, deoarecer? este o functie cuadrafic De
aceeaH, ca si A, esteintr-adewar pozitiv defini& si solutia ecuatiilor normale neéd
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minimul dorit. Problema de aproximafe sensul celor mai micigrate are o solutie
unica, daa de

pt) =Y em(t) (3.1.14)
j=1
undec = [c1,¢s,...,¢,)T este vectorul solutie al ecuatiilor normale (3.1.10)eAsta

rezoha problema de aproximaia sensul celor mai micigtrate complein teorie, dar
nu siin practi@. Referitor la o0 multime generate functii de baa liniar independente,
pot afarea urnatoarele dificubti:

(1) Sistemul de ecuatii normale (3.1.10) poate fi prost gaht. Un exemplu sim-
plu este urratorul:suppd) = [0, 1], dA(t) = dt pe[0, 1] siT;(t) =71, 7 =1,2,...,n.
Atunci
1

1
) — =2
(W“Wj>_/ot dt—i—i—j—l’

adica matricead este matricea Hilbert. Prost conditionarea ecuatiitmnmale se dato-
reaa alegerii neinspirate a functiilor de liazAcestea devin aproape liniar dependente
cand exponentul creste. O alsur& de degradare provine din elementele membrului
dreptd; = fol 7;(t) f(t)dt. Candj este marer;(t) = t/~' se compo# pe[0, 1] ca o
functie discontina. Un polinom care oscileazmai rapid pd0, 1] ar fi de preferat, &ci
ar angaja mai viguros functia

(2) Al doilea dezavantaj este faptua ¢ofi coeficientiic; din (3.1.14) depind de,
adicad; =", j = 1,2,...,n. Marirea luin ne da un nou sistem de ecuafii mai mare
si cu o solutie complet difeat Acest fenomen se numestepermanenta coeficientilor
Cj.

Amandow neajunsurile (1) si (2) pot fi eliminate (sa@oar atenuate) alagd ca
functii de baz un sistem ortogonal,

i, j=1,2,...n,

(7TZ',’7Tj) =0 daai 7é] (7TZ‘,7TJ‘) = ||7Tj||2 >0 (3115)
Atunci sistemul de ecuatii normale devine diagonal sitpderezolvat imediat cu for-
mula
@2(“Jx j=1,2... . n (3.1.16)
(Wi’ Wj)

Evident, acesti coeficierti sunt independenti desi odaa calculati aman la fel pentru
oricen mai mare. Avem acum proprietatea de permaaargoeficientilor. De asemenea
nu trebuie & rezohdm sistemul de ecuatii normale, ci putem aplica direct.{®)
Aceasta nlinseami ¢ nu sunt probleme numeriée (3.1.16).Intr-adevar, numitorul
||7;]|? creste odat cuj, in timp ce integrala de la nusrator (sau termenii individualhn
cazul discret) au acelasi ordin déirime ca sif. De aceea ne astéph ca valorile:; ale
coeficientilor & descreascrapid. Din acest motiv potisapaa erori de anulare atunci
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cand se calculea@zprodusul scalar de la n@mator. Problemele de anulare pot fi ocolite
ntr-o oarecare @sug calculindc; in forma alternatia

_ 1 - |
c; = () (f ;ckm,ﬂj) , J=12,....n, (3.1.17)
unde suma vid (dndj = 1) se ia ega cu zero. Evident din ortogonalitatea luj,
(3.1.17) este echivaleltcu (3.1.16) din punct de vedere matematic, dar nuareagi
numeric.
Dam un algoritm care calculeazc; cu (3.1.17), darin acelasi timp si

o(t):

S0 :=0;

forj=1,2,...,ndo

Cj = W(f — 5j_1,Tj);
Sj = Sj-1 +/C\]7Tj<t>
end for

Orice sistem{7,} care este liniar independent peppd\ poate fi ortogonalizati
raport cu nasurad)\) prin procedeul Gram-SchmidBe ia

o~

™ = T

si apoi, pentry = 2,3, ... se calculea recursiv

~ Ty, T :
T =T, — CL T ck:%, k=1,57—1.
)

Atunci fiecarer; astfel determinat este ortogonal pe toate functiile pfenee.

3.1.3. Eroareain metoda celor mai mici patrate. Convergenta

Amvazut @ da@® = ®,, consa dinn functii 7;, j = 1,2,...,n care sunt liniar in-
dependente peippd)\, atunci problema de aproximaim sensul celor mai micigtrate
pentrud\

min || f — ¢ll2,a, = [If — Pll2.a, (3.1.18)
PEPn

are o solutie unig@ p = @, dat de (3.1.14). Exist multe moduri de a selecta baza
{m;} alui®, si de aceea mai multe moduri de a reprezenta solutia, oaduc totusi la
aceeasi functie. Eroar@a sensul celor mai micigtrate — cantitatea din dreapta relatiei
(3.1.18) — este independéntle alegerea functiilor de b&az£desi calculul solutiei, asa
cum s-a mentionat anterior, nu estk).studiul acestor erori, putem presupufa



74 Aproximarea functiilor

resténge generalitatesgadazar; este un sistem ortogonal (fiecare sistem liniar inde-
pendent poate fi ortogonalizat prin procedeul Gram-SchmAgem conform (3.1.16)

- -~ (WJH]C)

Balt) =3 _Emi(t), &= L (3.1.19)
j=1
Obsenamintai ca eroared — ¢,, este ortogonal ped,,, adic
(f=Pn,p)=0,Vyped, (3.1.20)

unde produsul scalar este cel din (3.1.3). Deoareeste o combinatie liniardery,
este suficientdaiatam (3.1.20) pentru fiecate= m, k = 1,2, ..., n. Inlocuind,, cu
expresia sa din (3.1.19 (3.1.20), @sim

(f = @n,m) = (f - Z@M;M) = (f, ) — Cp(m, ) = 0,

ultima ecuatie rezudind din formula pentra;, din (3.1.19). Rezultatul din (3.1.20) are
o0 interpretare geometacsimph. Da@ reprezerdtm functiile ca vectori si spatiub,,
ca un plan, atunci pentru orice functfecareintea@ planul®,,, aproximantan sensul
celor mai mici @tratep,, esteproiectia ortogonah a lui f pe®,,, vezi figura 3.1.

A

Figura 3.1: Aproximatian sensul celor mai micigtrate ca proiectie ortogoréal

In particular, alegndy = 3, in (3.1.20) obtinem
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si de aceea, deoare¢e= (f — @) + @, conform teoremei lui Pitagora si generalii
sale (3.1.8)

n 2

E :cjﬂj

=1

LAI® =1 = @1+ 18I = Il f — @ull* +

n
= [1f = @all® + > [& [l 117
j=1

Exprimand primul termen din dreapta obtinem

n 1/2 )
If = @ull = {HfH2 - ’@‘HWHQ} , G= 1. f), (3.1.21)

De notat @ expresia dintre acolade trebué&fge nenegat@.

Formula (3.1.21) este de interes teoretic, dar de utilpiedeti@ limitata. De notat,
intr-adewar, @& pe nasudé ce eroarea se aproprie de nivelpk al preciziei masinii,
calculul erorii din membrul drept al lui (3.1.21) nu poat@guce ceva mai mic dat
/eps datoria erorilor comisén timpul s@derilor sub radical (astfel se poate obtine
chiar un rezultat negativ sub radical). Utdizdin loc definitia

If = Bl = { [0 - @(tn?w)}; ,

impreura, probabil, cu o regél de cuadrat@r (pozitiva) potrivita se garanteaza se
produce un rezultat nenegativ, potential la fel de mi©¢eps).
Dac se & acum un sir de spatii liniae,,, n = 1,2, 3, ..., avem evident

lf =@l zf =@l =z f—&sll =,
care rezubh nu numai din (3.1.21), dar mai direct din faptal ¢
O C Py CP3C ...

Deoarece exist o infinitate de astfel de spatii, atunci secventa de elioriZ?, fiind
monoton descreatoare, trebuieagsconvearg la o limita. Este limita 0? Daceste asa,
spunem & aproximarea prin metoda celor mai mi@tmate convergén medie é@nd
n — oo. Este evident din (3.1.21)aco conditie necesarsi suficierd pentru aceasta
este

D &Pl = 1711 (3.1.22)
7=1
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Un mod echivalent de a formula convergenta esteationul: candu-sef cu || f|| <
oo, adi@V f € L2, si dandu-se um > 0 arbitrar de mic, exigt unintregn = n. si 0
functiep* € ®,, astfelincat|| f—¢*|| < e. O clas de spatiiP,, avand aceastproprietate
se numeste compkein raport cu normg- || = || [|2,4x. VOm numi relatia (3.1.22) relatia
de completitudine. Pentru un interval fifit ] putem defini completitudinea Iyip,, }
de asemenea pentru norma unifarjn ||, pe|a, b]. Se poate presupunaé ¢ € C|a, b|
sim; € Cla,b] si numim{y, } comple&in normal| - | . dac pentru oricef € C|a, b
si orices > 0 existin = n. siuny* € @, astfelincat||f — ¢*||. < e. Este usor de
vazut @ completitudinea Iu{y,, } Tn normal| - ||, pe (a, b) implica completitudinea lui
{pn} In norma dinL? || - ||2.ax, Undesuppd) = [a, b] Si deci convergenta procesului
de aproximare prin metoda celor mai miéitpate Intr-adevar, fies > 0 arbitrar si fien
sip* € ¥, astfelincat .

(fu dA()"*

If = ¢l <

Aceasta este posibil din ipot@zAtunci

1f = & ll2ax = (/R[f(t) - sO“k(lt)]chA(t))l/2 <

<If - ¢l ( / cu(t))m .

< m (/R d)\(t))m =,

asa cum s-a afirmat.

Exemplul 3.1.1. ,, = P, ;. Aici completitudinea Iui{y,} In norma|| - || (pe un
interval finit [a, b]) este o conseciata teoremei de aproximare a lui Weierstrass. Astfel
aproximatia polinomial in sensul celor mai micigtrate pe un interval finit converge
ntotdeaunait medie). &

3.2. Exemple de sisteme ortogonale

Unul dintre cele mai utilizate sisteme este sistemul tragoatric cunoscut din ana-
liza Fourier. Un alt sistem larg utilizat este cel al poline&or ortogonale.
(1) Sistemul trigonometric este format din functiile:

1,cost,cos2t,cos 3t,...,sint,sin 2t,sin 3¢, . . .
El este ortogonal p@), 27| in raport cu nAsura

_ [ dt pe|0,2n]
dA(t) = { 0 Tnrest
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Avem

2
/ sin kt sin (tdt = 0, pentru f 7 ( k.l=1,2,3,...
0 7, pentru k=/¢

o 0, k#/
/ cosktcosltdt =< 2m, k=0=0 Kk (=0,1,2...
0 w, k=0>0
2w
/ sinktcosftdt =0, k=1,2,3,..., (=0,1,2,...
0
Aproximarea are forma
a = :
f(t) = 30 + ;(ak cos kt + by, sin kt). (3.2.1)
Utilizand (3.1.16) obtinem
1 2m
ap = — f(t)cosktdt, k=1,2,...
T Jo
1 2m
by = —/ f(t)sinktdt, k=1,2,... (3.2.2)
T Jo

numiti coeficienti Fourierai lui f. Ei sunt coeficientii (3.1.16) pentru sistemul trigono-
metric. Prin extensie coeficientii (3.1.16) pentru oristesn ortogonalr;) se vor numi
coeficientii Fourier ai luif relativ la acest sistemn particular, recunoastefim seria
Fourier trunchia pentruk = m cea mai bua aproximare a luf din clasa polinoame-
lor trigonometrice de grad n relativ la norma

= ([ atorae)

(2) Polinoame ortogonale Dandu-se o r@sua d), stim @ orice sistem finit de
puteril, ¢,¢2, ... este liniarindependent pe, b], dadsuppd\ = [a, b],iar1,¢,... "1
sunt liniar independente pappd\ = {t1,ts,...,ty}. Deoarece o multime de vectori
liniar independenti a unui spatiu liniar poate fi ortogliweta prin procedeul Gram-
Schmidt, orice rasui d de tipul considerat genereap multime unié de polinoame
monicer;(t,d\), j = 0,1,2,... ce satisfac

1/2

gradm; = j, j=0,1,2,...

/Wk(t)ﬁg(t)d)\(t) =0, da@k # /. (3.2.3)
R
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Aceste polinoame se numegaolinoame ortogonaleelativ la masurad\. Vom permite
indicilor sa mear@ de la 0. Multimed 7, } este infini da@ suppd\ = [a, b] Si consk
din exactN polinoamerny, 7q,...,my_1 da@suppd\ = {ti,...,tn}. In ultimul caz
polinoamele se numegwlinoame ortogonale discrete

Intre trei polinoame ortogonale monfceonsecutive exigt o relatie liniad. Mai
exact, exish constantele reale, = «(d\) Si 5 = [Br(d\) > 0 (depinZAnd de nasura
d)) astfelincat

Tra1(t) = (6 — ) mi(t) — Bpme-a(t), k=0,1,2,...

m_1(t) =0, m(t)=1. (3.2.4)

(Se sulintelege @& (3.2.4) are loc pentru oride € N da@ suppd\ = [a,b] Si numai
pentruk = 0, N — 2 da@suppd\ = {t1,ts,...,tn}).
Pentru a demonstra (3.2.4) si a obtine expresiile coefitoe sa obseram &

7T]€+1(t) — tﬂ'k(t)
este un polinom de grad k, si deci poate fi exprimat ca o combinatie lirdiaa lui
To, 1, - - . , T. SCriem aceagtcombinatie sub forma

k—2
Tht1 — t’/Tk(t) = —Oékﬁk(t) — ﬁkﬂkfl(t) + Z’}/kJ?Tj(t) (325)
7=0

(sumele vide se considenule).inmultim scalar ambii membri ai relatiei anterioare cu
7 Sl Obtinem

(—tmy, 1) = —ou(mg, T8)
adica .
op = M) o1 (3.2.6)
(T, ™)

La fel, inmultind scalar cur,_; obtinem

(—tm, Tp—1) = — B (Th—1, Th—1)-

Deoarecétry, m,_1) = (mx, tmp_1) Sitm,_ difera demy printr-un polinom de grae: &
se obtine prin ortogonalitatgry, 7,_1) = (mx, 7 ), deci

Bo= T o (3.2.7)

(Wk—1,7Tk—1)

Inmultind (3.2.5) cur, ¢ < k — 1, se obtine
e =0, £=0,1,... k-1 (3.2.8)

2Un polinom se numest@onicdad coeficientul &u dominant este 1.
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Formula de recureaf(3.2.4) ne @ o modalitate practicde determinare a polinoa-
melor ortogonale. Deoarecs = 1, putem calculax, cu (3.2.6) pentrik = 0. Se
continula apoi cury, utilizand (3.2.4) pentrdc = 0. Mai departe, utiliand alternativ
(3.2.6), (3.2.7) si (3.2.4) putem calculate polinoame ortogonale dorim. Procedeul —
numit procedura lui Stieltjes® — este foarte potrivit pentru polinoame ortogonale dis-
crete, @cifn acest caz produsul scalar se exgriprin sume finiteln cazul continuu,
calculul produsului scalar necesitalcul de integrale, ceea ce comaliacrurile. Din
fericire, pentru multe r@suri speciale importante, coeficientii se cunosc explazul
special @nd nésura este simetagadi@ d\(t) = w(t) cuw(—t) = w(t) SisuppdA Si-
metric fa@ de origine) meré o atentie specialdeoarecen acestcaz, = 0, V k£ € N,
conform lui (3.2.1) &ci

b
(mk,m)Z/Rw(t)m,%(t)dt:/ w(t)tri(t)dt = 0,

deoarece avem o integéadintr-o functie impa pe un domeniu simetric fata de origine.

3.2.1. Exemple de polinoame ortogonale
Polinoamele lui Legendre

Se definesc prin asa-numita forrawd lui Rodrigues

k' dF

Verificam intdi ortogonalitatea pé-1, 1] in raport cu msuradA(t) = dt. Pentru
orice0 < ¢ < k, prin integrare repetatprin farti se obtine:

1 dk 0 dk‘—m—l
/ (FB=1F=> -1 ((=m+ """ (-1} =0,

| dtk dtk »
(3.2.10)

Thomas Jan Stieltjes (1856-1894), matematician olandsta; a
diat la Institutul Tehnic din Delft, dar nu si-a luat nicia@l
licenta datoriéd aversiunii pe care o avea pentru examene. A
lucrat la Observatorul astronomic din Leyd@iacalitate de ,,cal-
culator asistent pentru calcule astronomice”. lauite sale tim-
purii au atras atentia lui Hermite, care i-a asigurat urt pas
versitar la Toulouse. Prietenia lor a fost exemal&tieltjes este
cunoscut pentru luérile sale despre fractii continue si pro-
blema momentelorin care printre altele a introdus integrala
careli poarta numele. A murit de tuberculéa 38 de ani.
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ultima relatie aénd loc deoareceé < k — m — 1 < k. Deci,
(mk,p) = 0, Vp € Pr_y,
demonsthndu-se astfel ortogonalitatea. Dataégimetriei, putem scrie
me(t) = tF F ot 24 k> 2
si obserand (din nou datord simetriei) @ relatia de recureatare forma
Th1(t) = tm(t) — Bemi—1(t),
obtinem

_tm(t) — M ()
B = O

care este valalilpentru orice. Facdndt — oo,

tmg(t) — mrpa () 5 (b — e )71 4
t—00 Te—1(t) =00 th=1+ ...

= Mk — Hk+1-

(Dacak = 1, punemu; = 0.) Din formula lui Rodrigues rezuat

k! dF ok o
Wk(t):mﬁ(t — kt —{—)
!
= (2]5]{;)' (2k(2k —1)...(k+ 1)7516 — k(2k — 2)(2k — 3)... (k — 1>tk—1 o)
k(= 1),
_ 4k k—2
asa @
k(k — 1)
£ opE—1) M2
Deci,
k2
B = b = Ml = B T ok £ 1)
si deoarecer; = 0,
b= = k> 1. (3.2.11)
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Polinoamele Celisev de speta |

Polinoamele lui Ceisev * de speta | se pot defini prin relatia
T, (z) = cos(narccosz), n € N. (3.2.12)
Din identitatea trigopnometric
cos(k + 1)0 + cos(k — 1)0 = 2 cos 6 cos kO
sidin (3.2.12), puand# = arccos x se obtine
Tii1(x) = 22Ty (x) — Ter(z) k=1,2,3,...

To(z) =1, Ti(z)=u. (3.2.13)
De exemplu
Ty(z) = 22% — 1,
Ty(x) = 42° — 3z,
Ty(z) = 8z* — 8% + 1
s.a.m.d.

Din relatia (3.2.13) se obtine pentru coeficientul dominal lui 7,, valoarea2” !
(dac@dn > 1), deci polinomul Cetsev de speta | monic este

o 1 o
Din (3.2.12) se pot obtineadacinile lui 7,
2k —1 S
xl(C") = Cos 0,(:), 0,(:) =5 k=1n. (3.2.15)
n

Ele sunt proiectiile pe axa reakle punctelor de pe cercul unitate de argumﬂéﬁt
figura 3.2 ilustreaa acest lucru pentru n=4.
Pe intervalul|—1, 1] 7,, oscileaa de la +1 la -1, atirgnd aceste valori extrenia
punctele
n n n k n
yli ) :cosn,(C ), 77,(C ) = %, k=0,n.

In figura 3.3 apar graficele unor polinoame @etv de speta I.

Pafnuti Levovici Celsev (1821-1894), matematician rus, cel
mai important reprezentant al scolii matematice din Saekt
tersburg. A avut contributii de pionierat domeniul teoriei nu-
merelor, calculului probabiktilor si teoriei aproxirarii. Este
considerat fondatorul teoriei constructive a functiildar a lu-
crat siin mecania siin balisti@.
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Figura 3.2: Polinomul CébevT} si racacinile sale

15F N

-15F N

-2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.3: Polinoamele C&evTs;, Ty, 17, Ts pe [-1,1]
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Polinoamele Celgev de speta | sunt ortogonateraport cu nsura

d\(z) = %, pe[—1,1].

Se verifi@a usor din (3.2.12)&

/_1 Ty, (z)To(z) il = /07T Ty (cos 0)T,(cos 0)db

1 vV 1-— .732
,r 0, da@a k#/,
:/ cos kb cos £0do = m, da@ k=/(=0,
0 /2, da@ k=/(#0.
(3.2.16)
Dezvoltaredn serie Fourier de polinoame dgbv este datde
oo !/ oo
1
flz) = Z c;Tj(x) := 5¢0 + Z c;Ti(x), (3.2.17)
j=0 i=1

unde

2 ! d
¢ = ;/1f(xﬂ}(x>\/1—f7x27 JjeN.

Pasténdin (3.2.17) numai termenii de grad cel mulse obtine o aproximare polino-
miala utila de gradh

ma(2) = Y ¢ Ty(a), (3.2.18)
j=0
avand eroarea .
f@) = mu(@) = Y () % eop T (x). (3.2.19)
j=n+1

Aproximanta din (3.2.18) este cudatmai bud cu @t coeficientii din extremitatea
dreapé tind mai repedeare zero. Eroarea (3.2.19) oscilédn eserd intre +c, 4
si —c,.1 Si este deci de @rime ,,unifornd“. Acest lucru contrasteazuternic cu dez-
voltarea Taylofin jurul lui z = 0, unde polinomul de grad are eroarea proportiorél
cuz"t! pe[-1,1].

[}
Dintre toate polinoamele monice de grad’, are norma uniforra cea mai mia.

Teorema 3.2.1 (Celsev) Pentru orice polinom monig, de gradn are loc

1
n>1, (3.2.20)

- 277,—1’ —

T, (x)

max
—1<z<1

) >
p”(‘r)) - —Illi%c}él

unde?gn(x) este dat de (3.2.14).
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Demonstratie.Se face prin reducere la absurd. Presupungm c
1
on—1 :

(3.2.21)

max
—1<z<1

pula)| <

Atunci polinomuld,,(x) = Zgn(x) — pu(z) (de grad< n — 1) satisface

d, (yg">) >0, d, <y§")> <0, d, (yg‘)) >0, (=1)"d, (1) > 0. (3.2.22)

Deoarecel, aren schimtari de semn, el este identic nul; aceasta contrazice (3.8i22
astfel (3.2.21) nu poate fi adesag. [

Rezultatul (3.2.20) se poate interpréamodul urn@tor: cea mai bugnaproximare
uniforma dinP,_; pe[—1, 1] alui f(x) = 2" este da&a dex"—T,,(z), adi@, de agregarea

termenilor @ra la gradul: — 1 din 7, luati cu semnul minus. Din teoria aproximatiilor
uniforme se stie & cea mai bua aproximare polinomial uniforma este unia. Deci,
[e)

egalitatedn (3.2.20) poate avea loc numai @ag, (z) = T, (x).

Polinoamele lui Celisev de speta a doua

Se definesc prin
sin[(n + 1) arccos t]
W(1) = . te[-1,1].
Ele sunt ortogonale pe-1, 1] in raport cu msurad\(t) = w(t)dt, w(t) = v1 — t2.
Relatia de recureateste

Polinoamele lui Laguerre

Polinoamele Iui Laguerré sunt ortogonale pf), co) in raport cu ponderea(t) =
t*e~t. Se definesc prin
et d
@ — . (4nta T
[h(t) = T (t"™e™") pentrua > 1.

Edmond Laguerre (1834-1886) matematician francez, activ
Paris, cu contributii esentiale geometrie, algebrsi analia.
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Relatia de recureateste

nly(t) — 2n—1+a—t)_1(t)+ (n—1—a)ld_4(t) =0.

Polinoamele lui Hermite

Polinoamele lui Hermite se definesc prin

o g2 d?

H,(t) = (1) — ().

Ele sunt ortogonale ple-co, oo) in raport cu ponderea(t) = e~ si verifica relatia
de recurerd
Hn+1 (t) = QtHn(t) — 2an_1(t)7

Ho(t) =1, Hy(t) = 2t.

Polinoamele lui Jacobi

Sunt ortogonale pg-1, 1] in raport cu ponderea
w(t) = (1 —t)*(141)°.

Pentru detalii privind aspectele algoritmice legate dénea@me ortogonale a se ve-
dea [21].

3.3. Interpolare polinomiala

3.3.1. SpatiulH" |a, b]

Pentrun € N*, definim

H"a,b] = {f : [a,b] = R : f € C" [a,b], "V absolut contin& pe[a, b]}.
(3.3.1)
Orice functief € H"[a,b] admite o reprezentare de tip Taylor cu restul sub #orm
integraf

n—1

x—a)k T —t) !
fla) = > 0w+ | ((nft)mf(”’(t)dt. (33.2)

H"[a,b] este un spatiu liniar.
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Observatia 3.3.1. Functiaf : I — R, I interval, se numeste absolut continpe/ daca
Ve > 0309 > 0 astfelincat oricare ar fi un sistem finit de subintervale disjuncte w@ile |
I {(ax,bx)}p—15 cu proprietated _;_, (bx — ax) < ¢ sa avem

|f(br) — flax)| <e.
2 o

Teorema urratoare, datoratlui Peano®, de o importari deosebi in analiza nu-
meria, este o teoreénde reprezentare a functionalelor liniare reale, defpetd [, b|.

Teorema 3.3.2 (Peano)ie L o functionah real, contina, definiti pe H"[a, b]. Daca
KerL = P,_; atunci

Lf = /bK(t)f(”)(t)dt, (3.3.3)

unde
1

(n—1)!

K(t) = LI(- =)' (nucleul lui Peano). (3.3.4)

Observatia 3.3.3. Functia
z, z>0
2y =
{ 0, 2<0
se numestearte pozitia, iar 27} se numesteutere trunchiad. %

Demonstratie. f admite o reprezentare de tip Taylor, cu redtulorma integraa

f@) =Ty (2) + By (2)

unde

Giuseppe Peano (1858-1932), matematician italian acfieda
rino, cu contributii fundamentalin logica matematit, teoria
multimilor, si fundamentele matematicii. Teoremele geie

de existerd din domeniul teoriei ecuatiilor diferentidigpoart

numele.
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Aplicand L obtinem

b
Lf = Ty +LRu = Lf = o ! ik ( / (- =ty (t)dt) =
OV a

cont 1 b _
on m/ L(- — ) F (1)t

g

Observatia 3.3.4. Concluzia teoremeiamane valabié si da@ L nu este contind, Ci
are forma

n—1 b
L= [ /O@du(), me BVia,
i=0 v
undeBV[a, b] este multimea functiilor cu variatie anginita pela, b). O
Corolarul 3.3.5 Daca K pastreaa semn constant pg, b] si f este continé pe

[a, b], atunci exisa ¢ € [a, b] astfelincat

Lf= %f(”)(ﬁ)Len, (3.3.5)

undee,(z) = 2%, k € N.

Demonstratie.Deoarece’ pastreaa u{a} semn constant putem aplida (3.3.3) teo-
rema de medie

b
Lf = ) [ Ka0d. ¢ fa.b
Luandf = e, se obtine chiar (3.3.5].]

3.3.2. Interpolare Lagrange

Fie intervalulinchis[a, b] C R, f : [a,b] — R si 0 multime den+ 1 puncte distincte
{$0,$1, R ,Q}m} C [a, b]

Teorema 3.3.6 Exis@& un polinom si numai unul,, f € P,, astfelincat
Vi=0,1,....,m, (Lnf)(w:) = f(2:); (3.3.6)

acest polinom se scrie sub forma

m

(L f) (@) =D fla)ti(x), (3.3.7)

1=0
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unde

li(z) = ﬁ i (3.3.8)

(L’,;—.’Ej

LS.
hyl

Definitia 3.3.7 Polinomul ,,, f definit astfel se numesgolinom de interpolare La-
grange’ a lui f relativ la punctelexg, x1, ..., z.,, iar functiile ¢;(x), i = 0,m, se
numes@olinoame de baz(fundamentale) Lagrang@esociate acelor puncte.

Demonstratie.Se verifié imediat @/, € P; sical;(z;) = ¢;; (simbolul lui Kronecker);
rezulé G polinomulL,, f definit de (3.3.6) este de grad cel muitsi verifica (3.3.7).
Presupunema exist un alt polinomp}, € P, care verifi@ (3.3.7) Si puneny,, =
L., — p:;avemg,, € P, siVi=01,...,m, gn(z;) = 0; decig,, avand (m + 1)
radacini distincte este identic nul, de unde unicitateallyi O

Observatia 3.3.8. Polinomul fundamental; este deci unicul polinom care veridic

&E]P’m§iVj:0,1,...,m, &(:L‘])Z(SU

Purénd
u@) = [J(@ — ),
=0
din (3.3.8) se deducd = # i, {i(x) = —= . ¢

Demonstand teorema 3.3.6 am demonstrat de fapt existenta sitateai solutiei
problemei generale de interpolare Lagrange:

(PGIL) Fiind dateby, by, ...,b,, € R, sa se determine

pm € P, astfelincatyvi =0,1,....n, pn(z;) =b;. (3.3.9)

Joseph Louis Lagrange (1736-1813), protejat al lui Eulki-C
raut scria despreatarul Lagrange: ,,...ur@tar nu mai putin
remarcabil prin talent dét prin modestie; temperamentaius
este band si melancolic; nu cunoaste @alplacere deat stu-
-diul.” Lagrange a avut contributii fundamentaie calculul

variational, teoria numerelor si andiznatematia. Este cu-
noscut si pentru reprezentarea pe care a dat-o restulfidodin
mula lui Taylor. A dat formula de interpolafe 1794. Lucrarea
saMécanique Analytiquepublicaiin 1788, I-a &cut unul din

fondatorii mecanicii analitice.
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Problema (3.3.9) conduce la un sistem liniar(de+ 1) ecuatii cu(m + 1) necu-
noscute (coeficientii lup,,).
Din teoria sistemelor liniare se stiac

{existenta unei soluti by, by, . .., b, } < {unicitatea solutigi <

Punemp,, = ag + a1z + - - - + a,, ™

a=(ag,ar,...,am)", b= (bo,br,...,byn)"
si noim cuV = (v;;) matricea tratic de ordinmn + 1 cu elementele;; = «. Ecuatia
(3.3.9) se scrie sub forma

Va=n>a.

Matricea V' este inversaldl (determinantul ei este Vandermonde); seaartsor @
V=t =UT, undeU = (u;;) cul;(x) = >, uixz*; se obtinen acest mod un proce-
deu putin costisitor de inversare a matricei Vandermaomng@ers urmare si de rezolvare
a sistemului (3.3.9).

Exemplul 3.3.9. Polinomul de interpolare Lagrange corespatoz unei functiif si no-
durilor z si x; este

r — T r — T

(Lif) (z) =

f(xo) +

To — X1 X1 — Xy

f(xl)a

adica dreapta care trece prin punctélg, f(zo)) Si (z1, f(z1)). Analog, polinomul de
interpolare Lagrange coresputar unei functiif si nodurilorzg, x; Si z, este

(x — zp)(x — 22)
(21 — o) (21 — x2)

_ (om)(a =)
(L2f) (z) = (o — x1)(x0 — 2)
( —20)(x — 11) f(z2),

(22 — w0) (22 — 71)

f(xo) + f(z)+

adica parabola care trece prin punctél®, f(x¢)), (z1, f(z1)) Si (za, f(z2)). Interpre-
tarea lor geometricaparén figura 3.4. &

3.3.3. Interpolare Hermite

In loc sa facem & coincid f si polinomul de interpolarén puncteler; din [a, b], am
putea face cd si polinomul de interpolareascoinciddimpreura cu derivatele lor @na
la ordinulr; Tn puncteler;. Se obtine:
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— (L2f)@)

(Lif)@)

@) (L1f) (b) (L2f)

Figura 3.4: Interpretarea geomedia lui L, f (stanga) SiL, f

Teorema 3.3.10Fiind date(m + 1) puncte distincte, 1, . .., x,, din [a, b] Si (m+ 1)
., Tm, PUNEM = m + 1o + r; + - - - + 1y, Atunci, fiind daé

numere naturale, r, . .
o functie f, definit pe|a,b] si admifind derivate de ordim; Tn punctelezr; exist un
singur polinom si numai unu¥,, f de grad< n astfelincat

(Hof) (i) = fO(zs), (3.3.10)

V(i,0),0<i<m,0< (<
undef“)(z;) este derivata de ordinula lui f n z;.

Definitia 3.3.11 Polinomul definitin acest mod se numegtelinom de interpolare al
lui Hermite 8 al functiei f relativ la punctelero, 1, . . . , z,,, Silaintregiirg, ri, ..., 7.

Demonstratie.Ecuatia (3.3.10) conduce la un sistem liniarde- 1) ecuatii cu(n+ 1)
necunoscute (coeficientii Ui, f), deci este suficientasa@tam @ sistemul omogen

corespunator admite doar solutia ril adi@ relatiile

Hof €PusiV (i,0), 0<i<k 0<C<r;, (Hof)O(z:) =0

Charles Hermite (1822-1901) matematician francez de drunt
membru al Academiei Franceze, cunoscut pentriakilersale
n domeniul teoriei numerelor, algebisi analia. A devenit
faimos du@ ce a datjn 1873, demonstrafia transcendentei

numaruluie.
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ne asigua @ pentru oricé = 0, 1,...,m z; este adacima de ordinub; + 1 a lui H,, f;
prin urmareH,, f are forma

(Hnf)(x) = q(x) H(fv — )",

2

undeq este un polinom. Cury_" (r; + 1) = n + 1, acest lucru nu este compatibil cu
apartenenta luH,, laP,, deét da@q = 0 sideciH, = 0.

Observatia 3.3.12. 1) Dandu-se numerele redlg pentru orice perechg, /) astfel
incat0 < i < ksi0 < /¢ < r; am aatat @ problema generalde interpolare
Hermite

sa se determ(lgpn eP,al.V(i,)cud <i<msi (3.3.11)
0 <<, pn'(z:) = by

admite o solutie si numai unén particular, daé alegem pentru o pereckie ()
dat b, = 1sib;,, =0,V (j,m) # (¢,¢) se obtine un polinom de bazfun-
damental) de interpolare Hermite relativ la punctelex, ..., x,, Si laintregii
ro,T1,- .-, m. POlinomul de interpolare Hermite definit prin (3.3.10) &¢iwe cu
ajutorul polinoamelor de batfundamentale) cu formula

() ) =33 1O (@) (). (33.12)
=0 /=0
Purand .
s =T[(222)
i

se verifi@ @ polinoamele de baz;, sunt definite prin relatiile de recurent

(x —x;)"

Ti!
sipentru/ =r;_1,7;_2,...,1,0

T — ;)" - 1\ (-1
hie(x) = %%@7) - Z (é)qz(] )(ffi)hij(x)-

j=l+1

2) Matriceal/ asociaé sistemului liniar (3.3.11) se numeste matrice Vandeeon
generalize; ea este inversahiliar elementele matricei ei inverse sunt coeficientii
polinoamelorh,,.
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3) Interpolarea Lagrange este un caz particular al intarpdfermite (pentru; =
0,7 = 0,1,...,m); polinomul Taylor este un caz particular pentfu = 0 Si
o = N. <>

Vom prezenta o expresie mai convenabdl polinoamelor fundamentale Hermite,
obtinu& de Dimitrie D. Stancin 1957. Ele verifia relatiile

) (w,)

x,
) (xy)

v#k, p=0,1, (3.3.13)

0,
6jp7 P = O,Tk

pentruj = 0, r Siv, k = 0, m. Introdu@nd notatiile

u(x) = (@ — 2+
si :
Ug(xr) = L7 z)

din (3.3.13) rezult & hy;; are forma
hij(2) = ug(@)(x — 1) grj(2), gy € Prpeyje (3.3.14)
Dezvoléindg;; cu formula lui Taylor, avem
re—j y
gri (@) =Y Mgzj (z1); (3.3.15)

V!
v=0

mai raman de determinat valorile lyi; (1), v = 0, — j. Scriind (3.3.14) sub forma

u—xw@muwzmxmaig,

si aplicand formula lui Lebniz pentru derivata de ordinu}- v a produsului se obfine

S0 -] -1 [f]

s=0 s=0

Landz = zy, toti termenii din ambii membri se vor anula, cu excepfdoc cores-
punzatori lui s = v. Avem deci

~ ~ )
Jtv\ ) i+ [ 1 .
< v )j gk] (xk> v uk(x) r=x} 7 Y ' /
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Am obtinut

W)
Wy 1] 1
iy () J! [Uk(I)L:xk’

iar din (3.3.15) si (3.3.14) avein final

ug(a) = = (0§ =" L] “

| |
J: v=0 v T=Tk

Propozitia 3.3.13 Operatorul H,, este proiector, adi&

e este liniar H,(af + B9) = aH,f + BH,g);

e este idempotentH,, oc H,, = H,,).

Demonstratie.Liniaritatea rezub imediat din formula (3.3.12). Datagiunicigétii poli-
nomului de interpolare Hermitd,,(H,, f)— H,, f este identic nul, dedi,,(H,. f) = H,.f
si am agatat idempotentd.]

Exemplul 3.3.14. Polinomul de interpolare Hermite corespatar unei functiif si no-
durilor duble O si 1 are expresia

(Hsf) (x) = hoo(x) f(0) + hao(z) f(1) 4 hor (2) f/(0) + har () f/(1),

unde
hoo(x) = (x — 1)2(22: +1),
ho1(z) = x(x — 1)2,
hio(x) = x2(3 — 2x),
hi(z) = 2*(z — 1)
Dac se adauggnodulz = % calitatea aproxir@rii creste (vezi figura 3.5). O

3.3.4. Expresia erorii de interpolare

Reamintim @ norma unui operator liniaf, se poate defini prin

P,
“PnH: max || fH’
reclad] || f]|

(3.3.16)
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(@) (Hsf)

0.9+

0.8

0.7

0.6

031

0.2

0.1

0.2

03

04 05 0.6

(b) (Hsf)

0.7

08

0.9

Figura 3.5: Polinoamele de interpolare Herniité; f) (—) corespunator functieif :

[0,1] — R, f(z) = sinmz Si nodurilor dublexy = 0siz; =1 (---

(—) corespunator functieif : [0,1] — R, f(z) = sin7z (-

1
$0:O,$1:§§|l’2:

1

)(stanga) si( H; f)
-) si nodurilor duble

undein membrul drept se ia 0 no@tonvenabd pentru functii. L&nd normal°, din
formula lui Lagrange se obtine

Fie | Al = Am(z

unde

(L f) (Moo = max

<
1|0 max

foz i
Zw

= 0, m. Deci,
[ Amloo Am(T) =

(3.3.17)

~). Egalitatea are loc pentru o functie € Cla,bl, liniara pe
portiuni si care verifid p(z;) = sgnt;(r), i

(3.3.18)

(3.3.19)
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Functia),,(z) si maximul €wu A,, se numesdunctia lui Lebesgue® si respectivcon-
stanta lui Lebesgueentru interpolarea Lagrange. Ele furnizéaz prina estimare a
erorii de interpolare: fi&€,,(f) eroaredn cea mai bua aproximare a lujf prin poli-
noame de graek m,

Em(f) = min [f = pllec = |lf = Pullec; (3.3.20)

undep,, este polinomul de gradh de cea mai budnaproximare a luf. Utilizand faptul
ca operatorulL,, este proiector si formulele (3.3.17) si (3.3.19), ssepte

< ||f - ﬁm”oo + Ame _ﬁmHoo;

adia,

1f = Linflloe < (14 M) Em(f). (3.3.21)
Astfel, cu @t f poate fi aproximat mai bine prin polinoame de grad m, cu aft
este mai mia eroarea de interpolare. Digate,A,, nu este uniform rarginita: indi-
ferent de cum se aleg nodurile = xz(m), i = 0,m se poate a@ta @ A,, > O(logm)
candm — oo. Totusi, nu este posibiléstragem, pe baza teoremei de aproximare a lui
Weierstrass (ad&ding,, — 0, m — o), concluzia @ interpolarea Lagrange converge

uniform pentru orice functig, nici chiar pentru noduri judicios alese; se st de fapt
convergenta nu are loc.

Da@ dorim @ utilizam polinomul de interpolare Lagrange sau Hermite pentru
a aproxima functiaf intr-un punctz € [a,b], distinct de nodurile de interpolare
(xo,...,Tm), trebuie & estinam eroarea comés(R,, f)(x) = f(z) — (H,f)(z). Dac&a
nu posedm nici o informatie referitoare IATn afara punctelor;, este clar @ nu putem
spune nimic despreR,, f)(x); intr-adear este posibil& schimiam f Tn afara punctelor
x; fara a modifica(H,, f) (x). Trebuie deci &8 facem ipoteze suplimentare, care vor fi
ipoteze de regularitate asupra JuiiSa notm cuC™[a, b] spatiul functiilor reale den
ori continuu diferentiabile pé&:, b]. Avem urnatoarea teoretnreferitoare la estimarea
eroriiin interpolarea Hermite.

Henry Lebesgue (1875-1941), matematician francez, cumosc
pentru lucérile sale fundamentala domeniul teoriei functiilor
reale, siin special pentru introducereasurii si integralei care

fi poaréa numele.
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Teorema 3.3.15Presupunem& f € C"[a, 3] si exish f™*V) pe (a, 3), undea =

min{xz, xg, ..., Ty} S § = max{x, z, ..., x,}; atunci, pentru oricer € [a, (3], exish
uné, € (a, 3) astfelincat
1
_ (n+1)
(Ruf)@) = oo gyn @) (&) (3:3.22)
unde

Demonstratie.Daca x = z;, (R, f)(x) = 0 si (3.3.22) se verifig trivial. Presupunem
cax este distinct de;; si consideam, pentrur fixat, functia auxiliaa

un(2)  (Bnf)(2)
un()  (Bnf)(x)

Se obsera @ F € C"[a, 3], 3 F" Y pe (a, B), F(x) = 0si FU)(x,) = 0 pentru

= 0,m, j = 0,r,. Deci, F are(n + 2) zerouri, [landin considerare si ordinele de
multiplicitate. Aplicand succesiv teorema lui Rolle generalizatezuld @& exisé cel
putin uné € (a, 8) astfelincat F("+1(¢) = 0, adic

(n+ 1! fOrI(E)
un(z)  (Bnf)(x)

unde s-a tinut cont& (R, f)" ) = f0+D — (g, f)+D = 0+ Exprimand
(R, f)(x) din (3.3.23) se obtine (3.3.22)]

Corolarul 3.3.16 PunemM,,; = max |V (x)|; o margine superioa a erorii de
z€|a,
interpolare(R,, f)(z) = f(z) — (H,f)(x) este dak prin
Mn+1
(n+1)!

DeoareceH,, este proiector, rezillta R, este de asemenea proiectar; plus
KerR, = P,, deoareceR,f = f— H,f = f— f = 0,VYf € P,. Deci, putem
aplica lui R,, teorema lui Peano.

Teorema 3.3.17Daca f € C"[a, b], atunci

F(z) =

Fm(6) =

~ 0, (3.3.23)

(R f)(2)] <

[un ()]

(Rof) (2) = / K (z;t) f D () dt, (3.3.24)
unde
Ko(x;t) = % {(gg -y Z Ty () [(o — )] ‘”} . (3.3.25)
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Demonstratie.Aplicand teorema lui Peano, avem

b
(Ruf) (z) = / Ko (5 1) F D () dt
si tinand cont &

K, (z:t) = R, {(x—t)i} _ (-0 o, {(x—t)i} 7

n!

teorema rezult imediat.”]

Deoarece interpolarea Lagrange este un caz particulaeapoirii Hermite pentru
r;=0,1=0,1,...,m din teorema 3.3.15 se obtine:

Corolarul 3.3.18 Presupunem& f € C™[a, ] si exist Y pe (o, 3), undea =
min{x, o, ..., Ty} S = max{x, zo, ..., x,}; atunci, pentru oricer € [«, 3], exish
uné, € (a, 3) astfelincat

(R f) () = jitm (1) (), (3.3.26)

unde

=
3
y
Il

(x — xy).

De asemenea, din teorema 3.3.17 avem:

Corolarul 3.3.19 Daca f € C™*"![a, b], atunci

R @) = [ Kol 0y (3.3.27)

unde -
Koz ) — % [(x — 0 =S ) — 17| (3.3.28)

) k=0

Exemplul 3.3.20. Pentru polinoamele de interpolare din exemplul 3.3.9 réstcores-
punzatoare sunt

(R P)w) = E= N2 gy

Si respectiv
(x — zo)(x — 1) (2 — 22)

(Ro () = . 7"©) o
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Exemplul 3.3.21. Restul din formula de interpolare Hermite cu nodurile dubkg @
pentruf € C*[a, (] este

22 (x —1)?

(Raf)(z) = 6!

1. o

Exemplul 3.3.22. Luam f(z) = e*. Avem pentrur € [a, b], M, ., = e’ si oricum am
alege punctele;, |u,(z)| < (b — a)"™!, de unde
. n+1
)| < (b—a) b
z€a,b] (n + 1)'

Se deducez

lim {m[a:i] |(Rnf)($)|} = lim ||R.f|| =0,
n—oo | z€[a, n—0o0

adi@ H, f converge uniform &tre f pe [a, b] candn tinde laco. De fapt se poate de-
monstra un rezultat analog pentru orice functie dezvidlidb serieintrea@ in jurul
punctuluiz = % cu raza de convergeint > 2(b — a). &

3.3.5. Convergenta interpadrii Lagrange

Sa definim cdntelegem prin convergeitPresupunenécse @ un tablou triunghiu-
lar de noduri de interpolare;, = xg”“, avand exactn + 1 noduri distincte pentru orice
m=0,1,2,....

Ty

Z'él) xgl)

2 2 2

e (3.3.29)
(m) _(m) _(m) (m)

Presupunematoate nodurile sunt continuetr-un interval finita, b]. Atunci pentru
oricem definim

Po(x) = L(f; a:(()m), xgm), o 2™ix) e a,b]. (3.3.30)
Spunem a interpolarea Lagrange baaate tabelul de noduri (3.3.29) convergedac

pm(x) = f(x), candn — oo pela, b]. (3.3.31)
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Convergenta depinde evident de comportarea derivatei dlaubrk a lui f, f*,
candk — oo. Presupunem&f € C*|a, b] Si cd

|f ¥ (x)] < My pentrua < o < b, k=0,1,2,... (3.3.32)

Deoarecéz; — 2\™| < b — a candz € [a,b] siz\" € [0, ] avem

(z — 2. (x = 2| < (b—a)™, (3.3.33)
deci \
f(z) = (L f)(z)] < (b— a)mﬂﬁ, x € [a,b]. (3.3.34)
Deci avem convergeatda@
. b—a)k
kll_}Iilo ( o ) My = 0. (3.3.35)

Sa aatam @ (3.3.35) este adavat da@ f este analitid intr-o veciratate suficient
de mare dinC ce contine intervalula, b]. Mai concret fieC,. discul circular {nchis) cu
centrulin mijlocul intervalului|a, b] Si de raz r si presupunemar > %(b — a), astfel
cala,b] C C,. Presupunem&f este analitiain C,.. Atunci putem estima derivaia
(3.3.32) cu formula lui Cauchy

f®(z) = 2""—7;2 i %dz, z € [a, b]. (3.3.36)

Obserand @&|z — z| > r — 1(b — a) (vezi figura 3.6) obtinem
max |f(z)]

k' eac
|f P ()] < = - T 27T
2 [r—1(b—a)]

putem lua pentri/, in (3.3.32)

My = max |f(2)

_— (3.3.37)
r— %(b — @) 2€9C, [r — %(b — a)]k
si (3.3.35) are loc dac

b—a F .
—) — 0 candk — oo,

r—sb—a

adic, da@b — a < r — 1(b — a) sau echivalent

r> ;(b —a). (3.3.38)
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)

T
a (at+bh)/2 X b

Figura 3.6: Discul circula€’,

Am aratat @ interpolarea Lagrange converge (uniform|@g)]) pentru o multime
arbitra de noduri (3.3.29) (toate continuie [a,b]) da@ f este analitia in discul
circularC, centratin (a + b)/2 si av@nd raza suficient de mare astfel ca (3.3.23is
loc.

Deoarece acest rezultat utilizéaa estimare grosiar(n particular (3.3.33), dome-
niul cerut de analiticitate pentrfinu este preingust. Utilizind metode mai rafinate, se
poate aéta urnatorul lucru. Fiedy(t) distributia limita a nodurilor de interpolare, adic

/ du(t), a<x<b,

raportul dintre nurarul de nodurivgm) din [a, z] si numarul total de noduri, asimptotic
candn — oo. (Cand nodurile sunt uniform distribuite pe intervalu)b], atuncidu(t) =
bﬁ—ta). O curla cu potential logaritmic constant este locul geometriguadctelorz € C
Cu proprietatea

u(z) = / lnlz;_ﬂdu(t) -

undey este o constaat Pentruy negativ foarte mare, aceste curbe ar niste cercuri
cu raza foarte mare si centiial(a+b) /2. Pe nasug cey creste, curbele se ,,compuh
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spre intervalula, b]. Domeniul important (cénlocuiesteC,.) este domeniul
Cr={z€C: u(z) >T},

n sensul & da@ f este analitiain orice domeniu’ ce contineC,. in interiorul fu (nu
contea? cit de stansC acopea peC,.), atunci

|f(2) = (L f)(2)| — 0, candn — oo, (3.3.39)
uniform pentruz € CF.

Exemplul 3.3.23. Noduri echidistantedy:(t) = dt/(b — a), a < ¢t < b. In acest caz
Cr este un domeniin forma de lenti&, asa cum se agin figura 3.7. Astfel, avem
convergenta unifor&in Cr (nu doar pda, b] ca mai sus) cu conditia ¢gasa fie analiti@
intr-o regiune putin mai laggdeé@t Cr. Fiel' = sup v, unde supremumul se ia pentru
toate curbele:(z) = ~ ce contin péa, b] In interior.

Cr

Figura 3.7: DomeniuCt pentru noduri uniform distribuite

Exemplul 3.3.24. Distributia arcsin pe—1, 1] :

() = 1 dt
s V112
Nodurile sunfin acest cazacacinile polinomului Celgev de speta I. Ele sunt mai dens
distribuiteTn apropierea capetelor intervalului 1, 1]. In acest caz’r = [—1,1], asa

ca interpolarea Lagrange converge uniform[pé, 1] da@ f este analitia pe[—1, 1],
adicain orice regiune alarei interior contine intervalyl-1, 1]. &
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Care este semnificatia polinoamelor @ay pentru interpolare?
Reamintim @ eroarea de interpolare (pe [-1,1] pentru o functie de aclas
C™*1—1,1]) este da de

f(m-H
(m + 1

F(@) = (L f) () = H T — ;) (3.3.40)

Primul factor este independent de alegerea noduriloPunctul intermediaf(x) de-
pinde dex;, dar de obicei maj@&m |f™+)| prin || f(™+1)|| ., ceea cdnlatu@ aceast
dependerd. Pe de a#t parte, produsul din al doilea factor, inclusiv norma sa

m

=0

(3.3.41)

9

[e.o]

depinde puternic de;. Are sens, deci,&incer@m @ minimizam (3.3.41) dug toti

€ [—1, 1]. Deoarece produsul din (3.3.41) este un polinom monic dégra 1, din
teorema 3.2.1 rezultca nodurile optimaler; = 7;™ din (3.3.40) suntadcinile lui
T,.41, adi@a

T, i=0,m. (3.3.42)

Pentru aceste noduri, avem conform lui (3.2.20)

1Ol 1

ISV (3.3.43)

/() = (L) ()l <

Se cuvine a compara acest factor cu marginea maaltah in (3.3.34) carén acest
caz pe intervalul—1, 1] este2™ ! /(m + 1)!.

Deoarece conform (3.3.40) curba de eroare f — L,,f pentru punctele Cégev
(3.3.42) estdén eseri echilibrati (modulo variatia factoruluif V) si astfel libe&
de oscilatiile violente pe care le-an&zut pentru puncte echidistante ne vom astepta
la proprietiti mai favorabile pentru tablouri triunghiulare (3.3)2fbrmate din noduri
Celisev. Se poate ata @ da@ f € C'[—1, 1], atunci

(Lonf) (:c Bl >,:a<m>,...,@(m>) = f(z), n— oo, (3.3.44)
pe[—1,1]. Astfel, nu avem nevoie de analiticitateafyentru ca (3.3.44)ssaila loc.

Exemplul 3.3.25 (Exemplul lui Runge). Consideam functia

1

flz) = 152 € [-5,5]
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si nodurile

2" = 54 105, k=0,m. (3.3.45)
m

Nodurile sunt echidistante ge-5, 5|, deci asimptotic uniform distribuite. Obs@&mw &
f are doi poliin z = +i. Acesti poli sunt asezain interiorul regiuniiCr din figura 3.7
pentru intervalu[—5, 5], deci f nu este analit&in Cr. Din acest motiv nu ne asteph
sa avem convergeatpeintreg intervalul—5, 5]. Se poate demonstrac

0 dad@d |z|<3.633...

s dad |z| > 3.633... (3.3.46)

i 17) = put )] = {

Avandin minte figura 3.7 acest rezultat nu este sur@ioez Graficul pentrun =
10, 13, 16 aparein figura 3.8. &

Figura 3.8: O ilustrare grafica contraexemplului lui Runge

Exemplul 3.3.26 (Exemplul lui Bernstein). Luam functia

f($>:|$‘v xG[—l,l]
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si nodurile echidistante.

x,(j”) :_1+%, k=0,1,2,...,m. (3.3.47)
m

Problema analiticétii nu se pune, deoareg¢enu este derivakdlin z = 0. Se obtine &
lim |f(z) — Ln(f;2)] =00 Ve [-1,1]

excepénd puncteler = —1, z = 0 six = 1. Vezi figura 3.9(a), pentrun = 20.
Convergentan = = +1 este triviah deoarece acestea sunt noduri de interpolare si deci
eroaredn aceste puncte este 0. Acelasi lucru este ad\pentrur = 0, candn este
impar, dar nu si @ndn este par. Esecul convergentei pentru aceste noduri die@&xp
doar partial prin insuficienta regulaitti a lui f. Un alt motiv este distributia uniforén

a nodurilor. Exish exemple mai bune de distributii ale nodurilor, cum ar ftribstia
arcsindin exemplul 3.3.24in figura 3.9(b) se @ graficul pentrun = 17. &

2 T T T T T T T T T 1

18f 1 0ol

16 08l

14F 07k

12| 06l

05

08
0.4r

06
03r
0.4
0.2
0.2
01r

n L L L L L L L A 0 L L L L . L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Noduri echidistanten = 20 (b) Noduri Celisev,mn = 17

Figura 3.9: Comportarea interfoli Lagrange pentry : [—1,1] — R, f(z) = |z|.

3.4. Calculul eficient al polinoamelor de interpolare

3.4.1. Metode de tip Aitken

In multe situatii gradul necesar pentru a atinge preciniatéin interpolarea poli-
nomiah este necunoscut. El se poate determina din expresiauiedtal pentru aceasta

-----

lare Lagrange &nd noduriler,,,,, . .., z,.
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Propozitia 3.4.1 Daca f este defindinz, ..., zy, z; # x;, 0 < ¢, 5 < k, atunci

(SU - Ij)P0,1 ,,,,, G—1,5+1,..., k(SU) - (iU - xz’)Po,l ..... i—1,i+1,..., k(x) .

_ 1 r—x; Poi, i-1i1,.%(2) (3.4.1)
i—x; | =% Poi.j-1j11,..k(7) -

.....

(z = ;)Qx) — (x - 2,)Q(x)

Ii—ﬂij

P(x) =

Play) = (A 8 IO _ 828 f0,) — (o,

pentrur # i Ar # j, caciQ(xz,) = Q(z,) = f(,). Dar

(z; — 903)@(%) — (@ — %‘)Q(Ii)

si R
P(z;) = 2 xZ)Q(x;j = :ch] — ) = f(z)),

deciP = P071 e U

,,,,,

In acest mod am stabilit o relatie de recugeintre un polinom de interpolare La-
grange de gradul si dowa polinoame de interpolare Lagrange de gradull. Calculele
pot fi asezatén forma tabelaa

rg B

r Py Po,l

To Py P1,2 P071,2

x3 Ps P2,3 P1,2,3 P0,1,2,3

vy Py P3,4 P2,3,4 P1,2,3,4 P0,1,2,3,4

Sa presupunemain acest momenk ; » 3 4 NU Ne asigul precizia doré. Se poate
selecta un nou nod si adga o noa linie tabelei

77777

iar elementele vecine de pe linie, col@dasau diagonalse pot compara pentru a vedea
da s-a obtinut precizia doét
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Metoda de mai sus se numegtetoda lui Neville
Notatiile pot fi simplificate

Qi,' =P ji—j+1,....i—1,4s
J J J , ,

Qij—1 = Pi—jq1,. . i—1,;

Qi—1j-1:=Pi—jijy1,. i1
Din (3.4.1) rezula
Qi = (x - Q:ifj>Qi,jfl - (13 - xz’)Qifl,jfl
1,5 )

r; — .Z’l',j

penAtruj:1,2,3,...,i:j+1,j+2,...
In plus,Q; o = f(z;). Obtinem tabelul

Zo Qo,o

Z1 Ql,o Q1,1

T2 Q2,0 Q2,1 Q2,2

T3 Qz,o Qs,l Q3,2 Q3,3

Daa procedeul de interpolare converge, atunci gjrul converge si el si s-ar putea
lua drept criteriu de oprire

’sz - Qi—l,i—l’ < E.

Pentru a rapidiza algoritmul nodurile se vor ordona cagscdufa valorile|z; — z|.
Metoda lui Aitkereste similad cu metoda lui Neville. Ea construieste tabelul

g R

1 P PO,I

To P P0,2 P0,1,2

T3 P P0,3 P0,1,3 P0,1,2,3

x4 Py P0,4 Po,1,4 P0,1,2,4 P0,1,2,3,4
Pentru a calcula o n@waloare se utilize@zvaloarea din &rful coloanei precedente

si valoarea din aceeasi linie, coloana precealent

3.4.2. Metoda diferentelor divizate

Vom nota cul f polinomul de interpolare Lagrange cu nodutilg x4, . . ., x;, pen-
truk =0,1,...,n. Vom construiL,, prin recurerd. Avem

(Lof)(x) = f(x0)
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pentruk > 1, polinomul L, — L, _; este de grad, se anuleaain punctelery, z, ...,z
si deci este de forma:

(Lif)(z) = (Lg—1f)(x) + flzo, 1, ..y xp)(x — zo)(x — 1) ... (x — x2421), (3.4.2)

undef |z, 71, . . ., z;] desemneazcoeficientul luir* din (L, f)(z). Se deduce expresia
polinomului de interpolaré.,,, f cu nodurilexg, x4, ..., x,
(Lnf)(@) = f(x0) + Y flzo, w1,y ap(@ = wo)(w — 1) . (@ — 1), (3.4.3)
k=1

numita forma Newtort® a polinomului de interpolare Lagrange.
Formula (3.4.3) reduce calculul prin recurgrdl lui L,, f la cel al coeficientilor

flzo, 1, ..., xx], k= 0,m.
Are loc
Lema 3.4.2
V21 flaean,... o) = LTz T T M0 mn s g 4
T — To

Demonstratie.Notam, pentrut > 1 cu L;_, f polinomul de interpolare pentrfi de
gradk — 1 si cu nodurilezy, zs, . .., x;; coeficientul luiz*~t este flzy, xo, ..., x4].
Polinomulg, de gradk definit prin

(@ — wo)(Lj 1 f) (@) — (& — xp) (L1 f) (@)

T — Zo

() =

coincide cuf in punctelerg, i, ..., zx Si decigy(x) = (Lxf)(z). Formula (3.4.4) se
obtine identifi@nd coeficientul lui:* din cei doi membrilJ

Sir Isaac Newton (1643 - 1727) a fost una dintre cele mai re-

marcabile figuri ale matematicii si fizicii din vremea sa. hu

mai & dat legile fundamentale ale fizicii moderne, dar a fost si
;ounul dintre inventatorii calculului diferential si irgeal (akturi

de Leibniz, cu care a intrdhtr-o polemi@ de o viaé privind

prioritatea). Lucrarea sa care a avut cea mai mare infuant

fostPrincipia, care contine ideile sale asupra integpolsi uti-

lizarii ei la integrare.
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Definitia 3.4.3 Cantitateaf[zo, z1, . . . , xx| S humestdifereng divizat de ordinulk
alui fin punctelery, x4, ..., z;.

Alta notatie utilizah estdxy, . . ., z; f].

Din definitie rezuld & f[zo, x1, . . ., xx] este independeatde ordinea punctelar;
si ea poate fi calculatin functie def(x), ..., f(z,). Intr-adewar polinumul de inter-
polare Lagrange de grad m relativ la punctelex, .. ., z,, se scrie

m

(L) (@) =D 1if (z;)

1=0

si coeficientul luix™ este

flzo, - xm] = L&) (3.4.5)

=0 (i = )

LS.
Wl
BN

Diferentele divizate se pot obtine prin algoritmul tadreurmator, bazat pe formula
(3.4.4), care este mai flexibil si mai putin costisitor @eaplicarea formulei (3.4.5)

vo flzo] — flwvo,m1] —  flrvo, v, 2] —  flzo, 21, T2, 3]
/! /! /!

1 flr] — flenx] — flen, @, 3]
/ /!

Ty flra] —  flra, 73]
/

r3  flrs]

Prima coloa@a contine valorile luif, a doua valorile diferentelor divizate de or-
dinul | s.a.m.d; se trece de la o col@la urnatoarea utiliand formula (3.4.4): fie-
care element este diferenta dintre elementul sitnat@inga si dedesubtul lui si ele-
mentul situat imediain stinga lui,impartita la diferenta dintre valoarea lui deter-
minah me@nd pe diagonalin jos si valoarea luir situag la sknga pe orizontal
Diferentele divizate care apan formula lui Newton (3.4.3) sunt cele:. + 1 ele-
mente de pe prima linie a tabelei diferentelor divizate.cGlall lor necesé n(n + 1)
adurdri si sn(n + 1) Tmpartiri. Adaugarea unui Nou puN€t,, 1, f[Ty1]) Necesié
generarea diagonalei uatoare.L,, 1 f poate fi obtinut dinL,,, f adaugand termenul
flzo, s xmaa](® — x0) .. (. — Zppy1).
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Observatia 3.4.4. Eroarea de interpolare este aale

f(z) = (Linf)(z) = um () flxo, 21, - . ., T, ). (3.4.6)

Intr-adevar, este suficientisobseram é

(Lin ) (&) + um(8) flo, - -, T 2]

este conform lui (3.4.3) polinomul de interpolaii@ ¢) al lui f Tn punctelex,, z1,
..., Tm, . Se deduce din teorema referitoare la restul formulei dgpalare Lagrange
(3.3.22) @ exish¢ € (a, b) astfelincat

flzo, @1y ] = L m)(¢) (3.4.7)

T om!
(formula de medie pentru diferente divizate). &
Diferenta divizaé se poate scrie sub forma unét @ doi determinanti.

Teorema 3.4.5Are loc

(W) (xo, ..., Tm)

flzo, -y xm] = Vo o) (3.4.8)
unde
1 mg a2 ... 2t fxo)
W h)or.w)= | xﬁ ﬂj_l f(‘?“) . (34.9)
iar V(xo, ..., z,) este determinantul Vandermonde.
Demonstratie.Se dezvok (W f)(zo,...,z,) dupda elementele ultimei coloane si

tinand cont & fiecare complement algebric este un determinant Vandefense obtine

1 m
flxo, - Tm] = m ZV(OUO, S T 1s Tty - T [ (@) =

din care dup schimbarea semnelor ultimilor — 7 termeni rezuf (3.4.5) 0
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3.4.3. Diferente finite: formula lui Newton progresiva si regresiva

In cazul @nd punctele de interpolage nu sunt echidistante se utilizéaalgoritmul
lui Newton descris anterioin cazul @nd punctele sunt echidistante se poate construi
un algoritm mai simplu si mai putin costisitor. Istoricesti algoritmi au avut o mare
importang pentru interpolarea functiilor aléor valori erau tabelate; aparitia calcula-
toarelor moderne a diminuat acest interes, dar noile (oojgzoare flotante i-au readus
n actualitate.

Presupunemafunctiaf este cunoscafin puncteler; cu pasul

T, =x941h, i=0,1,...
Se definesdiferentele progresiveprin
Aofi = f(ﬁCz) = fi

SiVkE>0
AR = AAFfi) = AF fi — AF fi

Cu ajutorul formulei (3.4.5) se veriicimediat @
Akfz‘ = f[%', Titly--- 7xi+k]k!hk‘

Forma polinomului Newtorl,,, f de gradubn a lui f in punctelecy, x4, ..., x,, Se
simplifica. Da@s = (z — x¢)/h,

(x—xo)(x—11) ... (x—1p 1) flT0, 71, ., Tk) = s(s=1). 'I{':!(S_k+1)Akf0

si deci

(Lonf) () = fo+ %Afo + 5(52_, Unzpo .

+s(s—1)..7.n('s—m'+1)

A" f.

Utilizand pentris € R, k € N notatia

(Z) _3(3_1)..1.6!(3—k+1)

(coeficient binomial generalizat), se obtiimemula lui Newton progres&

(L f)(x) = fo+ G) Afo+ (;) A%fg4 -+ (Z) A" fo, (3.4.10)
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undes = (z — o) /h.
In practic aceast formub serveste la calculul I§iL,, f)(z) Tn puncte apropiate de
inceputul tabelei. Diferentele finite succesive se obitimtabloul triunghiular

o | fo
N\
Afo
/ N\
T | fi AZfo
N\ / N\
Afi A% fo
/ N\ S
Ty | fo Azfl
N\ o
Af
P
T3 | f3
a
N\
unde ¢ inseamac="b — a.
/
b
Eroarea comié du@m pasi, se scrie pentru = xq + sh
) = (Lnf) ) =1 () (34.11)

unde¢, apartine celui mai mic interval ce conting, x,,, Si x.
Analog se introduce operatorul ddereng finita regresid V prin

Vfi= fi

Vifi=fi— fia

VL =V (Vi) = Vi = Vi i
Efectiand schimbarea de variahit — " se obtine

V2fn+ ...

(LnP)@) = it 59 f+ 2D

+s(s+1)..r.n(‘s—|—n—1)

V™ frn,
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care se mai poate scrie

(L f) () = fmn + G)mevL (s ‘g 1) V2 fon e+ (S +:;‘ 1) VT f, (3.4.12)

numita formula lui Newton regresiv.
Eroarea de interpolare se scrie sub forma

F(@) — (L f) (@) = hm( )f“”*”(gx).

unde &, apartine celui mai mic interval ce conting,z,, si x. Formula (3.4.12)
serveste pentru calculul polinomului de interpolémevalori apropiate de capul ta-
belei. Diferentele regresive se pot calcula cu tabela

sS+m
m+1

LTm—3 fm—3
N
vfm—2
/ N :
Tm—2 fm72 VQfmfl
N\ / N
vfm—l vgfm
/! N /
Lm—1 fmfl v2fm
N\ /!
Vfm
/!
Tm | Jm
a
N\
unde ¢ inseamic =10 — a.
/!
b

3.4.4. Diferente divizate cu noduri multiple

Formula (3.4.8) serveste ca ldagentru introducerea diferentei divizate cu noduri
multiple: da@ f € C™]a, b] Sia € [a, b], atunci
™ ()

lim [zg,...,2,; f] = lim =
LQ,ee s Ty —Q E—a m' TTL'
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Aceasta justifia relatia

m+1
Reprezeréind aceasta ca pe uatae doi determinanti se obtine

1 a o ... am1
wh | a ol =] 0 1 2 (m —1)a™2
m+1 0 0 0 (m —1)!
Si
1 a  o? a™
v la ol = 0 1 2« ma™ !
m+l 0 0 0 m)!

f(@)
f'(@)

£ ()

adica cei doi determinanti sunt constituiti din linia relatila nodulo si derivatele suc-

cesive ale acestei@p la ordinulm Tn raport cuo.
Generalizarea pentru mai multe noduri este atrarea:

Definitia3.4.6 Fier, € N, £k = 0,m, n
f9(x1), k=0,m,j =0,7, — 1. Marimea

ro + -+ + 7. Presupunema exish

o (W) (o, .0, Ty T
[g;‘()?"'ax(]axl?"'7I17"'7xm7"'7xm7f]_ 9
— — — —_——— V(Zo, o s @oy ooy Ty e ey Tpy)
70 T1 Tm
unde
(Wf)(x())"'ax()u"wxm? 7mm):
1z ... zpo! rpt f(zo)
1 (ro — D)~ (n—1)zg~* (o)
_ 0 (ro — 1)! [Lo (= p)ag™™  fro(ao)
1 z, prm=l ! f(@m) ’
1 (rm — Dapr=? (n— D)ay f'(@m)
0 0 (rm — 1)! [ (n = plap ™ [0 D(xy)
iar V(zo,...,Zoy ..., Tm,...,T,) €Ste ca mai sus, exc@pid ultima coloaa care este
ro—2 Tm—2
(xl,nag™t, ..., H (n—p)ap ot 2t nat H g T
p=0

p=0
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20 =1x0 [flz0]

flz0, 21] = [ (o)

a=a flal fla, 21, 20] = Hoz =Ll
flz1, 2] = J(z2)=f(z1)
’ 2o—21
=1 fl2] flz1, 22, 23] = —f[ZS’Z;;:QZZ’Zﬂ
flz2, 23] = f'(z1)
z3 =11 flz] flz2, 23, 24) = —f[z472’§j:£2[23722]
Fleg, 2] = Le0=1Ga)
) z4—23
24 = T2 f[Z4] f[Zg7 Z4, 2,’5] = flzs,za) = flzarzs]

Flew, 2] = f'(x2)

25 = X2 f[ZS]

Tabela 3.2: Tabélde diferente divizate pentru noduri duble

se numestdifereng divizaé cu nodurile multiplez,,, £ = 0, m si ordinele de multipli-
citatery, k = 0, m.

Generalizand forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange $melm me-
toda bazad pe diferentele divizate cu noduri multiple pentru pofing de interpolare
Hermite.

Presupunem & se dau nodurile;;, i = 0,m si valorile f(z;), f'(x;). Definim
secventa de noduti, zy, . . ., Zop41 PriN zg; = 29i41 = 24,1 = 0, m. Construim acum ta-
bela diferentelor divizate utilend nodurilez;, i = 0,2m + 1. Deoareces; = 29,11 =
x; pentru oricei, fxq;, x9;41] €ste o difererd divizak cu nod dublu si este e@gatu
f'(x;), deci vom utilizaf’(xo), f'(x1), ..., f'(z,) n locul diferentelor divizate de or-
dinul |

flzo, 2], flz2, 28], - - o, fl22m, z2ma]-

Restul diferentelor se obtiin manieé obisnui&, asa cum se a@in tabelul 3.2.
Ideea poate fi extirgssi pentru alte interpati Hermite. Se pareecmetoda este datogat
lui Powell.

3.5. Interpolare spline
Fie A o diviziune a lui[a, b]
Ara=11 <9< < xp1<xp=02>0 (3.5.1)

Vom utiliza un polinom de grad mic pe subintervdlul, x;.],7 = 1,n — 1. Motivul
este acela&pe intervale suficient de mici functiile pot fi aproximatbitrar de bine prin
polinoame de grad mic, chiar 0 sau 1.
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Figura 3.10: Spline liniare

Am introdusin exemplul 3.0.12 spatiul

SE(A)={s: s € CFa,b], s

[zs,mip1]) € P, t=1,2,...,n— 1} (352)

m > 0, k € NU{—1}, numit spatiul functiilor spline polinomiale de grad si clag
de netezimé. Dac k = m, atunci functiiles € S”*(A) sunt polinoame.

Pentrum = 1 si k = 0 se obtinspline liniare

Dorim K4 gasims € SY(A) astfelincat

8(1’1) = fi, Undefi = f(l’z), 1=1,2,...,n.

Solutia este trivid, vezi figura 3.10. Pe intervallat;, z;, 1]

s(fix) = fi + (v — m;) fls, 2iga], (3.5.3)

lar )
|f(z) = s(f(2))] < (Ag") X | (2)]. (3.5.4)

Rezuld )
1FC) = (Moo < SIAPILF loo- (3.5.5)

Dimensiunea IuSY(A) se calculeaz astfel: deoarece avem— 1 portiuni si pe
fiecare 2 coeficienti (2 grade de libertate) si fiecare dmdeduce nurarul de grade de
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libertate cu 1, averin final
dimSY(A) =2n -2 — (n—2) =n.

O baz a spatiului este datde asa-numitele func-spline
Punemry = x1, Tpi1 = T, PENtIU = 1, n

T — T
—, pentruz;_ <z <z
EheE
Bi(x) = == pentrur; < x < ;4 (3.5.6)
Litl — Li
0, in rest

Pentrui = 1 prima si pentru = n a doua ecuatie se igrar
Functia B; se numestgalarie chinezeast. Graficul functiilor B; aparein figura
3.11.

Bn—l B

><><\

Bl /BZ B3
1 X2 X3 X4

n
X1 Xn_Xn+1_b

Figura 3.11: Functii B-spline de grad 1

Ele au proprietatea
Bi(x;) = dij,

sunt liniar independente, deoarece

s(z) :ZciBi(:c) =0ANz#2;=c¢=0.
i=1
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Si
(Bi)itn = S1(A),
B; joac acelasi rol ca polinoamele fundamentale Lagrdnge

3.5.1. Interpolarea cu spline cubice

Functiile spline cubice sunt cele mai utilizate.

Vom discutaintai problema interp@rii pentrus € Si(A). Continuitatea derivatei
de ordinul | pentruss(f;-) se poate realiza impénd valorile primei derivatén fiecare
punctz;, i = 1,2,...,n. Astfel fiem, mo, ..., m, numere arbitrare date si réoh

S3(f; ) [z@ip1] — pl(m)a L= 17 27 ceey T — 1 (357)

Realizams;(f; x;) = m;, i = 1, n, luand fiecare bucatca solutie uni a problemei
de interpolare Hermite, si anume

pi(xi) = fi, pi(ziy1) = fir, i=1n—1, (3.5.8)
p;(xz) = my, p;(%’ﬂ) = Mj4+1

Vom rezolva problema folosind interpolarea Newton. Difgede divizate sunt

T; fi m; f[xi’ziz]_mi mi+l+”&;§;‘2[xi,m+1]
v fi flwe, wiga] —mHlei’miH]

Tiy1 Jin MG

Tiy1 Jfin

si deci forma Newton a polinomului de interpolare Hermiéee

2f[$i7$i+1] —my;

pi(z) = fi + (x — x))m; + (z — x;) Az, +
M1 +m; — 2f [T, Tig1]
+($ - $Z)2(LL‘ - xi+1) i (AIZ)Q i
Forma Taylor a lup; pentruz; < x < x;,, este
pi(x) = cio+ cia(r — ;) + cio(r — ;)% + cis(r — ;) (3.5.9)
si deoarece — z;,, = x — x; — Ax;, prin identificare avem

Cio = fi
Ci1 = My
Ci2 = flro g Zmi Ci3Ax; (3.5.10)

ALUZ'
Miv1 +m; — 2f @, Tiqq]

Ci,3 — (Axl)Q
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Deci, pentru a calculas( f; ) intr-un punct care nu este nod, trebirierealabil &
localizam intervalul[z;, z;,1] 3 x.

Sa calcuém coeficientii cu (3.5.10) séseval@am spline-ul cu (3.5.9). Vom discuta
cateva alegeri posibile pentrua;, mso, ..., m,.

Interpolare Hermite cubica pe portiuni

Se alegen; = f'(x;) (presupuand @ aceste derivate sunt cunoscute). Se ajunge
la o schera strict locah, in care fiecare bucatpoate fi determinatindependent de
cealald. Mai mult, eroarea este

1 4 @)
|f(x) —pi(x)] < (ﬁsz) me{rgiﬁﬂ @) 4‘(@', x; <x < wigg. (3.5.11)
Deci .
17 = s3(F5 Moo < o IANF Do (35.12)

Pentru puncte echidistante
Al =(b—a)/(n—1)
si deci
1F(-) = 83(f;)loo = O(n™"), 1 — o0 (3.5.13)

Interpolare cu spline cubice

Cerem cass(f;-) € S%(A), adic continuitatea derivatelor de ordinul al Il-lea.
Aceastdnseama cu notatia (3.5.7)

pia(xi) =pi(z:), i=2n—1, (3.5.14)

care convertd in coeficienti Taylor (3.5.9) &

2¢i_12 +6ci_1 30,1 = 2¢;2, 1=2,n—1
Inlocuind cu valorile explicite (3.5.10) pentru coeficjiese ajunge la sistemul liniar
Azymi_y + 2(Azi_y + Ax))m; + (Axi_)mi = b, i=2,n—1 (3.5.15)
unde
by = 3{Ax; flwi—1, x;) + Azi_y flag, v} (3.5.16)

Avem un sistem dex — 2 ecuatii liniare cun necunoscuten, m, ..., m,. Odag
alesem; sim,, sistemul devine tridiagonal si se poate rezolva eficiemt @liminare
gaussiag, prin factorizare sau cu o me@deratia.

Se daun continuare ateva alegeri posibile pentra; Sim,,.
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Spline complete(racordate, limitate). Luamm; = f'(a), m,, = f'(b). Se stie &
pentru acest tip de spline, da¢ € C*[a, b]

Hf(r)() _S(T)(f;')Hoo SCT‘A’Z!?T‘Hf(n)Hooa 7n:0717273 (3517)

undecy = 325, c1 = &, ¢2 = 2, iar c5 depinde de raportut2—.
Spline care utilizeaz derivatele secunde. Impunem conditiile s5(f;a) =
f"(a); s4(f;b) = f"(b). Aceste conditii conduc la d@ecuatii suplimentare

2my +mg = 3f[x1, o] — %f”(a)A%

Mp—1 + 2my, = 3f [Tp_1, x0) + 51" (D) Ay (3.5.18)

Prima ecuatie se pune lmceputul sistemului (3.5.15), iar a doua larsitul lui,
pastandu-se astfel structura tridiagoaa sistemului.

Spline cubice naturale. Impurénds”(f;a) = s"(f;b) = 0, se obtin do& ecuatii noi
din (3.5.18) lénd f”(a) = f"(b) = 0.

Avantajul — este nevoie numai de valori ale lyinu si ale derivatelor, dar pretul
platit este degradarea precizieid¥|A|?) in veciratatea capeteloiir( afa@& de cazul
cand f”(a) = f"(b) = 0).

"Not-a-knot spline”.  (C. deBoor). Cerem cgy(z) = pa(x) $i pu—2(z) = pu1(2);
adica primele doa parti si respectiv ultimele dautrebuie & coincid. Intr-ade\ar,
aceastanseama @ primul punct interiorz, Si ultimul z,,_; sunt ambele inactive. Se
obtin inca dow ecuatii suplimentare expramd continuitatea luss'(f;z) Tn x = x4
siz = z,_,. Condfia de continuitate a lui;(f,.) Tn zo Si 2, revine la egalitatea
coeficientilor dominantt; 3 = c2 3 Sic,,—23 = ¢,—1,3. De aici se obtin ecuatiile
(Axo)*my + [(Axy)? — (Axy)?|mg — (Azy)*ms = B3
(Azo)’mn_s + [(Az2)* — (Az1)* Myt — (Az1)’my, = Bo,

unde
B = 2{(Aw2)*fz1, m2] — (Az)* flag, z3]}
62 - 2{(Axn—1)2f[xn—27 xn—l] - (Axn—2)2f[xn—lvxn]}'

Prima ecuatie se adaaige prima pozitie iar a doua pe ultima pozitie a sistenfolumat
din celen — 2 ecuatii date de (3.5.15) si (3.5.16). Sistemul obtinutrai este tridiago-
nal, dar el se poate transforriraunul tridiagonal combiand ecuatiile 1 cu 2 st — 1
cun. Dupa aceste transforani prima si ultima ecuatie devin

Axomy + (Azy + Az)ms = 7 (3.5.19)
(Axn—l + Axn—2>7nn—l + Amn—Zmn = 72 (3520)
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unde
1
Mo= Aty + Ay {f[fEl,IQ]AZL'Q[AfB1 +2(Azy + Axy)] + (Aftl)Qf[xQ,xg]}
1 2
T Ave i+ A, 1A, 1 flEn-2, Tnoa] +

[Q(Agjn—l + Axn—Q) + Axn—l]AIn—Qf[xn—la xn]}

3.5.2. Propriefati de minimalitate ale functiilor spline cubice

Functiile spline cubice complete si naturale au progtighteresante de optimali-
tate. Pentru a le formula, este convenahilcensidesam nu numai subdiviziuneA ci

Sl
A:a=sg=21<19<w3< < Tp_1 < Ty ==Tpy1 =b, (3.5.21)

in care capetele sunt noduri duble. Acedasteama @ ori de @te ori interpchm pe
A, interpoBm valorile functiei pe punctele interioare, iar la capetorile functiei si
ale derivatei. Prima teorefrse refed la functii spline cubice complete,,,,.;(f; ).

Teorema 3.5.1Pentru orice functigy € C?[a, b] care interpoleaa f pe A/, are loc

b b
[ 5@ = [ sty 0, (35.22)
cu egalitate da& si numai daé g(-) = Scomp([f;-)-

Observatia 3.5.2. scompi(f; ) din teorema 3.5.1 interpoleazf pe A’ si dintre tofi
interpolantii de acest tip, derivata sa de ordinul Il arenma mining. &

Demonstratie.Folosim notatia prescur@t...,, = s. Teorema rezudt imediat, da&
aratam QA

b b b
/ [g" (z)]Pdx = / lg" (x) — §"(2))?dx + / [s" (2))2d. (3.5.23)

Aceasta implié imediat (3.5.22) si faptulecegalitatean (3.5.22) are loc dacsi numai
da@d ¢"(z) — s"(x) = 0, din care integind de doa ori de laa la x si utilizand pro-
prietatile de interpolare ale lui si g Tn z = a se obtineg(z) = s(z). Relatia (3.5.23)
este echivale@dtcu

/ s"(x)[¢g"(x) — §"(x)]dz = 0. (3.5.24)

Integ&nd prin farti si tinand cont & s'(b) = ¢'(b) = f/'(b) sis'(a) = ¢'(a) = f'(a) s€
obtine

b
/ s"(2)[g" (z) — §"(z)]dx = (3.5.25)
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Deoareces” este constaatpe portiuni

n—1

b Ty41
/s'"<x>[g'<as>—s'<x>1dx $"(z, +0) / f(2) — o/ (2))de =

v—1 v

i
L

" (@v40)[9(x011) = s(241) — (9(2) — s(2,))] = 0

v=1

caci atits cat sig interpoleaa f peA. Aceasta demonstreag3.5.24) si deci si teorema.
U

Pentru interpolarea p&, calitatea de a fi optimal revine functiilor spline natarde
interpolares,,q.;(f; ).

Teorema 3.5.3Pentru orice functigy € C?[a, b] ce interpolead f pe A, are loc

b b
/ [¢" (x)]?dx > / [s! (f;2))?dx (3.5.26)
cu egalitate da&é si numai daé g(-) = spa(f;-)-
Demonstratia este analdgagu a teoremei 3.5.1, deoarece (3.5.23) are loc din nou

cacis”(b) = s"(a) = 0.
Purdindg(-) = Scompi(f;-) Tn teorema 3.5.3 se obtine

b b
/ [Slc,ompl(f;x)]zdx Z / [Sgat<f;flf)]2d$. (3527)

Deci, intr-un anumit sens, spline-ul cubic natural este cel meachmterpolant.

Proprietatea exprimafn teorema 3.5.3 &tla originea numelui de spline. Un spline
este o vergea flexikalfolosit pentru a desena curbe. [Adorma sa este date ecuatia
y = g(x), x € [a,b] si da@ spline-ul trebuie&trea@ prin punctelgz;, g;), atunci se
presupune & spline-ul are o fori@ ce minimizeaa energia potential

/ " lg"(@)]Pda
o I+1g @)

pentru toate functiileg supuse acelorasi restrictii. Pentru variatii lente hle g
(Il¢'ll« < 1) aceasta aproximeadine proprietatea de minim din teorema 3.5.3.
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CAPITOLUL 4

Aproximare uniforma

Cuprins

4.1. Polinoamele luiBernstein. . . . . ... ... .. ... ........ 124

4.2, B-spline . . . .. 129
4.2.1. Notiunisirezultatedebaz . . . ... ... ... ...... 129
4.2.2. Algoritmul de evaluare aunui B-spline . . . ... ... ... 132
4.2.3. Aplicatiiin graficape calculator . . . . . ... ... ..... 133
424, Exemple . ... ... 136

4.3. Functii spline cu variatie diminuat . . . . ... ... ........ 140

4.4, Operatoriliniarisipozitivi . . .. .. ... ... ... ........ 143

4.5, Ceamaibuhaproximareunifor@. . . . . ... ... ........ 147

Aproximarea uniforra a functiilor are doa aspecte fundamentale:

- aproximarea unei functif prin functii ce converg uniformatre / pe domeniul
considerat;

- cea mai bua aproximare unifor@a lui f prin functii dintr-o multime dé.

Vom pune accentul pe studiul primei probleme.
Fie B o clag de functii definite pe un intervéd, b] C R si. A C B. Pentruf € B si
e € R, date, se pune problema deteraninunei functiig € A astfelincat

|f(z) —g(z)| <e, x € [a,b|.

123
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Aceash problena isi are originedan binecunoscuta teorente aproximare uniforéna
lui Weierstrass.

Teorema 4.0.4 (Weierstrass 1885Fie (C[a, b], | - ||). SubspatiulP < Cfa,b] al po-
linoamelor de grad arbitrar este deria C[a,b] (P = C|a,b]), adi@a Vf € Cla, b]
Ve € Ry dp € P astfelincat | f(z) — p(x)| < ¢, Va € [a,b]. (Echivalentd(p,) C P
astfelincatp, = f.)

O importan@ deosebd in studiul aproximarii uniforme a functiilor a avut problema
pusa de E. Borein 1905. Deoarece sirul polinoamelor de interpolare Laged L., f)

nu converge &tre f, el nu poate fi folosit la demonstratia teoremei lui Weierss.

Din acest motiv Borel a propusaatarea unor procedee de interpolare mai generale,
care & permi& contruirea unor siruri de polinoani&, f) ce converg uniform &tre f

da@d f € Cla,b]. Astfel de procedee ar permita se dea demonstratii constructive ale
teoremei lui Weierstrass. Una dintre primele solutii peptoblema lui Borel a fost dat

de Sergi N. Bernsteiin 1912 prin introducerea polinoamelor cémepoar numele.

4.1. Polinoamele lui Bernstein

Definitia 4.1.1 Fie f : [0,1] — R. Operatorul B,, definit prin relatia

(Bnf)(@) =Y pmk(@) f (%) : (4.1.1)
k=0
unde
(4.1.2)
Pm k() = (7:) a*(1—z)™* (4.1.3)

se numesteperatorul lui Bernsteinar polinomul B,, f se numestpolinomul lui Bern-
stein

In figura 4.1 apar polinoamele de BeBernstein pentris = 3, iarin figura 4.2 polinoa-
mele Bernstein pentru functig(x) = sin 27z Si k = 10, 15, 100.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1813-1897), matematici
german, considerat a fi unul dintrénntii analizei moderne. A

Lavut contributii importantén teoria functiilor de variabile reale,
functii eliptice, calcul variational, studiul formeldailiniare si
patratice.
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Figura 4.1: Polinoamele de @aBernstein pentré = 3
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Figura 4.2: Polinoamele Bernstein pentru funcfia) = sin 27z (linie continla) si
k = 10,15,100
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Polinomul lui Bernstein poate fi obtinut si pe cale probiabda astfel: daga f este
marginita pe[0, 1], se considex variabila aleatoar& cu distributia

A (pi(fgi» ’

a carei valoare medié/ (z) = ;" pmi(2) f(£) este chiakB,, f)(z).

Propriet ati
Teorema 4.1.2 1. B,, este un operator liniar.
2. B,, este un operator pozitiv, acic
f(x) > 0= (B,f)(x)>0,Vx €[0,1].
3. B,, reproduce polinoameledma la gradul 1 inclusiv, adia
(Bmex)(z) = ex(x), k=01

sin plus

(Bpnea)(x) = ex() +

4. Daam < f < M pel0, 1], atuncim < B,,f < M pe [0,1].

5. Daa f € C[0,1], atunciB,,f = f pe [0,1] candm — cc.
Demonstratie. 1. Rezulé imediat din definitie.

2. Imediaa tindnd cont &V € [0, 1] p,,(z) > 0.

3. Se foloseste binomul lui Newton

(u4v)™ = Z <7:) uFom™F, (4.1.4)
k=0
Diferentiem succesiin raport cuu egalitatea de mai sus
"k m
m—1 _ vk, m—k 4.1.5
u(u + v) ; Uy (k) ( )
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Purarandin ultimele trei relatiu = x Siv = 1 — 2 vom obtine

Sorm) =1 Y Cpula) =,
k=0

k=0

Em: (%)2%@(1’) =2+ x(le 2

k=0

4. Din f —m > 0, prin pozitivitate, rezuli B,,,(f — m) > 0. Analog si ceala
inegalitate.

5. f € C[0,1] = f uniform contin& pe|0, 1], adi@ Ve > 0 3§ = §. astfelincat
Vz,2' € [0,1] cu |z — 2’| < 6 sa avem|f(x) — f(2')] < 5. Folosind a treia
proprietate putem scrie

1)~ (Ba (o) = 3 puae) [ 100 1 (£)] 9

ro-1 (%)

10 -1 ()| + X st |10 -1 ()

kedm

@)~ (Bah) @] < 3 posle)
= Z Pmk(7)

ke]m/

unde

[m:{k‘:‘ﬁ—x <(5} iaer:{k‘:‘ﬁ—x
m m

Dac@ M = max,coq | f()| obfinemin continuare

25}.

@) = Buf) @) £ 5D pua(a) +2M Y poi(a)
2

keJm
Deoarece )
k (ﬁ — x)
——z|>f=>
m v 02
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obtinem succesiv, folosind proprietatea 3

keJm k€Jm

1-2+M x 1
m

_laz(l—2x) < 1
82 om T 4mé?’

Deci, | (2) — (B f)(@)] < § + 5Lz, adich

|f(z) = (Bnf)(2)| < €, da@m > % ze[0,1].

Aceash proprietate este 0 demonstratie constracéiteoremei lui Weierstrass.
O

Definitia 4.1.3 Formula

se numestérmula de aproximare a lui Bernstaar R, f termenul rest

Teorema 4.1.4Daca f € C?|0, 1], atunci

() =~ 2D ey, eepp) (418)
Si
()@ < o7 (4.0.9)

Demonstratie.Conform teoremei 4.1.2, proprégtle 1 si 2,5,,f reproduce polinoa-
mele de grad 1, ad&cB,, f = f, pentru oricef € P;. Aplicand teorema lui Peano se
obtine

(%ﬁ@=lkvwﬂ@®
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unde

K(wit)= (=0 = Y pmalo) (£ - R

k=0
CumK (z;t) < 0 pentruz,t € [0, 1] corolarul la teorema lui Peano ne conduce la

z(1—x)
2m

(R f)(2) = — 1€, €€l

Inegalitatea (4.1.9) rezdtdin faptul @z(1 — z) < 1 pe[0, 1]. O

Importang teoremei lui Weierstass adut ca ea&fie mereln atentia matematicie-
nilor. S-au dat numeroase demonstratii constructiveegegaliari. Una dintre ele este
teorema lui Stone si Weierstrass.

Fie D un compact,C(D) spatiul functiilor definite pe compactub inzestrat cu
norma|| f|| = maxp |f(z)|. C(D) este o algetar.

Enungm fara demonstratie:

Teorema 4.1.5 (Stone-Weierstrass, 1948)aca A este o subalgelara lui C(D) care
sepa@ punctele luiD, atunciinchidereaA a lui A este fie”'(D), fie multimea functiilor
continue care se anuleaintr-un punct al lui D.

Observatia 4.1.6. 1. Da@ A contine functiile constante, atundi= C(D).

2. O familie S de functii definite peF’ sepaa punctele IuiE da@vVu,v € E,u #
v,3h € S astfelincath(u) # h(v). O

Pentru detalii asupra demonstratiilor teoremei lui W&ass si asupra teoremei
Stone-Weierstrass a se vedea [39].

4.2. B-spline

4.2.1. Notiuni si rezultate de baa

Fiem,n € N si punctelety, t1, ..., tm, cut; < t;11. Fie [a,b] C R astfelincat
ty < asSit,_ > b.Pentruj = 1, m — ¢ punem

wij(x) = ¢ ti; —ti
0, altfel.

, da(ﬁtz < ti-l—j (4 ) 1)
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Definitia 4.2.1 Pentrui = 0, m — k — 1 functiile B-splinede rangi si grad k£ se defi-
nesc prin recurerd astfel

Buo) = { 0 incas comr (422
B y(x) = wik(2)Big—1() + (1 — wis16(2))Biy1,-1(x), pentruk > 1. (4.2.3)
Propozitia 4.2.2 Au loc urmatoarele propriedti:
(a) B, este un polinom de graki pe portiuni;
(b) Bix(z) =0pentruz & [t;, tiikri1);

(c) sz( ) > 0pentruz € (t;,tiix+1); Bix(t;) = 0Tnafara cazului @ndt; = ¢, =
= tirr < tirg+1 (nOd de ordink + 1) cand avemB; ,(t;) = 1.

(d)
m—k—1
Bix(z) =1, Vo € [a,b).
=0
(E) Fiex € (ti,ti+k+1); Bzyk((f) =1 <= ti+1 = ... = tiJrk =,

(f) B, este contina (si indefinit derivab@) la dreaptavVz € R (precizam @&
Bz,k(x) = O, Vx € [to,tm]

Demonstratie.(a), (b), (c), (d) si (f) sunt evidente pentku= 0; (a), (b), (c) si (f) pentru
B, . se deduc prin recurelfdug@ k. Sa demonséim (d). Fiex € [a,b]; exis& unj,
k <j<m-—k—1astfelincatz € [t;,t;11). Dadx = t; si B;;(z) = 1 proprietatea
este eviderit (conform (c))In ceIeIaIte cazuri avem

[wi k(1) Big—1(7) + (1 = wit1£(7)) Biy1p—1(2)]

= W,k k() Bj—kk—1( Z B k-1

i=j+1-k
+ (1 = wjr16(7)) Bjy1p—1().
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Dar B;_j ;—1(z) = 0 $i Bj11,-1(x) = 0, Intructz € [t;,t;41) (conform lui (b)) si
j
Z Bi7k,1<l’) =1
i=j+1—k

(din ipoteza inductiei).
(e) este o conseciaimediad a lui (d) si (c).O

Observatia 4.2.3. 1. Deoarece B-splinele sunt nenegative ((b) si (c)) si slona
este 1, spunemécele formeaa opartitie a uni@tii.

2. FiecareB; ; are un suport unic.

3. In cazul @ndt,,_ = - -- = t., = b, pentru ca (d) si (e)&fie adedrate péntreg
[a,b] punemB,,_;_1x(b) =1

4. B-splinele se pot defini si pentru un sir infinit de noduyriin definitia fie@rui
B; i, intervenind un nurdr finit de noduri.

5. Da@t; este un nod de multiplicitate k& + 2(t; = t;144+1) are locB;, = 0;
reciproca este de asemenea a@dlaf. O

Propozitia 4.2.4 (Identitatea lui Marsden) Fien = m — k i

4 f (ti1 —t) .. (tisk — 1), pentruk > 1;
Ui k(t) = { 1, pentruk = 0. (4.2.4)
Are loc relatia
n—1
(= t)F = W 1(t)Bis(2). (4.2.5)
=0

Demonstratie.Se face prin inductie dapk. Cazulk = 0 este trivial (propozitia 4.2.2
(d)). Presupunemec

i U, 1 () Big(x) = (v — )"

este adearab. AvemB, ;,_;(z) = 0 pentrux € [a, b].
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=, Wik (t) [win(2)Big-1(7) + (1 — wiy1.4(2)) Biy1x-1(2)]
= Wy 1 (t)wo k() Bog—1(x)

+ ) Bigoa(x) [Wip(Bwin(z) + Timg (8 (1 — wis(x))].

=1
Da@t; = t;, atunciB; ;1 = 0 si da@t; < t,, avem
Wi () (Owin(r) + Wiy k() (1 — wir(z)) =
=Wk 1(t) [(tigr — Dwin(@) + (£ — 1) (1 — wip())]
= \Ifi’k,l(t) (w@k(az‘) (tiJrk — tl) + ti — t) = \I/i,kfl(t) (l’ — t)
Deci

Z U, (t)Bip(z) = (x — t) Z U, 5—1(t)Big—1(z) = (v — ),

ultima egalitate a&n loc pe baza ipotezei inductiél.

Observatia 4.2.5.Fiet = (to,...,tn) Si Pr+([a,b]) = Py, spatiul functiilor polino-
miale pe portiuni péa, b] de grad< k si cu racord de cl@sC* ?i int; dacdt; este un
nod de multiplicitatep;. Prin conventie, un racord de c&€* 7/, cuk — p; < 0 nu
impune nici un fel de conditii asupra luj.

Daca toate nodurile sunt de multiplicitate £+ 1, atunci functiileB, ,i = 0,n — 1 for-
meaa o baa a luiP;; sidim Py, = n = m — k. Da@ anumite noduri au multiplicitate
>k + 2, atunciPy; = (B;|i = 0,n — 1), dar{B;} nu formeaz o baa. %

4.2.2. Algoritmul de evaluare a unui B-spline

Fiex > t, si S(x) = ZZ;} a;B; ;(x). Aplicand direct definitia induct& a B-
splinelor se obtine:

Propozitia 4.2.6 Are loc
S() =Y a”(@)Bixx) = > af’ (@) Bixa(z) = = al” (@) Bio(x)

Cu
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Observatia 4.2.7. 1. Algoritmul este valabil si pentru: < t;, consideand @&
B; = 0 pentruz < 0.

2. Da@ evalém S(x) pentruz € [t;,t;11), avemsS(z) = a}(z), deoarece; ()

este functia caracteristica intervaluluilt;, ;1) Si pentru a calculag.k) (x) este

suficient & evaldma'!” numai pentry — k +r —1 <i < j, celelalteB, ,_,(x)

7

fiind nule pentrur € [t;,;41). Avem asadar
j

S(x) = Z ago)(x)Bi,k(x) = Z agl)(x)Biﬁk_l(x) == ag-k)(x).

i=j—k i=j—k+1 O

Algoritmul se prezird, asadar, sub forantriunghiulag, fiecare element obgmdu-
se prin combinatia convéxa do@ elemente din linia antericar

Ay Qj—k4+1 . aj—1 Qj
(1) (1)

A5 k1

(Algoritmul Cox-DeBoor)
Nodurilet formeaa o diviziune

A:tg<ty- <ty <a< - <b<t, <tlppr < lpgre
Vom presupune& multiplicitatea oriérui nod< k + 1. O alegere frecvehteste

=t = =ty =a <t < <t <b=t, ==ty

In cazul particulaty = --- = t, = a < b = tp 1 = -+ = toes1, functiile B-spline
devin polinoame fundamentale Bernstein

pix(x) = (l;) o1 — x)

4.2.3. Aplicatii in grafica pe calculator
Curbe B-spline si Bezier
Fie P, ..., P,_1 € R®, s € N*,
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Definitia 4.2.8 (a) Se numesteurbd B-spline asociaB poligonului de control
(P, ..., P,_1) curba parametrié () defini prin

n—1
(v)  S()=>_PBit), a<t<b.
=0
(b) Se numesteurba Bézier? asocia& poligonului de control F, ..., P,_1) curba

parametri@

B(t) = gpipi,k(t)a pik(r) = (f) (1 — z)

Propozitia 4.2.9 Curbele B-spline au uratoarele propriedti:

1. v nu trecein general prin punctelé;; dacaty = --- =t Sit, = =t =0
avemsS(a) = Py si S(b) = P,_1; In acest cazy este tangetin 7, si P, la
laturile poligonului de control.

2. ~ esteininvelitoarea conveka punctelorr, ..., P, ;. Maiexactdad¢; <t <
ti+1, S(t) esteininvelitoarea convexa punctelorP,_y, . . ., P;. Curba Bezier este
situa@ in invelitoarea convexa punctelorF, . .., P,_;.

3. In cazul @nd nodurilet; (k + 1 < i < n — 1) sunt simpley € C*! si este
forma@ dinn arce parametrice polinomiale, de grad k.

4. ~ este invariar la deplagrrile lui R®: daca h este o deplasare a I®R*, atunci
puncteleh(F;) sunt punctele de control ale curbe(S(t)).

5. S(t) este regularizardt: daca P este poligonul de control al luj si dac@ H este
un hiperplan, avemard(H N ~) < card(H N P).

Observatia 4.2.10.Curbele B-spline au un caracter logalsensul &:

Piérre Bezier(1910-1999) Fiu si nepot de ingineri, a stuidiat
gineria mecanig la Universitatea din Paris, unde 1977 a
obtinut doctoratuin Matemati@ . Timp de 42 de ani (1933-
1975) a lucrat la Uzinele Renault. A introdus curbele dare
’poarfa numele. Este considerat fondator al domeniului CAD-
CAM, realizand primul sistem de acest tip (UNISURF - in-
cerAnd cu 1960). Laureat al mai multor premii presigioase,
printre care ,,Steven Anson Coons” al ACM (Association for
Computing Machinery).
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(a) Da@ X este un punct al curbei corespanzl unei valort, a parametrului, atunci
pozitia lui X nu depinde deit de cel multc + 1 puncteP;, deoarece dact; <
tg < tj+1 avem

n—1 k
X =8S(ty) = ZPiBi,k(t()) = Z P,B, x(to).
i=0 i—j—k

(b) FiecareP; nu influenteaa curbaS(t) dect pentru valorile luit pentru care
B;y(t) # 0, adi@t; <t < tj;x1 (in particular dag modifiéam P; numai o
portiune a curbei se modihc

(c) Caracterul local nu are ldo cazul curbelor Bzier: modificarea unui punct de
control atrage modificardatregii curbe. O

Algoritmi pentru curbe B-spline

Algoritmul 4.1 de evaluare a curbelor B-spline este o simipducere a algoritmului
de evaluare pentru functii B-spline.

Algoritmul 4.1 Algoritmul Cox-deBoor pentru evaluarea unei curbe B-spline

Intrare: Poligonul de contrulP;, i = 0,n — 1, punctul tin care se face evaluarea si
diviziuneat;

lesire: ValoareaS(t)

1: FieS(t) = 3.1~ PiB;(t) i S presupunemat; <t < t;.

2. fori:=j—k tojdo

3 PXNt):=P;

4: end for

5 forr:=0tok—1do

6: fori:=j—k+r+1tojdo

& Pz‘TH = Wig—r(OP + (1 —wip—r(t) P4

. (= 8)PI(®) + (tiasy — P,
Livk—r — ti '

9: end for

10: end for

11: S;(t) == PE(t);

In cazul particular al unei curbe&ier se obtine un algoritm mult mai simplu, care
nu depinde dg (vezi algoritmul 4.2). El este datorat lui Paul de Faget dea€ljas!.
Dam si do@ posibilitati de alegere a punctelor diviziunii.
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Algoritmul 4.2 Algoritmul de Casteljau pentru evaluarea unei curbe Bezier

Intrare: Poligonul de contruP;, i = 0, k si punctul tin care se face evaluarea
lesire: ValoareaB(t)

1: Fie B(t) = 3. Pipi(t).

2: fori:=0 tokdo

3 Pt):=P;

4: end for

5. forr:=0tok—1do

6: fori:=r+1tokdo

7 PIThi= (L= 0P () + P (2);
8: endfor

9: end for

10: B(t) := PF(t);

Varianta 1: ¢; = j;

Varianta 2:
0, 0<j <k
ti=4q j—k k+1<j<m
n—~k, j>n.
4.2.4. Exemple

Sa deseam curba cuadraticcorespurand nodurilorty = t1 =ty = 1, t3 = 2,
ty = 3,t5 = 4sitg = t; = tg = 5 si al @rei poligon de control este dut figura 4.3.
Graficul curbei apare de asemefiedigura 4.3.

Daca se alege o repartitie unifoéna nodurilor si dorim o cuéde clad C*, putem
aleget; = i,i € Z. Avem B;(t) = B;y,.(t + ), Vr € Z (figura 4.4), adié elementele
bazei B-spline se deduc una din alta print-o transhaieeag. S& considedm S(t) =
Yo o PBiBi.(t) sisapunemPs; = P;; avemS(t — 6) = S(t), iar curba este defirdit
pe un interval arbitrar de lungime 6. Se obfineacest mod o cuddnchisa (figura 4.5).

In figura 4.6 se dau d@ucurbe Ezier de grad 3 pentru dauforme diferite ale
poligonului de control. Urmeazacum un exemplu mai detaliat de aplicare a algorit-
mului Cox-deBoor. Fie nodurile = 0 = t) = t; = ty = t3,t4 = 1, t5 = 2,
b=3=ts =t; =ty = tyg. Gradul curbei va fk = 3. Poligonul de control are 6
puncte si este dan figura 4.7. AvemS(t) = Zf:o P,B, 5(t); sa calcubm S(7) pentru
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Ps

Py

Figura 4.3: Curba B-spline cuadradisi poligonul ei de control

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2-

I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.4: Baa pentru noduri ditZ
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P1:P7

Py=Fs,

o

Ps

Figura 4.5: Curh B-splineinchisa, periodi@

PQ%\ fffffffffffffffffffffffffffffffffff ;D-Pl

P
@) (b)

Figura 4.6: Doa curbe Ezier de grad 3
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T = % Deoarece, < T < ts, calculele se organizeazabelar sub forma

Py Py Py Py
P} P} P}
Py Py
Py
undeP} = S (2), iar
3 1 1 1 1 3
P;:ZPZJFZR P§:§P1+§P2 Pj:ZP4+ZP3
3 1 1 3
Pi= P+ Pj:Z 11D
1 1

Graficul curbei aparén figura 4.7. Se obseva S(t) este tangeatn punctul P} (t) la
segmentulP}~' P/~ Sa ilustiém acum caracterul local al curbelor B-splifefigura

Figura 4.7: Un exemplu de aplicare a algoritmului Cox-deBoor

4.8 este reprezentab curla B-spline de gradul 3 corespuipare unui poligon de con-
trol cu 9 puncte (linie contird). Se modifié coordonatele punctulu?, iar poligonul
de control modificat si B-spline-ul coresputar apar cu liniéntrerupé.



140 Aproximare unifornd

Figura 4.8: Caracterul local al curbelor B-spline. Se ilustaeefectul modifiérii coor-
donatelor unui puncti)

4.3. Functii spline cu variatie diminuata

Functiile spline cu variatie diminuatau fost introdusen 1964 de Isaac J. Schoen-
berg?® ca o generalizare a polinoamelor Bernstein.
Fie diviziunea

Avtg<ty <t <a<- <b<t, <tpp1 < lypps

Vom presupune& multiplicitatea ori@rui nod nu degseste: + 1.
Definifia 4.3.1 Fie f : [to, t,x] — R si diviziuneaA = (t;),_g;75 ca mai sus. Punem

g1+ tit+k
k Y

& = i=0,n—1 (4.3.1)

Isaac J. Schoenberg (1993-1990) - matematiciascat la
Galati. A studiat la universitile din lasi, Berlin si G otingen.
in 1926isi sustine doctoratul la Universitatea din lasi. Din @93
;@ activatin Statele Unite (1941-1966 University of Pennsylva-
nia, 1966-1973 University of Wisconsin). Contributiidome-
niul Teoriei aproxinarii. Rezultatele salin domeniul functiilor
spline l-au &cut celebru (de fapt el a introdus termenul de
functie spline). A fost si un om sensibil, de alaéasiltuia.
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si definim operatoruba

—_

n—

(Saf)(@) = ) f(&)Bin(z). (4.3.2)

i

Il
o

Acest operator se numestperator spline cu variatie dimin@asau operatorul lui
Schoenbergar Sa f se numeste functie spline cu variatie dimirduat

Saf fiind o combinatie liniad de functii B-spline este un spline de gradulPentru
punctele avem

a=§ <--<&-1=0
Propozitia 4.3.2 S este un operator liniar si poziv §if € P, avemSa f = f.
Demonstratie.Liniaritatea si pozitivitatea rezwtdin definitie folosind propriétile B-

splinelor. Trebuie & aatam @& S reproduce pe 1 si pe. Sa1 = 1 rezul@é din partitia
unitatii. Din identitatea lui Marsden (4.2.4) egald coeficientii luit*~! obtinem

de undeSax = z. O
Propozitia 4.3.3 S f are urmatoarea proprietate

V(Saf —¥0) <V(f—1), pela,b]Vl € Py
undeV (g) este nurarul variatiilor de semn ale luj.

Numele de spline cu variatie dimin@atine tocmai de la aceasproprietate.

Teorema 4.3.4 Are loc inegalitatea

k’2
lg = Sagllee < S HAIPNG" loo- (4.3.3)
Demonstratie.Fie zy € (a, b); trebuie estimat cantitatedg(zo) — Sa f(zo)|. Presupu-
nem @zy € [t;,ti11), ceea ce impl&é,_, < zy < & Si atrageB; (zo) = 0 pentru
Jj ¢ [i —k,i]. Fie P(z) = g(z0) + ¢'(x0)(z — 20) ecuatia tangentei lain xz,. Avem
SAP = P sideci

SA(g— P) =Sag— SaP =5Sr9—P=(Sag—g)+g—P
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Si pentrur = x

9(x0) — Sag(we) = =Salg — P)(z0) = = Y _ (9 — P)(&)Bjx(xo)

j=i—k

de unde
|9(w0) — Sag(wo)| < sup{|(g — P)(z) : @ € (&-r, &) }-

Dar din formula lui Taylor(g — P)(z) = %g”({) CUé € (xg, ) Si|z—x0| < E||A||
pentrué € (&_x, &), de unde

k2 ,
l9(x0) = Sag(wo)| < FNAIFllg" [l

]
Corolarul 4.3.5

l2* — Saealloo < A* A%
Definitia 4.3.6 Fie f : [a,b] — R. Formula
F=Sxf+Raf (4.3.4)

se numestéormula de aproximare spline cu variatie dimirdyaar R, f estetermenul
rest

Teorema 4.3.7Daca f € C?[a, b] atunci

(Raf)(x) = / (s ) (1)t (4.3.5)

unde

—_

n—

p(r;t) = (v —t); — Bip(w) (& — )4

i

I
o

respectiv

(Ra)(x) = —5[Saea(x) — )" (6).

Demonstratie.Se apli@ teorema lui Peano si se tine coatu(z; t) are semn constant
pentrut, z € [a,b]. O

Observatia 4.3.8.1n cazul particular&ndéy = -+~ =t = a < b = tgs1 -+ = tops
se obtine operatorul Bernsteii{f = By f). O
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4.4. Operatori liniari si pozitivi

Definitia 4.4.1 Operatorul L : X — Y se numesténiar si pozitivdac pentru orice
f,g € X siorice scalaria, 5

L(af + Bg9) = aLf + BLg
f>0=Lf>0.

Observatia 4.4.2. X si Y sunt spatii liniare ordonate. De obicEi= {f : E; CR —
R}LY ={g=Lf:E, CR— R} &

Teorema4.4.3Daca L : X — Y este un operator liniar si pozitiv §i, g € X, atunci
(i) f <g= Lf < Lg(monotonie);
(i) [Lf] < LIf].

Observatia 4.4.4. Pentru a punén eviden& faptul @ un operator liniar L se apkc
unei functii f, ca functie de variabila independart iar valoarea functiei obtinute se
considea pe punctuk: vom scrieL(f(t); ) in loc de(L f)(x). &

Teorema care urmeaznumif prima teorera a lui Korovkin sau teorema Bohman-
Popoviciu4-Korovkin, este un criteriu de converga@ntiniforna pentru sirurile con-
struite cu ajutorul operatorilor liniari si pozitivi.

Teorema 4.4.5Fie (L,,), Ly, : Cla,b] — C]|a,b], un sir de operatori liniari si pozitivi.
Daca
(Lmeo)(x) = 1+ up(2);

(Lpmer)(x) =z + vy (x); (4.4.2)
(Lmea)(x) = 2 + wp ()

Tiberiu Popoviciu (1906-1975) mare matematician &om
membru al Academiei roéme, fondatorul scolii de Anafie
numeri@ si Teoria aproxirarii din Cluj-Napoca. Doctorain
4Franta, laEcole Normale Sugrieure (1933). Contributii im-
portante Si de pionierdh domeniul Analizei matematice, Teo-
riei functiilor, Teoriei aproxinarii si Analizei numerice. A con-
tribuit de asemenea lmceputurile si dezvoltarea informaticii
romanesti si clujene.
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Si limy,— o0 U (z) = 0, limy, 0o V() = 0 Si limy, oo wy(z) = 0, uniform pela, b],
atunci pentru oricef € C|a, 0]

lim (L f)(2) = f(x)

uniform pela, b].

Demonstratie.Fie M = max,<.<p | f(x)| Si t un punct oarecare, dar fix, din intervalul
[a,b]. Functiaf fiind uniform contin@ pe[a,b], Ve > 0, 3§ > 0, astfelincat pentru
r € la,b]si|t —x| <dsaavem|f(t) — f(z)| < 5. FieJ = {x € [a,b] : [t — x| > §}.

Pentruxr € J avem
2M

[f(8) = )] < 2M < = (t — )’
prin urmare
[f(t) = f(2)] < §+25—]\2/[(t—x)2, z,t € [a,b]. (4.4.2)

Cu notatia din observatia 4.4.4.((f(t); z) in loc de(L,,f)(z)) pentrut = x avem
Lo(f(x);z) = f(x) - Lp(1;2) = f(z)(Lmeo)(z). Din enunt (egaldtile (4.4.1)) se
obsena G putem scrie

(L f)(2) = f(x) =

astfel @ avem

(L)) = f(@)] < [Lin(f(8) = f@); 2)| + |f (@) [um ()] (4.4.3)

Folosind liniaritatea, teorema 4.4.3 si inegalitated.@).deducem&

a0 £ )] < L1110 = S@)i2) < Lo 5+ 20— )%
= S Ln(li0) + 2 L((— ) )

Ultima inegalitate si (4.4.3) ne dau

M (= 2% 2) 4 (@) ()]

5z
2M ,

=) @)+ =5 Lun((t = )

(L f) () = fl@)] < SLun(Liz) +

° (4.4.4)
<+ (If@) +

).
Din enunt mai rezuét &

Lo ((t — )% 2) = 22U (2) — 220, () + W (7). (4.4.5)
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Deoarece,, = 0, v,, = 0, w,,, = 0,
€ 2M 2. €
<|f(.flf) + 5) |Um(.f13)‘ + 5_2Lm((t - .CE) 7x) < 57 pentrum > Ns
din (4.4.4) se obtine
9

(L)) = f()] < .
U
Corolarul 4.4.6 Daca (L,,), Ly, : Cla,b] — C|a,b], m € N* este un sir de operatori
liniari Si pozitivi Si

lim (L,,)(1;2) =1, lim (L,,)((t —2)%z) =0 (4.4.6)

m—00 m—00

pentru oricef € Cla, b] sirul (L,, f) converge uniform lg pe|a, b].
Concluzia rezuli (4.4.4) si (4.4.5).

Observatia 4.4.7. Functiile eg, e, e din teorema 4.4.5 se numesc functii de @ob
Numarul de functii de pro@é nu poate fi modificat. &

Un rezultat asedmator cu cel din teorema 4.4.5 are loc si pentru funcfiiteperiodice
cu functiile de prok 1, cos z, sin z, iar corolarul corespurgor se aplia pentru 1 si
sin? t‘T‘” Fie C5, spatiul functiilor continuer-periodice.

Teorema 4.4.8 (teorema a doua a lui Korovkin)Fie (L,,) un sir de operatori liniari
pozitivi L,, : Co, — Cy,. DacaVz € R

Ln(L;2) = 1+ um(z);
Ly, (sint; z) = sinx + v, (x);

L, (cost;x) = cosx + wy,(7)

Si
lim uy,(z) = m uy,(x) = lim u,(z) =0

m—00 m—00 m—0o0

uniform peR., atunciVf € Cor L,,f = f peR.

Demonstratie.Este analoa@cu a teoremei 4.4.5, analoaga inegéili{4.4.2) fiind

ot —x

_ € 50
| f(t) f(x)]<2+2Msm 5 s —
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Exemple

Exemplul 4.4.9 (Operatorul lui Bernstein). Fie (B,,) sirul operatorilor Bernstein.
Avem

1 —
Bn(1;2) =1, By(t,z) =z, By(t*;2) = 2° + u, x €0, 1].
m
Deci u,, () = 0, v () = 0, wy(z) = 22 Deoarecdim,, .., “= = 0 uniform
pela,b], B,,f = f pe|0, 1], rezultat echivalent cu teorema 4.1.2. &

Exemplul 4.4.10 (Operatorul lui Schoenberg).Operatorul spline cu variatie dimi-
nuak S este liniar si pozitiv. De asemenea

Sa(liz) =1;
Satz) = ;
Sa(t%x) = 2% + BE(z).
Deoarece(x) = 0 cand||A|| — 0, Saf = f. &

Exemplul 4.4.11 (Operatorul Hermite-Fejer). Pornind de la operatorul de interpo-
lare Hermite cu noduri dublédacini ale polinomului Cebsev de speta 1,1

2k +1

i k=0.m
2(m+1)7T7 , m,

Ty = COS

(Hamer f)(x) =D hio(@) f(xr) + > haa () f (21
k=0 k=0

si omitand a doua su#) Fegr ° a obtinut operatorul

(Fomarf)(@) = hi(x) f(xx),

unde

Tips1 () )r‘

hi(z) = ho(z) = (1 — 23) [(m + 1)(x — xp

Leopold Fegr (1880-1959) Matematian maghiar, lider al
generatiei sale. A avut contributii importaitedomeniul apro-
ximarii si interpohrii Tn real si complex si teoriei seriilor Fou-
rier. Rezultatul &u privind convergenta seriilor Fourier a fost
obtinut é&nd erainca student. A functionat ca profesor si la
universitatea din Cluj.
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Propozitia 4.4.12 Operatorul lui Fegr are urnatoatele propriedti:
L (Faman/)(@k) = fle),  (Fomsnf)'(me) =0 Y5, hw(x) = 1.
2. Iy, este un operator liniar i pozitiv.
3. Da& f € C[-1,1], atunciFy,, .1 f = f pe[—1,1], candm — cc.
Demonstratie. 1. Rezulé din propriedtile polinoamelor de interpolare Hermite.
2. Liniaritatea rezul din definitie, iar pozitivitatea din

l—apz>1— |z >0, z € [-1,1].

3. Din proprietatea 1 rez@tca Fy,,,1(1; ) = 1, pentruz € [—1, 1].

F - 2. — 1 — m+1 - 2
a((t =) = 9 (1= ) {(m (- m} o)
1 ) =
— —(m n 1)2Tm+1($) ,;:0(1 — TT).
Datorita simetriei nodurilor;, faa de originep /", z;, = 0 Si se obtine
1 1
o 2, — 2 < .
Fopy1((t — )% 1) — 1Tm+1(95) S rl

adia
lim Fyy i ((t — 2)%2) = 0, uniform pe[—1,1].

Se apli@ apoi corolarul 4.4.6 la teorema 4.4.5.

O
Fiind un operator polinomial, operatorul lui Eejpoate da o demonstratie construativ
a teoremei lui Weierstrass. O

4.5. Cea mai bura aproximare uniforma

Fie f € Cla, b] si presupunem&un polinom de grad cel muitminimizeaa norma
I f = pullse- Un astfel de polinom se numegtelinomul de cea mai binaproximare

uniforma a lui f.
In teoria aproximarii uniforme rolul central este jucat daunctele de alternagt

Celsevpentru functieR(z) = f(z) — p,(x). Punctele de alternamie gradn sunt
nodurile unei grile (diviziuni)

a<z <<z, <b

avand urnatoarele propriétti:
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(D) [R(z:)| = maxacosy [R(z)|,  i=1,m.
(2) R(z:)R(zi1) <0, =i=1m—1.
Vom nota multimea tuturor diviziunilor de acest tip jpeb] prin A(m, a, b, R).

Teorema 4.5.1 (Celsev) Pentru ca un polinonp, de grad cel multn sa fie cea
mai burd aproximand uniformd a lui f € Cla,b], este necesar si suficient ca
A(n + 2,a,b, R) sa fie nevia.

Demonstratia suficienteiPresupunemaexisa un polinony,, € P, astfelincat

||f - QnHoo S ||f _anoo‘

Atunciin punctele de alternamCelisev

|f(@:) = qn(w)| < |f (i) — pulas)]|

ceea ce implié faptul & functiag(z) = (f(z) —pn(x)) — (f(z) — gn(x)) arein punctele
x; acelasi semn c&(z) = f(x) — p,(z). Deoarece semnele léi(z;) alterneaa, exish
un zeroin interiorul fie@rui subintervalz;, z;,1]. Deci, g aren + 1 zerori pela, b|.

Aceasta nu se poatetampla daé g nu este identic nulJ

Exemplul 4.5.2. Vom determina polinomul de cea mai l@duaproximare uniforta de
gradintai pentru functiaf (z) = /x pe[a,b] C R,.

Polinomul @utat are forma’; = ¢, + c¢;x. Eroarea de aproximare estgr) =
co + cix — +/z. Derivata eie|(z) = ¢; — ﬁ se anuleazin z; = é Conform
teoremei lui Celsev abaterea maxirse realizeain trei puncte difa, b] Si obtinem
sistemul neliniar

Cco+cia — \/E = E1
Co + i — % = —E1

co+ec1b—+3=FE

I

cu solutiile

;<\/' - +\/a+\/5)7

T\ T A b 1

B 1

C Va+ Vb

E, = ¢y + cia — +a. &

1
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Definitia 5.1.1 O formulk de aproximare a functionaldl in raport cu functionalele
Li,..., L, este oformd de forma

m

L(f) =) AL(f)+ R(f), feX (5.1.1)

=1
Parametrii reali A; se numesc coeficientii formulei, i&{ f) termenul rest.

Pentru o formud de aproximare de forma (5.1.1amlu-se functionalelg;, se pune
problema determérii coeficientilorA; si a studiului termenului rest corespantar va-
lorilor obtinute pentru coeficienti.

Observatia 5.1.2. Forma functionalelor.; depinde de informatiile detinute asupra lui
f (ele exprindnd de fapt aceste informatii), dar si de natura probleteeaproximare,
adica de forma luiL. &

Exemplul 5.1.3. (E1) Da@ X = {f| f : [a,b] — R}, Li(f) = f(x;), i = 0,m,
x; € |a,b] SiL(f) = f(), a € [a,b], formula de interpolare Lagrange

m

fla) = Zgi(a)f(xi) + (Rf)a
=0
este o formud de tip (5.1.1), cu coeficientd; = ¢;(«), iar una din reprezeatile posi-
bile pentru rest este

u(@)

SN

(Rf)(a) =

dac exish f(™+1) pe|[a, b]. &

Exemplul 5.1.4. Dac X si L; sunt cain exemplul 5.1.3 si exiatf*)(a), a € [a,b],
k € N* iar L(f) = f®(a) se obtine o form@ de aproximare a valorii derivatei de
ordinul £ a lui f Tn punctula

m

FW () = Aif(a:) + R(f),

=0

numita siformula de derivare numeri. &

Exemplul 5.1.5. Dac X este un spatiu de functii definite pe b, integrabile pga, ]
si pentru care exiatfV)(z;,), k = 0,m, j € I, cuz € [a, b] Si [, multimi de indici date

Li;(f) = f9x), k=0,m, jel,
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iar
b
L(f) = / f(x)d,

se obtine formula

/ F)dr =53 A £ () + R(P),

k=0 j€Iy,

numita formuld de integrare numeri &

Definitia 5.1.6 Daca P, C X, nunéirul » € N cu proprietatea & Ker(R) = P, se
numestegrad de exactitatal formulei de aproximare (5.1.1).

Observatia 5.1.7. DeoareceR este o functiond liniara proprietated<er(R) = P,
este echivaledtcuR(e,) = 0, k = 0,7 si R(e,41) # 0, undee,(z) = 2. %

Putem acum&formubm problema genera@ de aproximaredandu-se o functiona-
la liniara L pe X, m functionale liniareL,, Lo, ..., L,, pe X si valorile lor ("datele”)
¢; = L;f,i = 1,m aplicate unei anumite functif si un subspatiu linia® c X cu
dim ® = m, dorim sa gasim o formu& de aproximare de tipul

Lf~> aLif (5.1.2)
=1

care & fie exach (adi@ sa aila loc egalitate), pentru oricg € @.
Este natural (deoarece dorira mterpom) s facem urratoarea
Ipoteza: ,,problema de interpolare”
Sa se gseas@p € ¢ astfelincat

Lip=s;, 1=1m (5.1.3)

are o solutie uni@y(-) = (s, ), pentrus = [si, ..., s,,]7, arbitrar.
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Putem exprima ipoteza noa&trmai explicit Tn termenii unei baze date

01,99, ..., Pm alui ® sia matricei Grant asociah
Lipy Lips ... Lipy,
G = [Lipj] = | 1201 L2z - Lafm | o g (5.1.4)
Lypr Lpps ... Lipnom
Cerem ca
det G # 0. (5.1.5)

Este usor dedzut @ aceast conditie este independarde alegerea particukaa ba-
zei. Pentru a @ta @ solvabilitatea uni&a lui (5.1.3) si conditia (5.1.5) sunt echivalente,
exprimam din (5.1.3) ca o combinatie liniara functiilor de baz

= cip; (5.1.6)
j=1
si obseram @& conditiile de interpolare
L; (Z cjg0j> =3, t=1m
j=1

pot fi scrise (tiknd cont de liniaritatea lui;) sub forma

ZCjLi@j = S;, 1= l,m,
j=1
adicaa
Ge=3s, c=|ci,co,....cm]t, 5=1[51,50,...,8m] . (5.1.7)

Aceasta are 0 solutie urdigentrus arbitrar daé si numai da& are loc (5.1.5).
Avem dowa aborari pentru rezolvarea acestei probleme.

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), matematician danez, a stu
diat la Universitatea din Copenhaga. [duabsolvire aiintratla o
companie de asigari ca asistent calculator si apoi a promovat

Ltreptat @ré a ajuns director. A avut contributii domeniul dez-
voltarii in serie a functiilor si aproxidrii Celdsev siin sensul
celor mai mici @trate. ,,Determinantul Gram” a fost introdus
de elin legatur cu studiile sale asupra liniar independentei.
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Metoda interpolarii. Rezoham problema gener@alde aproximare prin interpolare

Cu alte cuvinte apl&m L nu lui f, ci solutieip(¢;-) a problemei de aproximare
(5.1.3)in cares = (. Ipoteza noas# ne garantedzca ¢(/; -) este unic determinain
particular, daa f € &, atunci (5.1.8) are loc cu egalitate, deoare¢é -) = f(-), In
mod trivial. Astfel, aproximanta noagt(5.1.8) satisface conditiile de exactitate cerute
pentru (5.1.2). Rmane doar & aatam @& (5.1.8) produce o aproximare de forma (5.1.2).
Pentru aceasta@&obseram @ interpolantuin (5.1.8) este

o(l;-) = Z ;i (°)

unde vectorut = [c1, co, . .., ¢,,]7 satisface (5.1.7) cai= ¢
Ge=1{(, (=I[Lf Lof,...,Lnf]".
Scriind
)\j = Lgﬁj, j :L_m, A= [Al,AQ,...,)\m]T, (519)

avem din liniaritatea lui

Lo(t;-) =) ejLpy = Ne= NG = [(GT) N,

J=1

adia
Lo(l;-) = ZaiL,-f, a=lay,as,...,an)" = (GT)7'A. (5.1.10)
i=1

Metoda coeficientilor nedeterminati. Aici determiram coeficientii din (5.1.3) ast-
fel incat egalitatea&aila locV f € ®, care, conform liniardtii lui L si L; este echiva-
lenta cu egalitatea pentrfi= 1, f = s, ..., [ = o, adi@A

<Z aij> wi = Ly;, 1=1,m,
j=1

sau conform (5.1.8)

m

Za]Lj(pl = Aia 1= , .

J=1
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Evident, matricea sistemului estd’, deci
a=lay,as,... ,am]T = (GT)_I)\,

in concordarg cu (5.1.10). Astfel, metoda interpoli Si cea a coeficientilor
nedeterminati sunt matematic echivalente — ele conduxdet@ceeasi aproximare.

S-ar farea @, cel putinin cazul polinoamelor (adic® = P,), prima metod
este mai putern&, deoarece poate conduce la o expresie a erorii de integpola
(aplicand functionala formulei de interpolafe = a,, f + r,f). Dar siin cazul meto-
dei coeficientilor nedeterminati, din condifia de exate, se poate exprima restul cu
ajutorul teoremei lui Peano (teorema 3.3.2).

5.2. Derivare numerica

Pentru simplitate vom considera doar derivata de ordiri# Ipot aplica tehnici ana-
loage si pentru alte derivate. Vom rezolva problema priarpolareiin loc sa derivam
f € C™*1a, b], vom deriva polinomul u de interpolare:

f(@) = (L f)(2) + (R f) (2). (5.2.1)
Scriem polinomul de interpolai@ forma Newton
(L f)(2) = (Nmf)(2) = fo+ (& = zo) flxo, 2] + - - - +

+(x =) ... ( — Xp1) flTo, 1, - -, T (5.2.2)
si restul sub forma

7o ()

(R f)(z) = (x —20) ... (. — i) CESY (5.2.3)
Derivand (5.2.2)n raport cur Si purandx = xz, obtinem
(L f)(20) = flzo, m1] + (w0 — 1) fwo, w1, wa) + -+ +
+(zg — 1) (0 — x2) . .. (0 — Tp1) f[T0, T1y -+ -, T (5.2.4)

Presupuand @ f este continuu derivaldlpe un interval convenabil se obtine pentru

rest
£ ()

(m + 1)! (5-25)

(R f) (z0) = (20 —21) .. (20 — )
Deci, derivand (5.2.4) obtinem

f(x0) = (L f) (20) + (R f)' (20) - (5.2.6)
———

€m
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Da@d H = max |z — z;| eroarea are forma,, = O(H™), candH — 0.

Putem obtine formule de aproximare de grad arbitrar, deswht de utilitate practic
limitata.

Observatia 5.2.1. Derivarea numeri este o operatie criticsi de aceea este bing fie
evita@ pe @t posibil, deoarece chiar daaproximanta este bannu rezukk & derivata
aproximantei este o aproximatie ldua derivatei (vezi figura 5.1). Aceasta reaugt din
exemplul 5.2.2 O

Figura 5.1: Neajunsurile de@vii numerice

Exemplul 5.2.2. Fie functia

f(z) = g(x) —i—%sian(:U —a), g€ C'a,b).
Se const@ @d(f,g) — 0 (n— o0),dard(f’,q") =n - 0. &

Formulele de derivare numeéisunt utile pentru deducerea unor metode numerice,
n special pentru ecuatii diferentiale ordinare si ¢icga derivate partiale.

Se pot folosi si alte procedee de aproximare: Taylor, Hexrnspline, metoda celor
mai mici patrate.
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5.3. Integrare numerica

Problema este de a calcula integrala dedirat unei functii date pe un interval
marginit [a, b]. Da@ f are o comportare b aceasta este o problarde rutird, pen-
tru care metodele cele mai simple de integrare cum ar fi retgageezelor sau regula
repetad a lui Simpson sunt satéfatoare, prima énd anumite avantaje asupra celei
de-a doudn cazul é@nd f este periodig, cu perioada — «. Complicatiile apar atunci
cand f are singulariti (dar @amane integrabd), sau and intervalul de integrare este
nenarginit (care este o atmanifestare a comparii singulare). Descomp@md inte-
grala pe subintervale, da®este necesdn mai multe integrale, se poate presupuae c
singularitatea, daclocul ei este cunoscut, este la unul sau la ambele capdteeiea-
lului [a, b]. Astfel de integrale improprii pot fi tratate ca si cuadratu ponderi, adia s
incorpoam singularitate@ntr-o pondere, care devine un factor al integranduésand
cellalt factor & aith o comportare bun Cel mai important exemplu este formula lui
Gauss relati la o astfel de pondern fine, este posibil% se accelereze convergenta
unei scheme de cuadraduprin recombiari convenabile. Un astfel de exemplu este
metoda lui Romberg.

Fie f : [a,b] — R integrabik pe|a,b], Fi(f), k = 0,m informatii despref (de
reguB functionale liniare) siv : [a,b] — R, o functie pondere integralilpe[a, b].

Definiia 5.3.1 O formuk de forma

/ w(z)f(2)dz = Q(f) + R(f), (53.1)

unde

Qf) = ZAij(f),

se numestéormula de integrare numerca functiei f sauformula de cuadratar. Pa-
rametrii A;, 7 = 0, m se numescoeficientii formulej iar R(f) termenul resal ei. @)
se numestéunctionak de cuadrata

Definitia 5.3.2 Numarul natural d = d(Q) cu proprietatea 8V f € Pd, R(f) = 0
sidg € Pd + 1 astfelincat R(g) # 0 se numestgrad de exactitatal formulei de
cuadratu@ .

DeoareceR este liniar, rezuli ca o formub de cuadratd@rare gradul de exactitatle
dad si numai da& R(e;) = 0, j = 0,d si R(eqs1) # 0.

Daca gradul de exactitate al unei formule de cuadigaste cunoscut, restul se poate
determina cu ajutorul teoremei lui Peano.
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5.3.1. Formula trapezului si formula lui Simpson

Aceste formule au fost denumite de Gautsich[20] ,,caii de lataie” ai integarii
numerice. Elési fac bine muncaand intervalul de integrare esteanginit si integran-
dul este neproblematic. Formula trapezelor este surqionzle eficierd chiar si pentru
intervale infinite.

Ambele reguli se obtin apland cele mai simple tipuri de interpolare subintervalelor
diviziunii

b—a

a=20 <11 <Ty< - <xp1<x,=0b  xr=0a+kh, h= (5.3.2)

In cazul regulii trapezelor se interpolé&atiniar pe fiecare subintervaty, xj1] Si
se obtine

/ @) de = / L) @) da + / RN @), e al, (5.33)

ox h .
cu
(Lif)(x) = fx + (2 — 1) flzg, Tria]-
Integrand avem

[ @ = St f) + ()

Tk

unde -
Ri(f) = Ki(t) f"(t)dt,
iar
Ry
(1) = P M (- 1) =
(@ =t)? A —t)
2 2
_ %(xkﬂ )@ — 1) < 0.
Deci
h3
Ri(f) = _Ef//(fk)7 & € (T, Thgr)
Si

/ - f(x)de = g(fk + frr1) — 1—12h3f”(£k). (5.3.4)

Tk
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Aceash formul se numestegula (elementa a) trapezuluiinsun@nd pentru toate
subintervalele se obtirregula trapezelosauformula compud a trapezulusauformula
repetad a trapezului

b n—1
/a f(x)de = h (%fo +fit ot far %fn) - %hg’ l;f”(fk).

Deoarecef” este conting pefa, b], restul se poate scrie sub forma

(b—a)h? (b—a)?

Rin(f) = —Tf”(f) = T o2

Deoarecef” este narginitain modul pela, b] avem

Rin(f) = O(h?),

candh — 0 si deci regula trapezelor convergagnt i — 0 (sau echivalenty — o),
atunci @ndf € C?[a, b].

Daciin locul interpoérii liniare se utilizeaa interpolarea @tratic se obtingegula
lui Simpson repetdt. Varianta ei elementar numit regula lui Simpsor? sauformula
lui Simpsoneste

1"(). (5.3.5)

Tht2 h 1
/ f(z)dx = g(fk +4fri1 + frr2) — %th(h)(fk), ry < & < Tpy2, (5.3.6)
Tk
unde s-a presupufg € C*[a, b].

Sa demonstim formula pentru restul formulei lui Simpson. Deoarecedgtale
exactitate este 3, conform teoremei lui Peano avem

Tk+2

Ry(f) = Ky(t) fD(t) dt.

Tk

Ky(t) = & {M _ g [(@r = 1) + 4 (21 — 1) + (2pez — )] } ,

Thomas Simpson (1710-1761), matematician englez autodi-
dact, autor al mai multor texte, populare la vremea resgicti
Simpson si-a publicat formulim 1743, dar ea a fost cunosaut
deja, printre altii, de Cavalieri (1639), Gregory (166BLstes
(1722).
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adi@a
T — )4
1 % — B4 (2pp1 — 1) + (a2 — 1)%], t € [2h, Tps1]
KQ@) - h
3

=
6 % — 2(Tg2 — 1)°, t € [Thi1, Thoo]

Se arah @ pentrut € [z, xr42), Kao(t) < 0 si deci putem aplica corolarul la teorema
lui Peano.

Ro(f) = 1 f D€ Raes),

. o—x2 h
Ry (eq) _ Tkt2 R 7

44y Try2 + Tk ! 4
D (PR ad,

2

4 3 2 2 3 4
Tyo T ThyoThk + T oT) + TpyoTy + Ty
5

4, 4 3 2,2 3 4 4
4y, + x) + AT g + 63T o + AT + Ty + 4xk+2}

o]

24
h
=10 (—xi + Az} w0 + OTFTT o + ATT) o — :L’iﬁ)
h
= —E(ﬂ%w - xk)4-

Deci,
h5
Ry(f) = —%JM) (&k).

Pentru regula repetat lui Simpson obtinem

b
/ f(z)dz = g(fo—l-élfl+2f2+4f3+2f4—|—~~—|—4fn1 + fn) + Ron(f) (5.3.7)

Cu

(b—a)
2880n’

(b~ aynt (e = - [, €e(@b).  (538)

180

Se obser#t @& R,,,(f) = O(h*), de unde rezult convergentaandn — oc. Se
obsena si cresterea ordinului cu 1, ceea ce face ca regula tépetai Simpson & fie
foarte popula si larg utilizad.

R2,n(f) =

Regula trapezelor lucreaZoarte bine pentru polinoame trigonometrice. Presupu-
nem fara a restinge generalitated@da, b] = [0, 2] si fie

T, [0,27] = {t(x) : t(x) = ap + a1 cosx + az cos 2z + - - - + a,, cos ma+
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+bysinz + by sin 2z + - -+ 4+ by, sinmax }

Atunci
Rn,l(f) = 07 v f S Tnfl[O? 27T] (539)

Aceasta se verificluand

f(z) =e,(x) =™ = cosve +isinve, v=0,1,2,...

Baste) = [ eofopio -2 [%e,,@ S (%) + ge,,m)] _

n
k=1

n—1
2 ivx 27T 2mikv
= e dr — — e n .
0

k=0
Candv = 0, aceasta este evident (igicaz contrar, deoarece

2

27
/ eV dr = (iv) e =0,
0

0

—2m da@ v =0 (modn), v>0
le(ey) — 2l — eil/n-27r/n

n 1 — ew?2n/n

5.3.10
=0 da@ v # 0 (modn) ( )

In particular,R,, 1(e,) = 0 pentrur = 0,1,...,n — 1, ceea ce demonstre&ag5.3.9).
Luand partea realsi imaginaain (5.3.10) se obtine

Rn 1(COS V') = _27T7 ,\V = O(mOdn>, 1% # 0
7 0, in caz contrar
De aceea, dacf este2r-periodi@ si are o dezvoltare Fourier uniform convergent

o

flz) = Z[al,(f) cosvz + b, (f)sinvz], (5.3.11)

v=0
undea, (f),b,(f) sunt coeficientii Fourier ai luf, atunci

o0

Roa(f) =) [a(f)Rua(cosv-) + b, (f) Ru(sinv-)] =

v=0

=27 am(f) (5.3.12)
=1
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Din teoria seriilor Fourier se stigaccoeficientii Fourier ai luif tind catre zero cu it
mai repede cuat f este mai neteil Mai exact, dag&f € C"[R], atuncia, (f) = O(v™")
candv — oo (si similar pentrw, (f)). Deoarece conform (5.3.12)

Roa(f) = —2man(f),

rezulé
R,1(f) =0(n™") candn — oo (5.3.13)

(f € C"[R], 27 periodi@), care da&r > 2 este mai bua deét R, ;(f) = O(n™?),
valabil pentru functiif neperiodiceln particular, daér = oo, atunci regula trapezului
converge mai repede digoorice putere a lui~t. Trebuie observat totuségf trebuie &
fie nete@ peintregR. Pornind de la o functi¢ € C"[0, 27| si prelungind-o péntreaga
axa reah prin periodicitatein general nu se obtine o functfec C"[R].

O altaimprejurarein care regula trapezelor exceléazste pentru functii definite pe
R si care au proprietatea uatoare pentru un anumit> 1

f c 02r+1[R]’ / ’f(2T+1)(I)| dr < 0,
R

lim f®V(z)= lim f®V@)=0 p=1,2,...,7 (5.3.14)

T——00 T——+00

In acest caz se poatesdia @

/Rf(x)dx =h Z f(kh) + R(f;h) (5.3.15)

k=—oc0

are o eroardR(f, h) ce satisfacé?(f; h) = O(h* '), h — oco. Deci, da@ (5.3.14) are
loc pentru oricer € N, atunci eroarea tinde la zero mai repedeaderice putere a lui
h.

5.3.2. Formule Newton-Cotes cu ponderi si formule de tip Gauss

O formula de cuadratua cu ponderieste o formua de tipul
b n
[ st =3 west) + Ral) (5.3.16)
a k=1

undew este nenegatd; integrabi pe(a, b).

Intervalul (a, b) poate fi narginit sau nerarginit. Da@ este nefrginit trebuie a
ne asiguam @ integrala din (5.3.16) este bine def@itel putinin cazul @nd f este
polinom. Realiam aceasta cand ca toate momentele functiei pondere

b
s = / tw(t)dt, s=0,1,2,... (5.3.17)
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sa existe si & fie finite.

Spunem & (5.3.16) este dép interpolator, da@ are gradul de exactitatle= n — 1.
Formulele de tip interpolator sunt chiar formulele obtaprin interpolare, adipentru
care

n b
S wnf ) = [ LocalFstise o) (53.18)
k=1 a
sau echivalent .
wy, = / G(Dw(t)dt, k=1,2,...,n, (5.3.19)
unde
é(t)—ﬁt_tl (5.3.20)
’ N =1 b — 1 -
1#k
sunt polinoamele fundamentale Lagrange asociate noduiile,, ..., t,. Faptul @

(5.3.16) are gradul de exactitatt = n — 1 este evident, deoarece pentru orice
L,-1(f;-) = f(-)In(5.3.18). Reciproc, daq5.3.16) are gradul de exactitate- n—1,
atunci llandf(t) = ¢,(t) in (5.3.17) ne d

b n
/ Cuwtdt =Y b () = w, r=12,. .,

k=1

adica (5.3.19).

Obsenam @ da@ se daw noduri distinctety, ..., t, este posibiintotdeauna &
construim o formu de tip (5.3.16) care este exagientru orice polinom de grad
n — 1.1n cazulw(t) = 1 pe[—1, 1] si t, sunt echidistante pe-1, 1] problema a fost
intuita de Newtorin 1687 si rezolvatin detaliu de Cotes’ in jurul anului 1712. Prin
extensie vom numi formula (5.3.16) ¢uprescrise Siv, date de (5.3.1%prmula de tip
Newton-Cotes

Chestiunea care se puimemod natural este dagu am putea face aceasta mai bine,
adica da@ nu am putea obtine gradul de exactitate n — 1 printr-o alegere judicioas

Roger Cotes (1682-1716), fiul precoce al unui pastor d& tar
englez, a fosinsarcinat cu pregtirea celei de-a doua editii a
lucrarii lui Newton Principia. El a dezvoltat idea lui Newton
referitoare la integrarea numedisi a publicat coeficientii pen-
tru formulele de integrare numeéicun-puncte, pentra < 11
(numere Cotes). La moartea sa prematanarsta de 33 de ani,
Newton a spus despre el: ,,Daca arditiram fi putut sti ceva.”
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a nodurilort; (ponderilew; fiind datein mod necesar de (5.3.19))a&unsul este

surprinator de simplu si de direct. Pentru a-I formula, consagepolinomul nodurilor
un(t) = Tt = ta). (5.3.21)

k=1

Teorema 5.3.3Dandu-se urintregk, 0 < k < n, formula de cuadratux (5.3.16) are

gradul de exactitatel = n — 1 + k£ da@ si numai daé sunt satisicute urnatoarele

conditii:

(a) formula (5.3.16) este de tip interpolator ;

(b) polinomul noduriloru,, din (5.3.21) satisface
b
[ utpOu©de =0, vpe P

Conditia din (b) impuné restrictii asupra nodurilar, ¢, . . . , t,, din (5.3.16). (Daa
k = 0, nu avem nici o restrictie, deoarece, asa cum stim, patémge gradul de exacti-
tated = n—1). Intr-adearu,, trebuie & fie ortogonale pB;_; relativ la functia pondere
w. Deoarecev(t) > 0, avemin mod necesat < n. Altfel, u,, trebuie & fie ortogo-
nal peP,, in particular pe elnsusi, ceea ce este imposibil. Astiel= n este optimal,
obtinandu-se o form@d de cuadratdr cu gradul maxim de exactitatg,,, = 2n — 1.
Conditia (b) impune ortogonalitatea luj, pe toate polinoamele de grad mai mic, adic
un(+) = 7, (-, w) este polinomul ortogondh raport cu ponderea. Aceasé formuB
optimak se numestéormula de cuadratua de tip Gaussasociaé cu functia pondere
w. Deci nodurile ei sunt zerourile lui, (-, w), iar ponderile (coeficientiiju, sunt dati
de (5.3.19) adia

Tn(te;w) =0
b 5.3.22
wy, = / T (t, ) w(t)dt, k=1,2,....n ( )
o (t=t)m) (tk, w)

Formula a fost dezvoltatde Gaus$n 18141n cazul specialv(t) = 1 pe [—1,1] Si
extinsa la functii pondere mai generale datie Christoffel* in 1877. De aceea se mai
numestdormuld de cuadratud Gauss-Christoffel

Elvin Bruno Christoffel (1829-1900), a activat pentru pade
scurte la Berlin si Zrich si cea mai mare parte a vietii la Stras-

“bourg. Este cunoscut pentru lacite sale de geometrign par-
ticular de analiza tensorilor, care a jucat un rol imporfant
teoria relativitii a lui Einstein.




164 Aproximarea functionalelor liniare

Demonstratia teoremei 5.3.3/om demonstrantai necesitatea lui (a) si (b). Deoarece
gradul de exactitate este=n — 1 + k£ > n — 1, conditia (a) este trividl. Conditia (b)
rezula de asemenea imediat, deoarece pentru prie@;, 1, u,p € P,,_1.. Deci

/ un(Op(E) () = 3w (te)p(te),
a k=1

care se anuleaz Gaciu,(ty) = 0 pentruk = 1,2,...,n
Pentru a demonstra suficienta lui (a) si (b) trebdeagtam @& pentru oricep €
P, 1.x avemR,(p) = 0 1n (5.3.16). indu-se orice astfel de 1l impartim cu u,,,
astfelincat
p=qu,+r, q€P,, relP,,

undeq este atul sir restul. Rezubh &

/p(t)w(t)dtZ/ q(t)un(t)w(t)dwr/ r(t)w(t)dt.

Prima integra din dreapta este 0, conform lyideoarece € P,_q, in timp ce a doua,
conform lui (a), deoarecee P,,_; este egadl cu

Z’wk'f’ te) = Zwk (tr) — q(tr)un(te)] Zwkp tk)

ceea céncheie demonstratial

Cazulk = n va fi discutafin sectiunea 5.3.3. Vom mentiona @otazuri importante
candk < n, care sunt de interes practic. Primul este formula de ctizdr&auss-Radau
n care o extremitate de interval, de exemgp)weste fini& si serveste ca noda gicem
t; = a. Gradul maxim de exactitate care se poate obtined®st@&n — 2 si corespunde
lui & = n — 11in teorema (5.3.3). Partea (b) a teoremei ne spaneociurile Bmase
to, ..., t, trebuie & fie @dacinile polinomuluir, 1 (-, w,), undew,(t) = (t — a)w(t).
La fel, in formulele Gauss-Lobatto, ambele capete sunt finitergiese ca noduri, &
zicemt, = a, t, = b, iar nodurile Amase,, ..., t,_; sunt zerourile luir,_o(-; wap),
wap(t) = (t —a)(b—t)w(t), obtimandu-se astfel gradul de exactitdte- 2n — 3.

5.3.3. Proprietati ale cuadraturilor gaussiene

Regula de cuadratara lui Gauss, datde (5.3.16) si (5.3.22), parc faptul @ este
optimak (adi@ are grad maxim de exactitate) are si unele pragiigtteresante.

(i) Toate nodurile sunt reale, distincte si situatentervalul deschiga, b). Aceasta
este o proprietate cunoséLgatishcut de zerourile polinoamelor ortogonale.
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(i) Toti coeficientii (ponderile)w, sunt pozitivi. Demonstratia se bazéape o
observatie ingenioasa lui Stieltjes

b n
0< / Gtyw(t)dt =Y wli(ty) =w;, j=1,2,...,n,

k=1

prima egalitate rezidind din faptul & gradul de exactitate esfe= 2n — 1.

(iii) Daca|a, b] este narginit, atunci formula lui Gauss converge pentru oricesfin
continta. Adica R,(f) — 0, candn — oo, pentru oricef € Cla,b]. Aceasta este
0 consecird a teoremei de aproximare a lui Weierstrass, din care eezaltda@
Don—1(f;-) este polinomul de cea mai baiaproximare a luf pela, b] in sensul normei
uniforme atunci

T}Lr{.lo | f(-) = Dar—1(f;")]|oo = O.

DeoareceR,,(p2,—1) = 0 (cacid = 2n — 1), avem succesiv
|Ro ()] = [Ra(f — P2n—1)| =

b n
J U = B O)(t)d = 3wl 2)  Fonca(£:0)

<

b n
< [ 1O = Buua (D)t + 3 wnlf(t) = Foncaf: )] <
@ k=1

<NFC) = Pana(f5 )l [/ w(t)dt + wk] .

Aici pozitivitatea ponderilorw,, a intervenit crucial. Obseand @

n b
Zwk = / w(t)dt = po,
k=1 @

concluzioram &
’Rn(f)‘ < 2MOHf —2/0\21171”00 — 0, candn — oo.

Proprietatea care urmemeste baza unui algoritm eficient de obtinere a unor formule
de cuadratur gaussiaa.

(iv) Fie ay = ax(w) si Bx = Bk(w) coeficientii din formula de recurelfpentru
polinoamele ortogonale

7Tk+1<t) = (t—&k)ﬂk(t)—ﬁkﬂk,1<t), ]{]20,1,2,...

mt) =1,  7_1(t) =0, (5.3.23)
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unde
o — (tﬂ'k,ﬂ'k)
NN (5.3.24)
o (mm) =

(7Tk—177rk—1>7

Ccu (3, definit (ca de obicei) prin

b
%Z/w@ﬁ@m)

Matricea Jacobide ordinuln pentru functia pondere este o matrice simetidc
tridiagonad definié prin

[ ag VB 0
VB ar VB
Jn(w): \/E
. T 6n—1
L 0 571—1 Ap—1

Teorema 5.3.4Nodurilet, ale unei formule de tip Gausss sunt valorile proprii ale lui
Jn
Jovp = g, vivp=1, k=12...,n, (5.3.25)

iar ponderilew, sunt exprimabile cu ajutorul componentelgy, ale vectorilor proprii
normalizati corespur&ori prin

wy, = 50711%,17 k=1,2,...,n (5.3.26)

Astfel, pentru a obtine o formalde cuadrat@ Gaussiaa trebuie rezolvat o pro-
blema de vectori si valori proprii pentru o matrice tridiagamalmetri@. Pentru aceasst
problema exish metode foarte eficiente. Astfel, abordarea et valori si vectori
proprii este mai eficieét de@t cea clasi&. In plus, abordarea clasicse bazedzpe
doua probleme prost conditionate: rezolvarea ecuatildmpmiale (coeficientii sunt
obtinuti prin aplicarea de relatii de recurangleci sunt deja perturbati) si rezolvarea
unui sistem de ecuatii and matricea Vandermonde.

Demonstratia teoremei 5.3.&ie 7,(-) = 7x(-,w) polinomul ortogonal normalizat,

decim, = +/(mk, mx) axTx. INSe@Nd aceastdn (5.3.23),impartind cu+/ (7, 7x) ax Si
utilizand (5.3.24), se obtine

Tk—1

V Bk+1ﬁk 7

T (t) = (t — T B

) Jaen
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sauinmultind cuy/ x4, Si reordo@nd,

tmi(t) = e (t) + / BiTr1(t) + / BreraTea(t), k=0,1,...n—1. (5.3.27)
Cu ajutorul matricei lui Jacohi,,, putem scrie aceastelatie sub forma vectoral
t7(t) = Jomw(t) + \/ Bnfn(t)en, (5.3.28)

undes (t) = [7o(t), 71(t), . .., Tn1(t)]T Sie,(t) = [0,0,...,0,1]T sunt vectori difR".
Deoarece;, sunt zerouri ale luir,, rezult din (5.3.28) &

tkﬁ'(tk) = Jnﬁ'(tk), k= 1, 2, .o, n. (5329)

Aceasta demonstreaprima relatie a teoremei 5.3.4, deoaréceste un vector nenul
Cu prima componeat
7o =By (5.3.30)

Pentru a demonstra a doua relatie, obderdin (5.3.29) & vectorul propriu norma-
lizat v;, este

n —-1/2
1 ~ . )
w S F R (; Wu—l(tk)> 7 (L),

Compaénd prima componeatdin ambi membirii si ridiand la @trat pe baza formulei

(5.3.30)

1
=6y, k=1,2,....n (5.3.31)

~.2
pzu—1<tk)
pn=1
Pe de ak parte, l&nd f(t) = 7,_1(¢) In formula de cuadratarde tip Gauss (5.3.16),
utilizand ortogonalitatea si din nou (5.3.30) se obtiae c

By 0010 =D wit,a(ty)
k=0
sauin forma matriciah
Pw = 3%, (5.3.32)

unded, 1 este simbolul lui Kronecker”? € R"*" este matricea vectorilor proprii,
w € R" este vectorul coeficientilor gaussieniegi = [1,0,...,0]” € R". Deoarece
coloanele IuiP sunt ortogonale, avem

P'P=D, D=diag(dy,dy,....d,), dx= 7p (ts).
p=1
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Inmultim acum (5.3.32) la &hga cuP” si obtinem
Dwzﬁé/QPTﬁ 253/2* 0_1/2 =e, e=1[1,1,..., 1"

Deci,w = D~ 'e, adid@,

Z ﬁi—l(tk)

pn=1
Compaand cu (5.3.31) se obtine rezultatul dorit.

Pentru detalii privind aspectele algoritmice legate denp@me ortogonale si cuadraturi
gaussiene a se vedea [21].

(v) Markov ° a observat & formula de cuadratéra lui Gauss poate fi obtirutu
ajutorul formulei de interpolare a lui Hermite cu noduri ¢ib

f(2) = (Hop_1 f)(z) + 2 (2) flz, 21,71, . . ., T, T,

b b
/w(x)f(x)da::/ w(x)(Hap—1 f)(x)dz+
—i—/ w(x)ul(z) flz, 21, 21, . . ., T, ] d.

Dar gradul de exactitaten, — 1 implica

b
/ w(I)(HQn—lf dl‘ - sz HQn 1f wz sz zz

/ w(x) f(z)dx = szf(xz) +/ w()u?(x) flr, 21, 21, . . ., T, Tp)d2,

Andrei Andreievici Markov (1856-1922), matematician ras;
tiv in Sankt Petersburg. A avut contributii importaieteoria
probabili@atilor, teoria numerelor si teoria construétia apro-
xXimarii.
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deci ,
R.(f) = / w(x)ud (x) flo, 21,21, . . ., T, Ty dv.

Cumw(z)u®(z) > 0, aplicand teorema de medie pentru integrale si teorema de
medie pentru diferente divizate avem

b
R.(f) = fln,z1,21,. .., Tn, Ty / w(z)u?(r)dr =

(2n) b
B f(2n§‘£) / w(x)[ﬂ-”(wi)]zdx7 5 € [CL?b]'

Vomincheia sectiunea cu o tabadu functiile pondere clasice, polinoamele lor orto-
gonale corespuratoare si coeficientii din formula de recurani,, 5, (vezitabela 5.1).

polinoamele| notatia ponderea intervalul ag Bk
Legendre | Pn(ln) 1 [-1,1] 0 2 (k=0)
(4—k=2)~1 (k>0)
Celasev#l| T, (1-2)"2 ~1,1] 0 © (k=0)
I (k=1)
1 (k>0
Celhsev#2 | un(Qn) | (1-12)3 (~1,1] 0 1r (k=0)
1 (k>0
Jacobi PP | a—pea—)8 | [-1,1]
a>—1, g>-1 vezi observatia 5.3.5 vezi observatia 5.3.5
Laguerre | LY | tve=ta>—1 | [0,00) 2k+a+1 I(1+a) (k=0)
k(k+a) (E>0)
Hermite Hy, et R 0 V7 (k=0)

Tabela 5.1: Polinoame ortogonale

Observatia 5.3.5. Pentru polinoamele Jacobi avem

ﬁ2_a2
2k +a+B)2k+a+[+2)

o =

Si

Bo =2 Bla+1,8+1),
B, = 4k(k + a)(k + a + 3)
=

Ghtat -1k +at Pk ratrpsy ~70 <
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5.4. Cuadraturi adaptive

La metodele de integrare numeiierorile nu depind numai de dimensiunea interva-
lului utilizat, ci si de valoarea derivatelor de un anunmtiio ale functiei care urmeaz
a fi integraé. Aceasta implig faptul @ metodele nu vor lucra bine pentru functii cu
derivatele de un anumit ordin mariir special functii care au fluctuatii mari pe unele
subintervale sau pe tot intervalul. Este rezonabiltilizam subintervale mici acolo unde
derivatele sunt mari si subintervale mari acolo unde dégie sunt mici. O meta@dcare
face aceastmtr-o maniea sistematia se numeste cuadraduadaptia.

Abordarea generalintr-o cuadratuax adaptia este de a utiliza déumetode dife-
rite pe fiecare subinterval, de a compara rezultatul si debaigiza intervalul da&
diferentele sunt mari. Exiatsituatia nefericéiin care se utilizeazdow metode proaste,
rezultatele sunt proaste, dar diferenta dintre ele estd.riln mod de a evita o astfel
de situatie este de a ne asiguea @ metoa@d supraestimeazrezultatul, iar altdl su-
bestimeaa. Vom da un exemplu de strucugenera de cuadrata@r adaptiv-recurs&
(algoritmul 5.1). & presupunemé

metint(a,b : real; f : functie,n : integer) : real
este o functie care aproximéaﬁ;’ f(z)dz folosind o cuadratuar repeta cun subinter-
vale. Pentrun se alege o valoare naq4 sau 5). Structura algoritmului: DIVIDE AND

Algoritmul 5.1 Cuadratua adaptia
Intrare: f - functia de integratg, b - limitele de integrares - toleranta,metint - o
cuadratua repeta
lesire: valoarea integralei
function adapt(f, a,b, e, metint)
if |metint(a,b, f,2m) — metint(a,b, f,m)| < € then
adapt := metint(a,b, f,2m);
else
adapt := adapt(f,a,(a+ b)/2,e, metint) + adapt(f, (a + b)/2,b, e, metint);
end if

CONQUER.

Spre deosebire de alte metode, la care se deétddecmult se munceste pentru a
asigura precizia doa@t, la o cuadratér adaptia se calculeazdoar aht Gt este necesar.
Aceastdnseama @ eroarea absolit trebuie aleas astfelincat 2 nu se intréntr-un
ciclu infinit pentru a atinge o precizie imposibil de atinsurbarul de pasi depinde de
natura functiei de integrat. Posibdii deimburatatire: metint(a, b, f,2m) este apelat
de dow ori, precizia poate fi scaktu raportul dintre dimensiunea intervalului curent
si dimensiuneantregului interval. Pentru detalii suplimentare recontéam [19].
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5.5. Cuadraturi iterate. Metoda lui Romberg

Un dezavantaj al cuadraturilor adaptive este acélaaculeaa repetat valorile
functieiin noduri, iar atunci &nd este rulat un astfel de program apare un consum supli-
mentar de timp de calcul data@itecursivitii sau gestiunii stiveintr-o implementare
iterativa. Cuadraturile iterativenlatura aceste inconveniente. Ele aglia primul pas
0 cuadratul repeta si apoi subdivid intervaleltn parti egale folosind la fiecare pas
aproximantele calculate anterior. Vom exemplifica acteini@ printr-o metod care
porneste de la formula repetad trapezului simburatateste convergenta utiind ex-
trapolarea Richardson.

Primul pas al procesului presupune aplicarea formuleitedpe trapezului cu; =

1,ny =2,...,n, =27"' undep € N*. Valoarea pasului, corespunatoare luin,, va
fi
b—a b—a
hi = = )
ng 9k—1

Cu aceste notatii regula trapezului devine

on—1_1

f(a) + f(b) +2 Z fla+ihg)| —

12

/abf(x)d:c = %

M € (av b)
Notam cuRy, ; rezultatul aproxirarii conform (5.5.1).

SRS ()  (55.0)

_b—a

Rux = (@) + 70) = *5 2 [fa) + £(0) (552)

Rz = %[f(a) + f(b) +2f(a + ho)] =
[f(a)+f(b)+2f (H—Ta” _

_b—a
1 1
=3 [31,1 +hy f (CH‘ §h1)] :

4

siin general

2k72

1 1 _
Ry = 5 Riy—11+ hip— Z f (a + (@ - 5) hk—l) , k=2n (5.5.3)

=1
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Urmeaa imburititirea prin extrapolare Richardsérfdesi a fost introdus de Ri-
chardson si Gaunt se paré este datoratlui Arhimede’)

b R
I = / f(CL’)dCL’ = Rk—l,l — (b 12(1) hif”(a) + O(hé)

Vom elimina termenuin /2 combiréind do@ ecuatii

I'=Ry11 — & 1—2a) hif" (@) + O(hy),
I =Ry — b;g%zf”(a) +O(hL).
Obtinem
[ = 4fn ;R‘“‘l’l +O(hY).
Definim ARt — R i
Ryp= —% 1y (5.5.4)

Se apli@ extrapolarea Richardson si acestor valargeneral da& f € C2"*2[a, b],
atunci pentruk = 1, n putem scrie

2k—11
h

/af(x)da:—gk Fla)+ f(b) +2 ; Fla+ih)| + (5.5.5)

Lewis Fry Richardson (1881-1953), matematician englez. A
avut contributii la predictia numerdca vremii, propuand re-
zolvarea ecuatiilor hidro si termodinamice ale meteng@i
¢CU metode bazate pe diferente finite. A realizat un studiu de
referin@ asupra turbulentei atmosferice, introdnd cantiétile
numite ashzi ,,numerele Richardson”. La 50 de ani si-a luat
licentain psihologie si a dezvoltat o teorie stiintdia relatiilor
internationale. A fost ales membru al Royal Socikty 926.

Arhimede(287i.e.n. - 212i.e.n.), matematician grec din Sira-
cuza, unul dintre cei mai importanti #itregii antichiiti. A pus
la punct o metod de integrare care i-a permi determine arii,
volume si suprafete ale multor corpuri. A dat 0 aproxinyane
cisa a luim, metode de aproximare pregia adacinii patrate si
Lun sistem de reprezentare a numerelor marmecani@, Ar-
himede a descoperit teoremele fundamentale referitoaenla
trul de greutate al figurilor plane si solidelor si prinicibbcare
1i poara numele, referitor la un corp scufundatr-un lichid.
Masinile sale deazboi au contribuit la &rarea orasuluieaiin
timpul asediului romanilor, care a durat trei ani. A murifsuc
de un soldat roman la&fsitul asediului.
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k

=1

undekK; nu depinde dé.
Formula (5.5.5) se justificin modul urnator. Fieay = f;’ f(x)dx si

g f(a)+2if(a+kh)+f(b) : h:b;a.

k=1

A(h) =
Dad f € C%**+1a,b], k € N* are loc urnatorul rezultat datorat lui Eulérsi Ma-
cLaurin®
A(h) = ap + a1h® + ash* + - - - + axh®* + O(R***1),  h — 0 (5.5.6)
unde

Boy,
(2k)]

[FEED0) — fE=D()], k=1,2,... K.

ap =

Leonhard Euler (1707-1783), matematician elvetian, aatirm
cursurile lui Jakob Bernoulli la Universitea din Basekhal si
lectii particulare de la Johann Bernoulli. Dupe la 20 de ani
nu a reusit & obtira o catedi de fizi@ la Basel, a emigrat la Sa-
nkt Petersburg; maatziu s-a mutat la Berlin si apoi din nou la
Sankt Petersburg. Indiscutabil, Euler a fost cel mai pofifa-

gtematician al secolului al XVIll-lea, Idndin aproape toate ra-
murile calculului diferential si integral si fiind unuirdre fon-
datorii calculului variational. A elaborat lugr de pionierain
stiintele aplicate: hidrodinaméc mecanica materialelor defor-
mabile si solidului rigid, opti&, astronomie. Nici chiar orbirea
sa la\arsta de 59 de ani nu i-a afectat productivitatea fenome-
nald. Se pare & opera sa nu a fos$hca editad in intregime,
aparand f@aré acum 71 de volume.

Colin Maclaurin (1698-1768), matematician scotian. Aicatl
gcalculul infinitezimal la probleme de geometrie. Este cunos
cut pentru dezvoltaretn seriein jurul originii dar a avut Si
contributii la teoria ecuatiilor.
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Cantifatile B, sunt numerele lui Bernoull?, adica coeficientii dezvo#rii

Formula (5.5.6) se numedigrmula Euler-MacLaurin
Eliminand succesiv puterile Idi din (5.5.5) se obtine

i1
YT Rp 1 — R

k,jg — 4-1 _ 1 ) k= 2,_71, .]

I
™
-~

Calculele se pot aranja tabelar, astfel:

Ry
Ro1 Rap
Rs1 Rso Rs3

Rn,l Rn72 Rn,3 Rnn

)

Deoarece R, ;) este convergent $i,, ,,) este convergent, mai rapid de¢R,, ;).
Drept criteriu de oprire se poate fold$t,,—1 ,—1 — Rnn| < €.

5.6. Cuadraturi adaptive Il

Coloana a doua din metoda lui Romberg corespunde apéokiprin metoda lui
Simpson. Naam
Sk,1 = Rk,2-

Coloana a treia este deci o combinatie aalaproximante de tip Simpson:

Sk — Sk-1,1 Ry,

— Rp_12
Ska =S ’ = Ry + —2——"2,
k2 k1T 5 k2 T 5

Jacob Bernoulli (1654-1705), fratele mai mare al lui Johann

Bernoulli, activin Basel. A fost unul dintre primii matemati-

cieni care a apreciat importanta introducerii @re Leibniz si
1oNewton a calculului diferential si integral, pe careilrabodatit

cu contributii originalejn competitie (ndntotdeauna amica)

cu fratele &u mai mic. Este unul dintre fondatorii Teoriei pro-

babilitatilor, prin lucrarea sérs conjectandsi prin ,,legea nu-

merelor mari.
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Relatia
Sk,l - Skfl,l

15

va fi folosita la elaborarea unui algoritm de quadratadaptia. Fiec = (a + b)/2.
Formula elementara lui Simpson este

Sk2 = Sk1+ (5.6.1)

§ = T (F(a) +4(0) + £(8)

Pentru doa subintervale se obtine

h
2 = 15 (fla) + 4f(d) +2f(c) + 4f(e) + f (D)),
unded = (a + c)/2 sie = (c+ b)/2. Cantitated) se obtine apliand (5.6.1) celor dau
aproximante:
Q =Sy + (52— 9)/15.

Putem & dam acum un algoritm recursiv pentru aproximarea integrilunctia
adquad evalueaa integrandul apli@&nd regula lui Simpson. Ea apel@azecursiv
quadstep Si aplic@a extrapolarea. Descrierea seid algoritmul 5.2.
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Algoritmul 5.2 Cuadratua adaptia bazah pe metoda lui Simpson si extrapolare
Intrare: functia f, intervalul|a, b], eroarea
lesire: Valoarea aproximat# a integralei
function adquad(f,a,b,¢) : real
c:=(a+0b)/2;
fa= f(a); fo:= f(b); fe:= [f(c);
Q = quadstep(f,a,b, e, fa, fc, fb);
return Q;
function quadstep(f,a,b, ¢, fa, fc, fb) : real
h:=b—a;c:=(a+b)/2;
fd = f((a+¢)/2); fe = f((c+1b)/2);
Q1 :=h/6x (fa+4x* fc+ fb);
Q2:=h/12x* (fa+ 4 fo+2* fc+4x fe+ fb);
if |Q1 — Q2| < ethen
Q= Q2+ (Q2 - Q1)/15;
else
Qa := quadstep(f,a,c,e, fa, fd, fc);
Qb := quadstep(f,c,b, e, fe, fe, fb);
Q = Qa+ Qb;
end if
return Q;
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6.1. Ecuatii neliniare

Problema discutafin acest capitol se poate scrie generic sub forma

f(z) =0, (6.1.1)

177
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dar admite diverse interpiai, depinand de semnificatia lui si f. Cel mai simplu caz
este cel al unei singure ecuatii cu o sirgnecunoscat cazn caref este o functie dat
de o variabid reah sau complex siincer@am s gasim valorile acestei variabile pentru
caref se anuleaa. Astfel de valori se numes@dacini ale ecuatiei (6.1.1) sazerouri

ale functieif.
Dac z din (6.1.1) este un vectoragzicemz = [z, 2, ..., 247 € R?si f este de
asemenea un vector alérai componente sunt functii de celeariabilex, z,, . . ., x4,

atunci (6.1.1) repreziatun sistem de ecuatii.

Se spune & sistemul este neliniar dacel putin una dintre componentele Jude-
pinde neliniar de cel putin una din variabilete, z,, . . . , z4. Da@ toate componentele
lui f sunt functii liniare dery, ..., z, avem de-a face cu un sistem de ecuatii algebrice
liniare. Mai general (6.1.1) ar putea reprezenta o ectiatitionah, da@ x este un ele-
ment al unui spatiu de functii gi este un operator (liniar sau neliniar) ce actioréepe
acest spatiun fiecare din aceste situatii zeroul din dreapta lui (6. pdate avea diverse
interpredri: numarul zeroin primul caz, vectorul nuln al doilea si functia identic nal
in cel de-al treilea.

Mare parte din acest capitol este consacmatei ecuatii neliniare scalare. Astfel
de ecuatii apar frecverih analiza sistemeloin vibratie, unde a&dacinile corespund
frecventelor critice (rezonaa). Cazul special al ecuatiilor algebrice, unddin (6.1.1)
este un polinom, este de importamgonsiderabé si meria un tratament special.

6.2. Iteratii, convergenfa si eficieng

Nici chiar cele mai simple ecuatii - de exemplu cele algebrinu admit solutii care
sa fie exprimabile prin expresii rationale sau radicali. Baest motiv este imposibiin
general, & calcubm radacinile ecuatiilor neliniare printr-un nuén finit de operatii arit-
metice. De aceea este nevoie de o maitetrativa, adi@ de o proceddrcare genereaz
o0 secverd infinitd de aproximatif z,, } ,cn astfelincat

lim z, = «, (6.2.1)
n—oo
undex este o adacira a ecuatieiln cazul unui sisten;, si o sunt vectori de dimensiune
adecvad, iar convergenta trebuiatelea&in sensul convergentei pe componente.
Desi convergenta unui proces iterativ este de dorit, rpemtputea fi practi, este
necesar ceva mai mult ditoconvergenta. Ceea ce se doreste este o convanggrigh.
Conceptul de bazpentru nasurarea vitezei de convergamiste ordinul de convergent

Definitia 6.2.1 Spunem & x,, convergecatre « (cel putin)liniar dac

|z, —al <e, (6.2.2)
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unde{e, } este un sir pozitiv ce satisface

lim & — ¢ 0<e< 1. (6.2.3)

n—oo €,

Daca (6.2.2) si (6.2.3) au loc cu egalitaie (6.2.2) atunct se numesteroare asimpto-
tica.

In aceast definitie, expresia ,,cel putin“ se léade faptul & avem doar inegalitate
in (6.2.2), ceea ce doriin practi@. De fapt, strict vorbind, margineg converge liniar,
insemidnd @ 1n cele din urm (pentrun suficient de mare) fiecare din aceste margini
ale erorii este aproximativ o fractie constautin precedenta.

Definitia 6.2.2 Se spune & x,, convergecatre « (cel putin) cuordinul p > 1 dac
(6.2.2) are loc cu

lim = >0 (6.2.4)
n—oo0 Ep

Astfel convergenta de ordinul 1 coincide cu convergerntgarfa, Tn timp ce
convergenta de ordinyl > 1 este mai rapid. De notat & in acest ultim caz nu se
pune nici o restrictie asupra constantebdat cee,, este suficient de mic, exponentul
va avea gri de convergent Siin acest caz, dacavem egalitatin (6.2.2),c se numeste
eroare asimptoti.

Aceleasi definitii se apli& si sirurilor vectoriale, cu modulihlocuit cu orice norra
vectoriah.

Clasificarea convergenta raport cu ordinul este destul de rudimeatateoarece
sunt tipuri de convergeatla care definitiile (6.2.1) si (6.2.2) nu se agliAstfel, un
sir {e,,} poate convergeatre zero maincet deét liniar, de exemplu d@&c = 1 in
(6.2.3). Acest tip de convergense numeste sublingrLa fel,c = 0 1n (6.2.3) conduce
la convergerd superliniad, da@ (6.2.4) nu are loc pentru nici yn> 1.

Este instructiv & exami@m comportarea lui,,, da@in loc de relatia la limé avem
egalitate pentru un anumit sa zicem

an-l =c¢, n=mng,ng+ 1L,ng+2,... (6.2.5)
€En

Pentrun, suficient de mare, relatia este aproape adaf. Printr-o simph inductie
se obtine &

pF—1

Cpgin =Criel k=0,1,2,..., (6.2.6)

no’

care desigur are loc pentpu> 1, dar si pentryp = 1 candp | 1:

gtk = Cengy, k=0,1,2,..., (p=1) (6.2.7)
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Presupuénd @e,,, este suficient de mare astfatat aproximarea,,, are un nurar
de zecimale corecte, scriety, ., = 10~%e,,, . Atunci é;, in conformitate cu (6.2.2) re-
prezin& nunarul suplimentar de cifre zecimale corecte din aproxienafj ., (in con-
trast cuz,, ). Logaritmand (6.2.6) si (6.2.7) obtinem

klog %, da@a p=1
O = { P [%bg%%—(l—p_k)log% , da@ p>1
deci @Gndk — oo
Sp~ak (p=1), & ~cp® (p>1), (6.2.8)

undec, =log! > 0,dad@p =1si

1 | 1 | 1
Cp_p—l ogz+ oga

(presupuneman, este suficient de mare si degj, suficient de mic, pentru a avea
¢, > 0). Aceasta ne aratca nunarul de cifre zecimale corecte creste liniar Gdat
k candp = 1 si exponential andp > 1. In ultimul caz,dx+1/0x ~ p, iInsemdnd @&
(pentruk mare) nunarul de cifre zecimale corecte, creste pe iteratie, cLaatofp.

Dac fiecare iteratie neceéitn unitati de lucru (o ,,unitate de lucru” este efortul
necesar pentru a calcula o valoare a functiei sau a uneiitsmderivate a sa), atunci
indicele de eficiedtal iteratiei poate fi definit prin

Jim [Ok1/6]/™ = p/™.

Aceasta ne @ o baa comurd de compararintre diversele metode iterative. Metodele
liniare au indicele de eficieatl.

Calculele practice necegib reguh de oprire careastermine iteratia atunciand
s-a obtinut (sau se cred@ G-a obtinut) precizia doét Ideal, ne oprim atunciand
|z — a| < tol, tol dat. Deoarecer nu este cunoscut se obisnuiesdessinlocuias@
xr, —acCux, —r, 1 Si Se impune cerinta ca

|z — 2p1]] < tol (6.2.9)

unde
tol = ||z |ler + €a (6.2.10)

Cue,, e, valori date ale erorii. Ca o &sug de sigurardt, am putea cere ca (6.2.9 aila
loc pentru mai multe valori consecutive ale yinu doar pentru una singaurAlegand
e, = 0 saug, = 0 se obtine un test de eroare absalsdu relati@. Este totusi prudenés
utilizam un test mixt, cum ar figszicems, = ¢, = €. Atunci, da@ ||x, || este mic sau
moderat de mare, se controléaafectiv eroarea absolyfin timp ce pentrd|z,, || foarte
mare se controleazeroarea relatd. Testele de mai sus se pot combing|¢iz)|| <
e. In algoritmii din acest capitol vom presupuné avem o functiesrit_oprire care
implementeaa testul de oprire.
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6.3. Metoda sirurilor Sturm

Exista situatiiin care este de doritasselecdm o @&dacima particulaa dintre mai
multe si & avem scheme iterative care convedtye ea. Acesta este cazul, de exemplu,
pentru polinoame ortogonale, aléror @dacini sunt reale si distincte. De asemenea am
putea dori & facem o selectie a unei anumiéeiicini: cea mai mare, a doua carme,

a treia s.a.m.d. siaso calcudm fara a mai calcula si altele. Aceasta este posibiladac
combirBminjumatitirea cu teorema lui Sturrh.

Sa considesim ecuatia

f(z) :==my(z) =0, (6.3.1)

undemr, este un polinom de gradl ortonormalin raport cu 0 anuniét masug. Stim @
mq este polinomul caracteristic al unei matrice simetricgiagonale si poate fi calculat
recursiv printr-o relatie de recureéngle forma

mo(z) =1, m(x) =2 —

6.3.2
i1 () = (x — ag)mp(z) — Brmp—a(x), k=1,2,...,d—1 ( )
Cu [, pozitiv. Recurenta (6.3.2) este @tihu numai pentru calculul lut,(z), dar Si
pentru @ are urmatoarea proprietate uil datoraa lui Sturm.

Propozitia 6.3.1 Fie o(x) numarul de schimfri de semn (zerourile nu contegzin
secventa de numere

ma(z), ma—1(x), ..., m(x), mo(x). (6.3.3)

Atunci, pentru orice do&inumerez, b cua < b, nurm@rul de zerouri a luir, pe intervalul
a <z < beste egal cw(a) — o(b).

Deoarecer,(z) = 2% + ..., este evident&o(—o0) = d, o(+00) = 0, astfelincat
numarul de adacini reale ale luir; estes(—oo) — o(00) = d. Mai mult da@¢; > & >
-+ > &, desemneazzerourile luiry Tn ordine descre&toare, avem comportarea ki
cain figura 6.1.

=R
1 o =y
2 . '.- -— (%
L ' W Jaques Charles Francgois Sturm (1803-1855), matemagtian
} ! fizician elvetian, cunoscut pentru teorema sa asuprailgiru
1 “‘g A Sturm, descopea@tin 1829 si pentru teoria sa asupra ecuatiei

=2 ,:" diferentiale Sturm-Liouville. A avut contributii senfidative
\frf ' ] siin domeniul geometriei proiective si diferentiale.
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X Ecl r
- I - jf —+——»
o(x) d d-1 r r-1 l (-1

Figura 6.1: llustrarea metodei lui Sturm

Este usor dedzut @&:
olx) <r—1<=uz>¢,. (6.3.4)

Intr-adevar, presupuneméar > &,.. Atunci {# zerouri < z} > d + 1 — r. Deci
conform teoremei lui Sturny;(—oc) —o(x) = d—o(z) = {# zerouri < z} < dy —r,
adia o(x) < r — 1. Reciproc, da& o(z) < r — 1, atunci, din teorema lui Sturm,
{# zerouri <z} =d—o(xr) >d+1—r, ceeaceimplidz > ¢, (vezifigura 6.1).

Ideea de baz este de a controla procesulidgumatatire nu ca mai sus, ci mai de-
gratka verificand inegalitatea (6.3.4) pentru a vedeaddsuntenin séinga saiin dreapta
lui &,.. Pentru a initializa procedura, avem nevoie de valarjle- a, b; = b astfelincat
a < &;S1b > & . Acestea se obtin trivial ca si capete ale intervalulubdegonalitate al
lui 74, da@ acesta este finit. Mai general putem aplica teorema luin@ergr matricei
lui JacobiJ; asociate polinomului (6.3.2)

[ a0 Vo 0 ]
\/E an \/E
Jn = \/E Qg
e R 5n71
L 0 ﬁnfl Op—1

tinand cont & zerourile luiry sunt valori proprii ale luiJ,.
Teorema lui Gershgorin afirénc valorile proprii ale matriced = [a;;] de ordind
sunt localizatén reuniunea discurilor

{ZE(CI|Z—CLZ'Z'|§T’Z‘,7”Z':Z|CLU‘}, Z:m

J#

In acest modg poate fi ales ca fiind cel mai mic sicel mai mare dintre celé

numereag + /81, a1 + /B + VB2, ..., Qg—a + \/ﬁd—z + \/ﬁd—h g1+ /Ba-1-
Metoda sirurilor lui Sturm contirlu dug cum urmeaa, pentru orice- cul < r <
d:

forn:=1,2,3,... do
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Ty = %(an + b,);
if o(x,) >r—1then

An41 ‘= Tn; bn—l—l = bn’
else

An41 = Qp; bn+1 = Tnp,
end if
end for

Deoarece initiab(a) =d > r — 1, 0(b) = 0 < r — 1, rezul& din constructie&
ola,) >r—1, o(b,)<r—1, n=1,2.3,...

insem@nd @¢, € [a,,b,], pentru oricen = 1,2,3,.... Mai mult, deoarecén metoda

S b— o
injumattirii, b, — a,, = QH—_?, metoda converge cel putin liniaadtte Adacinag, .

6.4. Metoda falsei pozitii
Cain metoddnjumatatirii, presupunema& avem do@ numere: < b astfelincat
fe€Cla,b], f(a)f(b)<0 (6.4.1)

si genedm un sir descendent de intervade, b,], n = 1,2,3,... cua; = a, by = b
astfelincat f(a,,) f(b,) < 0. Spre deosebire de metotgumatatirii, pentru a determina
urmatorul interval nu lam mijlocul lui|[a,, b,], ci solutiarz = x,, a ecuatiei liniare

(Llf)('rv Qn, bn) = 0.

Aceasta paregsfie o alegere mai flexitdldeétin metodanjumatatirii deoarecer,, va
fi mai apropiat de cajtul de care f| este mai mic.
Procedura decurge dagum urmeaa

forn:=1,2,...do )

Apn — Op .
= = fon)
if f(an)f(z,) > 0then

Ap+41 = Tn, bn—i—l = bn1
else
Ap+1 1= Qp, bn+1 = T,
end if
end for

Iteratia se poate termin&odmin(z,, — a,, b, — z,) < tol, undetol este o valoare dat
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Convergenta se analizeamai usor da& presupunemec/ este convex sau concay
pela,b]. Da@d f este conved, avem

f"(z) >0, z€la,b], f(a)<0, [f(b)>0. (6.4.2)
Sirul

o e Tn=b

o " f(xn) - f(b)

este monoton creator si narginit superior dey, deci convergentatre o limit z, iar
f(z) = 0 (vezi figura 6.2).

f(z,), neN", z=a (6.4.3)

Figura 6.2: Metoda falsei pozitii

Viteza de convergeatse determia s@zand « din ambii membri ai lui (6.4.3) sSi
utilizand faptul @ f(«) = 0:

Tn, —b
Tpt1 — Q@ =Ty —Q — m[f(%) — f(a)].
Impartind cuz,, — o avem
:(:n+1—04:1_ T, —b  f(x,) = f(a)
Ty — Q flxn) = f(b) zp—a

Facndn — oo si utilizand faptul @ z,, — «, obtinem

Tim % —1-(b— a)J;EZ‘)). (6.4.4)
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Deci metoda converge liniar, cu eroarea asimpéotic

c:l—(b—a)J;/EZé)).

Datorita ipotezei convexdtii avemc € (0, 1). Analog se face demonstrafiacazul
cand f este concad. Da@ f nu este nici conveknici conca@ pefa, b], ci f € C?[a, ]
si f"(«) # 0, f” are semn constant pe o veafate a luia i pentru umn suficient de
marex,, ajungein acea veciatate si se poate proceda ca mai sus.

Dezavantaje. (i) Convergenta lant(ii) Faptul @ unul din capete poatémane
fix. Daca f este turti& In veciratatea adacinii si a este apropiat dev si b departat
convergenta poate fi foarte lént

6.5. Metoda secantei

Este o variarit a metodei falsei pozitiin care nu se mai cere ¢asa aila valori de
semne contrare, nici atar la capetele intervalului initial.
Se aleg doa valori arbitrare de pornire,, x; Si se contina cu

Tp — Tp-1

f(‘/EN) - f(xn—l)

Aceasta primtampira aparitia unei false pozitii Si suger@aa convergerd mai ra-
pida. Din pacate, nu mai are loc convergenta ,,gl@bgle [a, b] ci doar convergenta
,locaR", adi@ numai daa x, Si z; sunt suficient de apropiate d&dacira.

Vom avedn continuare nevoie de o relafigtre trei erori consecutive

oy = = (1- )
— (1_ flza, ol ):(mn_a)f[ﬂ?n—bxn]—f[wma]

f[zn—la In] f[xn—la xn]

f(z,), neN. (6.5.1)

Tnt1l = Tp —

Tpi1 — =Ty — Q. —

f[xna Tn-1, O{]

= (@ = )(mno — )= =

Deci

f[-rm Tn—1, 04]

o] neN (6.5.2)

(Tnt1 — @) = (zn — a)(@p1 — @)

Din (6.5.2) rezuld imediat @ da@ « este o &dacira simph (f(«) = 0, f'(a) # 0)

siz, — o sida@ f € C? pe o veciratate a luio, convergenta este superlirdarCat
este ordinul de convergea®
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Inlocuim raportul diferentelor divizate din (6.5.2) cu onstand, ceea ce este
aproape adérat &ndn este mare. P@ndc;, = |z, — «|, avem

ent1 = €pen_1C, C >0
Inmultind ambii membri cuC' si purand E,, = C'e,, obtinem
Epi1=E.E, 1, E,—Q0.

Logaritraind si puéndy,, = - obtinem

Yn+1 = Yn + Yn—1, (6.5.3)
care este recurenta pentru sirul lui Fibonacci. Solesgie

y1 = 1t} + coty,
1, co constante si

t1:%(1+\/5), ty = %(1—\/5)

Deoarece),, — oo, avemc; # 0 Siy, ~ cit}, caci|ty] < 1. Revenind la substitutie

1 cit? 1 ct? oj i
E—HN€11,2N0611§|deC|

Ordinul de convergeateste; =

~ 1.61803 ... (sectiunea de aur).

Teorema 6.5.1Fie o un zero simplu al luif sifiel. = {r e R : |z —a] < &} i
presupunema f € C?[I.]. Definim pentrue suficient de mic

J"(s)
M(e) =m : 6.5.4
Presupunem&
eM(e) <1 (6.5.5)

Atunci metoda secantei converg&tre radacina uni@ o € I, pentru orice valori de
pornire xg # x, CUxy € I, x1 € I..

"
Observatia 6.5.2. Se obser@ @& lim M (¢) = f(a)
e—0 2f’(a)

satishcu@ pentrue suficient de mic. Natura locala convergentei este cuantifi@grin
cerinta carg, z1 € I.. &

‘ < o0, deci (6.5.5) poate fi
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Demonstratie.Se obsert G « este singurul zero al luf in I.. Aceasta rezudt din
formula lui Taylor pentrur = «:

undef(a) =0si& € (z,a) (sau(a, z)). Astfel da@ x € I, atunci si¢ € I, si avem

x—aﬂ@q

2 f(a)

Aici, daca x # «, toti trei factorii sunt diferiti de 0, &ci

x—a f'(§)
2 f'(a)

Deci f se poate anula p& numaiin x = «. Sa aatam @z, € I, pentru oricen, in
afaa de cazulandf(x,) = 0,1n carer,, = a Si metoda convergitr-un nunar finit de
pasi. Vom demonstra aceasta prin inductie: presupurgem G, x,, € I. Six, # T,_1.
Acest lucru este adé@vat pentrwn = 1 din ipoteZA. Deoarecd € C?[1,]

f(@) = (e — ) (0) {1 n

<eM(e) < L

1

flen—1,20] = f1(&),  flon—1,2n,0] = §f”(52), Gel, 1=12

din (6.5.2) rezuk

f"(&n)
2f"(&1)

adiax,,, € I.. Mai mult, din relatiéintre trei erori consecutive, (6.5.2), reault,, | #
x, In afa@ de cazul and f(z,,) = 0 (si atunciz,, = «). Utilizand (6.5.2) avem

2

|Tp1 —a| <e <eeM(e) < e,

|zt — o] <z, — aleM(e)
care aplica repetat ned
|Tps1 — ] < |z —aleM(e) < -+ < [eM(e)]" Hay — al.
CumeM (e) < 1, rezula @ metoda este convergargiz, — « candn — oo.

Deoarece este nevoie de o sirgevaluare a luf pe pas, indicele de eficiengste
p= 1+—2ﬁ ~ 1.61803. ... Pseudocodul metodei este @aalgoritmul 6.1.
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Algoritmul 6.1 Metoda secantei pentru ecuatii neliniémeR
Intrare: Functia f, valorile de pornirer, Si x1, numarul maxim de iteratiiNmazx,
informatii de tolerard tol
lesire: O aproximatie aadacinii sau un mesaj de eroare
TC = T1; TV = Xg;
D fe= f(a); fo:= f(xo);
. for k:=1 to Nmax do
an = xc— fex (xe—av)/(fe— fo);
if crit_oprire(tol) then
return zn;{Succe$
end if
xv:=xc; fv:=fc; xc:=an; fec= f(zn);
. end for
error("S-a de@sit nunarul de iteratii”).

OO RONE

=
o

6.6. Metoda lui Newton

Poate fi priviti ca un caz la limé& al metodei secanteiandz,_; — z,. Obtinem
iteratia

T ()
O alt@a interpretare mult mai fructuoagste liniarizarea ecuatig¢iz) = 0Tnx = z,,:
f(@) = f(zn) + (v — 2,) f/(2,) = 0.

Privitain acest mod metoda lui Newton se poate generaliza la eoedtiiare de toate
tipurile (sisteme neliniare, ecuatii functionale, éazaref’ trebuieinteleas ca derivai
Fréchet), iar iteratia este

Tng1 = T — [f' (€))7 f(25) (6.6.2)
Studiul eroriiin metoda lui Newton este la fel ca cel al erénimetoda secantei.
e — 0=y — o f(xn)
n n f/(xn)
f(xn) - f(a)
= (2, — a) {1 — (2 — )f,@n)} (6.6.3)
- fleasa] N o flen, wa, o
= ) (1 ) = el

De aceea, dacr,, — «, atunci

A Gan =)~ 2f(a)
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si ordinul de convergeatal metodei lui Newton este 2 da¢”(«) # 0. Referitor la
convergenta locala metodei lui Newton avem

Teorema 6.6.1Fie o o radacina simpbB a ecuatieif (z) = 0sil. = {z e R: |[x—al <
e}. Presupunema f € C?[1.]. Definim

f"(s)
M(e) = max 6.6.4
&= op ooh
Daca ¢ este suficient de mic astfielcat
2eM(e) < 1, (6.6.5)

atunci pentru oricer, € I., metoda lui Newton este bine defingi converge atratic
catre singura adacina o € I..

Criteriul de oprire pentru metoda lui Newton
|Ty — zp1| <e
se bazeaz pe urnatoarea propozitie:

Propozitia 6.6.2 Fie (z,,) sirul de aproximante generat prin metoda lui Newton. Bac
« este o Bdacina simph din [a,b], f € C?[a,b] Si metoda este convergantatunci
exist unny € N astfelincat

e I A n > ng.

Demonstratie.Vom atataintai ca

z€la,b]

=0 < —|f(@),  m< if [f(2) (6.6.6)
my

Utilizand teorema lui Lagrangg(«) — f(x,) = f'(&)(a — z,), cué € (a,x,) (sau
(zn, @)). Din relatiile f(«) = 0 si |f'(z)| > my pentruz € (a,b) rezula @ |f(z,)| >
my|a — z,|, adi@ chiar (6.6.6).

Pe baza formulei lui Taylor avem

f(@n) = f(@n-1) + (20 — 2n1) f'(2n1) + %(l’n — 1) (), (6.6.7)

Cupu € (ry_1,z,) SaUp € (x,,z,-1). Tin@nd cont de modul de obtinere a unei
aproximatii de metoda lui Newton, avefitx, 1) + (z, — z—1)f (zp—1) = 0 Si din
(6.6.7) se obtine

(2 — xn—l)sz”Hom

N | —

£ = g — 20210 <
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iar pe baza formulei (6.6.6) rezalta

1" Moo

B 2
o (Tn — Tp1)”.

o — x,| <

Cum am presupusacmetoda este converganexisé unn, natural cu proprietateaac

1] 1

Q—W(ZEn — xn—l) <1, n > ny
si deci

|zn, — a| < |xy — xpo1], n > ng.
O

Interpretarea geometéca metodei lui Newton apai@ figura 6.3, iar descrierea
metodeiin algoritmul 6.2.

Figura 6.3: Metoda lui Newton

Alegerea valorii de pornire esfin general, o problegndificild. in practic, se alege
o valoare, iar da& duga un nunar maxim fixat de iteratii nu s-a obtinut precizia darit
testad prin unul din criteriile uzuale, Sacear@ cu alé valoare de pornire. De exemplu,
da@ radacina este izolatintr-un intervalla, b] si f”(z) # 0, x € (a,b), un criteriu de
alegere esté(z) f"(zo) > 0.
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Algoritmul 6.2 Metoda lui Newton pentru ecuatii neliniaineR

Intrare: Functia f, derivataf’, valoarea de pornire,, numarul maxim de iteratii,
Nmazx, informatii de tolerard tol

lesire: O aproximatie aadacinii sau un mesaj de eroare

1; for £k := 0 to Nmax do
fzg) .

2, Tpgl =T — o)

3: if crit_oprire(tol) then
4: return zy.;{Succe$
5 end if

6: end for

7. error("S-a de@sit nunarul de iteratii”).

6.7. Metoda aproximatiilor succesive

Adeseajn aplicatii, ecuatiile neliniare apar sub forma upedbleme de punct fix
sa se determine astfelincat
r = p(z). (6.7.1)
Un numér o ce satisface aceasecuatie se numeste punct fix al fuiOrice ecuatie
f(x) = 0 se poate scrieif multe moduri diferite)in forma echivalerd (6.7.1). De
exemplu, da& f'(x) # 0 1n intervalul de interes, putem lua

f(z)
r)=x— : 6.7.2
Dac x, este o aproximatie initial a unui punct fixx a lui (6.7.1) atunci metoda
aproximatiilor succesive genereaan sir de aproximatii

T = (). (6.7.3)

Dac acest sir converge gieste conting, atunci sirul convergeatre un punct fix a lui

. De notat @ (6.7.3) este chiar metoda lui Newton éaceste da de (6.7.2). Astfel
metoda lui Newton poate fi privatca o iteratie de tip punct fix, dar nu si metoda secantei.
Pentru o iteratie de forma (6.7.3), presupnd @ x,, — « candn — oo, ordinul de
convergerd este usor de determina Sresupunemadn punctul fixa avem

Pla)=¢"(@) = =" V() =0, ¢’(a)#0 (6.7.4)
Presupunem&y € C? pe o veciatate a lui. Avem atunci, conform teoremei lui
Taylor

ln) = pla) + (an = a)if(a) 4+ g0V a)
+ B2 06, = pla) + 2L e,),
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unde¢, € (a, z,) (sau(z,, «)). Deoarecep(z,,) = x,41 Si () = a obtinem

Tpy1 — & 1

(o —a)p an(p) (€n).

Candzx, — «, deoarecé,, esteintrex,, Si «, deducem pe baza contirafii ca

Tpy1 — A 1

lim = —'go(p)(a) # 0. (6.7.5)
p!

n—oo (1, — a)P
Aceasta ne aratc ordinul de convergeateste exagt si eroarea asimptotceste

c= ]%!go(p)(oz). (6.7.6)

Combirand aceasta cu conditia uzaale convergegtlocah se obtine:

Teorema 6.7.1Fie o un punct fix al luip si I. = {x € R: |z — a| < e}. Presupunem
cap € CP[1.] si satisface (6.7.4). Dac

M(e) = rtréag]go’(t)] <1 (6.7.7)

atunci iteratia (6.7.3) convergeatre «, V xy € I.. Ordinul de convergegtestep, iar
eroarea asimptotig este dai de (6.7.6).

6.8. Metoda lui Newton pentru radacini multiple

Daca « este o adacira multipla de ordinulm, atunci ordinul de convergemp me-
todei lui Newton este doar Intr-ade\ar, fie

L)
Ao =2 Hay
Deoarece ) (@)
T

procesul va fi convergent dag’(a) =1 —1/m < 1.
O modalitate de a evita aceasta esteezo\am ecuatia

_ f@)
u(z) = i)

care are aceleasadacini ca sif, dar simple. Metoda lui Newton pentru problema mo-
dificata are forma

=0

il = T — u(zy) _ f@e) ' (xr)
LTI T ) T P — flo) f(e)

(6.8.1)
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Deoarecey este o &dacina simph a luiu, convergenta lui (6.8.1) estagati@. Singurul
dezavantaj teoretic al lui (6.8.1) este derivata a douasagcsuplimentar si complexita-
tea mai mare a calculului lui;, . ; din x. In practi@ aceasta este aagliciune, deoarece
numitorul lui (6.8.1) poate lua valori foarte miii vecirgtatea lui candz, — a.

Convergenta @tratid a metodei lui Newton se poate realiza nu numai prin modifi-
carea problemei ci si prin modificarea metodgiveciritatea unei solutii multiple de
ordinulm, a, avem

f@) = (@ — a)"p(x) = (x - a)" - ¢, (6.8.2)
de unde rezu#t i) i)
xr r— X
f’(x) i~ - iazx—mf/(x).
Metoda modificad corespuratoare
Thir = Tp — m;(é’jj) k=01,2,... (6.8.3)

converge ptratic @tre adacina multipa de ordinubn cand sdéntrebuinteaa o valoare
corech a luim n (6.8.3). Eficienta variantei (6.8.3) a metodei lui Newtdepinde
de utilizarea unei valori de aproximare bune pentruda@ aceast valoare nu este
cunoscua din alte surse.
In ipoteza
|z — o <|zp—1 — a| Az — a] <|zp—2 — af

puteminlocuiin (6.8.2)« prin xy
flzr—1) = (xp_1—ap)™ - c
flzr—2) = (vh2—2)" - c
In continuare se obtine::
m A log [f(zr-1)/f(zr—2)]

" log [(wh_1 — x)/(Th—2 — 71)]

Aceasé valoare poate fi utilizafin (6.8.3).

6.9. Ecuatii algebrice

Exista multe metode special concepute pentru a rezolva eclgdgh@ce. Aici vom
descrie numai metoda lui Newton apligat acest context, conceatrdu-ne asupra unui
mod eficient de a evalua simultan valoarea polinomului giragi derivate.
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Metoda lui Newton aplicata ecuatiilor algebrice. Considedam o ecuatie algebrdc
de gradd
f2)=0, f(z)=2a"+as12"" + - +ay, (6.9.1)

in care coeficientul dominant se presupurégd(fa resthinge generalitatea) a fi egal cu
1 si unde putem presupunéyd a restinge generalitateae, # 0. Pentru simplitate
vom presupuneatoti coeficientii sunt reali. Pentru a aplica metoda lailtbn ecuatiei
(6.9.1) este nevoie de a metobura de evaluare a polinomului si derivatei.
Schema lui Horner este bampentru asa ceva:
bd :=1; cd:=1,
for k =d—1 downto1ldo
by = thpy1 + ag;
Cp i= tCpy1 + by,
end for
bo := tby + ao;
Atunci f(t) = by, f'(t) = c1.
Deci procedm astfel:
Se apli@ metoda lui Newton, calcahd simultanf(z,,) si f'(z,)

Tpt1 = T — f/(ZE )
n

Se apli@ apoi metoda lui Newton polinomulum. Pentru &dacini complexe se

ncepe cur, complex si toate calculele se fat aa?itm%ticé compled. Este posibil &
seimpart cu factori @tratici si @ se foloseascaritmetica re@ — se ajunge astfel la
metoda lui Bairstow. Folosind metoda aceasta @elere a gradului erorile pot fi mari.
O modalitate démburatatire este de a utilizaadacinile astfel calculate ca aproximatii
initiale si a aplica metoda lui Newton polinomului origin

6.10. Metoda lui Newtonin R”
Metoda lui Newton este usor de generalizat la sistemeinedin
F(z) =0, (6.10.1)
undeF : Q C R" — R" iarz, F(z) € R". Sistemul (6.10.1) se scrie pe componente

Fl(l'l,...,l'n) =0

Fn<$1,...,xn) =0
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Fie F'(x*)) jacobianul luiF in 2(*);

g%(:p(k)) o %(x(k))
J = F'(z®) = : _ : (6.10.2)
O (5(h)) .. O (b))
Cantitateal / f'(x) seinlocuiestdn acest caz cu inversa jacobianuiuiz*):
2D = B _ [ (LR (1), (6.10.3)
Scriem iteratia sub forma
) = (k) 4y (k), (6.10.4)

Se obsera @ w,, este solutia sistemului deecuatii liniare cun necunoscute
F'(aw® = —F(2™). (6.10.5)

Este mai eficient si mai convenabil da,loc s inver&m jacobianul la fiecare pasa s
rezolam sistemul (6.10.5) sésfolosim iteratian forma (6.10.4).

Teorema 6.10.1Fie « 0 solutie a ecuatieF'(z) = 0 si presupunem&in bila inchisa
B(d) ={z: ||lz—«a| < ¢}, exish matricea Jacobi aluF' : R" — R", este nesingula
si satisface conditia Lipschitz

[1F'(x) = F'(y)lls < cllz = ylloo, Y@,y € B(0), ¢>0.

Punemy = cmax {||[F'(x)] oo : || — Z|lo <6} S0 < € < min{d,7y'}. Atunci
pentru orice aproximatie initid ¥ € B(c) := {z : ||z — a|l» < ¢} metoda lui
Newton este convergéntiar vectoriie®) := o — z(*) satisfac urratoarele inegaldi:

@) [le™ ]l < ylle®I3
— k
®) [le™ oo <7 (71l )

Demonstratie.Da@ F’ este contina pe segmentul ce uneste punctelg € R”, con-
form teoremei lui Lagrange

F(x) = F(y) = Ji(z —y),

unde oF o
o (1) - (&)
Ji = : . =

In(en) ... E2(&)
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e = o) — [F(a )] (F(a) = F(a®)) = e — [F/(a®)] 7 Jye®
= [F'(zp)] " (F' (W) = Jy)e®
si de aici rezubh imediat (a). Din conditia Lipschitz

1F" (™) = Jilloo < emax o™ — W] < 2™ — af

]: 7n

Deci, da@ ||a — 2|, < ¢, atunci|la — 2**+V||, < (ye)e < e. Deoarece (a) este
ade\arag pentru oricé:, se obtine (b) imediat]

Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuatii neliniare dstgcrig in algoritmul
6.3.

Algoritmul 6.3 Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuatii neliniare

Intrare: FunctiaF, derivata FechetF”, vectorul de pornirer®, numarul maxim de
iteratii, Nmax, informatii de tolerard tol
lesire: O aproximatie aadacinii sau un mesaj de eroare
1: for k£ := 0 to Nmax do
2. Calculeaz matricea jacobiad = F”(z(®);
Rezoha sistemul/w = —F(z®);
z®D = k) 4
if crit_oprire(tol) then
return z*+1;{Succes
end if
8: end for
9: error("S-a deg@sit nunarul de iteratii”).

N aRA®

6.11. Metode quasi-Newton

O shbiciune semnificat& a metodei lui Newton pentru rezolvarea sistemelor de
ecuatii neliniare este necesitatea ca la fiecare pasisuam matricea jacobiansi f
rezolhvam un sistemn x n cu aceast matrice. Pentru a ilustra dimensiunile unei astfel
de slabiciuni, & eval@m volumul de calcule asociat cu o iteratie a metodei lui téew
Matricea jacobiaa asocia unui sistem de ecuatii neliniare scritn formaF(z) = 0
necesi evaluarea celor? derivate partiale ale celerfunctii componente ale Iuf. In
cele mai multe situatii, evaluarea exaet derivatelor partiale este neconvereaiil de
multe ori imposibi&. Efortul total pentru o iteratie a metodei lui Newton vadia| putin
n?+n evallari de functii scalarer® pentru evaluarea jacobianuluirspentru evaluarea
lui F) si O(n?®) operatii aritmetice pentru a rezolva sistemul liniar. siceolum de
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calcule este prohibitiv, excegmtd valori mici ale luin si functii scalare usor de evaluat.
Este firesc ca atentia@adie indreptad spre reducerea n@mrului de evalari si evitarea
rezoharii unui sistem liniar la fiecare pas.

La metoda secantei aproximatia ttoarez**1) se obtine ca solutie a ecuatiei li-

niare
B f(xw + ) — f(zw)

I = f(™) + (z — 2®) - = 0.
k

Aici functia [, poate fi interpretd@in dotd moduri:

1. ca aproximare a ecuatiei tangentei
(@) = f@™) + (=2 W) f(@D);

2. cainterpolare linigrintre punctele:®) si z(++1).

Se pot obtine diverse generdliz ale metodei secantei la sisteme de ecuatii nelinrare
functie de moduin care se interpreteaz,. Prima interpretare conduce la metode de tip
Newton discretizate, iar a doua la metode bazate pe intagol

Metodele de tip Newton discretizate se obtin @at metoda lui Newton (6.10.3)
F'(x) seinlocuieste cu cu o aproximare dis@et(z, h). Derivatele partiale din matri-
cea jacobiaa (6.10.2) se vomnlocui prin diferentele divizate

Az, h)e; := [F(x + hie;) — F(x)]/hs, i=1,n, (6.11.1)

undee; € R" este ali-lea vector al bazei canonice/gi = h;(z) este narimea pasului
de discretizare. O alegere posibd pasului este de exemplu

elz;|, da@uwx; # 0;
hi =
g, altfel,

Cue := ,/eps, undeeps este epsilon-ul masinii.

6.11.1. Interpolare liniara

La interpolare fiecare dintre planele tangentérdecuieste cu un (hiper)plan care
interpoleaa functiile componenté; ale lui ' inn + 1 puncte date*/, j = 0, n, intr-o
veciratate a luiz*), adic se determi vectoriia® si scalariio;, astfelincat pentru

Li(z) = a; + a9z, i=TI,n (6.11.2)

are loc
Li(a*) = Fy(z*),  i=Tmn, j=0n
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Urmatoarea aproximatie**) se obtine ca punct de intersediigre celen hiperplane
(6.11.2) dinR"™*! cu hiperplanuly = 0. 2+ rezult ca solutie a sistemului de ecuatii
liniare

Li(z) =0, i=1,n. (6.11.3)

In functie de alegerea punctelor de interpolare se obifimite metode, dintre care cele
mai cunoscute sunt metoda lui Brown si metoda lui Brent. Matlod Brown com-
bina aproximarea Iu¥” si rezolvarea sistemului prin eliminare gausgian metoda

lui Brent seintrebuinteaa la rezolvarea sistemului metoda QR. Ambele metode apartin
unei clase, care, la fel ca metoda lui Newton convertygiic, dar au nevoie doar de
(n? 4+ 3n)/2 evallari de functii pe iteratie.

Intr-un studiu comparativ, Mér si Cosnard [28] au ajuns la concluzia metoda
Brent este adeseori de preferat metodei lui Browragbentru sisteme de ecuatii neli-
niare, la care evaluarea |li necesi un efort mai mic, metoda lui Newton discretaat
este cea mai eficiedtmetoé de rezolvare.

6.11.2. Metode de modificare

Din punct de vedere al efortului de calcul, sunt deosebituwenabile metodelin
care la fiecare pas $etrebuinteaz o aproximared, a lui F’'(z*)), care se obtine din
Ay_1 printr-o modificare de rang 1, adigrin acdaugarea unei matrice de rang 1:

Apir = Ay +u® [v(k)]T, u® o® eR" kE=0,1,2,...

Pe baza formulei Sherman-Morrison (vezi [14])

™1 _ 4—1 1 -1, T 1—1
(A —+ uv ) = A — mA uv A s
pentruBy,, := A;jl are loc relatia de recuremt
Byu® [v®]" B
BkJrl:Bk_ - [ } k: k2071727"'7

1+ [v®]" Bru®

atat timp ét1+ [v(*)] " Biu® £ 0. Astfel, nu mai este necegarezolvarea unui sistem
liniar la fiecare pas; ea dalocuieste cunmultiri matrice-vector, ceea ce corespunde
unei reduceri a efortului de calcul dedin?) la O(n?). Acest avantaj va fi gkit prin
aceea & nu vom mai avea o converganitratia ca la metoda lui Newton, ci doar una
superlinia@:

k1) _

I3 all

= 0. (6.11.4)
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In metoda lui Broyden alegerea vectorilaf*) si v*) are loc du@ principiul
aproximatiei secantein cazul scalar aproximarea ~ f'(z*)) se face unic prin

aria (20D — 1) = faH) — f(2V).
Pentrun > 1, din contg, aproximarea
Appr (z®HD — 20y = p(gk+Dy — p(zR) (6.11.5)

(asa numita ecuatie quasi-Newton) nu mai este unic detatd orice ald matrice de
forma

Apy1 = Apyr +pg”

cup,q € R si¢”(z*+) — () = 0 verifica de asemenea ecuatia (6.11.5). Pe de alt
parte,
Y = F(x(k)) _ F(:E(k_l)) Si s, 1= 20 p(k=1)

contin numai informatii despre derivata parfiah lui F' in directia s;, dar nici o
informatien directii ortogonale pe,. Pe aceasatdirectie trebuie ca efectul lul;.
si A, sa coincida

Api1q = Aggq, Vg e {v:v#0,v"s =0} (6.11.6)

Pornind de la prima aproximaré, ~ (%)), se generedesirul A, A,, ... utilizand
formulele (6.11.5) si (6.11.6) (Broyden [7], Dennis si Md@L.4]).

Pentru sirulBy = Ay ~ [F(z©)]7%, By, B, ... cu ajutorul formulei Sherman-
Morisson se obtine relatia de recur&nt

(Sk+1 — Bilrs1)Sh41Br

Bk 1= Bk —|—
i 5£+1Bkyk+1

. k=0,1,2,...

care necesit doarinmultiri matrice vector si adrei complexitate este doéx(n?). Cu
ajutorul matricelorB;, se poate defini metoda lui Broyden prin

LR+ (k) _ ka(x(k)), k=0,1,2,...

Aceash meto@ converge superlinidin sensul lui (6.11.4), dacpasiis, se apropie
asimptotic (@ndk — oo) de vectorii de actualizare (corectie) ai metodei lui Nt
Se poate recunoaste aceasta semnificatia cen&a principiului lineariarii locale la
rezolvarea ecuatiilor neliniare.

Metoda lui Broyden este descis algoritmul 6.4.
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Algoritmul 6.4 Metoda lui Broyden pentru sisteme de ecuatii neliniare

Intrare: Functia F, vectorul de pornirez(®), numarul maxim de iteratiiNmaz,
informatii de tolerard tol
lesire: O aproximatie aadacinii sau un mesaj de eroare
1 By := F'(z0); v = F(z); B := By*;
2: s:=—DBv; x:=2x+s;
3: for k:=1 to Nmax do
= v = F(x); yi=v—w;
= —By; {z = —Br_1yx}
= —s" 2 {p = s} Br1uk}
= pl + (s +2)s"{C = s{ Byl + (s + Brwyw)si }
B:= (1/p)CB; {B = B;}
s:= —Bv; {s = =B, F(z™)}
10: T =+ s,
11:  if crit_oprire(tol) then

© 0N O R
Q= v g

12: return z; {succe$
13:  endif
14: end for

15: error("S-a deg@sit nunarul maxim de iteratii”)
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In acest capitol ne oci@mn de determinarea valorilor (si vectorilor) proprii akeeil
matrice @traticeA € R"*", adi@ a valorilor\ € C si vectorilorz € C™ pentru care

Ax = dz. (7.0.2)

Definitia 7.0.1 Numarul A € C se numestealoare proprie matriceiA € R"*", cand
exisé un vectorr € C" \ {0} numitvector propriuastfelincat Az = Az.

Observatia 7.0.2. 1. Cerintar # 0 este importar&, cAci vectorul nul este un vector
propriu corespurgtor ori@arei valori proprii.

2. Chiar daé A este red, ea poate avea valori proprii complexe.acest caz ele
aparin perechi conjugate. &

201
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7.1. Valori proprii si r adacini ale polinoamelor

Orice problem de calcul al valorilor proprii se poate reduce la calcukromrilor
unui polinom: valorile proprii ale unei matricé € R™*" sunt &dacinile polinomului
caracteristic

paA = det(A — \I), AeC,

caci determinatul este nul exact atunénd sistemulA — A\)x = 0 are o solutie
nebanak, adi@ atunci @nd\ este o valoare proprie.

O metod de rezolvare a problemelor proprii ar putea fi calcululmpaotiului carac-
teristic si apoi determinareadacinilor. Natural, calculul unui determinait general
fiind o problend comple& si instabid, transformarea matricei ar fi mai potr&itRe-
ciproc, problema gsirii radacinilor unui polinom poate fi formulatca o problera de
determinare a valorilor proprii. Fie € P, un polinom cu coeficienti reali, pe calile
putem scrie (cu ajutoruBidacinilor sale.z, . . ., z,, eventual complexe) sub forma

p@)=apa”+---Fay=an(r—21)...(r —2,), an€R, a,#0.
Pe spatiul vectoridP,_, ,,inmultirea modulg”
P,13¢—1r  zq(x) =ap(z)+r(z), rekp, (7.1.1)

este aransformare liniaé si deoarece

n—1
1 aj .
= — - — ) R
anp(l’) Z Lo zER
7=0
vom reprezenta relativ la bazal, z, .. ., 2" ! prin asa-numita matriceompaniora lui
Frobenius (de dimensiunex n)
0 Cag
1 0 ai
M = : , (7.1.2)
1 0 —==
1 _ant1

Fiev; = (vjr : k =1,n) € C*, j = 1,n alese astfel ca

x a J—
li(z) = p() = ap H(ZE —2) = Zvjk$k_17 j=1n,
k=1

r — Z;
J k£

atunci
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sicu aceastd/v; = zv;, j=1,n.

Valorile proprii ale lui M sunt deci &dacini ale luip.

Matricea Frobenius datde (7.1.2) este doar o modalitate dintre multe altele prin
care se poate reprezenfmmultirea” din (7.1.1); orice aftbaa a IuilP,,_; furnizeaa
o matriceM ale crei valori proprii & fie adacini ale luip. Singurul mijloc auxiliar de
manipulare a polinoamelor de care avem nevoie este regdizarei jmpartiri cu rest”.

7.2. Terminologie si descompunere Schur

Asa cum ne aratexemplul

A=l 30 m=rsi=osan-,

0 matrice red poate avea valori proprii complexe. De aceea (cel gutteorie) este
avantajos & ne ocupm de matrice complexé € C"*",

Definitia 7.2.1 Doua matrice A, B € C™*" se numessimilaredac exish o matrice
T € C"*", astfelincat
A=TBT '

Lema 7.2.2 Daca A, B € C"*"sunt similare, ele au aceleasi valori proprii.

Demonstratie.Fie A € C o valoare proprie a lud = TBT~! siz € C" vectorul
propriu corespurgtor. Atunci avem

B(T'2) =T 'ATT ‘o =T 'Az = \T 'z
si deci,\ este, de asemenea, valoare proprie @lui]
Din algebra liniaéd se cunoaste u@orul rezultat important.

Teorema 7.2.3 (Forma normaé Jordan) Orice matriceA € C**" este similaéa cu o
matrice

. . 3
J=| - |, J= S lee . N n=n,
T =1

numit forma normad Jordara lui A.
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Definitia 7.2.4 O matrice se numestiagonalizab#, dac toate blocurile sale Jordan
J, au dimensiunea 1, adicn, = 1, ¢ = 1,n. O matrice se numesteederogatorie
dac pentru fiecare valoare propri&, exis& exact un bloc Jordain care ea apare pe
diagonak.

Observatia 7.2.5. Dac o matriced € R"*" aren valori proprii simple, atunci ea este
diagonalizabi si de asemenea nederogatorie si po&ipintru a fi trat@ numeric.

Teorema 7.2.6 (Descompunere SchurPentru orice matriced € C**" exisk o ma-
trice unitarda U € C™*" si o matrice triunghiulaé superior

/\1 * *

R = c Cnxn

An
astfelincat A = URU*.

Observatia 7.2.7. 1. Elementele diagonale ale |& sunt, natural, valorile proprii
ale lui A. Deoareced si R sunt similare, ele au aceleasi valori proprii.

2. Intre A si R are loc o fornd mai puternia de similaritate: ele suninitar-
similare. &

Demonstratia teoremei 7.2.@emonstratia se face prin inductie. Cazu= 1 este tri-
vial. Presupunem teorema adest pentrun € N si fie A € C*tDx+) Fie ) € C
o valoare proprie a luil siz € C**, ||z||» = 1, vectorul propriu corespu@tor. LLam
vectorulu; = z si alegemus,, ..., u,, astfelincatu, .. ., u,,1 sa formeze o bazorto-
normah a luiC"*!, sau echivalent, matricéa = [uy, . .., u, 1] SA fie unitaé. Asadar,

U'AUe; = U Auy = U Az = NU x = Aeq,

adia
A ox
0 B

Conform ipotezei inductiei exigto matrice unita&r V' € C™*", astfelincat B = V.SV*,
undeS € C™*" este o matrice triunghiularsuperior. De aceea

- A * . 1 0] [XN *|[1 O .
A_U{O VSV*}U _U{O V} [O S} {O V*}U
—_— N — — ——

=U =R =U*

U*AU:[ } BeC™

si demonstratie este compef]
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Sa déam acum doa consecinte nemijlocite ale descompunerii Schur.

Corolarul 7.2.8 Oricarei matrice hermitiened € C™*™ 1i corespunde o matrice orto-
gonal U € C"*™ astfelincat
A1
A=U U-, )\jER, jzl,_n
An
Demonstratie.MatriceaR din teorema 7.2.6 verifck = U* AU. Deoarece
R = (U'AU) =U"A"U = U"AU = R,
R trebuie & fie diagond, cu elemente reale pe diaganéiind hermitia). (]
Altfel spus, corolarul 7.2.8 ne asigura orice matrice hermitianeste unitar diagona-
lizabila si posed o baza formaa din vectori proprii ortonormalin plus, toate valorile

proprii ale unei matrice hermitiene sunt reale. Este isi@ng nu numai din punct de
vedere teoretic, ce matrice sunt unitar diagonalizabile.

Teorema 7.2.90 matriceA € C™*" este unitar diagonalizalal, adic exis& o matrice
unitara U € C™*" astfelincat

A1
A=U U, Aj € R, j=1,...,n. (7.2.1)
An
dac si numai daé A este normal, adic@
AA* = A*A. (7.2.2)

Demonstratie.PunemA = diag(Ay, ..., \,). Conform lui (7.2.1),A are formaA =
UAU*, deci
AA* = UNU*UNU* = UIAPU* si A*A = U*N*UUAU* = U|A|PU*,

adica (7.2.2). Pentru reciprag folosim descompunerea Schur a fusub formak =
U*AU. Atunci

|>\1|2 = (R'R)11 = (RR" )11 = \)\1\2 + Z |7”1k’2,
k=2

de unde rezuftr,, = --- = r1,, = 0. Prin inductie, se vededpentruj = 2, n

Jj—1 n
(R*R)j; = [N+ ) Il = (RRy; = [N+ D [l
k=1 k=j+1

din care caua R trebuie & fie diagona. [
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Pentru matricea realiescompunerea Schur réadste un pic mai complicat

Teorema 7.2.10Pentru orice matriced € R"*" exis& 0 matrice ortogona U € R™*"
astfelincat
Rl * . *

A=U R e (7.2.3)
. *

Ry,

in care fieR; € R, fie R; € R?*%, cu dow valori proprii complexe conjugate,
j=1k.

Descompunerea Schur radtansforna A intr-o matrice Hessenberg superi@ar

*

UTAU =
* *

Demonstratie.Daca A are doar valori proprii reale, atunci se procedeea la descom-
punerea Schur compléxAltfel, fie A\ = o + i3, 5 # 0, 0 valoare proprie compléxa
lui A six + iy vectorul propriu corespuiror. Atunci

Alx +iy) = Mz + 1) = (a+i6)(z + iy) = (ax — By) +i(Bzx + ay)

sau matricial 4
A — @ .

o) =l | % 2]

GR"XQ T

Deoarece? = o* + 3% > 0, caci 3 # 0, span{z, y} este un subspatiu bidimension#
invariant al luiR™. Atunci alegemu, u, astfelincat sa formeze o baza acestui spatiu,
completad cuus, ..., u, la o bazé ortonorma a luiR™ si ratiorand analog cu cazul

complex obtinem

R

T ATT —
o= [F )
si inductia se deruleazca la descompunerea Schur comaléx

7.3. lteratia vectoriala

Iteratia vectorigd (numit si metoda puterii) este cea mai sidoptetoé atunci @nd
dorim o valoare proprie si vectorul propriu corespataz.
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Pornind de la un vectay®) € C" se construieste siryf’, k¥ € N prin intermediul
iteratiei

(k) — pg(k=1).
B |2

( |

k) _ * G N . )

= —Z(k) —||z(k)H , J =min {1 <j<n:
J*

o N (7.3.1)
)2 (1- 1) 190}

si se afirna @, in conditii determinate, acest sir converggre vectorul propriu domi-
nant.

Propozitia 7.3.1 Fie A € C™ o matrice diagonalizabd ale @rei valori proprii
A1, ... A, Vverifica conditia
Al > | A2 > . Al

Atunci siruly®, & € N, converge &tre un multiplu al vectorului normat; cores-
punzitor valorii proprii \;, pentru aproape oricg®).

Demonstratie.Fie 1, ..., x,, vectorii proprii ortonormali ai luiA corespunatori valo-
rilor proprii A\, ..., A, — existenta lor rezudt din diagonalizabilitatea Iud. Scriem

:ZOéjl’j, Q; eC, jzl,_n,
=1
si afirmam a
Z%A T = Zaj)\kxj = )\]onzj </\—i) ;.

De aici rezul,, deoarecé\;| > |\;|, j =2,nca

n

Y k
hm AL kAk O = a2y + hm Zaﬁ ()\—1> T = 0T,

precum i

Jim 3440

Dac o, = 0 si deciy®) apartine hiperplanului

vy ={z € C", 2"z, = 0},
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atunci ambele limite sunt nule si nu se poate spune nimiprdesonvergenta sirului
y*, k € N; acest hiperplan este o multime désaa nub, asa & in continuare vom
presupune&a; # 0.

Datorita lui (7.3.1),y* = 1, 4%y 4, € C si pe Bnga aceastdy”||., = 1, asadar

1 1
lim [ \]* = lim — _
dm Pl = i S ETE e Tl
Astfel
\F Xo|®
y B = ppAby© = AL T +0(L%>, k€N, (7.3.2)

UM AUY
—— T/
—.p—2mily =:ax

unded,, € [0, 1]. Aici intervine normarea mai ciudatdin (7.3.1): fiej indicele minim
pentru carg(ax1);| = ||ax1|||; atunci conform lui (7.3.2) pentru uh suficient de
mare de asemenéa(7.3.1);* = j. Deci are loc
k
(k) v 1

lim v\ =1 = lim > = i = .
oo oo oo (axy); (o),

Inlocuid aceastin (7.3.2) obtinem convergenta sirulf), k € N. O

Se poate aplica de asemenea iteratia vectopahtru a gsi toate valorile proprii Si
toti vectorii proprii,in masurain care valorile proprii ale luA sunt diferitein modul.
Pentru aceasta se deter@itea mai maran modul valoare proprig; a lui A si vectorul
propriu corespurgtorz; Si se contina cu

AW = A — Nzl

Matricea diagonalizakil A are aceeasi vectori proprii ortonormali casi doar &
x1 este vectorul propriu corespuatpr valorii proprii O si nu mai joa nici un rolin
iteratie, ahit timp @t nu se porneste chiar cu un multiplu al yi Aplicandinca odaa
iteratia vectoria lui A" se obtine a doua valoare proprie canmein modul \, si
vectorul propriu corespuitor; iteratia
AV = AGTD — Njapal, =T, AP =4

calculeaa succesiv toate valorile proprii i toti vectorii pragi lui A, presupuand @
valorile proprii sunt diferitdn modul.

Observatia 7.3.2 (Dezavantajele iteratiei vectoriale) 1. Metoda functioneazin
general doar &nd exish un vector propriu dominant, adiacand exish pentru
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o valoare proprie dominaaexact un vector propriu. Dase considér, de exem-

plu, matricea
01
=[]

atunci ea transforénvectorul[z, x,)” Tn vectorul[z, z;]7 si convergenta are loc
exact atunci and iteratia porneste cu unul din vectorii proprii.

2. Metoda @ rezultate numai pentru vectori de pornire ,,potriviBura nemaipo-
menit @& toti vectorii de pornire cu exceptia celor dintr-un higlan sunt potriviti,
dar nu este chiar asa de simplu. Ba@loarea proprie cea mai mdre modul
a unei matrice reale este compdeatunci se poate itera la nasgit cu valori de
pornire reale, &ci oricum nu se vaagi vectorul propriu.

3. Ar trebui facute tot timpul calculén complex, ceea ce ar ridica serios complexi-
tatea (la adunare un n@ndublu de calcule, [emmultire de sase ori mai multe).

4. Viteza de convergeafdepinde de raportul

A

— <1

Al
care poate fi oriat de aproape de 1. Dadominanta vectorului propriu dominant
nu este bine reliefat atunci convergenta poate fi extrem dedent &

Tinand cont de toate acestea, conchid@nteratia vectoria nu este o met@dprea
buré pentru problemele de valori proprii.

7.4. Metoda QR —teoria

Metoda practia pentru tratarea problemelor de valori proprii dsteilele noastre
metoda QR descopegitde Francis [18] si Kublanovskaya [27], o extensie uBitar
metodei LR a lui Rutishauser [32]. Voincepe cu cazul complex.

Metoda este una iterafivextrem de simpl: se porneste ca”) = A si se calculeaz
iterativ cu ajutorul descompunerii QR,

AW = Qu Ry,  A¥D =RQ,,  keN,. (7.4.1)

Cu putin noroc, sau asa cum spun matematiciémianumite ipoteze, acest sir va con-
verge @tre o matrice alearei elemente diagonale sunt valorile proprii aleAu

Lema 7.4.1 Matricele A®) construite prin(7.4.1) k& € N, sunt similar ortogonale cu
A si au aceleasi valori proprii c&.
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Demonstratie.Are loc

AFD — Qr QLR Qr = QAN Q= - = Q... Q AQo ... Qy. -

—_—
=U} =:Ug,
O
Pentru a ata convergenta, vom interpreta iteratia QR ca o genaralia iteratiei

vectoriale (7.3.1) @ra normarea ciudal} la spatii vectoriale. Pentru aceasta vom scrie
baza ortonormaluy, ..., u,, € C" a unui subspatiu-dimensionall’ ¢ C*, m < n,

ca vectori coloane ai unei matrice unitaie € R™*™ si iteram subspatiul vectorial
(respectiv matricele) peste descompunerea QR

Ug1 Ry = AU, keNy, UyeCn. (742)
De aici rezuld imediat @
Upi1(Ry. . .Ry) = AUp(Ry_1...Ry) = A*Up_1(Rp_o.. .Ry) =...= A", (7.4.3)

Dac definim acum, pentrtn = n, A% = Uy AU}, atunci conform lui (7.4.2) au
loc relatiile

AW = UrAU, = Ui Uy Ry
AR = Ur AUy = U AU U
si purand@y, := U; U1, Obtinem regula de iterare (7.4.1). Ca matrice de porniterpu
alegel, = 1.
Pentru a obtine rezultate despre metoda QR mai avem newxair tip de matrice.
Definitia 7.4.2 O matrice de faza© € C"*" este o matrice diagonalde forma
e—iel

e = ) 9]‘6[0,27T), jzl,_n
e_ien

Propozitia 7.4.3 Presupunem & matriceaA € C™*™ are valori proprii distinctein
modul,|A;| > [Xs| > --- > |\,| > 0. Dacd matriceaX ~! din forma norma& Jordan
A= XAX"'alui Aareodescompunere LU

)(*1:,5'7—"7 S: . . . , T = . ,
* ... % 1

atunci exish matricele de faz ©y, k € N, astfelincat sirul de matrice ©,Uy, k € N
sa convearg.
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Observatia 7.4.4 (La propozitia 7.4.3). 1. Convergenta sirului©,Uy), Inseama
mai ales, & da@ bazele ortonormale aparditoare convergatre o baa ortonor-
mald a luiC", avem de asemenea convergenta spatiilor vectoriale.

2. Existenta descompunerii LU a i ! este &ra nici o limitare: deoarecé& !
este inversabdl in mod trivial, exis& Intotdeauna o permutarg, astfel incat
X-1PT = (PX)~' = LU si PX esteintr-adewar o matrice inversaldl Aceasta
inseama @ matricead = PTAP, in careA se transforra prin permutarea li-
niilor si coloanelor are acelesi valori proprii ca4j verifica ipoteza propozitiei
7.4.3.

3. Demonstratia propozitiei 7.4.3 este o0 modificare a destratiei din [40, pag. 54—
56] pentru convergenta metodei LR, cégieare originedn lucrarea lui Wilkinson
1 [46]. Ce este de fapt metoda LR? Se procedezz la metoda QR, dar lul
i se apli@& eliminarea gausid@n A®) = L, R, si apoi se construiesta¢*+!) —
Ry L,. De asemenea, aceasheto@ convergén anumite conditii @tre o matrice
triunghiula& superior. &

Inainte de a demonstra propozitia 7.483/edenintai de ce convergenta sirul{y)
atrage convergenta metodei QR. Si anumeadaem|| U1 — Uy || < € sau echivalent

Upy1 = U + E, ]2 <e,
atunci
Qe =Up U, = U+ E)U,=1+EU,=1+F, |F|.< HEH?@ <e,
=1
si cu aceasta
AW = RiQp = Ry(I+ F) = Ry, + G, 1G> < el R|l2,

deci sirulA®), k € N, converge, de asemeneatre o matrice triunghiuldrsuperior,
numai daé normele luiRy, & € N sunt uniform narginite. Chiar asa satamph, @aci

1Rkl = 1QzAW[ls = AWy = [|Q41 - - Q5AQ0 - - Qua || = [| A2
Mai avem nevoie de un rezultat afidr despre ,,unicitatea” descompunerii QR.

James Hardy Wilkinson (1919-1986), matematician englez.
Contributii importantein domeniul Analizei numerice, Alge-
brei liniare numerice si Informaticii. Membru al Royal Sety,
,laureat al premiului Turing al ACM. P&hcga numeroasele sale
lucrariin domeniul Analizei numerice, a lucrat si la dezvoltarea
de biblioteci de rutine numerice. Grupul NAG (Numerical Al-
gorithms Group) si-&nceput activitatezn 1970 si multe dintre
rutinele de algeldr liniara numeri@ s-au datorat lui Wilkinson.
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Lema 7.4.5Fie U,V € C™*™ matrice unitare si fieR, S € C"*™ matrice triunghiulare
superior inversabile. Atunci are lo€ R = V' S dac si numai daé exisd o matrice de
faza

e—i01

O = ) 0j6[0,27r),j:1,_n,

astfelincatV = vVoO*, R=0S.

Demonstratie.Deoarecd/ R = VO*OS = V.S, "<" este triviah. Pentru necesitate,
din UR = VS rezula @V*U = SR™! trebuie & fie o matrice triunghiular superior
astfelincat(V*U)* = U*V = RS~!'. Asada©® = V*U este o matrice diagor&lnita&
siarelocU =VV*U =V0o.0

Demonstratia propozitiei 7.4.3Fie A = XAX ! forma normah Jordan a luid, unde
A = diag(Ay, ..., \,). PentrulUy = I sik € N

0
Us ( II Rj) — (XTAX)" = XAFX T = XARST = X (AFSAF) AT,

in careL, este o matrice triunghiularinferior cu elementele

(me:(j—;)k, l<m<j<n (7.4.4)
astfelincat pentruk € N
0
NNl
et s (s ol ) (e [32)) |10 | e,
1. 10

o (7.4.5)
Fie U, R, = X L) descompunere@R a lui X L,,, care dator# lui (7.4.5) silemei 7.4.5
converge pra la o matrice de faz ctre descompunera QR = UR a lui X. Dac@
aplicam acum lema 7.4.5 idertiii

0
Uk ( 1T Rj> Qs RiAFT,
j=k—1

atunci exish matricele de faz©,,, astfelincat

0 A~
11 Rj> = O R AT,
=k—1

deci exis matricele de faé@k, astfelincat Uk(:)k — U, candk — oo. O

Ui = @92 Si <

J
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Merita & arun@m o scurd privire asupra ,,termenului de eroare” din (7.4.4), ale
carui elemente subdiagonale ver#ielatia

)
| Li|jm < (H) |Sjms I<m<jy<n.

Asadar are loc

Convergenta unui element subdiagonatre 0 este cu &t mai rapida cu
cat elementul este mandegartat de diagona.

7.5. Metoda QR - practica

7.5.1. Metoda QR clasia

Am vazut & metoda QR genereazn sir de matricel®) carein conditii determi-
nate trebuie & convearg ctre o matrice triunghiularsuperior care are pe diagcaal
valorile proprii. Putenintrebuinta aceadtmeto@ pentru matrice reale.

Exemplul 7.5.1. Fie
1 11
A=11 2 3
1 21
Aceasé matrice are valorile proprii
A1 ~ 4.56155, Ao = —1, Az ~ 0.43845.

Iterand prin metoda QR se obtin pentru elementele subdiagoealétatele din ta-
bela 7.1 (o implementare MLAB brutd). Se poate vedeacdugak iteratii, elementele

#Itel’ayl as asi aso
10 6.64251e-007 -2.26011e-009 0.00339953
20 1.70342e-013 -1.52207e-019 8.9354e-007
30 4.36711e-020Q -1.02443e-029 2.34578e-010
40 1.11961e-026 -6.89489e-040 6.15829e-014

Tabela 7.1: Rezultate pentru exemplul 7.5.1

(k)

Qe

¢ < m, se apropie de O la fel da,/\|. O
Exemplul 7.5.2. Matricea

=~ W
w O Ot
_ O
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are valorile proprii
A~ 9.7407, Ay = —3.8703 + 0.6480¢, A2 = —3.8703 — 0.6480s.

In acest caz nu ne putem astepta ca metoda@ddsvearg catre o matrice triunghiu-
lara superioa, @Aci atunci toate valorile proprii ale IW ar fi reale. De fapt, dup100
de iteratii se obtine matricea

9.7407 —4.3355  0.94726
AU ~ | 8552¢ — 039  —4.2645  0.7236 | ,
3.3746¢ — 039 —0.79491 —3.4762

care ne furnizeaz corect valoarea proprie r@alPe &nga aceasta, matriceax 2 din
coltul din dreapta jos ne furnizeaxalorile proprii complexe-3.8703 + 0.6480i.

Al doilea exemplu recomardurnatoarea strategie: daelementele situate sub diago-
nala nu vor & dispaa, ar fi indicat & privim mai atent matricea x 2 corespunatoare.

Definitia 7.5.3 Daca A € R"*™ are descompunerea QR= ()R, atuncitransformarea
RQa lui A se defineste pridl, = RQ.

Ce probleme apar la realizarea pragticmetodei QR? Deoarece complexitatea des-
compunerii QR est&(n?), nu este prettelept & utilizam o metod care se bazeape
un astfel de pas iterativ. Pentru a evita problema, vom atinwatricele initialein ma-
trice similare a aror descompunere QR poate fi calcalatai repede. Astfel de matrice
sunt matricele Hessenberg superioar@@rcdescompunere QR se poate calcula cu
iteratii Givens, deci un total d&(n?) operafii: de vreme ce numai elementéle ;,
j = 2,n trebuie eliminate, vom determina unghiurilg, . . . ¢,,, astfel ca

Gn—1,n;¢,)...G(1,2;¢0)H = R

si are loc
H, = RGT(1,2;¢)...GT(n— 1,n;¢,). (7.5.1)

Aceash este ideea algoritmului 7.1. Daip35], motto-ul trebuie & fie ,,oda Hessen-
berg,intotdeauna Hessenberg”.

Lema 7.5.4 Daca H € R"*" este o matrice Hessenberg superidaatunciH, este de
asemenea matrice Hessenberg supeoar

Demonstratie.Rezul@é direct din reprezentarea (7.5.Inmultirea la dreapta cu o ma-
trice GivensG” (4,7 + 1,¢,4+1), j = 1,n — 1 inseam& o combinatie @oloanelor; si

j + 1 si creaa valori diferite de zero dodn prima subdiagonal— R este triunghiule
superior[]
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Algoritmul 7.1 Transformarea RQ a unei matrice Hessenberg Hgadic= R() unde
H = QR este descompunerea QR a lui H
for k:=1ton—1do
[Ck, Sk] = givens(Hkk, ]j—-{k_'—l’k);

Hi o1 fom = [ } Hiypot1 ko

end for
fork:=1ton—1do

Cr Sk
—Sk Ck

Hl:k+1,k:k+1 = Hl:k+1,k:k+1

Ck Sk|.
-5k Ck|’

end for

Sa vedem cum aducem matricea ingidh forma Hessenberdn acest scop vom
utiliza pentru variatie transforamile Householder. & presupunemaam @sit deja o
matrice(),,, astfelincat primelek coloane ale matricei transformai aith deja forma
Hessenberg, adic

QrAQL = * * k... %

(@)
a; * *
(k)
L Qp g1 | * *
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si obtinem @
Up1Qr A QrUp11 = Uk+1;
N—_—— N — (07 I
=@k =Qit1 0
L 0] = ... x|

matricea unitatd; ; din sénga su$n matriced’,,, are grig 2 avemin primelek + 1
coloane o structér Hessenberg. Algoritmul 7.Zadnetoda de trecere a unei matrice la
forma Hessenberdn concluzie, metoda noa&tQR va fi 0 metodin dowa faze:

1. Transforna peA in forma Hessenberg utiind o transformare ortogoral
HY=QAQ",  Q'Q=0QQ"=1
2. Execud iteratiile QR
HED — k), k € Ny,

in speranta& elementele de pe prima subdiag@eabnverg toateatre zero.

Algoritmul 7.2 Reducere la forma Hessenberg supe&oar
Intrare: Matricead € R™*"
lesire: H forma Hessenberg a lui si da@ se doresté) astfelincat H = QAQT
fori:=1ton—2do
u; := House(Aj1m,4);
P, =1 —2uul; {Q; = diag(l;, P;)}
Aitimim == PiAi—i—l:n,i:n;

Al:n,iJrl:n = Al:n,iJrl:nPi;
end for
if se doresté) then
Q=1
fori:=1 ton—2do
Qi+1:n,i+1:n = PiQi-l—l:n,i-i—l:n;
end for
end if
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€ #iteratii A Ao A3
1073 11 4.56155| -0.999834| 0.438281
1074 14 4.56155| -1.00001 | 0.438461
107° 17 4.56155| -0.999999| 0.438446
10710 31 4.56155 -1 0.438447

Tabela 7.2: Rezultatele pentru exemplul 7.5.5

Deoarece elementele subdiagonale converg ceimat, putem folosi drept criteriu
de oprire maximul modulului. Aceasta ne conducenketoda QR simpl vezi algorit-
mul 7.3. Desigur, la aparitia unor valori proprii complexeeast meto@ itereaa la
nesarsit.

Algoritmul 7.3 Metoda QR sim@
Intrare: MatriceaA, tolerantatol
lesire: Vectorul valorilor propriiA si numarul de iteratiiit
H := Hessenberg(A); {Forma Hessenberg a lui}
it .= 0;
while ||diag(H, —1)||« > tol do
H := H,; {Transformarea RQ a Iut }
it =t + 1,
end while
A= diag(H);

Exemplul 7.5.5. Aplicam noua metaa matricei din exemplul 7.5.1. Pentru diverse
tolerantes date obtinem rezultatele din tabela 7.2. Se ol&eaa fiecare trei iteratii se
castiga o zecimaa la elementele vecine cu diagonala. &

Putemincerca & acceledm metoda descompaind probleman subproblemeDaa
avem o matrice Hessenberg de forma
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atunci problema de valori proprii referitoarefase poate descompuirr-o problena
de valori proprii referitoare l&/; si una referitoare ld/s.

Conform lui [24], un element subdiagonal, , ; este considerat ,,suficient de mic”
daca

\hje15] < eps (sl + (R g41l) - (7.5.2)

Aici vom proceda mai simplu si vom descompune o matriceadast mai mic ele-
mentin modul situat pe prima subdiago&atlevine mai mic de o tolerard daé.
Procedeul este dapcum urmeaa: functia de determinare a valorilor proprii detergnin
cu ajutorul unei iteratii QR o descompunénamatriceleH; si H, Si se apeleazrecursiv
pe sine pentru fiecare din aceste matrice.

Daa una dintre matrice estex 1, valoarea proprie este automat deternanar
da@ est& x 2, atunci polinomul &u caracteristic este

pa(r) = det(A—al) = 2® — trace(A)x + det(A)

= 2’ (a11 + ag) x + (a11022 — a12a91) .

(. 4 (.

~~ ~~
=:b =:c

Dacx discriminantub? — 4c este pozitiv,A are doi valori proprii reale si distincte
r = % (—b - sgn(b)ﬂ) Sizy = xil’

altfel valorile proprii sunt complexe si anume
% (—b + z@) ;

astfel avem sub control si cazul valorilor proprii comm@eXresupunemacfunctia
Eigen2x2 returneaa valorile proprii ale unei matric2 x 2. Ideea este implemen&at
n algoritmul 7.4. Iteratiile QR efective sunt date de aigoul 7.5.

Exemplul 7.5.6. Sa consideim din nou matricea din exemplul 7.5.@reiali aplicam
algoritmul 7.4. Rezultatele apar tabela 7.3. O

7.5.2. Deplasare spectral

Utilizarea matricelor Hessenberg ne permitdr-adevar, & execudm fiecare pas
de iteratieintr-un timp mai scurt. Vomncerca acuma micsoam nunarul de iteratii,
asadar & crestem viteza de convergamteoarece

Rata de convergeata elementelor subdiagonale;,,; are ordinul de

marime
A )"
AL =1,n—1.
( )\] ) ) j 7/n'
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Algoritmul 7.4 QRSplitla — metoda QR cu partitionare si tratarea cazurdlor 2
Intrare: MatriceaA € R™*" si tolerantatol
lesire: Valorile proprii A si nunérul de iteratiiit
if n =1 then
=0 \:=A;
return ;
else
if n =2 then
it :=0;
A := Eigen2x2(A);
return;
else
H := Hessenberg(A); {Forma Hessenbe}g
[Hy, Hy,it] := QRIter(H,tol);
[A1,it1] := QRSplitla(H,,tol);{apeluri recursive
[)\2, Ztg] = QRSplltla(HQ, tOl),
it =it + 1ty + ito;
A=A, A
end if
end if

Algoritmul 7.5 Iteratie QR pe o matrice Hessenberg; utilizat de algotitid — apel
[Hy, H2,it] = QRIter(H,t)
Intrare: Matricea Hessenberd, tolerantatol
lesire: MatriceleH,, H, reprezeraind descompunerea i dupa elementul subdiago-
nal minimin modul si/¢ numarul de iteratii
it .= 0;
Determirda minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagarsalui H
sSi pozitia say;
while m > tol do
it =t + 1,
H := H,; {Transformarea RQ a matricéf }
Determira minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagaralui
H si pozitia saj;
end while
Hy == Hy a4,
Hy = Hji1mj1m
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e | #iteratii A Ao A3
1073 12 9.7406| —3.8703 + 0.6479¢ | —3.8703 — 0.64793
1074 14 9.7407| —3.8703 + 0.6479: | —3.8703 — 0.6479i
107° 17 9.7407| —3.8703 + 0.6480¢ | —3.8703 — 0.6480z
107 19 9.7407| —3.8703 + 0.6480¢ | —3.8703 — 0.6480z
107° 22 9.7407| —3.8703 + 0.6480¢ | —3.8703 — 0.64801

Tabela 7.3: Rezultate pentru exemplul 7.5.6

Cuvantul de ordine este aideplasare (translatie) specti@l Se obsera @&, pentryu €

R, matricead — pI are valorile proprii\; — , ..., A, — p. Pentru o matrice oarecare
inversabid, B, matriceaB(A — uI)B~! + uI are valorile proprii\y, ..., A, — Se poate
asadar deplasa spectrul matrid@inte sitnapoi printr-o transformare de similaritate.
Se ordoneaz valorile propriiu, . . ., u, astfel ca

,,ul}:{/\l,...

si da@ . este apropiat dg,,, atunci daé metoda QRncepe cuH? = A — ul, ele-
mentul subdiagona?’zgl_)lm converge foarte repedéire zero. Mai bine este dadle-

plasarea spectiake realizeazla fiecare pas individual. Parigh aceasta, putem lua ca

aproximatie pentry (in mod euristic) valoare’). Se obtine astfel uratoarea schetn
iterativa

= pl > e —pl > > =l s s An}

H(k—H) = (H(k) — ;Lk;[)* + [Lk], Wi = hg;), ke No,

cu matricea de pornirdl® = QAQ'. Algoritmul 7.6 d& o variand a metodei care
trateaz si valorile proprii complexe. El utilizeazalgoritmul 7.7 In ultimul algoritm,
(H — H,,1,). din linia 6 inseama transformarea RQ a matricli — H,, .1,

Observatia 7.5.7. Da@ valoarea de deplasaieste suficient de apropéatie o valoare
proprie\, atunci matricea se descompung-un singur pas iterativ. &

7.5.3. Metoda QR cu pas dublu

Se poate ata @ metoda QR cu deplasare sped@mbnvergeatratic, eroarea fiind
pentru unp < 1 doar

O(p*) Inloc deO(p").

Oricat de frumoaa ar fi aceast idee ea functioneazbine doar pentru valori proprii
reale,in cazul valorilor proprii complexe fiind problematicCu toate acestea, putem
exploata faptul & valorile proprii apain perechi. Aceasta ne conduce la ideea de ,,me-
tode cu pas dublu”:
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Algoritmul 7.6 Metoda QR cu deplasare specigbartitionare si tratarea valorilor pro-
prii complexe
Intrare: MatriceaA € R™*" si tolerantatol
lesire: Valorile proprii A ale lui A si numarul de iteratii/t
It :=0;
if n =1 then
A=A
return
else ifn = 2 then
A := Eigen2x2(A);
return
else
H := Hessenberg(A); {aducere la forma Hessenbérg
[Hy, Hy, It] := QRIter2(H,t)
[A1, It1] == QRSplit2(H;, tol) {apel recursiy
[\, Ita] := QRSplit2(Hs, tol) {apel recursiy
It .= It + Ity + It
A= [/\1, /\2],
end if

Algoritmul 7.7 Iteratie QR si partitionare
It :=0;
Determira minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagarealui H
Si pozitia say;
while m > tol do
It =TIt +1;
H:=(H - Hynl)y + Hynl;
Determira minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagaralui
H si pozitia sgj;
end while
Hy == Hy a4,
Hy = Hj+1:n,j+1:n;
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n loc sa deplasm spectrul cu o valoare proprie, aproxindgdh mod euristic
cu h%’f%, se execudt dowa deplagri intr-un pas, si anume cu valorile proprii

ale lui

k k
B = h’é—)l,n—l hsz—)l,n )
S

n—

Exista dow posibiliéati: fie ambele valorj: si 1/ ale lui B sunt reale si atunci se pro-
cedeaa ca mai sus, fie sunt complexe conjugate si avem valorilpripre si . Asa
cum vom vedea, al doilea caz se poate de asemeneadrtratdmetica rea. Fie @),
Q). € C"" si Ry, R, € C™™ matricele descompunerii QR complexe

Qe = H® —uI,

QR = RiQr+ (n—pa)l.
Atunci are loc

H*Y = RLQ, + pl = (Q)) (RuQr + (n — B)1)Q), + il
= QrReQuQy + I = (Q1) Qu(H™ — nIQiQp + 1
= (QrQ)" HM Qi@ .
=U* =U

Utilizand matricesd = R; R), avem

US = QuQ, R, Ry, = Qu(RieQr + (11 — R)I) Ry,
= QrReQrRi + (1 — m)Q Ry = (H® — uI)* + (n — p)(H® — pul)
= (H®)? —2uH"W + 1T + (u — p) H® — (1* — pi) I
= (H®)? = (p+ p)H® + ppl = X

(7.5.3)

Dacdp = a + i3, atunciy + i = 2a Si pjii = |u|> = o® + 4%, asadar matrice’ din
membrul drept al lui (7.5.3), deci are o descompunereXQR- QR reah si conform
lemei 7.4.5 exist o matrice de faz© € C"*" astfelincatU = ©Q). Dac@ vom iterain
real mai departe, vom obtimeetoda QR cu pas dublu

QrRi = (H(k))2 - (hgzkf)l,nfl + hg?z)H(k)
S (A A e 8 (7.5.4)

H* = QEH® Q.

Observatia 7.5.8 (Metoda QR cu pas dublu). 1. MatriceaX din (7.5.3) nu mai
este o matrice Hessenberg, eamy o diagona suplimentax. Cu toate aces-
tea se poate calcula descompunerea QR A |ldestul de simplu, cu doan — 3
rotatii Jacobijn loc den — 1, cat este necesar pentru o matrice Hessenberg.
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2. Datoria complexi&tii sale ridicatejnmultireaQ” H*)Q,, nu mai este o metad
efectiva de iteratie; acest lucru se poate remedia, a se vedea uplexd 8] sau
[36, pag. 272-278].

3. Natural,H**+Y poate fi adu& la forma Hessenberg.

4. Metoda cu dublu pas se ag@ioumai atunci @nd matricead are valori proprii
complexe; din conk, la matrice simetrice nu este avantagpas &

Metoda QR cu pas dublu, partifionare si tratarea matiicek 2 este da in algoritmul
7.8. El apeleaz algoritmul 7.9.

Algoritmul 7.8 Metoda QR cu dublu pas, partifionare si tratarea maticek 2
Intrare: MatriceaA € R™*" si tolerantatol
lesire: Valorile proprii A ale lui A si numarul de iteratii/t
It :=0;
if n = 1then
A=A,
return
else ifn = 2 then
A := Eigen2x2(A);
return
else
H := Hessenberg(A); {aducere la forma Hessenbérg
[Hy, Hy, It] := QRDouble(H,t)
[A1, It1] == QRSplit2(H;,tol) {apel recursiy
[\, Its] := QRSplit2(Hs, tol) {apel recursiy
It := It + Ity + Ity;
A= [)\1, )\2],
end if

Exemplul 7.5.9. Aplicam algoritmii 7.6 si 7.8 matricelor din exemplele 7.5.7$.2.
Se obtin rezultatele din tabela 7.4. Buna comportare a regpasului dublu se justifec
prin aceea & obtine doa valori proprii dintr-o da. O
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Algoritmul 7.9 Iteratie QR cu dublu pas si transformare Hessenberg

It .= 0;

Determira minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagarslui

Si pozitia saj;
while m > tol do
It .= It +1;

X :=H?— (anl,nfl + Hn,n)H + (anl,nlen,n -

Determira descompunered = QR a lui X;

H := Hessenberg(QTHQ);

Hn,nlenfl,n>In;

Determira minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagaralui

H si pozitia sgj;
end while
Hy = Hy a4,
Hy = Hj\ 10,1 1m;

#iteratiiin real | #iteratiiin complex
€ alg. 7.6| alg. 7.8| alg. 7.6| alg.7.8
1e-010 1 1 9 4
1e-020 9 2 17 5
1e-030| 26 3 45 5

Tabela 7.4: Comparatiile din exemplul 7.5.9
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8.1. Ecuatii diferentiale

Consideam problema cu valori initiale sau problema Cauéhga se determine o
functie cu valori vectorialg € C'[a,b], y : [a, b] — R?, astfelincat

d
(PC) { d_i = f@y), v €lab] (8.1.1)
y(a) = yo

Vom evidentia do& clase importante de astfel de probleme:

() pentrud = 1 avem o singu ecutie diferentid scalaa de ordinul |

{y’zf(x,y)

y(a) = yo

(i) pentrud > 1 avem un sistem de ecuatii diferentiale ordinare de otdinu

{ %:fz(w7yl7y2i'7yd)7 7/:17d

y'(a) =y, i=1,d
Reamintim urmtoarea teoreénclasi@ referitoare la existeaisi unicitate.

Teorema 8.1.1Presupunem& f(x,y) este contin@ in prima variabiB pentruz €
[a, b] sin raport cu cea de-a doua variaRilsatisface o conditie Lipschitz unifoém

1f(z,y) = f(z,y) < Ly —v*|l, y,y" € R (8.1.2)

unde|| - || este o anumit norma vectoriah. Atunci problema Cauchy (PC) are o solutie
unicdy(z),a <z < b, Yy, € R% Mai mult,y(z) depinde continuu de si y,.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematician francez,
considerat grintele analizei moderne. A fundamentat solid
analiza pe baza conceptului riguros de lmiEste de aseme-
nea creatorul analizei complexe, care ,,formula lui Cauchy”
ocupa un loc central. Numeleas este legat si de contributii
lde pionierafin domeniul ecuatiilor diferentiale si cu derivate
partiale,in particular legate de problema existentei si uaidit

La fel cain cazul multor mari matematicieni din secolelele
al optsprezecelea si al nouasprezeceleaatilersale au tratat
probleme din geometrie, algehrteoria numerelor, mecaaic
dar si fizi@ teoreti@.
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Conditia Lipschitz (8.1.2) are singur loc datoate func;ulea - (x y), 1,5 = 1,d

sunt continudin raport cu variabileley si sunt narginite pefa, b] x R?. Aceasta este
situatiain cazul sistemelor de ecuatii diferentiale ordinarélie, unde

Za” o +bi(z), i=1,d

Sia;j(x), b;i(x) sunt functii continue péu, b|.
De multe ori conditia Lipschitz (8.1.2) are Idetr-o veciratate a luir, astfelincat
y(z) sa ramaraintr-un compac.

~
I

\t—‘

U

8.2. Metode numerice

Se face distinctiéntre metode de aproximare analitig metode discretdn cadrul
primei categorii séncear@ s se @seas& aproximatiiy,(x) ~ y(z) ale solutiei exacte,
valabile pentru orice: € [a, b]. Acestea de obicei au forma unei dez&alintr-o serie
trunchia®, fie du@ puterile luiz, fie in polinoame Cefsev, fieintr-un alt sistem de
functii de baz. In cazul metodelor discrete, frcear@ s se giseasé aproximatiiu,, €
R¢ ale luiy(z,) pe o gri& de puncter,, € [a,b]. Absciselez,, pot fi predeterminate
(de exemplu puncte echidistante[peb]), sau mai convenabil sunt generate dinamic ca
parte a procesului de integrare.

Daa se doreste, se pot obtine din aceste aproximante a@isarg} aproximante
y,(x) definite peintreg intervalulla, b], fie prin interpolare, sau mai natural, printr-un
mecanism de continuare contifintmetoda de aproximaiasasi. Ne vom ocupa numai
de metode discrete cu un pas, ametodein careu,, ., este determinat cuncéad
numaiz,, u, Si pasulh pentru a trece de la, la z,.;1 = =, + h. Intr-o metod cu
k pasi(k > 1) este necesarcunoastereaa— 1 puncte aditionaléz,,_;, u,_;), j =
1,2,...,k — 1 pentru a obtine 0 n@componerd a solutiei.

Cand se descrie o metadtu un pas este suficierdt aatam cum se trece de la un
punct generi¢z, y), « € [a,b],y € R?la punctul urn&tor (z+h, Y. ). Ne vom referi la
aceasta ca fiindescrierea loca a unei metode cu un pas. Aceasta include de asemenea
o discutie a preciziei locale, adicat de apropiat estg,..; de solutiein x4+ h. O meto@

Cu un pas pentru rezolvarea problemei Cauchy (8.1.1) gexdeedectiv o functie gra

{un}, u, € R4, peogribha =29 < 2y < 13 < --- < 2y < oy = b CE acopex

intervalul [a, b], prin care se intentioneazau,, sa aproximeze solutia exacy(z) in

r = x,. Punctul(z,41,u,.1) Se obtine din punctulz,,, v, ) aplichnd o metod cu un
pas, aand un pas,, = x,,.1 — =, adecvat ales. Ne vom referi la aceastaleacrierea
globak a unei metode cu un pas. Chestiunile de interes aici sunt avanpa erorii
globaleu,, — y(x,), In particular stabilitatea, convergenta si alegerea:jupentru a
trece de la un punct al grilei,, la urmatorul,x,, ., = x,, + h,.
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8.3. Descrierea local a metodelor cu un pas

Dandu-se un punct generice [a, ], y € R?, definim un pas al metodei cu un pas
prin
Yneat = Y + h®(z,y;h), h>0. (8.3.1)
Functia® : [a,b] x RY x R, — R? poate fi gndifa ca un increment aproximativ
pe unitatea de pas sau ca o aproximare a diferentei divigata defineste metoda.
Impreurd cu (8.3.1) considém solutiau(t) a ecuatiei diferentiale (8.1.1) ce trece prin
punctul(z,y), adia problema loca cu valoarea initia

W =f(tu)
{ 3@) =y teltt+h] (8.3.2)

Vom numiu(t) solutie de referird. Se intentionea ca vectoruly,.,; din (8.3.1) &
aproximezeu(z + h). Cu @t succes se realizéaaceasta se&@soaa prin eroarea local
de trunchiere, defiritduga cum urmeaa.

Definitia 8.3.1 Eroarea de trunchiera metodeid in punctul(z, y) este defind prin

T(l’, Y; h) = %[ynext - U(J] + h)] (833)

Eroarea de trunchiere este o functie cu valori vectorialé-d 2 variabile. Utilizand
(8.3.1) si (8.3.2) o putem scrie sub forma

T(e,y; ) = Do, y; ) — 1 ule + ) — u(x)], (8.3.4)

ceea ce arat@a T este diferentantre incrementul aproximativ si cel exact pe unitatea
de pas.

Definitia 8.3.2 Metoda® se numesteonsisterd dac
T(z,y;h) — 0candh — 0, (8.3.5)
uniform pentru(z, y) € [a, b] x R?.
Conform lui (8.3.4) si (8.3.3) avem consistemia@ si numai daé
®(z,y;0) = f(z,y), z€[a,b], yecRL (8.3.6)

O descriere mai fia a preciziei locale este furniZatle definitia urratoare, bazat
pe conceptul de eroare de trunchiere.
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Definitia 8.3.3 Spunem & metodad are ordinul p dac pentru 0 anumé norma vec-
toriala || - ||
|7 (z,y; )| < CRP, (8.3.7)

uniform pefa, b] x R?, cu constantal’ independeré dex, y i h.
Aceasd proprietate se mai poate exprima sub forma
T(x,y;h) = O(h?), h — 0. (8.3.8)

De notat @p > 0 implica consistenta. De obicgi € N*. El se numesterdin exact
dac (8.3.7) nu are loc pentru nici ynmai mare.

Definiia 8.3.4 O functier : [a,b] x R? — R? care satisface (z,y) # 0 Si
T(x,y;h) = 7(z,y)h* + O(KPT), h—0 (8.3.9)
se numestéunctie de eroare principal

Functia de eroare princigaldetermi@a termenul principal (dominant) al erorii de
trunchiere. Nurarul p din (8.3.9) este ordinul exact al metodei deoaree€ 0.

Toate definitiile precedente sunt formul@teideea @/ > 0 este un nur@r mic. Cu
catp este mai mare, cu @t metoda este mai preais

8.4. Exemple de metode cu un pas

Unele dintre metodele cele mai vechi sunt motivate prin ic@natii geometrice
simple asupra pantei definite de membrul drept al ecuafiiethtiale.in aceasi cate-
gorie inta metoda lui Euler si metoda lui Euler modifigafAlte metode mai precise i
mai sofisticate se bazeape dezvoltarea Taylor.

8.4.1. Metoda lui Euler

Euler a propus metoda $&a 1768, lainceputul istoriei calculului diferential si inte-
gral. Ea congt pur si simplun a urma pantén punctul generi¢z, y) pe un interval de
lungimeh

Yneat = Y + hf (). (8.4.1)

(vezifigura 8.1).
Astfel (z,y;h) = f(z,y) nu depinde dé si conform lui (8.3.6) metoda este
consisterd. Pentru eroarea de trunchiere avem conform lui (8.3.3)

T(w,y:h) = Flw,9) = 3 lufa + ) = u(a)], 842
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Figura 8.1: Metoda lui Euler — solutia exacflinie contini@) si solutia aproximat&
(linie punctad)

undeu(t) este solutia de referiatdefinit. de (8.3.2). Deoarec€ = f(z,u(z)) =
f(z,y), putem scrie, utiliand formula lui Taylor

T(r, ;1) = o () — 7 lul + ) — u(z)] = (8.4.3)
() — %[u(m) et (z) + %hw(g) _ ula)] =
= —oh(E), €€ (nath),

presupudnd @u € C"[z,x + h]. Aceasta este adatat da@d [ € C'([a,b] x RY).
Diferentiind acum total (8.3.2n raport cut si facandt = &, suntem condusi la

T(o,:h) = —hlfs + £, (6, u(©)) (8.4.4)

unde f, este derivata partiala lui f n raport cuz si f, este jacobianul lujf n ra-
port cu variabilay. Dacain spiritul teoremei 8.1.1, presupuneid £si toate derivatele
sale partiale de ordinul | sunt uniformamginitein [a, b] x R?, exisé o constar@ C,
independerd dex, y si h astfelincat

1T (z, y; h)[| < Ch. (8.4.5)
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Astfel, metoda lui Euler are ordinpl= 1. Dac facem aceeasi presupunere si despre
derivatele partiale de ordinul doi ale Iiiavem

W'(€) = u'(2) + O(h)

si de aceea din (8.4.3) rezalt

T(w,y:h) = —%h[fx ol y) + O(2), h—0, (8.4.6)

aratand @& functia eroare principaleste dat de

r(e.) = 3 1fs + S, 847

Exceptind situatia@and f, + f, f = 0, ordinul exact al metodei lui Euler este= 1.

8.4.2. Metoda dezvofarii Taylor

Am vazut @ metoda lui Euler se bazeape trunchierea dezvalti Taylor a solutiei
de refering dupa cel de-al doilea termen. Este o idee naturpfopuginca de Euler, de
a utiliza mai multi termeni din dezvoltarea Taylor. Aceasecesd calculul succesiv al
,,derivatelor totale” ale luf,

%z, y) = f(z,y)
S, y) = £ y) + £ @) fley), k=012,

care determia derivatele succesive ale solutiei de refeérint) a lui (8.3.2)in virtutea
relatiei

(8.4.8)

ut V(1) = f(t u(t), k=0,1,2,... (8.4.9)

Acestea, pentru = x devin
uk () = Mz y), k=0,1,2,... (8.4.10)
si sunt utilizate pentru a scrie dezvoltarea Taylor camfou
_ 0] L e Lo o1 gfp1]
ynezt—y+h f (xvy)+§hf (xay)—i_—i_ah f (LL’,y) ) (8411)
adiaa

1 1
O(x,y; h) = fOz,y) + §hf“1 (z,9) + -+ thflf[?’*” (z,). (8.4.12)
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Pentru eroarea de trunchiere, uiim (8.4.10) si (8.4.12) si presumd @ f €
C?([a, b] x RY) se obtine din teorema lui Taylor

T(o,:h) = B,y ) — 1 lu(z + B) — u(a)] =

Zp_l (k1) h 1) ey

_ . _ + _ ot _

—(I)($,y,h) k:()u (x>(k}+1)' (é)(p-l—l)' -
hp

:—U(p+1)<€)(p+1)', 66 (ZIZ’,[E—l—h),

asa @

C
T(z,y;h)|| < —2—h?,
TGyl <
undeC, este o margine a derivatei totale de orgdia lui f. Astfel metoda are ordinul
exactp (in afa@é de cazul &and fP!(z, y) = 0) si functia eroare principaleste

T(z,y) = — fPl(a,y). (8.4.13)

(p+1)!

Necesitatea calculului multor derivate partialg8.4.8) a fost un factor descurajant
in trecut, &nd se &cea cu rana. Darin zilele noastre aceasbkarci poate adeain
seama calculatorului, astfigicat metoda a devenit din nou o optiune viabil

8.4.3. Metode de tip Eulerimbunatatite

Exista prea mub inertiein metoda lui Euler: nu se urmemaceeasi paatpeintreg
intervalul de lungimeh, deoarece de-a lungul acestui segment de daeagnta defi-
nita de ecuatia diferentialse schimé. Aceasta sugereaanai multe alternative. De
exemplu am puteaasreevalam panta la mijlocul segmentului & fuam pulsul ecuatiei
diferentiale — si apoid urmam panta actualizatpeintreg intervalul (vezi figura 8.2).
Formula este

Ynext = Y + hf ('T + %ha Yy + %hf(ilf, y)) (8414)
Sau
O(z,y;h) = f (x + %h, Y+ %hf(x, y)> (8.4.15)

Observati ,,imbricarea” necesaaici. Pentru programarea acestei metode este indicat s

se scrie
K1<$,y) = f<x7y)
Ky(z,y;h) = f (2 + 3h,u+ 3hKy) (8.4.16)
Ynext = Y + hKQ
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next

X xX+h

Figura 8.2: Metoda lui Euler modificat

Cu alte cuvintejncer@m s luam dow pante de tesk; si K,, unain punctul initial
si a doudn apropiere si apoi s-0 alegem pe ultima ca pdimak. Metoda se numeste
metoda lui Euler modificat.

Putem la fel de binedsluam o a doua paatdeincercargx + h,y + hf(z,y)), dar
atunci, deoarece trebuié astegm prea mulinainte de a reevalua pantaata ca paré
finala media celor daaupante

Kl(%?J) = f(x7y)

Ky(z,y;h) = f(z + h,y + hK:) (8.4.17)
1

Ynext = Y + éh(Kl + KQ)

Aceasa meto@ se numestmetoda lui HeunEfectul ambelor modif@ri este cresterea
ordinului cu 1, asa cum se va vedeacontinuare.

8.5. Metode Runge-Kutta

Se cauh ® de forma:

Oz, y;h) = Y K,
=1

s—=

Ki(z,y) = f(z,y) (8.5.1)

s—1
Ks(xay):f(I+Mshay+hz/\8jKj>7 822737--~7T

J=1
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Este natural&impunenin (8.5.1) conditiile

T

s—1
MS:Z)\Sj, s=2,3,...,1, Zaszl, (8.5.2)
j=1

s=1
unde primul set de conditii este echivalent cu
K(2,y;h) =/ (x + psh) + O(R?), s =2,

iar a doua este conditia de consiste(8.3.6) (adia ®(z,y; h) = f(x,y)).

Vom numi metoda (8.5.1petod Runge-Kutta explicitin r stadiideoarece neceéit
r evallari ale functieif din membrul drept al ecuatiei diferentiale. Conditii&J.2)
conduc la un sistem neliniar. Fj&(r) ordinul maxim pentru o met@Runge-Kutta
explicitain r stadii. Kutta ? a aétatin 1901 @&

p(r)y=r, r=14.

Se pot considermetode Runge-Kutta implicitai r stadii

Oz, y;h) =D aK(x,y;h),
= ) (8.5.3)
Ks:f<x+,ushay+z>\sj[(j>a 52?7

Jj=1

in care ultimeler ecuatii formeaa un sistem de ecuatiin( general neliniar) cu necu-
noscutelek, K,, ..., K,. Deoarece fiecare dintre necunoscute este un vectdin
Tnhainte de construirea incrementului aproximabitrebuie & rezohdam un sistem de
rd ecuatii curd necunoscuteMetodele Runge-Kutta semiimpligita care limitele de
sumare merg de la= 1 laj = s necesi& un efort mai mic. Se ajunge la un sistem de
r ecuatii, fiecare &ndd necunoscute, componentele Kii. Volumul considerabil de
calcule necesdn metodele implicite si semiimplicite se justdicumaiin Tmprejuiri

Wilhelm Martin Kutta (1867-1944), matematician german, cu
preocuari in domeniul matematicilor aplicate. Cunoscut pen-
tru lucrarile salein domeniul rezol&rii numerice a ecuatiilor
diferentiale ordinare, a avut si contributii al aplieartrans-
formarilor conforme la probleme de hidro si aerodinaan(for-
mula Kutta-Jukovski).
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speciale, de exemplu la rezolvarea problemelor stiff. Mdteste acela& metodele
implicite pot avea ordin mai mare si propagitde stabilitate mai bune.
Parametrii se aleg astfel ca ordinalfie Gt mai mare posibil.

Exemplul 8.5.1. Fie
D(x,y;h) = o Ky + an Ky O

unde
Ki(z,y) = f(z,y)

Ks(x,y;h) = f(x + poh,y + Aa1h K1)
o1 = H2

Avem deci 3 parametiiy, as, 1. Un mod sistematic de a determina ordinul maxim
p este de a dezvolta&td(x,y; h) cat sih~{u(z + h) — u(z)] dupa puterile luik si S
impunem coincidenta &t mai multor termeni posibili, @@ a impune restrictii asupra
lui f. Pentru a dezvolt® avem nevoie de dezvoltarea Taylor a unei functii vecterial
de mai multe variabile

flz+ Az, y+ Ay) = f + foAz + f,Ay+

8.5.4
+ %[fzx(Al’>2 + 2fry AzAy + (AY) " fr(AY)] + -+, ( )

undef, este jacobianul luf, iar f,, = | ;y] este vectorul matricelor hessiene ale fui

In formula de mai sus toate functiile si derivatele pElise evalueddn (z, ). Purand
Ax = ph, Ay = phf obtinem

Ky(z,y:h) = [+ ph(fo + fyf)

8.5.5
b SR e 2hyf + 17 Ff) + O(R) 552

%[u(m +h) —u(z)] = v/(x) + %hu”(az) + éu’”(m) + O (8.5.6)
unde
u'(r) = f
u(z) = fU = fo+ f,f
u(x) = P = fI 4+ fF = foot fofuf + fofo+ (foy + (fof))f =
= foo + 2fagf + [T fuuf + Fy(fo + Fo) S

undein ultima ecuatie s-a utilizat

(foh)of = T fuf + 1o f
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Avem )
T(z,y;h) = a1 Ky 4+ oo Ky — E[U(fﬁ +h) —u(z)]

in careinlocuim (8.5.5) si (8.5.6). &im

T(x,y;h) = (1 + a2 — 1) f + (azu - —) h(fe+ fyf)+

31 | (awn® = 3 ) o+ 208 + £ 0f) = 300+ £0)| + 00 857

Nu putem impune asupra coeficientul ki conditia ca el & fie zero de&t da@&
impunem restrictii severe asupra luiAstfel ordinul maxim este 2 si el se obtine pentru

a1+ ag =1
o = 5

Solutia

(1/1:1—042
1

20&2

depinde de un parametra; # 0, arbitrar.

Pentrua, = 1 avem metoda lui Euler modificatiar pentrua, = % metoda lui
Heun.

Vom mentiona formula Runge-Kutta clagide ordinp = 4.

Ki(z,y;h) = f(w y)

Ks(z,y;h) = f (z+ 3h,y + 1hK)) (8.5.8)
Ks(z,y;h) = x—l—lh Y+ 5hK>)

Ky(z,y:h) = (w ) Y+ hK3)

Dad f nu depinde dg, atunci (8.5.8) coincide cu formula lui Simpson. Runbe avut
ideea de a generaliza formula lui Simpson la ecuatii difgaée ordinare. El a reusit

Carle David Tolng Runge (1856-1927) matematician german,
membru al scolii matematice de lad@nhgen si unul dintre
pionierii matematicii numerice. Este cunoscut pentru meto
dele Runge-Kutta din domeniul rezalii numerice a ecuatiilor
diferentiale ordinare, aleacor idei de baz i se datoreaz A
avut contributii notabile sin domeniul aproxirarilor in planul
complex.
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doar partial, formula sa @andr = 4 sip = 3. Metoda (8.5.8) a fost descoperitie
Kuttain 1901 printr-o @utare sistematic

In cazul @nd f nu depinde dey, atunci (8.5.8) se reduce la formula lui Simpson.
Metoda Runge-Kutta clasacde ordinul 4 pentru o gélde N + 1 puncte echidistante
este dai de algoritmul 8.1.

Algoritmul 8.1 Metoda Runge-Kutta de ordinul 4
Intrare: capeteler, b ale intervalului;intregul V; valoarea initiah cv.
lesire: N + 1 abscise si aproximantelev ale lui valorilor luiy Tn ¢.

h:=(b—a)/N;
ty 1= a;
wo =

fori:=0toN—1do
K1 = hf(t“wl)7
Ky :=hf(t; + h,w; + K3);
Wi41 :wl+(K1+2*KQ+2*K3+K4),
Li1:=1t; +h;
end for

Exemplul 8.5.2. Utilizand metoda Runge-Kutta de ordinul 4 pentru a aproxima soluti
problemei Cauchy

y=—y+t+1, tel0,1]
y(0) =1,

cuh =0.1, N =10 sit; = 0.1 se obtin rezultatele din tabelul 8.1. &

Se obisnuiesteasse asocieze unei metode Runge-Kutta stadii (8.5.3) tabloul

1251 )\11 /\12 R )\lr
Mo | A21 Agz ... Agp
. . . . A o oy | A
B oL (ln forma matr|C|ah<’—>
al
M /\rl )\7»2 ce )\rr
(0751 Qo ... Q

numittabelk Butcher Pentru o metaa explicié ;i1 = 0 si A este triunghiula inferior,
cu zerouri pe diagonal Putem asocia primelerlinii ale tabelei Butcher o formal de
cuadratud [ u(t) dt = 7', Aju(y,), s = 1,7 i ultimei linii formula de cuadratar
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t;

Aproximante

Valori exacte

Eroarea

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

1
1.00483750000
1.01873090141
1.04081842200
1.07032028892
1.10653093442
1.14881193438
1.19658561867
1.24932928973
1.30656999120
1.36787977441

1
1.00483741804
1.01873075308
1.04081822068
1.07032004604
1.10653065971
1.14881163609
1.19658530379
1.24932896412
1.30656965974
1.36787944117

0
8.19640e-008
1.48328e-007
2.01319e-007
2.42882e-007
2.74711e-007
2.98282e-007
3.14880e-007
3.25617e-007
3.31459e-007
3.33241e-007

Tabela 8.1: Rezultate numerice pentru exemplul 8.5.2

fol u(t)dt = > . asu(u;). Dac gradele de exactitate respective stint= ¢, — 1,
1 <s<r+1(d, =oc0da@py, = 0sitoti \;; = 0) atunci din teorema lui Peano
rezuld @in reprezentarea restului apar derivatele de ordjnale lui v si deci pudnd
u(t) = y'(x + th) se obtine

y(CE + ,ush) —

Si

y(e+h) —ylz)

J=1

h

yi@) _ S gy (@ + ph) =

O (hqs) ?

s=1,r

Z asy (x + psh) = O (h*)
s=1

Pentru metoda Runge-Kutta clagide ordinul patru (8.5.8) tabela Butcher este:

0|0
1 |1
213 0
1
510 35 0
10 01 0
12 2 1
6 6 6 6

8.6. Descrierea global a metodelor cu un pas

Descrierea metodelor se face cel mai Biméermeni de grile si functii gré.
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O grila pe intervalulla, b] este o multime de puncter, })_, astfelincat
Aa=2)<T1 <Ty<- - <xNn_1<ITy=D, (8.6.1)
cu lungimile grilei definite prin
hy =xp1 —x,, n=01....,N—1. (8.6.2)
Finetea grilei este asurad prin

|h| = max h,. (8.6.3)
0<n<N-1

Vom utiliza literah pentru a desemna colectia de lungimi= {h,,}. Da@h; = hy =
-+« = hy = (b —a)/N, grila se numesteniformg, iar in caz contrameuniforna.
O functie cu valori vectoriale = {v,}, v, € R?, definita pe grila (8.6.1) se numeste
functie grila. Astfel, v,, este valoarea functieiin punctulz,, al grilei. Orice functiev(z)
definita pela, b] induce o functie gré prin restrictie. Vom desemna multimea functiilor
grila pe|a, b prinT',[a, b] si pentru fiecare functie gélv = {v,,} definim norma sa prin

ol = i lloall, v € Tufa, (8.6.4)

O metod cu un pas — de fapt orice me#odiscred — este 0 metadcare produce o
functie gria v = {u,} astfelincatu ~ y, undey = {y,} este functia gra indus de
solutia exad a problemei Cauchy. Fie metoda

T+l = Tp + hn

Upr1 = Up + hp @ (20, Un; hy) (8.6.5)

undexy = a, ug = ¥p.
Pentru a clarifica analogia dintre (8.1.1) si (8.6.5) votnaduce operatoriR Si Ry,
care actioneazpeC'[a, b] si respectiv p&';,[a, b]. Acestia sunt operatorii reziduali

(Rv)(z) :='(z) — f(z,v(z)), v€Ca,b] (8.6.6)

1
(Rpv)y, := h—(vnﬂ — ) — P(xp, v hy), n=0,1,...,N—1, (8.6.7)

undev = {v,} € T's[a,b]. (Functia grib {(Rxv),} nu este definé pentrun = N,
dar putem lua arbitrafR,v)ny = (Ryv)n—_1). Atunci problema Cauchy si analogws
discret (8.6.5) se pot scrie transparent ca

Ry =0pela,b], y(a)=1yo (8.6.8)
Ryu=0pela,b], wuy=yo (8.6.9)
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De notat @ operatorul rezidual (8.6.7) estegstsinrudit cu eroarea localde trun-
chiere (8.3.3) &nd apli@m operatorulntr-un punct(z,, y(z,)) pe traiectoria solutiei
exacte. Atuncijntr-adevr, solutia de referi@dtu(¢) coincide cu solutia(t) Si

<mmn:iwwmn—m%n—w%wmwmm=

8.6.1. Stablilitatea

Stabilitatea este o proprietate numai a schemei numeriée&{&i nu are nimic de-a
face apriori cu puterea de aproximare. Ea caracterizealaustetea schemi raport
cu perturbatii mici. Totusi stabilitatea combigatu consistenta conduce la convergenta
solutiei numerice &tre solutia adedra. Definim stabilitatedn termeni de operatori
reziduali discretiR;, n (8.6.7). Ca de obicei, presupune&nde(z, y; h) este definé pe
[a,b] x RY x [0, by, undehy > 0 este un nurar pozitiv adecvat.

Definitia 8.6.1 Metoda (8.6.5) se numegtabik pe|q, b] dac exisk o constard K >
0 care nu depinde dé astfelincat pentru o grib arbitrara h pe [a, b] Si pentru do@
functii grila arbitrare v, w € T',[a, b] are loc

o = wloo < K (fvo = wolloe + | Bsv — Rywlles), v,w € Thlab]  (8.6.12)
pentru oriceh cu |h| suficient de mig. in (8.6.11) norma este defigiprin (8.6.4).

Vom numi in continuare (8.6.11)negalitatea de stabilitate Motivatia ei este
urmatoarea. & presupunemecavem doa functii grilau, w ce satisfac

Rhu = O, Uop = Yo (8612)
Rhw =&, Wo = Yo + o, (8613)

undes = {¢,,} € I';a, b] este o functie grd cu||e, || mic Si||n,|| este de asemenea mic.
Putem interpreta. € I';,[a, b] ca fiind rezultatul apliarii schemei numerice (8.6.5) cu
precizie infinif, in timp cew € T',[a, b] ar putea fi solutia lui (8.6.5)n aritmeticain
virgula flotan&. Atunci, da& stabilitatea are loc, avem

[ = wljoe < K([[n0lloo + llllo0), (8.6.14)

adi@, schimbarea localin « este de acelasi ordin deamme ca si eroarea rezidaal
locala {¢,,} si eroarea initid . Trebuie apreciat, totusiacprima ecuatién (8.6.13)
spune

Wyt — Wy — hpy® (T, Wey, b)) = hpen,

insemi@nd @ erorile de rotunjire trebuieadindd catre zero atunciand|h| — oc.
Interesant, pentru stabilitate este necashrar o conditie Lipschitz asupra ki
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Teorema 8.6.2Daca ®(z, y; h) satisface o conditie Lipschiim raport cu variabilay,
|®(x, y; h) — (z,y*; h)|| < Mlly — y*|| pela,b] x R x [0, hol, (8.6.15)
atunci metoda (8.6.5) este stahil
Vom pregiti demonstratia prin ur&toarea lera utila.
Lema 8.6.3 Fie {¢,,} 0 secverit de numereg,, € R, ce satisface
eni1 < Gpep+b,, n=0,1,...,N—1 (8.6.16)
undea, > 0sib, € R. Atunci
n—1 n—1 n—1
en < E,, E,= (Hak> e+ < 11 a@> by, n=0,1,....N (8.6.17)
k=0 k=0 \l=k+1

Adoptam aici conventia uzualc un produs vid are valoarea 1 si 0 sunida are
valoarea 0.

Demonstratia lemei 8.6.3Se verifi@a &
E, =a,E,+b,, n=0,1,....N—1, FEy=ey.
S@zand aceasta din (8.6.16) se obtine
ent1 — Eni1 <ayple,—E,), n=01...,N—1.

Acum, ey — Ey = 0, asa @e; — E; < 0, caciay > 0. Prin inductie, mai general,
e, — E, <0, deoarece,,_; > 0.

Demonstratia teoremei 8.6.Fie h = {h,} o grila arbitrad pe[a, b] Siv, w € T';[a,d]
douwa functii grila cu valori vectoriale arbitrare. Din definitia I&j, putem scrie

Up+1 = Up + hnq)(xnavna hn) + hn<th)na n = 07 17 cee 7N —1

si similar pentruw,, ;. S@zandu-le obtinem

Upt1 — Wpt1 = Vp — Wy + Ay [P(X0, Un; hy) — (2, Wy By )|+
+ hp[(Rpv)n, — (Rpw),], n=0,1,...,N —1. (8.6.18)

Definim acum

en = |[[vn —wnll,  dn = ||(Bav)n — (Brw)nll, 0 = ||dn]oo- (8.6.19)
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Utilizand inegalitatea triunghiuluin (8.6.18) si conditia Lipschitz (8.6.19) pentsiu
obtinem
eni1 < (1+h,M)e, +h,0, n=0,1,...,.N—1 (8.6.20)

Aceasta este inegalitatea (8.6.16) ¢y = 1 + h,M, b, = h,6. Deoarecek =
0,1,...,n—1,n < N avem

n—1 n—1 N-1 N-1
ap < ap = H(1+th) < eheM
(=k+1 =0 =0 (=0
(ho+hi+-+hy_1)M _ _(b—a)M

=€

undein a doua inegalitate a fost utiliZzainegalitatea clasil + = < ¢*, din lema 8.6.3
se obtine &
n—1
€n S €(b_a)M€0 + e(b_“)M Z hk5 S
k=0
< el M(go 4 (b—a)d), n=01,...,N—1.

De aceea
lelloo = llo = wllo < =M (|Jvg — wo| + (b — a)||Rhv — Ruwl|o0),
care este (8.6.11) cf = e~ max{1,b —a}.O

Am demonstrat de fapt stabilitatea pentru otice< ho, nu numai pentrié suficient
de mic.

Toate metodele cu un pas utilizate practi@ satisfac o conditie Lipschitz dag
satisface o astfel de conditie si constaffapentru® poate fi aproximat cu ajutorul
constanteil. pentru f. Este evident pentru metoda lui Euler si nu este dificil de de
monstrat pentru celelalte. Este util de obsenatcnu este nevoieasfie contin@ in
x; continuitatea pe portiuni fiind suficientat timp @t (8.6.15) are loc pentru orice
x € [a, b], luand limitele lateralén punctele de discontinuitate.

Vom folosi urmatoarea aplicatie a lemei 8.6.3, relatia o functie gridv € I'y,[a, b]
ce satisface

Una1 = Up + hp(Anpv, + by), n=20,1,...,.N—1, (8.6.21)

unde4, € R™4 b, € R sih, este o grila arbitrdr pe|a, b].
Lema 8.6.4 Presupunem&in (8.6.21)
ALl < M, ol <6, n=0,1,...,N—1, (8.6.22)

unde constantel&/, § nu depind dé:.. Atunci, exish o constard K > 0, independera
deh, dar depinand de||v ||, astfelincat

[v][ee < K. (8.6.23)
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Demonstratie.Lemma rezuk obseréand @&
|lvnsa ] < (14 hoM)||vn|| + hnd, n=0,1,...,N —1,
care este chiar inegalitatea (8.6.19) din demonstragiteei 8.6.2, deci
lon]l < €@ M {Jluol| + (b — a)5}. (8.6.24)
U

8.6.2. Convergeng

Stabilitatea este un concept puternic. Ea ingplproape imediat convergenta si este
un instrument de deducere a eddiinerorii globale. Vormincepe prin a defini precis ce
inseama convergenta.

Definitia8.6.5 Fiea = 2o < 21 < 23 < --- < xy = b 0 grila pe[a, b] cu lungimea
grilei |h| = lr<na<>§v(xn — x,_1). Fleu = {u,} o functie grif definif aplicand metoda

(8.6.5) pela, b] siy = {y.} functia grild indusa de solutia exaét a problemei Cauchy.
Metoda (8.6.5) se numegtenvergerd pe[a, b] dac are loc

lu — y||os — 0, cand|h| — 0 (8.6.25)

Teorema 8.6.6 Daca metoda (8.6.5) este consist@si stabif pe[a, b], atunci ea con-
verge. Mai mult, da& ® are ordinulp, atunci

|w = ylloo = O(|h[P) cAnd|h| — 0. (8.6.26)

Demonstratie.Din inegalitatea de stabilitate (8.6.11) apledtinctiilor grilav = h Si
w = y din definifia 8.6.5 avem pentii| suficient de mic

[t = ylloo < K([[uo — y(zo)|l + | Bru — Rryll) = K| Rryl| (8.6.27)
deoarecey, = y(x¢) Si Ryu = 0 conform (8.6.5). Dar din (8.6.10)
[Rrylloc = 1T(, y5 1)l (8.6.28)
undeT este eroare de trunchiere a metofleDin definitia consistentei
T (-,y;h)||loc — 0, cAnd|h| — 0,

ceea ce demonstreaprima parte a teoremei. Partea a doua réZoiediat din (8.6.27)
si (8.6.28), deoarece ordinpj prin definitiainseama a&

IT(,y; h)[|oc = O(|["), cand|h| — 0. (8.6.29)
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8.6.3. Asimptotica erorii globale

Deoarece functia eroare principalescrie contributia termenului principal al erorii
locale de trunchiere este de interésdentifi@m termenul dominaih eroarea global
u, — y(z,). Pentru a simplifica lucrurile vom presupung avem o grih de lungime
constard i, desi nu este dificil & lucam cu o grid de lungime variakdl de forma
h, = 9(x,)h, unded(x) este o functie contiraupe portiuni S0 < ¥(z) < 6 pentru
a < x < b. Astfel, considetm @& metoda cu un pas ard forma

Tp+1 = Tp +h
Upt1 = Up + AP (T, up; h); n=0,1,...,N—1 (8.6.30)
Ty = a, Uo = Yo,

defineste o functie g@lu = {u,} pe o grik uniformé pe|a, b]. Suntem interesafn

comportarea asimptofica luiu,, — y(z,) candh — 0, undey(z) este solutia exaata
problemei Cauchy

d
{ % = fl@y) x€lab] (8.6.31)
y(a) = yo

Teorema 8.6.7 Presupunem&
(1) @(x,y,h) € C* ([a,b] x R? x [0, hol) ;

(2) @ este o meta@ide ordinp > 1 ce admite o functie de eroare princigat(z, y) €
C ([a,b] x RY);

(3) e(x) este solutia problemei Cauchy

{ g—%ajiyéw,y(x))e +7(z,y(2), a<z<bh (8.6.32)

Atunci, pentrun = 0, N,
U, — y(x,) = e(xn)h? + O(RPT),  cand h — 0. (8.6.33)
Inainte de a demonstra teorema, facemataarele observatii:
1. Semnificatia precisa lui (8.6.33) este
lu =y —RPe|, = O,

undeu, y, e sunt functiile gribu = {u, }, y = {y(z,)} Sie = {e(x,)}.
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2. Datorita consistente®(x,y;0) = f(z,y), conditia (1) din enunt impl& f €
C?([a, b] x RY), ceea ce este mai mult decsuficient pentru a garanta existenta si
unicitatea solutie¢(z) a lui (8.6.32) péntreg intervalula, b].

3. Faptul @ anumite componente, dar nu toate alerlui, y) ar putea & fie identic
nule nu impli@ faptul @e(x) se anulea& de asemenea, deoarece (8.6.32) este un
sistem cuplat de ecuatii diferentiale.

Demonstratia teoremei 8.6. &om incepe cu un calcul ajator, estimarea lui
O(xp, up; h) — Pz, y(x,); h). (8.6.34)

Conform teoremei lui Taylor (pentru functii de mai multe iednile), aplicah celei de-a
7-a componente a lui (8.6.34), avem

O (i, Un; h) =@ (0, y(0); Zsz (@, y(20); ) [, — ¥ (20)]
(8.6.35)

+ % Z Oy y* (n, Uns h) [uf, =y ()] [y — 4" ()]

jk=1

undew, este pe segmentul ce unestesi y(z,). Utilizand teorema lui Tayloinca o
dat, In variabilah, putem scrie

O (20, y(xn); h) = O (20, y(20); 0) + A, (T, y(20); )

unde0 < h < h. Deoarece, conform consistent@i,z, y;0) = f(z,y) pela, b x R,
avem
i . i d
(I)yj(ﬂf,y,O)— yj(xvy)a VS [aab]v yGR )

si conditia (1) ne permitessscriem
D! (wn, y(xn); h) = f1;(xn,y(2n)) + O(h), h—0. (8.6.36)
Obsenand acum &u,, — y(x,,) = O(h?), In virtutea teoremei 8.6.6 si utind (8.6.36)
Si (8.6.35), obtinem conform ipotezei (1),
(2, s h) — O (2, y(@n); Z Fis (@n, y(@0)) [ul, — ¥ ()] +
O(h”“) + O(h?P).
Dar O(h?) este de ordinuD(h?*1), cacip > 1. Astfel, in notatie vectoria,

D (2, Un; h) — P(xn, y(xn); h) = fy (Tn, y(20)) [un — y(zn)] + O(hP*1). (8.6.37)
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Acum, pentru a evidentia termenul domindnteroarea global definim functia gré
r = {r,} prin

r=h"Pu-y). (8.6.38)
Atunci
1 1 —-P -p
E(Tn—i-l —ry) = h [h (Unt1 — y(Tnt1)) — HP (un — y(xn))} =
= 1 | s =) = 3 (ns) o)) =

=h7* {(I)(mm Unp; h) - [(I)(xm y<xn)§ h) - T(xna y(zn)Q h)]} )

unde am utilizat (8.6.30) si relatia (8.6.10) pentru eeaade trunchierd’. De aceea,
exprimandT cu ajutorul functiei eroare principat-, obtinem

l(rn-&-l - Tn) =h" [(b(xm Unp; h) - (I)(xnv y(.l“n); h) + T('TTH y(l’n))hp

h
+ O(h"*)]

Pentru primii doi termeni din paran@antilizam (8.6.37) si definitia lut (8.6.38) pentru
a obtine

%(’rnJrl - Tn) = fy (ZL’n, y('rn))g” + T(x”7 y(xn)) + O<h)’ n= 07 N1 (8639)
To = U.

Acum purand

9(@,y) = fy(z,y(x))y + 7(z,y(z)) (8.6.40)
interpreéim (8.6.39) scriind

(Rfule’l‘,gr> = &n, n = m, Ep = O(h)7

undeRf“l”’g este operatorul rezidual discret (8.6.7) coresptmzmetodei lui Euler
aplicad luie’ = g(x,e), e(a) = 0. Deoarece metoda lui Euler este stalpk|a, b] Si g
fiind liniarain y satisface o conditie Lipschitz unifo@navem conform inegaéitii de
stabilitate (8.6.11)

I = el = O(h),

si conform lui (8.6.38)
lu—y —RPe|, = O(A"),

asa cum trebuia atat.[]
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8.7. Monitorizarea erorilor si controlul pasului

Vom incerca & realizazm monitorizarea erorilor globale, cel putin asimptotio;
plemenénd rezultatul din teorema 8.6.7. Aceasta ne@esialuarea matricei jacobiene
fy(z,y) de-alungul sain apropierea traiectoriei solutiei; acest lucru esterst deoa-
rece f,(x,y) guvernead, intr-o prima aproximare, efectul perturbatiilor prin ecuatia
diferentiak variationah (8.6.32).In aceasi ecuatie tonul este dat de functia de eroare
principah, evalua de-a lungul traiectoriei, asa estimarea erorii locale de trunchiere
(mai exact a functiei de eroare princippleste de asemenea necasaraceast abor-
dare. Pentru simplitate vom presupuregeila are o lungime constant

8.7.1. Estimarea erorii globale

Ideea estir@rii este de a integra ,,ecuatia variati@igB.6.32)impreura cu ecuatia
principak (8.6.31). Deoarece avem nevoie de) in (8.6.31) numain limita unei
erori deO(h) (orice termen de eroar@(h) din e(x,,), Tnmultit cu ~?, fiind absorbit
de termenulO(h?~1)), putem utilizain acest scop metoda lui Euler, care va furniza
aproximatia dor v, ~ e(x,,).

Teorema 8.7.1Presupunema&
(1) @(z,y;h) € C? ([a,b] x R? x [0, ho)) ;

(2) @ este o metagide ordinp > 1 ce admite o functie de eroare princigat(z, y) €
C* ([a, b] x RY) ;
(3) este disponibd o estimatier(z, y; h) pentru functie de eroare principalce sa-
tisface
r(z,y;h) = 7(z,y) + O(h), h—0, (8.7.1)
uniform pela, b] x R
(4) odat cu functia grih v = {u,} geneém functia grih v = {v,} Tn modul
urmator
Tpi1 = Tp + h’a
Upr1 = Uy + hP(xp, Up; h)
Ung1 = Up + 1 [fy(xm Un)vn + T(:Em Un; h)]
To = @, Up = Yo, Vg = 0.

(8.7.2)

Atunci pentru oricex = 0, N — 1,

Uy, — y(x,) = v,h? + O(RPT),  cand h — 0. (8.7.3)
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Demonstratie.Demonstatidncepe cu stabilirea uratoarelor estirari

fy(@n,un) = fy(zn, y(zn)) + O(h), (8.7.4)
T(Zp, Un; h) = T(20, y(z,)) + O(h). (8.7.5)

Din ipoteza (1) obsedm pe baza consistenté¢iz,y) = ®(x,y;0) ca f(z,y) €
C? ([a,b] x R?). Tinand cont de teorema 8.6.6, avem= y(z,,) + O(h?), si deci

fy(Tn, un) = fy(Tn, yn) + O(RF),
I

relatie ce implié (8.7.4), deoarece > 1. In continuare, deoarece(z,y) €
C* ([a, b] x R?), conform ipotezei (2) avem

T(xm un) = T($na y(xn)) + Ty(xna an)(un - y<xn))
= 7(zn, y(@s)) + O(R")

si aplicand apoi ipoteza (3) obtinem
(s tn; h) = 7(2n, upn) + O(h) = 7(2n, y(xn)) + O(h") + O(h),

din care rezuli imediat (8.7.5).
Fie (a se compara cu (8.6.40))

9(@,y) = fy(@,y(2)y + 7(z,y(x)). (8.7.6)
Ecuatia pentrw,, ., in (8.7.2) are forma
Una1 = U + h(Azv, + by),

undeA,, sunt matrice rarginite sib,, sunt vectori narginiti. Conform lemei 8.6.6, avem
marginirea luiv,,,
v, = O(1), h — 0. (8.7.7)

Inlocuind (8.7.4) si (8.7.5)n ecuatia luiv,,.; Si tinand cont de (8.7.7) obtinem

Upt1 = Up + D [fy(xna Y(20)) v + T(T0n, y(z0)) + O(h)]
= v, + hg(zn, v,) + O(R?).

Astfel, cu notatia utilizaiin demonstratia teoremei 8.6.7

(Rf“le“%) — O(h), v =0.

n

Deoarece metoda lui Euler este stabil

vy — e(x,) = O(h),
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undee(z) este, ca mdinainte, solutia ecuatiei

¢ =g(x,e)
e(a) =0

Deci, conform lui (8.6.33)
Up — y(xn) = 6<xn)hp + O(hp+1>'
OJ

8.7.2. Estimarea erorii de trunchiere

Pentru a aplica teorema 8.7.1 avem nevoie de @stinix,y;h) ale functiei de
eroare principa 7(z,y) care & aita preciziaO(h). Vom descrie doa dintre elein
ordinea cresatoare a eficientei.

Extrapolare Richardson la zero

Aceasta functioneazpentru orice metadcu un pa®, dar de obicei este considexat
prea costisitoare. Dacb are ordinulp, procedura este ura@oarea

yn =y + h®(x,y; h),

1 1
Ynj2 =Y + Sh® (37;3/7 _h) )

2 2
. 1 1 1 (8.7.8)
Yn = Ynj2 + th) T+ §hayh/2; Qh ;
11 .
r(z,y;h) = 1 —9—p pp+l (Yn — Yh) -

De notat @y; este rezultatul aplarii lui & pentru doi pasi consecutivi, fiecare de lun-
gime /2, pe @&t vremey, este rezultatul aplérii lui ® pentru un pas de lungime
h.

Sa verifiam acum ér(x, y; h) dat grupul de formule (8.7.8) este o estimatie accep-
tabild. Pentru aceasta trebuiegresupuneméer (z,y) € C* ([a,b] x R?). Conform lui
(8.3.4) si (8.3.8), utiliand solutia de referinta(t) ce trece prin(z, y) avem

1
O(z,y;h) = E[u(x + h) — u(x)] + 7(z, y)hP + O(hPT). (8.7.9)
Mai mult,
1 1 1 1 1
ﬁ(yh —yp) = E(yh — Yns2) + P(z,y;h) — 5’@ (x + §h,yh/z; 5’1)

1 1 1 1 1
=®(x,y;h) — ECID (x,y; §h) - §h@ (m + §h’yh/2; §h) )
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Aplicand (8.7.9) fiearui termen din membrul drepigim

on = i) = 7l + B) = u(@)] + 7z, )0+ O
%hi [ (:v+ h) @:)} _ %T(x,y) (%hp) + o)
5 { (x+h) —u(x+%h)]—%T<x+%h,y+0(h)> (%hp)
+ O™ = 7(2,y)(1 — 27P)RP + O(hPH).
In consecin
s (o i) = () + O, (8.7.10)

asa cum s-a dorit.
Sczand (8.7.10) din (8.7.9), rezalincidental &

11 .
o7, Wh ) (8.7.11)

defineste o metddcu un pas de ordin+ 1.

Procedura (8.7.8) este costisitoare. Pentru un proces R{utge de ordinul 4 sunt
necesarén total 11 evalari ale lui f pe pas, aproape de trei ori mai mult @epentru un
pas Runge-Kutta. De aceea, extrapolarea Richardson e&tatatiilumai dup fiecare
doi pasi ai lui®, adica se continain conformitate cu formulele

yp =y + h®(x,y; h), (8.7.12)
Yo = Yn + h®(x + h,yn; h)
Yor =y + 2h®(x, y; 2h).

Atunci (8.7.10) ne d

1 1
WW@% —Yan) = 7(x,y) + O(h), (8.7.13)
asa @ expresia din membrul drept este un estimator acceptdbil@lz, y; h). Dac cei
doi pasi din (8.7.12) conduc la o precizie acceptal@ se vedea subsectiunea 8.7.3),
atunci pentru un proces Runge-Kutta de ordinul 4 procedwagi& numai trei evalari
aditionale ale luif, deoarecey, si ys, trebuie calculat oricum. Vom vedea exisa
scheme mai eficiente.
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Metode scufundate (imbricate)

Ideea de baza aceste aboad este urmatoarea: se consideo metod ® de ordinul
p Si 0 metoé ®* de ordinulp* = p + 1 si se defineste

r(z,y;h) = %[@(m,y; h) — ®*(z,y; h)]. (8.7.14)

Acesta este un estimator acceptabil, asa cum @sd@tand relatiile

B,y h) — [ula + ) — u(@)] = 7(z,y)h? + O

@ (2, ;1) — lule +5) — u(e)] = O(#)

siimpartind rezultatul cw?.

Cheia problemei este de a face acagsiocedud eficiend. Urnand o idee a lui
Fehlberg, puterincerca & facem aceasta inclaad un proces Runge-Kutta de ordinul
pin altul de ordinp 4+ 1. Mai concret, fieb 0 metod Runge-Kutta explicitin » stadii

Kl(*r’y) = f(l',y)

s—1
Ky (x,y;h) = f (aeruSh;y—l—hZ)\stj) , §s=2,3,...,r

j=1
O(z,y;h) = Z as K
s=1

Atunci pentru®* alegem un proces simildm r*-stadii, cur* > r, astfelincat
We = fis, Ay = Asj, PENtIUS =2,3,... 7.

Estimarea (8.7.14) castatunci dinr* — r evallari suplimentare ale luf. Da@a r* =
r 4+ 1 puteminca <@ mai facem economii de evalt suplimentare, seleihd (daé este
posibil)

=1, A =a;pentruj =17 -1 (r*=r+1) (8.7.15)

Atunci, intr-adear, K* va fi identic cuK; pentru pasul uriator.

Perechi de astfel de formule Runge-Kutta imbricgigp + 1) au fost dezvoltate
la sfarsitul anilor '60 de E. Fehlberg[16, 17]. Este un grad abersbil de libertate
n alegerea acestor parametri. Alegerile lui Fehlberg ati dbidate déncercarea de
a reduce rarimea coeficientilor tututor derivatelor partiale cawtervin in functia de
eroare principa 7(x,y) a lui ®. El a reusit & obtira pentru parametrp, r, r* valorile
datein tabela 8.2

Pentru procesul de ordinul 3 (si numai pentru acesta) salpge parametrii astfel
ca @ aita loc si (8.7.15).
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»|3 45 6 7 8
r|4 56 8 11 15
|5 6 8 10 13 17

Tabela 8.2: Formule Runge-Kutta imbricate

8.7.3. Controlul pasului
Orice estimare (z, y; h) a functiei de eroare principat(z, y) implica o estimare
RPr(z,y; h) = T(x,y; h) + O(hP™) (8.7.16)

a erorii locale de trunchiere, care poate fi utilizaentru a monitoriza eroarea de trun-
chierein timpul procesului de integrare. Totusi, trebuie avutedere faptul & eroarea
locala de trunchiere este chiar diféritle eroarea global eroare pe care vrem de fapt
sa o controhm. Pentru a obtine o mai bamunoastere a relatiei dintre acesteaetori
reamintim teorema urétoare, care cuantificcontinuitatea solutiei problemei Cauchy
n raport cu valorile initiale.

Teorema 8.7.2Fie f(z,y) continlAin x € [a, b] Si care satisface o conditie Lipschitz
cu constantal, uniform pea, b] x R, adica

1f(x,y) = flz,y)| < Ly =yl

Atunci problema Cauchy

dy
L=f@y), z€lob
y(c) = ye

(8.7.17)

are o solutie unié pentru oricec € [a, b] si oricey,. € R%. Fiey(z, s) siy(x; s*) solutiile
lui (8.7.17) ce corespund luj. = s Si respectivy. = s*. Atunci, pentru orice nori
vectoriah ||.||,

ly(; s) = y(a; 7| < el s — 57 (8.7.18)

Rezolvarea numeréca problemei (8.6.31) printr-o met@®au un pas (nu neapat
constantfjnseama’in realitate & se urmareste o secveafe ,,piste ale solutiei“ (expre-
sia este din [20]) prin carm fiecare punct al grilei se sare de la o @ikt urnatoarea
cu o cantitate egalcu eroarea de trunchieme z,, (vezi figura 8.3). Aceasta rezalt
din definitia erorii de trunchiere, solutia de refeéritind una din pistele solutiei. Mai
concret, an-a pish,n = 0, N, este dai de solutia problemei Cauchy
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d
= f,v), @€ o], (8.7.19)

Un(xn) = Up,

Si
Up+1 = v(anrl) + hnT($n7 Unp; hn)> n = 07 N —1. (8720)

y

1
hsz\
h 1T1\)
hOTO\
o I o o
a=x, X, X, Xy Xyor XD

Figura 8.3: Acumularea erorildntr-o meto@ cu un pas

Deoarece conform lui (8.7.19) aven).; = v,.1(x,41), putem aplica teorema
8.7.2 solutiilorv, 1 Siv,, luandc = z,.1, s = ups1, S = Upr1 — T (T, un; hy)
(conform lui (8.7.20)) si astfel obtinem

|vna1(x) — vu(2)]] < h, e =on] T (n, un; hy)||, n=0,N—1. (8.7.21)

Acum

i

[On41(2) — on(@)] = vy (2) — vo(2) = vn(2) = y(), (8.7.22)

3
Il
=)
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si deoarecey (ry) = uy, luandz = x, obtinem din (8.7.21) si (8.7.22hc

N—

lun =yl < Y llonri(@n) = valzn)|

—_

n=0
N-1
< > hae Il T (2 s by )|
n=0
De aceeea, dame asiglam @&
| T (0, wn; hay)|| < er, n=0,N—1, (8.7.23)
atunci
N-1
luy = y(@n) | < er > (wnpr — zy)e vl
n=0

Interprefind suma din dreapta ca o saiiRiemann pentru o integeabefinif, obtinem
n final aproximarea

b

—x € —a
Juy = (o) < o [0 = 5L (b0 1),

a
Astfel, cunoasterea unei estm pentrul, ne va permite& gasim unsy

L

ET = mg, (8724)
care & ne garanteze o erodfey — y(zy)|| < . Ceea ce are loc pentintreaga gré
pe [a, b] are loc, desigur, pentru orice gripe subintervalula, ], a < x < b. Astfel,
in principiu, caindu-se precizia doét: pentru solutiay(x), putem determina un ,,nivel
de tolerarg” 1 (din (8.7.24)) si putem asigura precizia dargastand eroarea local
de trunchiere sub limita; (a se compara cu (8.7.23)). De notatda@ . — 0, avem
er — /(b — a). Aceasé valoare limi& pentruz; ar fi adecva pentru o problesde
cuadratud, dar nu pentru o ecuatie diferenfialeritabify, unde=r, in general, trebuie
ales mult mai mic deit eroarea finale.

Consideratii ca acestea motivéazmatorul mecanism de control al pasului: fiecare
pas de integrare (de I8, la z,,.; = x,, + h,) consh din urnatoarele arti:

1. Estimamh#h,,.

2. Se calculea@u,, 1 = uy + hp® (T, Un; hy) Sir(x,, Uy hy).
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3. Se testeazda@ h?||r(x,, un; hy)|| < er. Da@ testul este sati&€ut se trece la
pasul urnator. Da@ nu, repeitm pasul cu urk, mai mic, fara cand testul este
satisBcut.

Pentru a estima,,, presupuneman > 1, astfel ca estimatorul din pasul prece-
dent,r(x,_1,u,_1; h,—1) (Sau cel putin norma sapdie disponibil. Atunci, neglgnd
termenulO(h),

7 (@01, tna || = (|7 (201, Un—15 hn1)]],

si deoarece (x,, u,) ~ 7(x,_1,u,—1), In plus.

17 (@ wn)[| 2 (7 (201, tn1; )|

Ceea ce dorim este
|7 (2, un) |1, = Oer,

undef este un factor de siguranfsa zicemd = 0.8). Eliminandr(x,,, u,,) gasim

b n { Ocr }l/p
" “7"(.7771,1, Up—1, hnfl)H

De notat @ din pasul precedent avem

hfL—lHT(xn—laun—l; hn1)| < er,
asa @
hn Z el/phnfl
si tendinta este de crestere a pasului.

Dacn = 0, proce@m la fel, alegnd o valoare initia hff’) a lui hg si calcubm
r(zo,y0; h)) pentru a obtine

1/p
h(l) o ‘95T
o = .1, (0) ‘
r(x(byo?ho )

Procesul se poate repeta ailatu de doaori pentru a obtine estimarea fiaa lui b
sir(wo, o b))

Pentru o descriere sintefi@ metodelor Runge-Kutta cu pas variabil tabela Butcher
se completeaz cu o linie suplimentar care serveste la calculul 1@ (si deci a lui

r(z,y; h)):

i A Az oo A
Mo | A21 a2 .. Aoy
oy )\7“1 >\7’2 s )\rr
aq (67 N (7%
* * * *
Qp @y Qp Qg
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Ca exempluin tabela 8.3 @m tabela Butcher pentru o metode ordinul 2-3. Pentru
deducerea elementelor tabelei a se consulta [41, pagbille452].

1 Aij

0 0

1 1

1 1 0
27 | 1m0 120 g
40 800 800

1] 24 1 e

891 33 8ol

o | 24 1 60

i 891 33 8ol

« | 533 800 1
@ | 2106 0 {053 78

Tabela 8.3: O pereche 2-3

Tabela 8.4 este tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Sharf§jirEa sa la baza
rezolvitoruluiode23 din MATLAB.

& Aij
0|0
303 O
1030
115 550
% |3 § 5 O
of |31 4 5 s

Tabela 8.4: Tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Shampine

Un alt exemplu important este DORPRI5 sau RK5(4)7FM, o pereaherdinele
4-5 si cu 7 stadii (tabela 8.5). Aceasta este o perecheefefidiend, ea sind la baza
rezolvitoruluiode45 din MATLAB, dar si a altor rezolvitori importanti.

Algoritmul 8.2 incear@ s dea sugestii pentru implementarea unei metode Runge-
Kutta cu pas variabil @nd se cunoaste tabela Butchiee este produsul dintréol si
factorul de sigurardt (0.8 sau 0.9).
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Algoritmul 8.2 Fragment de pseudocod ce ilustr@anplementarea unei metode RK
cu pas variabil
done := false;
loop
Kl,l = f(x,y),
for i =2 tosdo
wi=9y+ hK:,l:i,l)\z:M_l;
K., = f(x + ph,w);
end for
§ := hmax (|(a* — a)"K|); {estimarea erorji
B = (§/ttol)/(+P); fraport lung. pajs
if & < tol then
{acceptare pgs
y :=y + h(KaT); {actualizare,}
T :=x+ h;
if done then
EXIT {terminare si iesirg
end if
h := h/max((3,0.1); {predictie pas urrtor}
if -+ h > z.,4then
T = Zeng — T; {reducere pas la cap
done := true;

end if
else
{respingere pgs
h := h/min(3,10); {reducere pgs
if done then
done := false;
end if
end if

end loop
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1 Aij
0 0
1 1
5 5 0
3 3 9
10 0 40 0
4| a1 s a2 0
5 5 15 9
8 | 19372 25360 64448 212 0
9 | 6561 2187 6561 729
1 | 9017 355 46732 49 5103 0
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 ooy
384 1113 102 6784 84
, 35 500 125 2187 11
& 384 0 s 192 6784 g1 U
R EL 0 il 393 92097 187 L
i | 57600 16695 640 339200 2100 40

Tabela 8.5: Perechea incluRK5(4)7FM (DORPRIS)
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Aproximari in mai multe variabile

Cuprins
9.1. Aproximarea functiilor de mai multe variabile pe un domeniu rectan-
gular . . .. 260
9.2. Integrarea numeica functiilor de mai multe variabile . . . . .. .. 267
9.2.1. Consideratii de implementare . . . . ... ... ....... 273

Problema aproxi@rii functiilor de mai multe variabile si cea a aproxani integra-
lelor multiple sunt deosebit de important@tdin punct de vedere teoretiatei practic,
ele intervenind &itin probleme matematice abstracte giin modele ale diverselor fe-
nomene sau procese din nati societate.

Vom nota cuP?, multimea polinoameloin » variabile si de grad global cel mutk.
FieD e R", f : D — R. Fie de asemenéf, f, F»f, ..., F,f informatii despref (de
regul valori ale functiei sau ale unor derivate partiale alestara). Se pune problema
ca pe baza informatiiloF},, k = 1,p, sa se determine o functig, astfelincat f ~ F,
ntr-un sens precizain domeniulD.

De exemplu, de& P, € D, i = 1,s, iar F;f = f(P),i = 1,s se ajunge la o
problena de interpolare polinomial

Da@F;f = f(P),i=1,s,iar f € P" se determia astfelincat

> [F(p)) = f(P)]* — min
=1

se obtine o probleinde aproximare disci@in sensul celor mai micigtrate.

259
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9.1. Aproximarea functiilor de mai multe variabile pe un
domeniu rectangular

Ne vom ocupdn continuare de aproximarea functiilor definite pe un domeec-
tangular si de extinderea unor procedee unidimensionale.

Fie D = [[;_,[ax, bs] C R™ si F, o multime de functii den variabile indepen-
dente definite pé). Notam prinP; : 7, — G;, i = 1,n 0 multime den proiectori ce
actioneaa asupra functief € F,, fiecarein raport cu variabila;, iar prin R; = I — P,
undel este operatorul identic, operatorul rest coresptmz OperatoruR; : F,, — H;
este de asemenea proiector.

Cu ajutorul operatiei dgrodus tensoriallcompunere) se pot construi operatorii
P.P;, i,j = 1,n, care,in caz @ oricare doi comit sunt de asemenea proiectori,
deoarecd P,P;)*> = P,P;. Deoarece suma a doi proiectd?j + P; nu este proiector
(P + Pj)* # P,+ P;)), se lucreaz cusuma booleaa P, & P; = P, + P; — P, P;, care
este proiector.

Datorita proprieditii de asociativitate a produsului si a sumei booleermeste
operatii se pot extinde la trei sau mai multi operatoritelrudefini proiectorii

PZ:P1P2...P,“

S—PePGaP =Y P

cu

7—1
P =P, Ezﬂ—< Nk)Pi i=2n,

adi@a produsul si suma booleara celorn proiectori considerati. De exemplu, pentru
trei proiectori avem

P PPy = P (P P;),
PL®OP,®Py=P + P+ P;— PPy— PPy — PP+ PP, Ps.
Fie P multimea formad din proiectoriiPy, ..., P, si toti proiectorii obtinuti din
acestia cu ajutorul operatiilor de produs si $ubooleaa.
Imaginea? f a unei functiif € F, prin orice elemen€) € P poate fi considerato

aproximané a lui f. De exemplu, da& F; este operatorul de interpolare Lagrangg
relativ la nodurilez;,, .. ., ;,, Ce actioneaa asupra variabilei; atunci

ez
(L ) = S telw) f o, s, B i, 2,
k=0
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unde
(i — @io) -+ - (i — @iy, ) (@i — %H) (T = l'z)

(@i, — @ig) - - (Ti, — iy, ) (@i, — xml) (@, — ximi)
este o0 aproximaata functieif. Mai mult, putem scrie una din expresiile termenului rest
din aceast aproximare. Astfel, utiliand forma cu diferente divizate pentru rest, avem

(Rirtr;f) = u(:[;i)[w’iaxioa . 'ximia f(l.l? ey i1 T - 7ximi)]-

Operatorul de difereatdivizat actioneaaz asupra functief in raport cu variabila:;,
iaru(r;) = (v — 24) .. (T — T4, )

Pentru a compara aproximantele generate de elementekedaidefineste p® o
relatie de ordine partial

Definitia 9.1.1 PentruX,Y ¢ P, X <Y & XY = X.

Daca produsul a oricare doi proiectori este comutativ, adid®; = P, P;, i # j, atunci
(P, <) este o latice distribut&. Din relatiile

P=P..P,<X, XeP

Y<S=P&---®©F, YEeP,
rezul ;& P este element minimal, is% element maximal al laticiP, <).

Definitia 9.1.2 Fie f € F,,. AproximantaP f a functieif se numestalgebric minimaa,
iar aproximantaS f se numestalgebric maximai.

Pentru exemplificare, fie = 2 si P, = L?, P, = LY operatorii de interpolare
Lagrange unidimensionali relativ la nodurilg, . . . , x,., repectivy, ..., y,. Da@ f €
JF>, atunci aproximanta algebric minindaéste

(LELF) (wyy) = D> (@) (y) f (i y;), (9.1.1)

i=0 j=0

iar cea algebric maximaleste

(9.1.2)
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undel;(x) Si @j (y) sunt polinoamele fundamentale Lagrange coresioaze.
Prin verificare dire@ pentru produs se obtine

iar pentru suma boolean

(Lf@Lzs/f) ('rwy) :f<xl7y)7 1= T Y S [a27b2]7
(Lf@Lgf) (mayj):f<x7yj)7 j: S, S [alabl]'
Sa consideam grila{(z;,y;) : ¢ = 0,r,j = 0,s}. Interpolarea algebric minimal
A
b2 T Ys ¢ ©
Ys—1
Y1
axt Yoo J
Zo T T2 Tr—1 Ty
ay bl

Figura 9.1: Interpretarea geomedria interpolantilor produs tensorial si samooleaa

este o interpolare discee{punctual); ea reproduce valorile functiei numai pe noduri.
Interpolarea algebric maxinglkeste dnterpolare transfini& sauinterpolare blending
functia interpolatoare reproduce valorile lipe segmentel¢(z;,y) € R? : ay <y <
bg}, 1= Wsl {(.Z’,yj) € R? : a <z < bl},j = m (figura 91)

Revenind la operatorii regt; = I — P;,i = 1, n Sse obser& cd multimea forma din
R; si operatorii obtinuti din acestia prin produs tenabgi suna booleas, formeaa
si eiin raport cu relatia " (data in definitia 9.1.1) tot o latice (dacprodusul este
comutativ).Tn acead laticeR, R, . .. R,, este element minimal, id8; P R @ --- O R,
este element maximal. Avem de asemeneaatmarele descompuneri pentru operatorul
identic

I=P..P,+R & - --®R,

(9.1.3)
I=P® --®P,+R,...R,,
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numitedescompunere minintki respectivnaximaé. Da@ [ € F,,, pe baza descom-
punerilor anterioare avem formulele de aproximare

f=P.. . Pf+Ri® DR, [ (9.1.4)
f=P® - ®P.f+ R .. .R.f, (9.1.5)

numite formuld de aproximare algebric minimalsi respectivformula de aproximare
algebric maximad.

Pentru exemplificareasconsideam din nou cazul bidimensional si operatorii de
interpolare Lagrangé?” si LY. Operatorii rest corespuatori vor fi R = [ — L7 si
RY = I — LY. Pentru formula algebric minimalse va obtine

f=L;LY+ R @ RY, (9.1.6)
iar pentru cea algebric maxinaal
f=Lr® LY+ RRY. (9.1.7)

Cunosé@nd expresiile termenului rest al formulei de interpolasgilange si presu-
purdnd @ exish toate derivatele partiale ale Iyi necesare si& acestea satisfac
conditiile de continuitate cerute, obtinem

, ar—l—l < as+1
(Ry @ RYSf) (2,y) = (:—ixl))' O+l f(&y) + (:—iyl))' ays+1f($, m)
r+s+2
_ ur () us(y) 9 F(&,m),

(r+ 1)!I(s + 1)! Qaxr+toys+1
cuéy, & € ag, asl, ni,m2 € [, Ba),

U, (x)us (y) ar+s+2
(r+ 1D)!(s + 1) Qar+toys+1

(RIRYS) (z,y) = f(&3,m3),

Cués € [ag,anl, n3 € [B1, 02, @1 = min{x, zq, ..., 2.}, s = max{z, zg, ..., T, },
f1 = min{y, yo, ..., Ys}, f2 = max{y,yo, ..., ys}. D€ notat & termenul rest se poate
exprima si sub forra integra si cu ajutorul diferentelor divizate.

Exemplul 9.1.3. Daca ludmr = s = 1 si nodurile 0 si 1 dug fiecare coordonaf
operatorii Lagrange unidimensionali sunt:

Li(z,y) = (1 —y)f(z,0) +yf
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iar pentru operatorii produs tensorial si suitvooleaa se obtin expresiile
(L1LY) (z,y) = (1 = =)(1 =) f(0,0) + (1 —2)y f(0,1) + x(1 —y) f(1,0) + 2y f(1,1)
Si respectiv
(L& LY) (z,y) = (1 —2)f(0,y) + 2 f(1,y) + (L —y) f(2,0) + yf(z, 1)—
(1=2)(1=»)f(0,0) = (1 = 2)yf(0,1) — (1 —y)f(1,0) + zy f(1,1).

Prima aproximaré reproduce valorile functiei doam varfurile patratului[0, 1] x [0, 1],
pe énd ce-a de-a doua reproduce valorile functiei pe froamtptratului. Da@ exish
derivatele partiale g la ordinele necesare, expresiile corespimare pentru rest sunt

(B i) = (RERD (9) = 2 gt + o)
vz -1)yly-1) o

- 9 9 anyQ f(§27 772)

Si respectiv

(e —1)yly—1) o

(Rsf)lw.y) = (BT & RY) (r.y) = 5= 0= (6 m),
undes, n, &1, m, &2, 2 € (0, 1). Daa f este de cla®s(C?2, au loc delimiérile
1 %
< Z
1| ot
< ||l —
I1Rs e < 5 H ot L. o

Exemplul 9.1.4. Sa consideam functiaf : [—2,2] x [-2,2] — R, f(z,y) = ze % V",
Graficul ei este ddn figura 9.2. Graficele aproximantelor algebric minignakspectiv
algebric maxima de tip Lagrange si ale resturilor corespaitaare apein figura 9.3.

S-au considerat cinci noduri echidistante @djecare coordonatz,, v, = —2 + k,
k=0,4. &
In concluzie, formula de aproximare genérate produsul operatorild?,, ..., P,

este algebric minimal iar formula generatde suma booleara acestor operatori este
algebric maxima, proprieéti datorate calétii operatorilor produs si suarbooleaa de
a fi element minimal, respectiv maxinial laticea(P, <).

Se va dain continuare si o &l interpretare a celor dauformule de aproximare
extremad, asdandin vedere ordinul de aproximare al operatorilor unidimenali P;,
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Figura 9.2: Graficul functief : [—2,2]x[—2,2] — R, f(z,y) = ze~* " din exemplul
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Figura 9.3: Aproximarea algebric mining{figura 9.3(a)), cea maxin@a(figura 9.3(b))
si resturile corespuroare (figura 9.3(c) si respectiv 9.3(d))
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i = 1,n de la care se porneste. Aceéastterpretare va permite extinderea procedeelor
de mai sus si la alti operatori care nu sunt proiectori.

Dacd nom prinm; ordinul de aproximare al operatorul#j, i = 1, n, atunci din
(9.1.4) rezuld G ordinul de aproximare al operatorului produs tensori@ es

ord(P) = min{ord(F,), ...ord(my,)}, (9.1.8)
iar din (9.1.5) rezuli & ordinul de aproximare al operatorului stifmooleaa este
ord(S) = ord(Py) + ...ord(P,). (9.1.9)

Pentru doa variabile formula de aproximare algebric mini&#9.1.6) are ordinul de
aproximarenin(r, s) + 1, in timp ce ordinul formulei de interpolare algebric maximal
(9.1.7) este' + s + 2.

Prin urmare, propriétile de extremalitate ale celor doi operatori sunt cardite
si prin ordinul de aproximare, operatorul produ&ad ordinul de aproximare minim, iar
operatorul sura booleaa awand ordinul de aproximare maxii multimeaP a tuturor
operatorilor generati di#, . .., P, cu ajutorul celor doa operatii.

Desi operatorul sutnbooleaa are un ordin mare de aproximahe expresia sa

Sf={Pi+ 4Py —PPy—- =Py Pot...PP...P)f,  (9.1.10)

vor interveni termeni care sunt functii de— 1, n — 2, ..., 1 variabile. O astfel de
formula este aplicabdl doar atunci &@nd se cunosc valorile functi¢isau ale unor de-
rivate partiale ale ei pe hiperfetele Ii sau pe sectiuni ale domeniulii paralele cu
aceste hiperfete. Acesta este un dezavantaj major al iapadkblending. El poate fi
nlaturat apliénd functieif pe hipersuprafetele respective alelualti operatori liniari
de aproximare. Contiraind acest prodeu din aprodpeaproape se ajunge dapel mult

n — 1 etape la o aproximare scadafnumeri@), adi@ la o aproximare ce contine nu-
mai valori ale luif pe puncte ale luD. Evident @ restul unei astfel de formule de
aproximare, obtindt din formula blending contine mai multi termeni. Pentusirare,
sa considedm cazul unei functii de d@uvariabile, definé pefay, b1] x [as, bs]. Consi-
derand operatoriiP!, P;, in care indicele superior indicnun@rul nivelului (etapei) de
aproximare, obtinem la prima et&ap

f= (Pl + P, — P\P)f + RiRyf, (9.1.11)

undeP} f contine per, ca variabid liber, iar P} pez;. Aplicand pe al doilea nivel lui
P, f operatorulP?, iar lui P} f operatorulP?, obtinem formula de aproximare scaar

f=(P'P?+ PPy — P'P))f + (PyR + PR3+ RIR))f. (9.1.12)

Restul acestei formule contine trei termeni. Singura pedate a tuturor operatorilor
folositi este comutativitatea produsului. Avem mai mydtsibilitati de alegere a opera-
torilor de pe al doilea nivel. Ei depiriah primul rand de informatiile disponibile asupra
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lui f. O cale naturd de alegere este aceea ca ordinul de aproximare al formmiei o
ginale (9.1.11) & fie mstrat. O astfel de formalde aproximare se va nurfarmula
consisterd. De exemplu, alegndin (9.1.12) pe post d&! si P; operatorii de inter-
polare Lagrangd.? si L} relativi la nodurileay, by Si ay, by, iar in locul lui P? si P?
operatorii de interpolare Hermitds si H} relativi la nodurile duble:,, b; Si respectiv

as triplu si by dublu se obtine

f=(LiH{ + HyL{ — LiL7) f + (L{R3 + LR + R{R}) [ (9.1.13)
Cum ordinele de aproximare ale operatorilor, H; Si H, sunt 2, 4 si 5, rezult cd
ordinul formulei de aproximare blending
f=Li® L+ RIRYf (9.1.14)
este 4, iar ordinul de aproximare al lui (9.1.13) este to&j c
[(LYR; + LYRY + RIR)) f|| < [R5 fIl + | RifI| + || Ri B3 f| =
= Cl(bl — a1)4 + Cg(bg — a2)5 + Cg(bl — a1)2(1)2 — CL2>2
= (Cl + coh + 03)h4, undeh = by — a; = by — as.
Deci (9.1.13) este consisteént
Deoarece ordinul de aproximare al formulei initiale nutedamarit, este preferabil
ca operatorii folositin urmatoarele nivele de aproximara e astfel alegncat termenii
din expresia restului formulei final@sita acelasi ordin de &rime. Formula numeri
astfel obtinu& se va numomoges.
Formula (9.1.13) nu este omogedeoarecd k% f|| = O(h*), |R{RY|| = O(h%),
dar | RY{f|| = O(h®). Pentru a deveni omogartrebuie ca operatoruf} folosit pe al

doilea nivel & fieTnlocuit printr-un operator cu ordinul de aproximare 4, derepluy.
Astfel, din formula origina (9.1.14), am dedus uatoarea formw@ numeri@ omogea

f = (LVHy + Hy LY — L{LY) f + (LY R5 + LY Ry + Ry RY) f.

9.2. Integrarea numeria@ a functiilor de mai multe varia-
bile

Fie D C R", functiaf : D — R, puncteleP; € D, i = 0, m Siw o functie pondere
nenegatia, definit peD.

Definitia 9.2.1 Formula

/.../w(ajl,...,:cn)f(xl,...,xn)dxl...dxnzzm:Aif(Pi)—i-Rmf (9.2.1)
D i=0
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se numestéormula de integrare numea functiei f sauformula de cubati Para-
metrii A; se numescoeficientiiformulei, puncteleP;, se numesoodurileei, iar R,
termenul rest

Problema construirii unei formule de cubatwonsé in determinarea coeficientilor
si a nodurilor ei, folosind conditii corespuitpare.in functie de conditiile folosite,
formulele de cubata@rpot fi clasificatén deterministe si nedeterministe, iar cele deter-
ministein formule de tip interpolator, de tip Gauss, optimale, etc.

O meto@ eficien& de construire a formulelor de cubaun cazulin care D
este un domeniu rectangular, canst exprimarea parametrilor acesteia cu ajutorul
coeficientilor, respectiv a nodurilor unei formule de ciadia unidimensionale. Pentru
simplificare ne vom limita la cazul bidimensional. Hie= [a,b] x [c, d], A, diviziu-
neaa = z9 < o1 < --- < x, = b, Ay diviziuneac = yo < y1 < --- < Yy, = d,
w(x,y) =1,Y(x,y) € D.

In acest caz formula (9.2.1) devine

/ / flz,y dmdy—ZZAZ]f i, Y;) + Ry (f). (9.2.2)

=0 75=0
Se poate obtine o astfel de forraypornind de la formula de interpolare Lagrange (bi-
dimensional)
f=L,LYf+ R, ®RVS.
Daa f € C™ Lt D), prin integrare termen cu termen se obtine

/ / f(z,y dxdy—ZZABfa:“yj + Ryn(f) (9.2.3)

=0 7=0

unde

b d
&:/@mm, @:/@@@,

b d
/= / / (R%, & RY) f(z,y) dz dy
b d
n—|—1 / / () 0"z, n,) e dy

_(m+1) (n+1 //um Yun () f (&, ) da dy.

DacA, siA, sunt diviziuni unlforme ale intervaluldi, b) si respectiVic, d], atunci
formula de cubati (9.2.3) se numeste de tjewton-Cotes

iar
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Cazuri particulare  Pentrum = n = 1 se obtine formula de cubatua trapezului.

bpd —a)(d—c
[ [ swasay = C=HEI 110,04 pia ) + 50,0+ 0,00

+ Ru(f)
unde
—_a)3(d — _ 3
Ru(f) = - LI g, - L o, )

N3( 3
L a)léfj 2 FED(&,m3).

Pentrum = n = 2 se obtine formula de cubatua lui Simpson.

[ [ stemaray=C=EE= N 0o+ plea + 5000+ 0.0)

N N R L)

+16f (a;b,bgc)}ﬁ—f{m(f)»

unde
—a)°(d — _ _\b
Ru(f) = - L= =D paoe, ) - OO e, g

b—a)’(d—c)®
= 2)88<02 2 FED (&5, ms).

Partitiorind intervaleléa, b] Si [, d] se pot obtine formule de cubafurepetate. Vom
ilustra pentru formula lui Simpson.aSpresupuneme|a, b] esteimpartit in m parti
egale, iar[c,d] Tn n parti egale, obtibndu-se o diviziune cwmn dreptunghiuri. Vom
imparti fiecare dreptunghin patru @rti egale cdn figura 9.4 (\arfurile dreptunghiului
sunt indicate prin cercuri negre, iar punctele intermedar cercuri mai albe).

Fie

- b— a’ b d— c.
2m 2n
Punctele diviziunii vor avea coordonatele

xr; = xo + 1h, Ty = a, 1=0,2m
,2n.

y; = Yo + Jk, Yo Jj=0,2

I
o
(@]
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y2n:d 1

Yon—1

Yon—2

Y2

Y1

c=Y0

>

a=x0 T1 T2 T3 T4 wr T2m—2 T2m—1 T2m=b

Figura 9.4: Diviziunea pentru formula repetat lui Simpson

Introducem notatigf (z;,y,;) = fi;- Aplicand formula lui Simpson fiéeui dreptunghi
al diviziunii avem

b d m n
hk
/ / f(z,y)dedy = o Z Z [fai2j + foiva + faivazjso

i=0 j=0
+ foigjre + 4(foir1,2 + foivo2i41 + foir12i42 + f2i2j41)
+ 16f2i+1,2j+1] + Ryn(f).

Redu@nd termenii asemenea se obtine
b d hk m.on
| [ #emdndy =535 Nty 4 R(),
a ve i=0 j=0

unde),;; sunt dati de matricea

1 4 2 4 2 4 2 4 1

4 16 8 16 8 ... 16 8 16 4

2 8 4 8 4 ... 8 4 8 2
A=l

2 8 4 8 4 ... 8 4 8 2

4 16 8 16 8 ... 16 8 16

1 4 2 4 2 ... 4 2 4 1

In [8, 38], pentruf € C**(D) se & urmatoarea forré a restului

Rl ) = NI [ paore, ) 4 k100 6 ).
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Cu£177717£27n2 € D.
Se pot da formule de cubatude tip Gauss bidimensionale. De exemplu,ada¢
i =0,msiy;, j = 0,n sunt @dacinile polinomului Legendre relativ la intervali, b]
si respectiVc, d], se obtine formula de cubatuGauss-Legendré care
A = [(m + Db — a)>m™ i=0m
1 [(2m + 2)12(2; — a) (b — @) [/ (2:)]* ’
B - [(n+ D! — a)**3
! [(2n 4+ 2)12(y; — ) (d — y;) [/ (y;)]*

iar da@ f € C#nt2int2( D)

R (f) = (d = A fO" 20 (& 1) + (b — @) A\ f O (o, )
— A Ay fEMTREE) (£5 ),

07 n,

J

unde
[(m + Db — a)?™*3 B [(n+ 1)14(b — a)>+3

[(2m +2)]3(2m + 3) T l2n+2)13(2n +3)
Pentru detalii a se vedea [10].

In cazulm = n = 0 se obtine o form@ de cubatt cu un singur nod, analoag
formulei dreptunghiului

/ab/cdf(:c,y)dxdyz (b—a)(d—c)f (a;b,c‘;d) T Ruolf).

Am =

unde
ROO(f) _ (b - a)24(d — C) f(2,0) (£17 771) + (b — a);f - C> f(0,2) (527 n2)
b—a)*(d—c)?
S Om MO e, )

Utilizarea metodelor de aproximare de mai sus nu este lianitadomenii rectan-
gulare. De exemplu, tehnica de la formula de cul@tului Simpson se poate modifica
pentru a fi aplicabd la aproximarea unor unor integrale de forma

b pd(z)
/ / f(z,y)dzdy
a Je(z)
d  prby)
/ / f(z,y)dzdy.
c Ja(y)

sau
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Y
d(a)
d(b)
k(a)
o(a) C(b);d(b)
k(a+h) k(b)
c(b)
a a+h b

Figura 9.5: Formula lui Simpson pentru un domeniu simpltaport cux

Pentru o integra de primul tip pasul dupz va fih = "‘T" dar cel dup y va varia

oda@ cuz (vezi figura 9.5)
d(x +clx

Se obtine

Daa domeniul de integrar® este curbiliniu, construim un dreptungRi > D,
ale @rui laturi s fie paralele cu axele de coordonate (figura 9.6). Se corsidectia
auxiliara @1 @)

. _ | flx,y), dacd(x,y) € D;
F(wy) = { 0, dac (z,y) € R\D;.
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Figura 9.61incadrarea unui domeniu curbilinfatr-un dreptunghi

//Df(x,y)dxdy=//Rf*(x,y)dxdy

Ultima integrah se poate aproxima printr-o teh@icunosc.

Evident

9.2.1. Consideratii de implementare

Fie domeniul de integrare
D = [a,b] x [¢,d].

Integrala de aproximat se poate scrie sub forma

Lb/cdf(x,y)dxdy=/ab (/cdf(x,y)dy> dx:/abp(x)dx,

F(z) = / f(e.) dy.

Sa presupuneméecadquad este 0 o rutia de cuadratdr unidimensiona adaptia
de forma

unde

function adquad(f : functie,a,b: real, € : real) : real

Ideea este de a folosi acemstceast rutima pentru a calcula valorile IUi" definite mai
sus si de a folosi din nou rutina pentru a integtaDescrierea este dain algoritmul
9.1.
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Algoritmul 9.1 Aproximarea unei integrale duble pe dreptunghi
Intrare: functia f, intervalele]a, b] Si [c, d], rutinaadquad, eroarea
lesire: Valoarea aproximat# a integralei

function dblquad(f,a,b, c,d, adquad,€) : real

Q) = adquad(integint, a,b, e, f, c,d, quadf);

function integint(z, f,c, d, e, adquad) : real

{integrala interioaa}

for eachx do

F(z) := adquad(f(x,-),c,d,e);
end for
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