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Prefaţă

Lloyd N. Trefethen a propus urm̆atoarea definiţie a Analizei numerice:

Analiza numeric̆a este studiul algoritmilor pentru rezolvarea problemelor
matematicii continue.

Cuvântul cheie este acela dealgoritmi. Deşi foarte multe lucr̆ari nu evidenţiaz̆a acest
lucru, ı̂n centrul atenţiei Analizei numerice stă proiectarea şi analiza algoritmilor de
rezolvare a unei anumite clase de probleme.

Problemele sunt cele dinmatematica continŭa. ,,Continŭa” ı̂nseamn̆a aici faptul c̆a
variabilele ce intervin aici sunt reale sau complexe; opusul lui continuu este discret. Pe
scurt, am putea spune că Analiza numeric̆a este Algoritmic̆a continŭa, ı̂n contrast cu
Algoritmica clasic̆a, care este Algoritmic̆a discret̆a.

Este clar c̆a deoarece numerele reale şi complexe nu pot fi reprezentateexact̂ın cal-
culator, ele trebuie s̆a fie aproximate printr-o reprezentare finită. Din acest moment inter-
vin erorile de rotunjire şi iar este clar că studiul lor este unul din obiectivele importante
ale Analizei numerice. Au existat şi mai există ı̂ncă opinii care susţin c̆a acesta este cel
mai important obiectiv. Un argumentı̂n sprijinul acestei idei,̂ınafar̆a de omniprezenţa
erorilor, este dat de metodele exacte de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare, cum ar
fi eliminarea gaussiană.

Dar, cele mai multe probleme ale matematicii continue nu potfi rezolvate prin algo-
ritmi aşa-zişi finiţi, chiar presupunând prin absurd c̆a am lucrâın aritmetic̆a cu precizie
exact̆a. Un prim exemplu care se poate da aici este problema rezolvării unei ecuaţii po-
linomiale. Acest lucru se evidenţiază la problemele de valori şi vectori proprii, dar apar
ı̂n orice problem̆a ce presupune termeni neliniari sau derivate – determinarea zerourilor,
cuadraturi, ecuaţii diferenţiale şi integrale, optimizare ş.a.m.d.

Chiar dac̆a erorile de rotunjire ar dispare, Analiza numerică ar r̆amâne. Aproxima-
rea numerelor, obiectivul aritmeticiiı̂n virgulă flotant̆a, este un subiect dificil şi obo-
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iv Prefaţ̆a

sitor. Un obiectiv mai profund al Analizei numerice este aproximarea necunoscutelor,
nu a cantit̆aţilor cunoscute. Scopul este convergenţa rapidă a aproximaţiilor şi m̂andria
specialiştilor din acest domeniu este aceea că, pentru multe probleme s-au inventat algo-
ritmi care converg extrem de rapid. Dezvoltarea pachetelorde calcul simbolic a micşorat
importanţa erorilor de rotunjire, făr̆a a micşora importanţa vitezei de convergenţă a al-
goritmilor.

Definiţia de mai sus nu surprinde câteva aspecte importante : că aceşti algoritmi sunt
implementaţi pe calculatoare, a căror arhitectur̆a poate fi o parte importantă a proble-
mei; c̆a fiabilitatea şi eficienţa sunt obiective supreme; că anumiţi specialiştîın analiza
numeric̆a scriu programe şi alţii demonstrează teoreme1; şi lucrul cel mai important, c̆a
toat̆a munca esteaplicată, aplicat̆a cu succes la mii de aplicaţii, pe milioane de compu-
tere din toat̆a lumea. ,,Problemele matematicii continue” sunt problemele pe care ştiinţa
şi ingineria sunt construite; făr̆a metode numerice, ştiinţa şi ingineria, aşa cum sunt ele
practicate astăzi ar ajunge repedêın impas. Ele sunt de asemenea problemele care au
preocupat cei mai mulţi matematicieni de la Newton pân̆a azi. La fel ca şi cei ce se ocupă
de matematica pură, specialiştiîın Analiza numeric̆a sunt moştenitorii marii tradiţii a lui
Euler, Lagrange, Gauss şi a altor mari matematicieni.

Radu Tiberiu Tr̂ımbiţaş
Cluj-Napoca, iulie 2003

1exist̆a mulţi specialişti foarte buni care le fac pe amândoŭa
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1.4. Reprezentareaı̂n virgulă flotant̆a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.10.1. Notaţii asimptotice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.10.2. Precizie şi stabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 18
1.10.3. Analiza regresiv̆a a erorilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2. Rezolvarea numeric̆a a sistemelor de ecuaţii algebrice liniare 23
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6.9. Ecuaţii algebrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
6.10. Metoda lui Newton̂ın Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
6.11. Metode quasi-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
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7.1 Transformarea RQ a unei matrice Hessenberg H, adicăH∗ = RQ unde
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1.6. Condiţionarea unei probleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2 Elemente de Teoria erorilor şi aritmetică ı̂n virgulă flotant̆a

Aprecierea preciziei rezultatelor calculelor este un obiectiv important ı̂n Analiza
numeric̆a. Se disting mai multe tipuri de erori care pot limita această precizie:

1. erori ı̂n datele de intrare;

2. erori de rotunjire;

3. erori de aproximare.

Erorile ı̂n datele de intrare suntı̂n afara (dincolo de) controlului calculelor. Ele se pot
datora, de exemplu, imperfecţiunilor inerente ale măsur̆atorilor fizice.

Erorile de rotunjire apar dacă se fac calcule cu numere a căror reprezentare se
restr̂ange la un num̆ar finit de cifre, aşa cum seı̂ntâmpl̆a de obicei.

Pentru al treilea tip de erori, multe metode nu dau soluţia exact̆a a problemei dateP,
chiar dac̆a calculele se fac făr̆a rotunjire, ci mai degrab̆a soluţia unei alte probleme mai
simpleP̃, care aproximeaz̆aP. De exemplu, problemaP a ı̂nsum̆arii unei serii infinite:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

poate fîınlocuit̆a cu problema mai simplăP̃ de âınsuma numai un num̆ar finit de termeni
ai seriei. Eroarea de aproximare astfel obţinută se numeşteeroare de trunchiere(totuşi,
acest termen este de asemenea utilizat pentru erorile de rotunjire comise prin ştergerea
ultimelor cifre ale reprezentării). Multe probleme de aproximare se se obţin prin ,,discre-
tizarea“ problemei originaleP: integralele definite se aproximează prin sume finite, de-
rivatele prin diferenţe, etc.În astfel de cazuri, eroarea de aproximare se numeşteeroare
de discretizare. Unii autori extind termenul de ,,eroare de trunchiere“ pentru a acoperi
şi eroarea de discretizare.

În acest capitol vom examina efectul general al erorilor de intrare şi de rotun-
jire asupra rezultatelor unui calcul. Erorile de aproximare vor fi discutatêın capitolele
următoare ĉand vom trata metodele numerice individual.

1.1. Probleme numerice

Combinaţia dintre o problem̆a matematic̆a (PM), (de natur̆a constructiv̆a) şi specifi-
caţiile de precizie ale rezultatului (SP) se numeşteproblem̆a numeric̆a.

Exemplul 1.1.1. Fie f : R −→ R şi x ∈ R. Dorim s̆a calcul̆amy = f(x). În general
x nu este reprezentabilı̂n calculator; din acest motiv vom lucra cu o aproximarex∗ a
sa,x∗ ≈ x. De asemenea este posibil caf să nu poat̆a fi calculat̆a exact; vom̂ınlocui f
cu o aproximant̆a a safA. Valoarea calculată ı̂n calculator va fifA(x∗). Deci problema
numeric̆a este urm̆atoarea:
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PM. dându-sex şi f , s̆a se calculezef(x);

SP. |f(x)− fA(x∗)| < ε, ε dat. ♦
Problemele numerice aparţin uneia din următoarele categorii:
Evaluarea unei funcţionale: l : F → R, cum ar fi, de exemplu, calcularea valo-

rii unei funcţii f(x), a derivatelorf ′(x), f ′′(x), . . . (derivare numeric̆a), a integralelor
definite

∫ b

a
f(t)dt (integrare numeric̆a) şi a normelor‖f‖p, etc.

Rezolvarea ecuaţiilor algebrice: determinarea valorilor unor necunoscute aflateı̂n
relaţii algebrice prin rezolvarea unor sisteme de ecuaţii liniare sau neliniare.

Rezolvarea unor ecuaţii analitice: determinarea funcţiilor (sau valorilor de funcţii)
soluţii ale unei ecuaţii operatoriale, cum ar fi ecuaţiile diferenţiale ordinare sau cu deri-
vate parţiale, ecuaţiile integrale, ecuaţii funcţionale, etc.

Probleme de optimizare: determinarea unor valori numerice particulare ale unor
funcţii, care optimizeaz̆a (minimizeaz̆a sau maximizează) o funcţie obiectiv, cu restricţii
sau f̆ar̆a restricţii. Problemele matematice constructive, din care provin problemele nu-

merice, pot fi privite ca o aplicaţie abstractă F : X → Y ı̂ntre doŭa spaţii liniare
normate.

În funcţie de care dintre cantităţiley, x sauF este necunoscută ı̂n ecuaţia

Fx = y,

avem de-a face cu oproblem̆a direct̆a, o problem̆a invers̆a sau oproblem̆a de identifi-
care:

F x y
problem̆a direct̆a dat̆a dat dorit
problem̆a invers̆a dat̆a dorit dat
problem̆a de identificare dorit ă dat dat

Exemplul 1.1.2 (Integrare). Evaluarea unei integrale definite

Fx =

∫ b

a

x(t)dt

este oproblem̆a direct̆a. În aceast̆a problem̆aF : F → R este o funcţională care aplic̆a,
de exempluF = C[a, b] peR. Integrandul –̂ın acest caz o funcţiex definit̆a pe[a, b] –
este dat, iar integralay = Fx trebuie determinată. ♦
Exemplul 1.1.3 (Sistem de ecuaţii liniare).Soluţia sistemului de ecuaţii liniare

Ax = b, A ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn

este oproblem̆a invers̆a tipică. Aplicaţia liniar̆a F este caracterizată den2 coeficienţi
(elementele luiA). Vectorulb (imaginea) este dat, iar vectorulx (care este transformat
ı̂n b) trebuie determinat. ♦
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Exemplul 1.1.4 (Analiza unei mixturi). Trebuie determinată compoziţia unei mixturi
de substanţe care se evaporă. Presupun̂and c̆a ı̂n unitatea de timp se evaporă o canti-
tate fixat̆a din fiecare substanţă, se poate utiliza urm̆atorul model dependent de timp al
mixturii

y(t) =
m∑

i=1

yi0e
−kit. (1.1.1)

În afar̆a de cantit̆aţile iniţialeyi0 , i = 1, 2, . . . ,m şi de ratele de evaporarek1, . . . , km ale
substanţelor necunoscute, numărul m de substanţe este de asemenea necunoscut. Dacă
la momentelet1, . . . , tn se m̆asoar̆a cantit̆aţiley1, . . . , yn, trebuie determinaţi parametrii
yi0 , ki, i = 1,m şi m ai aplicaţiei

F : (t1, . . . , tn) 7→ (y1, . . . , yn) =

(
m∑

i=1

yi0e
−kit1 , . . . ,

m∑

i=1

yi0e
−kitn

)
;

deci avem oproblem̆a de identificare. Pentru oricem ∈ {1, 2, . . . , n/2} (cel mult 2 ·
n/2 = n necunoscutêın acest caz) se poateı̂ncerca minimizarea distanţeiı̂ntre funcţia
model (1.1.1) şi valorile date, care poate fi definită prin

rm =
n∑

j=1

(
yi −

m∑

i=1

yi0e
−kitj

)2

. (1.1.2)

Aceasta este o problemă invers̆a extrem de dificil̆a (problem̆a de estimaţie neliniară).
Minimul trebuie determinat folosind tehnici de optimizarecu restricţii. Valoarea rezidu-
ului minim r∗m face posibil̆a determinarea valorii luim care poate fi utilizat̆a pentru cea
mai bun̆a adaptare a modelului la datele de intrare. Totuşi, aceasta nuı̂nsemn̆a minimi-
zarea luirm făr̆a restricţii asupra luim, ci mai degrab̆a a nu alegem mai mare deĉat este
necesar,̂ın scopul de a obţine modelul cel mai simplu posibil. ♦

1.2. Măsuri ale erorii

Definiţia 1.2.1 Fie X un spaţiu liniar normat,A ⊆ X şi x ∈ X. Un elementx∗ ∈ A se
numeşteaproximant̆aa lui x din A (notaţiex∗ ≈ x).

Definiţia 1.2.2 Dacă x∗ este o aproximantă a lui x diferenţa∆x = x − x∗ se numeşte
eroare, iar

‖∆x‖ = ‖x∗ − x‖ (1.2.1)

se numeşteeroare absolută.
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Definiţia 1.2.3 Expresia

δx =
‖∆x‖
‖x‖ , x 6= 0 (1.2.2)

se numeşteeroare relativ̆a.

Observaţia 1.2.4.

1. Deoarecêın practic̆a x este necunoscut, se foloseşte aproximareaδx = ‖∆x‖
‖x∗‖ .

Dac̆a‖∆x‖ este mic comparativ cux∗, atunci aproximanta este bună.

2. Dac̆aX = R, se lucreaz̆a cuδx = ∆x
x

şi ∆x = x∗ − x. ♦

1.3. Eroarea propagat̆a

Fie f : Rn −→ R, x = (x1, . . . , xn) şi x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n). Dorim s̆a evalŭam eroa-

rea absolut̆a şi relativ̆a∆f şi respectivδf când se aproximeazăf(x) prin f(x∗). Aceste
erori se numescerori propagate, deoarece ne spun cum se propagă eroarea iniţial̆a (ab-
solut̆a sau relativ̆a) pe parcursul calculării lui f . Să presupunem căx = x∗ + ∆x, unde
∆x = (∆x1, . . . , ∆xn). Pentru eroarea absolută avem (folosind formula lui Taylor)

∆f = f(x∗
1 + ∆x1, . . . , x

∗
n + ∆xn)− f(x∗

1, . . . x
∗
n) =

=
n∑

i=1

∆xi
∂f

∂x∗
i

(x∗
1, . . . x

∗
n) +

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

∆xi∆xj
∂2f

∂x∗
i ∂x∗

j

(θ),

undeθ ∈ [(x∗
1, . . . , x

∗
n), (x∗

1 + ∆x1, . . . , x
∗
n + ∆xn)] .

Dac̆a∆xi sunt suficient de mici, atunci∆xi∆xj sunt neglijabile comparativ cu∆xi

şi obţinem

∆f ≈
n∑

i=1

∆xi
∂f

∂x∗
i

(x∗
1, . . . x

∗
n). (1.3.1)

Pentru eroarea relativă avem

δf =
∆f

f
≈

n∑

i=1

∆xi

∂f
∂x∗

i
(x∗)

f(x∗)
=

n∑

i=1

∆xi
∂

∂x∗
i

ln f(x∗) =

=
n∑

i=1

x∗
i δxi

∂

∂x∗
i

ln f(x∗).

Deci

δf =
n∑

i=1

x∗
i

∂

∂x∗
i

ln f(x∗)δxi. (1.3.2)
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De o mare importanţă practic̆a este şi problema inversă: cu ce precizie trebuie apro-
ximate datele pentru ca rezultatul să aib̆a o precizie dat̆a? Adic̆a, d̂andu-seε > 0, cât
trebuie s̆a fie∆xi sauδxi, i = 1, n astfelı̂ncât ∆f sauδf < ε? O metod̆a de rezolvare
se bazeaz̆a peprincipiul efectelor egale: se presupune că toţi termenii care intervin̂ın
(1.3.1) sau (1.3.2) au acelaşi efect, adică

∂f

∂x∗
1

(x∗)∆x1 = . . . =
∂f

∂x∗
n

(x∗)∆xn.

Din (1.3.1) se obţine

∆xi ≈
∆f

n
∣∣∣ ∂f
∂x∗

i
(x∗)

∣∣∣
. (1.3.3)

Analog,

δxi =
δf

n
∣∣∣x∗

i
∂

∂x∗
i
ln f(x∗)

∣∣∣
. (1.3.4)

1.4. Reprezentareâın virgul ă flotantă

1.4.1. Parametrii reprezent̆arii

Deşi au fost propuse mai multe reprezentări pentru numerele reale, reprezentareaı̂n
virgulă flotant̆a este cea mai răsp̂andit̆a. Parametrii reprezentării ı̂n virgulă flotant̆a sunt
bazaβ (ı̂ntotdeauna pară), preciziap, exponentul maximemax şi cel minimemin, toate
numere naturale.̂In general, un num̆ar ı̂n virgulă flotant̆a se reprezintă sub forma

x = ±d0.d1d2 . . . dp−1 × βe, 0 ≤ di < β (1.4.1)

unded0.d1d2 . . . dp−1 se numeştesemnificantsaumantis̆a, iar e exponent. Valoarea lui
x este

±(d0 + d1β
−1 + d2β

−2 + · · ·+ dp−1β
−(p−1))βe. (1.4.2)

Pentru ca reprezentareaı̂n virgulă flotant̆a s̆a fie unic̆a, numerele flotante senormali-
zeaz̆a, adic̆a se modific̆a reprezentarea (nu valoarea) astfelı̂ncât d0 6= 0. Zero se repre-
zintă ca1.0× βemin−1. În acest mod ordinea numerică uzual̆a a numerelor reale nenega-
tive corespunde ordinii lexicografice a reprezentării lor flotante (cu exponentulı̂n st̂anga
semnificantului).

Termenul denum̆ar ı̂n virgulă flotant̆a este utilizat pentru a desemna un număr real
care poate fi reprezentat exactı̂n virgulă flotant̆a.

Distribuţia numerelor̂ın virgulă flotant̆a pe axa reală aparêın figura 1.1.
Fiecare interval de forma[βe, βe+1) din R conţineβp numereı̂n virgulă flotant̆a

(numărul posibil de semnificanţi). Intervalul(0, βemin) este gol şi din acest motiv se in-
troducnumerele denormalizate, adic̆a numere cu semnificantul de forma0.d1d2 . . . dp−1
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βe
min βe

min
+1 βe

min
+20 βe

min
+3

Figura 1.1: Distribuţia numerelorı̂n virgulă flotant̆a pe axa reală (făr̆a denormalizare)

şi exponentulβemin−1. Faptul c̆a se admit numere denormalizate sau nu se consideră
a fi un parametru suplimentar al reprezentării. Mulţimea numerelor̂ın virgulă flotant̆a
pentru un set de parametri daţi ai reprezentării se va nota cu

F(β, p, emin, emax, denorm), denorm ∈ {true, false}.

Distribuţia numerelor̂ın virgulă flotant̆a ĉand se admite denormalizarea apareı̂n figura
1.2.

0 βe
min βe

min
+1 βe

min
+2 βe

min
+3

Figura 1.2: Distribuţia numerelorı̂n virgulă flotant̆a pe axa reală (cu denormalizare)

Aceast̆a mulţime nu coincide cuR din următoarele motive:

1. este o submulţime finită a luiQ;

2. pentrux ∈ R putem avea|x| > β × βemax (dep̆aşire superioară) sau|x| <
1.0× βemin (dep̆aşire inferioar̆a).

Operaţiile aritmetice uzuale peF(β, p, emin, emax, denorm) se noteaz̆a cu⊕, ⊖, ⊗,
⊘, iar funcţiile uzuale cu SIN, COS, EXP, LN, SQRT ş.a.m.d.(F,⊕,⊗) nu este corp
deoarece

(x⊕ y)⊕ z 6= x⊕ (y ⊕ z) (x⊗ y)⊗ z 6= x⊗ (y ⊗ z)

(x⊕ y)⊗ z 6= x⊗ z ⊕ y ⊗ z.



8 Elemente de Teoria erorilor şi aritmetică ı̂n virgulă flotant̆a

Pentru m̆asurarea erorii de reprezentare,ı̂n afar̆a de eroare relativ̆a, se foloseşteulps
– units in thelastplace (unit̆aţi ı̂n ultima poziţie). Dac̆a num̆arul z se reprezint̆a prin
d0.d1d2 . . . dp−1 × βe, atunci eroarea este

|d0.d1d2 . . . dp−1 − z/βe| βp−1ulps.

Eroarea relativ̆a ce corespunde la1
2
ulps este

1

2
β−p ≤ 1

2
ulps ≤ β

2
β−p,

căci eroarea absolută este0.0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
p

β′ × βe, cuβ′ = β
2
, iar numitorul este cuprinŝıntre

βe şi β × βe. Valoareaeps = β
2
β−p se numeşteepsilon-ul maşinii.

Rotunjirea implicit̆a se face dup̆a regula cifrei pare: dacă x = d0.d1 . . . dp−1dp . . .
şi dp > β

2
rotunjirea se facêın sus, dac̆a dp < β

2
rotunjirea se facêın jos, iar dac̆a

dp = β
2

şi printre cifrele eliminate există una nenul̆a rotunjirea se facêın sus, iar̂ın caz
contrar ultima cifr̆a p̆astrat̆a este par̆a. Dac̆a not̆am cufl operaţia de rotunjire, operaţiile
aritmetice dinF se pot defini prin

x ⊚ y = fl(x ◦ y). (1.4.3)

Se pot alege şi alte variante de rotunjire – cât mai dep̆artat de 0, spre−∞, spre+∞,
spre 0 (trunchiere).̂In raţionamentele asupra operaţiilorı̂n virgulă flotant̆a vom folosi
următorul model

∀x, y ∈ F, ∃δ cu |δ| < eps astfelı̂ncâtx ⊚ y = (x ◦ y)(1 + δ). (1.4.4)

În cuvinte, orice operaţiêın aritmeticâın virgulă flotant̆a este exactă p̂an̆a la o eroare
relativă de cel multeps.

Formula (1.4.4) se numeşteaxioma fundamentală a aritmeticii ı̂n virgulă flotant̆a.

1.4.2. Anularea

Din formulele pentru eroarea relativă (1.3.2), dac̆ax ≈ x(1 + δx) şi y ≈ y(1 + δy),
avem urm̆atoarele expresii pentru erorile relative ale operaţiilor ı̂n virgulă flotant̆a:

δxy = δx + δy (1.4.5)

δx/y = δx − δy (1.4.6)

δx+y =
x

x + y
δx +

y

x + y
δy (1.4.7)
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Singura operaţie critic̆a din punct de vedere al erorii este scăderea a doŭa cantit̆aţi apro-
piatex ≈ y, cazı̂n careδx−y →∞. Acest fenomen se numeşte anulare şi este reprezen-
tat graficı̂n figura 1.3. Aicib, b′, b′′ sunt cifre binare acceptabile, iarg-urile reprezint̆a
cifre binare contaminate de eroare (gunoaie – garbage digits). De notat c̆a, gunoi - gunoi
= gunoi, dar mai important, normalizarea mută prima cifr̆a contaminat̆a de pe poziţia a
12-a pe poziţia a treia.

x = 1 0 1 1 0 0 1 0 1 b b g g g g e
y = 1 0 1 1 0 0 1 0 1 b′ b′ g g g g e
x-y = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b′′ b′′ g g g g e

= b′′ b′′ g g g g ? ? ? ? ? ? ? ? ? e-9

Figura 1.3: Anularea

Anularea este de două tipuri: benign̆a, când se scad două cantit̆aţi exacte şicatas-
trofală, când se scad două cantit̆aţi deja rotunjite. Programatorul trebuie să fie conştient
de posibilitatea apariţiei anulării şi s̆a ı̂ncerce s̆a o evite. Expresiilêın care apare anu-
larea trebuie rescrise, iar o anulare catastrofală trebuiêıntotdeauna transformată ı̂n una
benign̆a. Vom dâın continuare ĉateva exemple de anulări catastrofale şi modul de trans-
formare a lor .

Exemplul 1.4.1. Dac̆a a ≈ b, atunci expresiaa2 − b2 se transform̆a ı̂n (a − b)(a + b).
Forma iniţial̆a este de preferatı̂n cazul ĉanda≫ b saub≫ a. ♦

Exemplul 1.4.2. Dac̆a anularea aparêıntr-o expresie cu radicali, se amplifică cu conju-
gata:

√
x + δ −

√
x =

δ√
x + δ +

√
x
, δ ≈ 0.

♦

Exemplul 1.4.3. Diferenţa valorilor unei funcţii pentru argumente apropiate se trans-
formă folosind formula lui Taylor:

f(x + δ)− f(x) = δf ′(x) +
δ2

2
f ′′(x) + · · · f ∈ Cn[a, b]. ♦

Exemplul 1.4.4. La ecuaţia de gradul al doileaax2 + bx + c = 0, anularea poate să
apar̆a dac̆a b2 ≫ 4ac. Formulele uzuale

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
(1.4.8)

x2 =
−b−

√
b2 − 4ac

2a
(1.4.9)
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pot s̆a conduc̆a la anulare astfel: pentrub > 0 anularea apare la calculul luix1, iar pentru
b < 0 anularea apare la calculul luix2. Remediul este s̆a amplific̆am cu conjugata

x1 =
2c

−b−
√

b2 − 4ac
(1.4.10)

x2 =
2c

−b +
√

b2 − 4ac
(1.4.11)

şi s̆a utilizăm ı̂n primul caz formulele (1.4.10) şi (1.4.9), iarı̂n al doilea caz (1.4.8) şi
(1.4.11). ♦

1.5. Standardizarea reprezent̆arii ı̂n virgul ă flotantă

Exist̆a doŭa standarde diferite pentru calcululı̂n virgulă flotant̆a: IEEE 754 care
prevedeβ = 2 şi IEEE 854 care permiteβ = 2 sauβ = 10, dar las̆a o mai mare
libertate de reprezentare. Ne vom ocupa numai de primul standard.

Parametrii standardului se dauı̂n tabela 1.1.

Precizia
Simpl̆a Simpl̆a extins̆a Dublă Dublă extins̆a

p 24 ≥ 32 53 ≥ 64
emax +127 ≥ +1023 +1023 ≥ +16383
emin -126 ≤ −1022 -1022 ≤ −16382

dim. exponent 8 ≥ 11 11 ≥ 15
dim. num̆ar 32 ≥ 43 64 ≥ 79

Tabela 1.1: Parametrii reprezentării flotante

Motivele pentru formatele extinse sunt:

1. o mai bun̆a precizie;

2. pentru conversia din binarı̂n zecimal şi invers este nevoie de 9 cifreı̂n simpl̆a
precizie şi de 17 cifrêın dubl̆a precizie.

Motivul pentru care|emin| < emax este acela c̆a1/2emin nu trebuie s̆a dea dep̆aşire.
Operaţiile⊕,⊖,⊗,⊘ trebuie s̆a fie exact rotunjite. Precizia aceasta se asigură cu

doŭa cifre de gard̆a şi un bit suplimentar.
Reprezentarea exponentului se numeştereprezentare cu exponent deplasat, adic̆a ı̂n

loc dee se reprezint̆a e + D, undeD este fixat la alegerea reprezentării.
În cazul IEEE 754,D = 127.
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1.5.1. Cantit̆aţi speciale

În standardul IEEE 754 există urm̆atoarele cantit̆aţi speciale:

Exponent Semnificant Ce reprezintă
e = emin − 1 f = 0 ±0
e = emin − 1 f 6= 0 0.f × 2emin

emin ≤ e ≤ emax 1.f × 2e

e = emax + 1 f = 0 ±∞
e = emax + 1 f 6= 0 NaN

NaN. Avem de fapt o familie de valori NaN, operaţiile ilegale saunedeterminate
conduc la NaN:∞+(−∞), 0×∞, 0/0,∞/∞, x REM 0,∞REM y,

√
x pentrux < 0.

Dac̆a un operand este NaN rezultatul va fi tot NaN.
Infinit. 1/0 =∞,−1/0 = −∞. Valorile infinite dau posibilitatea continuării calcu-

lului, lucru mai sigur deĉat abortarea sau returnarea celui mai mare număr reprezentabil.
x

1+x2 pentrux =∞ dă rezultatul 0.
Zero cu semn.Avem doi de 0:+0,−0; relaţiile +0 = −0 şi −0 < +∞ sunt

adev̆arate. Avantaje: tratarea simplă a dep̆aşirilor inferioare şi discontinuităţilor. Se face
distincţieı̂ntre log 0 = −∞ şi log x = NaN pentrux < 0. Făr̆a 0 cu semn nu s-ar putea
face distincţie la logaritm̂ıntre un num̆ar negativ care d̆a dep̆aşire superioară şi 0.

1.6. Condiţionarea unei probleme

Putem ĝandi o problem̆a ca o aplicaţie

f : Rm → Rn, y = f(x). (1.6.1)

Ne intereseaz̆a sensibilitatea aplicaţieiı̂ntr-un punct datx la mici perturbaţii ale
argumentului, adic̆a ĉat de mare sau cât de mic̆a este perturbaţia luiy comparativ cu
perturbaţia luix. În particular, dorim s̆a măsur̆am gradul de sensibilitate printr-un singur
număr, num̆arul de condiţionare al aplicaţieif ı̂n punctulx. Vom presupune c̆a f este
calculat̆a exact, cu precizie infinită.Condiţionarea luif este deci o proprietate inerentă
a funcţieif şi nu depinde de nici o consideraţie algoritmică legat̆a de implementarea
sa.

Aceasta nûınseamn̆a c̆a determinarea condiţionării unei probleme este nerelevantă
pentru orice soluţie algoritmică a problemei. Din contră. Motivul este acela c̆a soluţia
calculat̆a cu (1.6.1),y∗ (utilizând un algoritm specific şi aritmeticaı̂n virgulă flotant̆a)
este (şi acest lucru se poate demonstra) soluţia unei probleme ,,apropiate“

y∗ = f(x∗) (1.6.2)
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cu
x∗ = x + δ (1.6.3)

şi, mai mult, distanţa‖δ‖ = ‖x∗ − x‖ poate fi estimat̆a ı̂n termeni de precizie a maşinii.
Deci, dac̆a ştim ĉat de tare sau cât de slab reacţionează aplicaţia la mici perturbaţii, cum
ar fi δ ı̂n (1.6.3), putem spune ceva despre eroareay∗ − y a soluţiei cauzată de această
perturbaţie.

Se poate considera şi condiţionareaı̂ntre aplicaţii mai generale, dar pentru imple-
ment̆ari practice este suficient să ne limit̆am la cazul finit dimensional.

Fie

x = [x1, . . . , xm]T ∈ Rm, y = [y1, . . . , yn]T ∈ Rn,

yν = fν(x1, . . . , xm), ν = 1, n.

yν va fi privit ca o funcţie de o singură variabil̆axµ

γνµ = (condνµ f)(x) =

∣∣∣∣∣
xµ

∂fν

∂xµ

fν(x)

∣∣∣∣∣ . (1.6.4)

Aceasta ne d̆a o matrice de numere de condiţionare

Γ(x) =




x1
∂f1
∂x1

f1(x)
. . .

xm
∂f1
∂xm

f1(x)
...

. ..
...

x1
∂fn
∂x1

fn(x)
. . .

xm
∂fn
∂xm

fn(x)


 = [γνµ(x)] (1.6.5)

şi vom lua canum̆ar de condiţionare

(cond f)(x) = ‖Γ(x)‖. (1.6.6)

Alt ă abordare.Consider̆am norma‖ · ‖∞

∆yν ≈
m∑

µ=1

∂fν

∂xµ

∆xµ (= fν(x + ∆x)− fν(x))

|∆yν | ≤
n∑

µ=1

∣∣∣∣
∂fν

∂xµ

∣∣∣∣∆xµ ≤ max
µ
|∆xµ|

m∑

µ=1

∣∣∣∣
∂fν

∂xµ

∣∣∣∣ ≤

≤ max
µ
|∆xµ|max

ν

m∑

µ=1

∣∣∣∣
∂fν

∂xµ

∣∣∣∣
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Am obţinut

‖∆y‖∞ ≤ ‖∆x‖∞
∥∥∥∥
∂f

∂x

∥∥∥∥
∞

(1.6.7)

unde

J(x) =
∂f

∂x
=




∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xm
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
. . . ∂f2

∂xm

...
...

.. .
...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xm


 ∈ Rn × Rm (1.6.8)

este matricea jacobiană a luif

‖∆y‖∞
‖y‖∞

≤
‖x‖∞

∥∥∂f
∂x

∥∥
∞

‖f(x)‖∞
· ‖∆x‖
‖x‖∞

. (1.6.9)

Estimarea (1.6.9) este mai grosieră deĉat (1.6.4).
Dac̆am = n = 1 ı̂n ambele abord̆ari se obţine

(cond f)(x) =

∣∣∣∣
xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ ,

pentrux 6= 0, y 6= 0.
Dac̆ax = 0∧y 6= 0 se consider̆a eroarea absolută pentrux şi eroarea relativ̆a pentru

y

(cond f)(x) =

∣∣∣∣
f ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ ;

pentruy = 0 ∧ x 6= 0 se ia eroarea absolută pentruy şi eroarea relativ̆a pentrux, iar
pentrux = y = 0

(cond f)(x) = f ′(x).

Exemplul 1.6.1 (Sisteme de ecuaţii liniare algebrice).Dându-se matriceaA ∈ Rm×n

şi vectorulb ∈ Rn să se rezolve sistemul

Ax = b. (1.6.10)

Aici datele de intrare sunt elementele luiA şi b, iar rezultatul este vectorulx. Pentru
a simplifica lucrurile s̆a presupunem căA este o matrice fixată care nu se schimbă şi c̆a
b ar putea fi perturbat. Avem aplicaţiaf : Rn → Rn dat̆a de

x = f(b) := A−1b,

care este liniar̆a. Deci∂f
∂b

= A−1 şi utilizând (1.6.9) obţinem

(cond f)(b) =
‖b‖‖A−1‖
‖A−1b‖ =

‖Ax‖‖A−1‖
‖A−1b‖ ,

max
b∈Rn

b 6=0

(cond f)(b) = max
x∈Rn

b 6=0

‖Ax‖
‖x‖ ‖A

−1‖ = ‖A‖‖A−1‖.
(1.6.11)

♦
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Numărul ‖A‖‖A−1‖ se numeşte num̆ar de condiţionare al matriceiA şi se noteaz̆a
cond A.

cond A = ‖A‖‖A−1‖.
Vom reveni asupra acestei problemeı̂n capitolul 2, consacrat rezolvării sistemelor de
ecuaţii algebrice liniare.

1.7. Condiţionarea unui algoritm

Fie problema
f : Rm → Rn, y = f(x). (1.7.1)

Împreun̆a cuf se d̆a un algoritmA care rezolv̆a problema. Adic̆a d̂andu-se un vector
x ∈ F(β, p, emin, emax, denorm), algoritmulA produce un vectoryA (ı̂n aritmeticâın
virgulă flotant̆a), despre care se presupune că aproximeaz̆a y = f(x). Astfel avem o
aplicaţiefA ce descrie modul̂ın care problemaf este rezolvat̆a de algoritmulA

fA : Fm(. . . )→ Fn(. . . ), yA = fA(x).

Pentru a putea analizafA facem urm̆atoarea ipotez̆a de baz̆a

(IB) ∀ x ∈ Fm ∃ xA ∈ Fm : fA(x) = f(xA). (1.7.2)

Adică, soluţia calculată corespunẑand unei anumite intrări x este soluţia exactă pentru
o alt̆a intrare, diferit̆a de prima,xA (nu neap̆arat num̆ar ı̂n virgulă flotant̆a, şi nici unic
determinat̆a) despre care sperăm c̆a este apropiată dex. Cu ĉat ğasim unxA mai apropiat
dex, cu at̂at avem mai marêıncrederêın algoritm.

Definimcondiţionarea luiA ı̂n x compar̂and eroarea relativă la intrare cueps:

(cond A)(x) = inf
xA

‖xA − x‖
‖x‖

/
eps .

Justificare:

δy =
fA(x)− f(x)

f(x)
=

(xA − x)f ′(ξ)

f(x)
≈ xA − x

x
· 1

eps

xf ′(x)

f(x)
eps

Infimumul se ia dup̆a toţi xA ce satisfacyA = f(xA). În practic̆a se poate lua orice
valoarexA şi se obţine o margine superioară a num̆arului de condiţionare

(cond A)(x) ≤
‖xA−x‖

‖x‖
eps

. (1.7.3)
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1.8. Eroarea global̆a

Consider̆am din nou problema:

f : Rm → Rn, y = f(x). (1.8.1)

Aceasta este problema (matematică) idealizat̆a, ı̂n care datele sunt numere reale, iar
soluţia este soluţia matematică exact̆a. Ĉand o rezolv̆amı̂n aritmeticâın virgulă flotant̆a,
cu preciziaeps, utilizând un algoritmA, rotunjim laı̂nceput toate datele şi acestora nu
le aplic̆amf , ci fA.

x∗ = x rotunjit,
‖x∗ − x‖
‖x‖ = ε, y∗

A = fA(x∗).

Aici ε este eroarea de rotunjire. Ea poate proveni şi din alte surse (măsur̆atori). Eroarea
total̆a este

‖y∗
A − y‖
‖y‖ .

Pe baza ipotezei (1.7.2, IB) alegândxA optimal avem

fA(x∗) = f(x∗
A),

‖x∗
A − x∗‖
‖x∗‖ = (cond A)(x∗) eps . (1.8.2)

Fiey∗ = f(x∗). Avem utilizând inegalitatea triunghiului

‖y∗
A − y‖
‖y‖ ≤ ‖y

∗
A − y∗‖
‖y‖ +

‖y∗ − y‖
‖y‖ ≈ ‖y

∗
A − y∗‖
‖y∗‖ +

‖y∗ − y‖
‖y∗‖

Am presupus c̆a‖y‖ ≈ ‖y∗‖. Din (1.8.2) rezult̆a pentru primul termen

‖y∗
A − y∗‖
‖y∗‖ =

‖fA(x∗)− f(x∗)‖
‖f(x∗)‖ =

‖f(x∗
A)− f(x∗)‖
‖f(x∗)‖ ≤

≤ (cond f)(x∗)
‖x∗

A − x‖
‖x∗‖ = (cond f)(x∗)(cond A)(x∗) eps,

iar pentru al doilea

‖y∗ − y‖
‖y‖ =

‖f(x∗)− f(x)‖
‖f(x)‖ ≤ (cond f)(x)

‖x∗ − x‖
‖x‖ = (cond f)(x)ε.

Presupun̂and c̆a (cond f)(x∗) ≈ (cond f)(x) obţinem

‖y∗
A − y‖
‖y‖ ≤ (cond f)(x)[ε + (cond A)(x∗) eps]. (1.8.3)

Interpretare: erorilêın date şieps contribuiêımpreun̆a la eroarea totală. Ambele sunt
amplificate de condiţionarea problemei, dar ultima este amplificată şi de condiţionarea
algoritmului.
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1.9. Probleme prost condiţionate şi probleme incorect
puse

Dac̆a num̆arul de condiţionare al unei probleme este mare ((cond f)(x)≫ 1), atunci
chiar pentru erori (relative) mici trebuie să ne aşteptăm la erori foarte marîın datele
de ieşire. Astfel de probleme se numescprobleme prost condiţionate. Nu este posibil
să tragem o linie clar̆a de demarcaţiêıntre problemele bine condiţionate şi cele prost
condiţionate. O categorizare a unei problemeı̂n prost condiţionat̆a sau bine condiţiona-
tă depinde de specificaţiile de precizie. Dacă dorim ca

‖y∗ − y∗
A‖

‖y‖ < τ

şi ı̂n (1.8.3)(cond f)(x)ε ≥ τ , atunci problema este sigur prost condiţionată.
Este important s̆a se aleağa o limită rezonabil̆a pentru eroare, căci ı̂n caz contrar,

chiar dac̆a creştem num̆arul de iteraţii, nu vom putea creşte precizia.
Dac̆a rezultatul unei probleme matematice depinde discontinuude date ce variază

continuu, atunci este imposibil de dat o soluţie numerică a problemeîın vecin̆atatea dis-
continuit̆aţii. În astfel de cazuri rezultatul poate fi perturbat substanţial, chiar dac̆a datele
de intrare sunt precise şi utilizăm aritmetica de precizie multiplă. Astfel de probleme se
numescprobleme incorect puse. O problem̆a incorect pus̆a poate s̆a apar̆a, de exemplu,
dac̆a un rezultat̂ıntreg este calculat din date reale (adică date care variază continuu), de
exemplu num̆arul de r̆ad̆acini reale ale unei funcţii sau rangul unei matrice.

Exemplul 1.9.1 (Num̆arul de zerouri reale ale unui polinom). Ecuaţia

P3(x, c0) = c0 + x− 2x2 + x3

are una, doŭa sau trei r̆ad̆acini reale, dup̆a cumc0 este strict pozitiv, zero sau strict
negativ (vezi figura 1.4). Deci, pentru valori ale luic0 apropiate de zero, num̆arul de
zerouri reale ale luiP3 este o problem̆a incorect pus̆a. ♦

1.10. Stabilitatea

1.10.1. Notaţii asimptotice

Aceast̆a subsecţiune introduce notaţiile asimptotice de bază şi ĉateva abuzuri co-
mune.

Pentru o funcţie datăg(n) vom nota cuΘ(g(n)) mulţimea de funcţii

Θ(g(n)) = {f(n) : ∃c1, c2, n0 > 0 0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) ∀n ≤ n0} .
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Figura 1.4: Problem̆a incorect pus̆a

DeşiΘ(g(n)) este o mulţime; scriemf(n) = Θ(g(n)) pentru a indica faptul c̆a f(n) ∈
Θ(g(n)). Acest abuz de egalitate pentru a nota apartenenţa la o mult¸ime poate p̆area
la ı̂nceput confuz, dar vom vedea că are anumite avantaje. Vom spune că g(n) este o
margine asimptotic̆a strâns̆a (assymptotically tight bound)pentruf(n).

Definiţia mulţimii Θ(g(n)) necesit̆a ca fiecare membru al ei să fieasimptotic nene-
gativ, adic̆a f(n) ≥ 0 cândn este suficient de mare.În consecinţ̆a g(n) trebuie s̆a fie
şi ea asimptotic negativă, c̆aci altfelΘ(g(n)) este vid̆a. Din acest motiv vom presupune
că fiecare funcţie utilizată ı̂n interiorul notaţieiΘ este asimptotic nenegativă. Aceast̆a
presupunere are loc şi pentru celelate notaţii asimptotice care vor fi definitêın acest
capitol.

Pentru o funcţie datăg(n) vom nota cuO(g(n)) mulţimea de funcţii

O(g(n)) = {f(n) : ∃c, n0 0 ≤ f(n) ≤ cg(n), ∀n ≥ n0} .

Pentru a indica faptul c̆a f(n) este un membru al luiO(g(n)) scriemf(n) = O(g(n)).
Observ̆am c̆a f(n) = Θ(g(n)) =⇒ f(n) = O(g(n), deoarece notaţiaΘ este mai tare
deĉat notaţiaO. Utilizând notaţiile din teoria mulţimilor avemΘ(g(n)) ⊆ O(g(n)).
Una dintre propriet̆aţile ciudate ale notaţiei este aceea căn = O(n2).

Pentru o funcţie datăg(n) vom nota prinΩ(g(n)) mulţimea de funcţii

Ω(g(n)) = {f(n) : ∃c, n0 0 ≤ cg(n) ≤ f(n), ∀n ≥ n0} .

Aceast̆a notaţie furnizeaz̆a o margine asimptotic̆a inferioară. Din definiţiile notaţiilor
asimptotice se obţine imediat:

f(n) = Θ(g(n))⇐⇒ f(n) = O(g(n)) ∧ f(n) = Ω(g(n)).
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Spunem c̆a funcţiilef şi g : N −→ R suntasimptotic echivalente, notaţie∼ dac̆a

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1.

Extinderea notaţiilor asimptotice la mulţimea numerelor reale este naturală. De exemplu
f(t) = O(g(t)) ı̂nseamn̆a c̆a exist̆a o constant̆a pozitiv̆a C astfel ı̂ncât pentru oricet
suficient de apropiat de o limită sub̂ınţeleas̆a (de exemplut→∞ saut→ 0) avem

|f(t)| ≤ Cg(t). (1.10.1)

1.10.2. Precizie şi stabilitate

Vom considera oproblem̆a ca fiind o aplicaţief : X −→ Y , undeX şi Y sunt spaţii
liniare normate (pentru scopurile noastre ne vom limita la cazul finit dimensional). Ne
va interesa comportarea problemeiı̂ntr-un punct particularx ∈ X (comportarea poate
diferi de la un punct la altul). Combinaţia unei problemef cu nişte date prescrisex se
va numi instanţ̆a a problemei, dar se obişnuieşte să se utilizeze termenul deproblem̆a
pentru ambele noţiuni.

Numerele complexe sunt reprezentate printr-o pereche de numereı̂n virgulă flotant̆a
şi operaţiile elementare se realizează pe această reprezentare. Rezultatul este acela că
axioma (1.4.4) este valabilă şi pentru numere complexe, exceptând faptul c̆a la operaţiile
⊗ şi⊘ eps trebuie m̆arit cu un factor de23/2 şi respectiv25/2.

Un algoritm va fi privit ca o aplicaţiefA : X −→ Y , undeX şi Y sunt ca mai sus.
Fie f o problem̆a, un calculator al c̆arui sistem de numerêın virgulă flotant̆a satisface
(1.4.4)), dar nu neapărat (1.4.3), un algoritmfA pentruf şi o implementare a acestui
algoritm sub form̆a de program pe calculator,A, toate fixate. D̂andu-se o dată x ∈
X, o vom rotunji la un num̆ar ı̂n virgulă flotant̆a şi apoi o vom furniza programului.
Rezultatul este o colecţie de numereı̂n virgulă flotant̆a care aparţin spaţiuluiY (deoarece
algoritmul a fost conceput să rezolvef ). Vom numi acest rezultat calculatfA(x).

Except̂and cazul trivial,fA nu poate fi continŭa. Vom spune c̆a un algoritmfA pentru
problemaf esteprecis, dac̆a pentru oricex ∈ X, eroarea sa relativă verific̆a

‖fA(x)− f(x)‖
‖f(x)‖ = O(eps). (1.10.2)

Dac̆a problemaf este prost condiţionată, obiectivul preciziei, aşa cum este definit
de (1.10.2) este nerezonabil de ambiţios. Erorile de rotunjire ı̂n datele de intrare sunt
inevitabile pe calculatoare numerice şi chiar dacă toate calculele urm̆atoare se realizează
perfect, această perturbaţie ne conduce la o modificare semnificativă a rezultatului.̂In
loc s̆a urm̆arim preciziaı̂n toate cazurile este mai rezonabil să urm̆arim stabilitatea.
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Spunem c̆a algoritmul fA pentru problemaf estestabil dac̆a pentru oricex ∈ X
exist̆a unx̃ cu

‖x̃− x‖
‖x‖ = O(eps) (1.10.3)

astfelı̂ncât
‖fA(x)− f(x̃)‖
‖f(x̃)‖ = O(eps). (1.10.4)

În cuvinte,un algoritm stabil ne d̆a un r̆aspuns aproape corect la o problemă aproape
exact̆a.

Mulţi dintre algoritmii din algebra liniar̆a numeric̆a satisfac o condiţie care este mai
puternic̆a şi mai simpl̆a deĉat stabilitatea. Spunem că un algoritmfA pentru problema
f esteregresiv stabil(backward stable) dacă

∀x ∈ X ∃x̃ cu
‖x̃− x‖
‖x‖ = O(eps) astfelı̂ncâtfA(x) = f(x̃). (1.10.5)

Aceasta este ôıntărire a definiţiei stabilit̆aţii ı̂n sensul c̆a O(eps) din (1.10.4) a fost
ı̂nlocuit cu 0.În cuvinte,un algoritm este regresiv stabil dacă d̆a r̆aspunsul corect la o
problem̆a aproape exactă.

Observaţia 1.10.1.Semnificaţia notaţiei

||cantitate calculată|| = O(eps) (1.10.6)

este urm̆atoarea:

• ||cantitate calculată|| reprezint̆a norma unui num̆ar sau a unei colecţii de numere
determinate de algoritmulfA pentru o problem̆a f , depinẑand at̂at de datele de
intrarex ∈ X ale luif cât şi deeps. Un exemplu este eroarea relativă.

• Procesul implicit de trecere la limită esteeps→ 0 (adic̆aeps corespunde luit din
(1.10.1)).

• O se aplic̆a uniform tuturor datelorx ∈ X. La formularea rezultatelor de stabili-
tate această uniformitate va fi implicit̆a.

• Pentru orice aritmetic̆a pe calculator particulară eps este o cantitate fixată. Ĉand
vorbim despre limitaeps → 0, consider̆am o idealizare a unui calculator sau a
unei familii de calculatoare. Ecuaţia (1.10.6)ı̂nseamn̆a c̆a dac̆a rul̆am algoritmul
ı̂n cauz̆a pe calculatoare ce satisfac (1.4.3) şi (1.4.4) pentru un s¸ir de eps-uri
descresc̆ator ce tinde c̆atre zero, se garantează c̆a ||cantitate calculată|| descreşte
proporţional cueps sau mai repede. Acestor calculatoare ideale li se cere să satis-
facă doar (1.4.3) şi (1.4.4) şi nimic altceva.
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• Constanta implicit̆a din notaţiaO poate depinde şi de dimensiunile argumentelor
(de exemplu pentru rezolvarea unui sistemAx = b de dimensiunile luiA şi b). În
general,̂ın probleme practice, creşterea erorii datorată dimensiunii este lentă, dar
pot exista situaţiîın care s̆a apar̆a factori cum ar fi2m, care fac astfel de margini
inutile ı̂n practic̆a. ♦

Datorit̆a echivalenţei normelor pe spaţii finit dimensionale, pentru problemelef şi
algoritmii fA definite pe astfel de spaţii, proprietăţile de precizie, stabilitate şi stabilitate
regresiv̆a au loc sau nu independent de alegerea normelor.

1.10.3. Analiza regresiv̆a a erorilor

Stabilitatea regresiv̆a implică preciziâın sens relativ.

Teorema 1.10.2Presupunem c̆a se aplic̆a un algoritm regresiv stabilfA unei probleme
f : X −→ Y cu num̆arul de condiţionare(cond f)(x) pe un calculator ce satisface
(1.4.3)şi (1.4.4). Atunci eroarea relativ̆a satisface

‖fA(x)− f(x)‖
‖f(x)‖ = O ((cond f)(x) eps) . (1.10.7)

Demonstraţie.Din definiţia (1.10.5) a stabilităţii regresive, există unx̃ ∈ X ce satisface

‖x̃− x‖
‖x‖ = O(eps),

astfel ı̂ncât fA(x) = f (x̃). Din definiţia (1.6.5) şi (1.6.6) a lui(cond f)(x) aceasta
implică

‖fA(x)− f(x)‖
‖f(x)‖ ≤ ((cond f)(x) + o(1))

‖x̃− x‖
‖x‖ , (1.10.8)

undeo(1) desemneaz̆a o cantitate ce converge către zero ĉandeps → 0. Combin̂and
aceste delimit̆ari se obţine (1.10.7).�

Procesul urmat̂ın demonstraţia teoremei 1.10.2 este cunoscut sub numele de ana-
liza regresiv̆a a erorilor (backward error analysis). Se obţine o estimaţie a preciziei ı̂n
doi paşi. Primul pas este investigarea condiţionării problemei. Cel̆alalt este investigarea
stabilit̆aţii propriu-zise a algoritmului. Conform teoremei 1.10.2, dac̆a algoritmul este
regresiv stabil, atunci precizia finală reflect̆a acel num̆ar de condiţionare.

În afar̆a de analiza regresivă a erorilor, exist̆a şi o analiz̆a direct̆a sauprogresiv̆a. Aici
se estimeaz̆a erorile de rotunjire la fiecare pas şi apoi modul cum se compun şi ı̂n final
un total (secţiunea 1.3).
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Experienţa a arătat c̆a pentru cei mai mulţi algoritmi ai algebrei liniare numerice
analiza progresiv̆a a erorilor este mai greu de realizat decât cea regresiv̆a. Cei mai buni
algoritmi pentru cele mai multe probleme ale algebrei liniare numerice nu fac altceva
mai bun deĉat s̆a calculeze soluţia exactă pentru nişte date uşor perturbate. Analiza
regresiv̆a este o metod̆a de raţionament bine adaptată acestei situaţii.
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Figura 2.1: Sfera unitate pentru patrup-norme

2.1. Elemente de Analiz̆a matricial ă

p-norma unui vectorx ∈ Kn se defineşte prin

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

1 ≤ p <∞.

Pentrup =∞ norma este definită prin

‖x‖∞ = max
i=1,n
|xi|.

Norma‖·‖2 se numeştenormă euclidian̆a, ‖·‖1 se numeştenormă Minkowski, iar‖·‖∞
se numeştenormă Ceb̂ışev. În figura 2.1 apar reprezentate sferele unitateı̂n diversep-
norme.

FieA ∈ Kn×n. Polinomulp(λ) = det(A− λI) se numeştepolinomul caracteristic
al lui A. Răd̆acinile lui p se numescvalori proprii ale lui A, iar dac̆a λ este o valoare
proprie a luiA vectorulx 6= 0 cu proprietatea c̆a (A − λI)x = 0 se numeştevector
propriu al lui A corespunz̆ator valorii propriiλ.

Valoareaρ(A) = max{|λ| λ valoare proprie a luiA} se numeşterază spectral̆a a
matriceiA. Vom nota cuAT transpusa luiA şi cuA∗ transpusa conjugată a lui A.

Definiţia 2.1.1 O matriceA se numeşte:

1. normal̆a, dac̆a AA∗ = A∗A;

2. unitar̆a, dac̆a AA∗ = A∗A = I;

3. hermitian̆a, dac̆a A = A∗;

4. ortogonal̆a, dac̆a AAT = AT A = I, A reală;

5. simetric̆a, dac̆a A = AT , A reală.
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Definiţia 2.1.2 O normă matricial̆a este o aplicaţie‖·‖ : Km×n → R care pentru orice
A,B ∈ Km×n şi α ∈ K verifică următoarele relaţii

(NM1) ‖A‖ ≥ 0, ‖A‖ = 0⇔ A = On;

(NM2) ‖αA‖ = |α|‖A‖;

(NM3) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;

(NM4) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.
Primele trei propriet̆aţi ne spun c̆a ‖ · ‖ este o norm̆a peKm×n, care este şi spaţiu

vectorial de dimensiunemn, iar (NM4) este specific̆a normelor matriciale. Un mijloc
simplu de construire a normelor matriciale este următorul: fiind dat̆a o norm̆a vectorial̆a
‖ · ‖ peCn, aplicaţia‖ · ‖ : Cn×n → R

‖A‖ = sup
v∈Cn

v 6=0

‖Av‖
‖v‖ = sup

v∈Cn

‖v‖≤1

‖Av‖ = sup
v∈Cn

‖v‖=1

‖Av‖

este o norm̆a matricial̆a numit̆a normă matricială subordonat̆a (normei vectoriale date)
saunormă natural̆a (indus̆a de norma dată).

Observaţia 2.1.3. 1. Aceste norme matriciale subordonate sunt un caz particular al
normei unei aplicaţii liniareA : Km → Kn.

2. O norm̆a subordonată verific̆a‖I‖ = 1.

3. Dac̆a matriceaA este real̆a, marginea superioară a raportului‖Av‖/‖v‖ este
atins̆a pentru vectori reali (vezi teorema următoare). ♦

Să calcul̆am acum normele subordonate normelor vectoriale‖ · ‖1, ‖ · ‖2, ‖ · ‖∞.

Teorema 2.1.4Fie A ∈ Kn×n(C). Atunci

‖A‖1 := sup
v∈Cn\{0}

‖Av‖1
‖v‖ 1

= max
j

∑

i

|aij|,

‖A‖∞ := sup
v∈Cn\{0}

‖Av‖∞
‖v‖∞

= max
i

∑

j

|aij|,

‖A‖2 := sup
v∈Cn\{0}

‖Av‖2
‖v‖2

=
√

ρ(A∗A) =
√

ρ(AA∗) = ‖A∗‖2.

Norma‖ · ‖2 este invariant̆a la transform̆arile unitare,

UU∗ = I ⇒ ‖A‖2 = ‖AU‖2 = ‖UA‖2 = ‖U∗AU‖2.
Altfel spus, dac̆a A este normal̆a, atunci

AA∗ = A∗A⇒ ‖A‖2 = ρ(A).
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Demonstraţie.Pentru orice vectorv avem

‖Av‖1 =
∑

i

∣∣∣∣∣
∑

j

aijvj

∣∣∣∣∣ ≤
∑

j

|vj|
∑

i

|aij| ≤

≤
(

max
j

∑

i

|aij|
)
‖v‖1.

Pentru a ar̆ata c̆a max
j

∑
i |aij| este efectiv cel mai mic num̆ar α pentru care are loc

‖Av‖1 ≤ α‖v‖1, ∀ v ∈ Cn, s̆a construim un vectoru (care depinde deA) astfelı̂ncât

‖Au‖1 =

{
max

j

∑

i

|aij|
}
‖u‖1.

Dac̆a j0 este un indice ce verifică

max
j

∑

i

|aij| =
∑

i

|aij0 |,

atunci vectorulu are componenteleui = 0 pentrui 6= j0, uj0 = 1.
La fel

‖Av‖∞ = max
i

∣∣∣∣∣
∑

j

aijvj

∣∣∣∣∣ ≤
(

max
i

∑

j

|aij|
)
‖v‖∞.

Fie i0 un indice ce verific̆a

max
i

∑

j

|aij| =
∑

j

|ai0j|.

Vectorulu de componenteuj =
ai0j

|ai0j|
dac̆aai0j 6= 0, uj = 1 dac̆aai0j = 0 verifică

‖Au‖∞ =

{
max

i

∑

j

|aij|
}
‖u‖∞.

DeoareceAA∗ este hermitian̆a, exist̆a o descompunere proprieAA∗ = QΛQ∗, unde
Q este o matrice unitară (ale c̆arei coloane sunt vectori proprii) şiΛ este matricea dia-
gonal̆a a valorilor proprii, care trebuie să fie toate reale. Dacă ar exista o valoare proprie
negativ̆a şi q ar fi vectorul propriu corespunzător, am avea0 ≤ ‖Aq‖22 = qT AT Aq =
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qT λq = λ‖q‖22. Deci

‖A‖2 = max
x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

= max
x 6=0

(x∗A∗Ax)1/2

‖x‖2
= max

x 6=0

(x∗QΛQ∗x)1/2

‖x‖2

= max
x 6=0

((Q∗x)∗ΛQ∗x)1/2

‖Q∗x‖2
= max

y 6=0

(y∗Λy)1/2

‖y‖2
= max

y 6=0

√∑
λiy2

i∑
y2

i

≤ max
y 6=0

√
λmax

√∑
y2

i∑
y2

i

;

egalitatea are loc dacăy este o coloan̆a convenabil aleasă a matricei identitate.
Să ar̆at̆am c̆a ρ(A∗A) = ρ(AA∗). Dac̆a ρ(A∗A) > 0 exist̆a p astfel ı̂ncât p 6= 0,

A∗Ap = ρ(A∗A)p şi Ap 6= 0 (ρ(A∗A) > 0). CumAp 6= 0 şi AA∗(Ap) = ρ(A∗A)Ap
rezult̆a c̆a 0 < ρ(A∗A) ≤ ρ(AA∗) şi deciρ(AA∗) = ρ(A∗A) căci (A∗)∗ = A. Dac̆a
ρ(A∗A) = 0, avemρ(AA∗) = 0. Deci ı̂n toate cazurile‖A‖22 = ρ(A∗A) = ρ(AA∗) =
‖A∗‖22.

Invarianţa normei‖ · ‖2 la transform̆ari unitare nu este decât traducerea egalităţilor

ρ(A∗A) = ρ(U∗A∗AU) = ρ(A∗U∗UA) = ρ(U∗A∗UU∗AU).

În fine, dac̆a A este normal̆a, exist̆a o matrice U astfel ı̂ncât U∗AU =

diag(λi(A))
def
= Λ. În aceste condiţii

A∗A = (UΛU∗)∗UΛU = UD∗ΛU∗,

ceea ce ne arată c̆a

ρ(A∗A) = ρ(Λ∗Λ) = max
i
|λi(A)|2 = (ρ(A))2 .

�

Observaţia 2.1.5. 1) Dac̆aA este hermitian̆a sau simetric̆a (deci normal̆a),

‖A‖2 = ρ(A).

2) Dac̆aA este unitar̆a sau ortogonală (deci normal̆a),

‖A‖2 =
√

ρ(A∗A) =
√

ρ(I) = 1.

3) Teorema 2.1.4 ne spune că matricele normale şi norma‖ · ‖2 verifică

‖A‖2 = ρ(A).
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(4) Norma||.||∞ se mai numeşte norma Cebâşev sau m-norm̆a, norma||.||1 norma lui
Minkowski sau l-norm̆a, iar norma||.||2 normă euclidian̆a. ♦

Teorema 2.1.6 (1) Fie A o matrice p̆atratică oarecare şi‖ · ‖ o norm̆a matricială
oarecare (subordonată sau nu). Atunci

ρ(A) ≤ ‖A‖. (2.1.1)

(2) Fiind dat̆a o matriceA şi un num̆ar ε > 0, exist̆a cel puţin o norm̆a matricială
subordonat̆a astfel̂ıncât

‖A‖ ≤ ρ(A) + ε. (2.1.2)

Demonstraţie.(1) Fiep un vector ce verific̆ap 6= 0, Ap = λp, |λ| = ρ(A) şi q un vector
astfelı̂ncâtpqT 6= 0. Deoarece

ρ(A)‖pqT‖ = ‖λpqT‖ = ‖ApqT‖ ≤ ‖A‖‖pqT‖,

rezult̆a (2.1.1).
(2) Fie A o matrice dat̆a. Exist̆a o matrice inversabilă U astfel ı̂ncât U−1AU este

triunghiular̆a superior (de faptU este unitar̆a). De exemplu

U−1AU =




λ1 t12 t13 . . . t1,n

λ2 t23 . . . t2,n

.. .
...

λn−1 tn−1,n

λn




.

scalariiλi fiind valorile proprii ale matriceiA. (Pentru demonstraţie a se vedea teorema
7.2.6 din capitolul refcapvalpr.) Fiecărui scalarδ 6= 0 ı̂i asociem matricea

Dδ = diag(1, δ, δ2, . . . , δn−1),

astfel ca

(UDδ)
−1A(UDδ) =




λ1 δt12 δ2t13 . . . δn−1t1n

λ2 δt23 . . . δn−2t2n

. ..
...

λn−1 δtn−1n

λn




.

Fiind datε > 0, fixămδ astfel ca
n∑

j=i+1

|δj−itij| ≤ ε, 1 ≤ i ≤ n− 1.
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Atunci aplicaţia

‖ · ‖ : B ∈ Kn×n → ‖B‖ = ‖(UDδ)
−1B(UDδ)‖∞,

care depinde deA şi deε răspunde problemei.Într-adev̆ar, avem pe de o parte

‖A‖ ≤ ρ(A) + ε

conform alegerii luiδ şi definiţiei normei‖ · ‖∞ (‖cij‖∞ = maxi

∑
j |cij|) şi pe de alt̆a

parte ea este o norm̆a matricial̆a subordonată normei vectoriale

v ∈ Kn → ‖(UDδ)
−1v‖∞.

�

Un exemplu important de norm̆a nesubordonată este dat de teorema următoare.

Teorema 2.1.7Aplicaţia‖ · ‖E : Kn×n → R definit̆a prin

‖A‖E =

{
∑

i

∑

j

|aij|2
}1/2

= {tr(A∗A)}1/2

este o norm̆a matricială nesubordonată, invariant̆a la transform̆arile unitare

UU∗ = I ⇒ ‖A‖E = ‖AU‖E = ‖UA‖E = ‖U∗AU‖E
şi care verific̆a

‖A‖2 ≤ ‖A‖E ≤
√

n‖A‖2, ∀ A ∈ Kn×n.

Demonstraţie.‖ · ‖E este norma euclidiană peKn×n de dimensiunen2. Proprietatea
(NM4) se demonstrează cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz

‖AB‖2E =
∑

i,j

∣∣∣∣∣
∑

k

ajkbkj

∣∣∣∣∣ ≤
∑

i,j

{
∑

k

|aik|2
}{

∑

l

|blj|2
}

=

=

{
∑

i,k

|aik|2
}{

∑

j,l

|blj|2
}

= ‖A‖2E‖B‖2E.

Aceast̆a norm̆a nu este subordonată, deoarece‖I‖E =
√

n. Dac̆a U este o matrice
unitar̆a

‖A‖2E = tr(A∗A) = tr(U∗A∗AU) =

= ‖AU‖2E = tr(U∗A∗UA) = ‖UA‖E.

În fine inegalit̆aţile din enunţ rezult̆a din inegalit̆aţile

ρ(A∗A) ≤ tr(A∗A) ≤ nρ(A∗A).

�
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Norma||.||E se numeştenormă Frobenius.

Teorema 2.1.8Fie B o matrice p̆atratică. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(1) lim
k→∞

Bk = 0;

(2) lim
k→∞

Bkv = 0, ∀ v ∈ Kn;

(3) ρ(B) < 1;

(4) Exist̆a o norm̆a matricială subordonat̆a astfel̂ıncât ‖B‖ < 1.

Demonstraţie.(1)⇒ (2)

‖Bkv‖ ≤ ‖Bk‖‖v‖ ⇒ lim
k→∞

Bkv = 0

(2)⇒ (3) Dac̆a ρ(B) ≥ 1 putem ğasip astfelı̂ncât p 6= 0, Bp = λp, |λ| ≥ 1. Atunci
şirul de vectori(Bkp)k∈N ar putea s̆a nu convearğa c̆atre 0.
(3)⇒ (4) ρ(B) < 1⇒ ∃‖ · ‖ astfelı̂ncât‖B‖ ≤ ρ(B) + ε, ∀ ε > 0 deci‖B‖ < 1.
(4)⇒ (1) Este suficient s̆a aplic̆am inegalitatea‖Bk‖ ≤ ‖B‖k. �

2.2. Condiţionarea unui sistem liniar

Fie sistemul (exemplul este datorat lui Wilson)




10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10







x1

x2

x3

x4


 =




32
23
33
31


 ,

cu soluţia(1, 1, 1, 1)T şi consider̆am sistemul perturbat,̂ın care membrul drept este
foarte puţin modificat, matricea rămân̂and neschimbată




10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10







x1 + δx1

x2 + δx2

x3 + δx4

x4 + δx4


 =




32.1
22.9
33.1
30.9


 ,

cu soluţia(9.2,−12.6, 4.5,−1.1)T . Altfel spus, o eroare de 1/200ı̂n date (aici compo-
nentele din membrul drept) atrage o eroare relativă de 10/1 asupra rezultatului, deci o
mărire a erorii relative de ordin 2000!
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Consider̆am acum sistemul având de această dat̆a matricea perturbată




10 7 8.1 7.2
7.08 5.04 6 5
8 5.98 9.89 9

6.99 4.99 9 9.98







x1 + ∆x1

x2 + ∆x2

x3 + ∆x4

x4 + ∆x4


 =




32
23
33
31




cu soluţia(−81, 137,−34, 22)T . Din nou, o variaţie mic̆a ı̂n datele de intrare (aici, ele-
mentele matricei) modific̆a complet rezultatul (soluţia sistemului liniar). Matricea are
un aspect ,,bun“, ea este simetrică, determinantul ei este 1, iar inversa ei este




25 −41 10 −6
−41 68 −17 10
10 −17 5 −3
−6 10 −3 2


 ,

care este de asemenea simpatică.
Să analiz̆am aceste fenomene.În primul caz se d̆a o matriceinversabil̆a A şi se

compar̆a soluţiileexactex şi x + δx ale sistemelor

Ax = b

A(x + δx) = b + δb.

Fie ||·|| o norm̆a vectorial̆a oarecare şi||·|| norma matricial̆a subordonată. Din egalit̆aţile
δx = A−1δb şi b = Ax se deduce

||∆x|| ≤ ||A−1||||δb||, ||b|| ≤ ||A||||x||.

Eroarea relativ̆a a rezultatului||δx||
||x|| este majorat̆a ı̂n funcţie de eroarea relativă a datelor

prin
||δx||
||x|| ≤ ||A||||A

−1|| ||δb||||b|| .

În al doilea caz, ĉand matricea variază, avem de comparat soluţiile exacte ale siste-
melor

Ax = b

(A + ∆A)(x + ∆x) = b.

Din egalitatea∆x = −A−1∆A(x + ∆x) se deduce

||∆x|| ≤ ||A−1||||∆A||||x + ∆x||
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care se mai poate scrie

||∆x||
||x + ∆x|| ≤ ||A||||A

−1|| ||∆A||
||A|| .

Dac̆aA este nesingulară, num̆arul

cond(A) = ||A||||A−1|| (2.2.1)

se numeştenum̆ar de condiţionareal matriceiA.
Se poate da o estimare a numărului de condiţionarêın care s̆a intervin̆a simultan şi

perturbaţiile luiA şi ale luib. Consider̆am sistemul parametrizat, cu parametrult

(A + t∆A)x(t) = b + t∆b, x(0) = x.

MatriceaA fiind nesingular̆a, funcţiax este diferenţiabil̆a ı̂n t = 0:

ẋ(0) = A−1(∆b−∆Ax).

Dezvoltarea Taylor a luix(t) este dat̆a de

x(t) = x + tẋ(0) + O(t2).

Rezult̆a c̆a eroarea absolută poate fi estimată utilizând

‖∆x(t)‖ = ‖x(t)− x‖ ≤ |t| ‖x′(0)‖+ O(t2)

≤ |t|
∥∥A−1

∥∥ (‖∆b‖+ ‖∆A‖ ‖x‖) + O(t2)

şi datorit̆a lui ||b|| ≤ ||A||||x|| obţinem pentru eroarea relativă

‖∆x(t)‖
‖x‖ ≤ |t|

∥∥A−1
∥∥
(‖∆b‖
‖x‖ + ‖∆A‖

)
+ O(t2) (2.2.2)

≤ ‖A‖
∥∥A−1

∥∥ |t|
(‖∆b‖
‖b‖ +

‖∆A‖
‖A‖

)
+ O(t2).

Introduĉand notaţiile

ρA(t) := |t|‖∆A‖
‖A‖ , ρb(t) := |t|‖∆b‖

‖b‖

pentru erorile relativêın A şi b, estimarea erorii (2.2.2) se scrie sub forma

‖∆x(t)‖
‖x‖ ≤ cond(A) (ρA + ρb) + O(t2).
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Exemplul 2.2.1 (Exemple de matrice prost condiţionate).Matricea lui Hilbert 1

Hn = (hij), cu hij = 1
i+j−1

, i, j = 1, n are ordinul de m̆arime al num̆arului de
condiţionare relativ la norma euclidiană (dat de Szeg̈o2)

cond2(Hn) ∼ (
√

2 + 1)4n+4

214/4
√

πn
.

Pentru diverse valori ale luin se obţine

n cond2(Hn)
10 1.6 · 1013

20 2.45 · 1028

40 7.65 · 1058

Un alt exemplu este matricea Vandermonde. Dacă elementele sunt echidistanteı̂n
[-1,1], atunci

cond∞(Vn) ∼ 1

π
e−

π
4 en(π

4
+ 1

2
ln 2),

iar pentruti = 1
i
, i = 1, n avem

cond∞(Vn) > nn+1. ♦

1

David Hilbert (1862-1943) a fost cel mai important reprezen-
tant al şcolii matematice din G̈ottingen. Contribuţiile sale fun-
damentalêın aproape toate domeniile matematicii — algebră,
teoria numerelor, geometrie, ecuaţii integrale, calcul variaţional
şi fundamentele matematicii — şiı̂n particular cele 23 de
probleme celebre pe care le-a propusı̂n 1900 la un congres
internaţional al matematicienilor de la Paris, au dat un nou im-
puls şi o noŭa direcţie matematicii din secolul al XX-lea.

2
Gabor Szeg̋o (1895-1985) Unul dintre cei mai importanţi ma-
tematicieni maghiari din secolul al XX-lea. Contribuţii impor-
tantêın domeniul problemelor extremale şi matricelor Toeplitz.
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2.3. Metode exacte

2.3.1. Metoda elimin̆arii a lui Gauss

Să consider̆am sistemul liniar den ecuaţii cun necunoscute

Ax = b, (2.3.1)

undeA ∈ Kn×n, b ∈ Kn×1 sunt date, iarx ∈ Kn×1 este necunoscuta, sau scris detaliat




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 (E1)
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 (E2)

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn (En)

(2.3.2)

Metoda elimin̆arii a lui Gauss3 are doŭa etape:

e1) transformarea sistemului datı̂ntr-unul echivalent, triunghiular;

e2) rezolvarea sistemului triunghiular prin substituţieinvers̆a.

La rezolvarea sistemului (2.3.1) sau (2.3.2) sunt permise următoarele operaţii:

1. EcuaţiaEi poate fiı̂nmulţită cuλ ∈ K∗. Aceast̆a operaţie se va nota cu(λEi) →
(Ei).

2. EcuaţiaEj poate fiı̂nmulţită cuλ ∈ K∗ şi adunat̆a la ecuaţiaEi, iar rezultatul
utilizat ı̂n locul lui Ei, notaţie(Ei + λEj)→ (Ei).

3

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a fost unul dintre cei
mai mari matematicieni ai secolului al nouăsprezecelea şi pro-
babil al tuturor timpurilor. A tr̆ait aproape toată viaţaı̂n Göttin-
gen, unde a fost directorul observatorului astronomic 40 deani.
În timpul studenţiei la G̈ottingen, Gauss a descoperit că poli-
gonul cu 17 laturi poate fi construit cu rigla şi compasul, re-
zolvând astfel o problem̆a deschis̆a a antichit̆aţii. În dizertaţia
sa a dat prima demonstraţie a teoremei fundamentale a alge-
brei. A avut contribuţii fundamentalêın teoria numerelor, geo-
metrie diferenţial̆a şi neeuclidian̆a, funcţii eliptice şi hipergeo-
metrice, mecanic̆a cereasc̆a şi geodezie şi diverse ramuri ale fi-
zicii, ı̂n special magnetism şi optică. Eforturile sale de calculı̂n
mecanica cerească şi geodezie, bazate pe principiul celor mai
mici pătrate, au necesitat rezolvarea manuală a unor sisteme
de ecuaţii liniare mari, la care a utilizat metodele cunoscute
ast̆azi sub numele de eliminare gaussiană şi metoda relax̆arii.
Lucrările lui Gausŝın domeniul cuadraturilor numerice con-
tinuă munca predecesorilor săi Newton şi Cotes.
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3. EcuaţiileEi şi Ej pot fi interschimbate, notaţie(Ei)←→ (Ej).

Pentru a exprima convenabil operaţiile necesare pentru transformarea sistemuluiı̂n
unul triunghiular vom lucra cu matricea extinsă:

Ã = [A, b] =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. ..

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,n+1

a2,n+1
...

an,n+1




cuai,n+1 = bi.
Presupun̂and c̆a a11 6= 0, vom elimina coeficienţii luix1 din Ej, pentruj = 2, n

prin operaţia(Ej − (aj1/a11)E1) → (Ej). Vom proceda apoi la fel cu coeficienţii lui
xi, pentrui = 2, n− 1, j = i + 1, n. Aceasta este posibil dacăaii 6= 0.

Procedura poate fi descrisă astfel: se formează o secvenţ̆a de matrice extinsẽA(1),
Ã(2), . . ., Ã(n), undeÃ(1) = A şi Ã(k) are elementelea(k)

ij date de

(
Ei −

a
(k−1)
i,k−1

a
(k−1)
k−1,k−1

Ek−1

)
−→ (Ei)

sau desf̆aşurat

a
(k)
i,j =





a
(k−1)
ij , pentru i = 1, k − 1, j = 1, n + 1

0, pentru i = k, n, j = 1, k − 1

a
(k−1)
ij −

a
(k−1)
i,k−1

a
(k−1)
k−1,k−1

a
(k−1)
k−1,j pentru i = k, n, j = k, n + 1

.

Observaţia 2.3.1.Notaţiaa
(p)
ij semnific̆a valoarea elementuluiaij la pasulp. ♦

Astfel

Ã(k) =




a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 . . . a

(1)
1,k−1 a

(1)
1k . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2,k−1 a

(2)
2,k . . . a

(2)
2,n

...
. .. . . .

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

... a
(k−1)
k−1,k−1 a

(k−1)
k−1,k . . . a

(k−1)
k−1,n

... 0 a
(k)
kk . . . a

(k)
kn

...
...

... . . .
...

0 . . . . . . . . . 0 a
(k)
nk . . . a

(k)
nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(1)
1,n+1

a
(2)
2,n+1

...

...
a

(k−1)
k−1,n+1

a
(k)
k,n+1

...
a

(k)
n,n+1



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reprezint̆a sistemul liniar echivalentı̂n care variabilaxk−1 a fost eliminat̆a din ecuaţiile
Ek, Ek+1, . . . , En. Sistemul corespunzător luiÃ(n) este un sistem triunghiular echivalent
cu sistemul iniţial





a
(1)
11 x1 + a

(1)
12 x2 + · · ·+ a

(1)
1n xn = a

(1)
1,n+1

a
(2)
22 x2 + · · ·+ a

(2)
2n xn = a

(2)
2,n+1

...
a

(n)
nn xn = a

(n)
n,n+1

.

Se obţine

xn =
a

(n)
n,n+1

a
(n)
n,n

şi ı̂n general

xi =
1

a
(i)
ii

(
a

(i)
i,n+1 −

n∑

j=i+1

a
(i)
ij xj

)
, i = n− 1, 1.

Pentru ca procedura să fie aplicabil̆a trebuie caa(i)
ii 6= 0, i = 1, n. Elementula(i)

ii se
numeşteelement pivot. Dac̆a ı̂n timpul algoritmului de eliminare gaussiană la pasulk
se obţine pivotula(k)

kk = 0, se poate face interschimbarea de linii(Ek) ↔ (Ep), unde
k+1 ≤ p ≤ n este cel mai miĉıntreg cu proprietateaa(k)

pk 6= 0. În practic̆a sunt necesare
astfel de operaţii chiar şiı̂n cazul ĉand pivotul este nenul. Aceasta din cauză c̆a un pivot
mic ı̂n comparaţie cu elementele care urmează dup̆a elı̂n aceeaşi coloană duce la erori de
rotunjire substanţiale. Aceasta se poate remedia alegând ca pivot elementul din aceeaşi
coloan̆a care este situat sub diagonală şi care are cea mai mare valoare absolută, adic̆a
determin̂andp astfelı̂ncât

|a(k)
pk | = max

k≤i≤n
|a(k)

ik |

şi apoi f̆aĉand(Ek)↔ (Ep). Aceast̆a tehnic̆a se numeştepivotare maximal̆a pe coloan̆a
saupivotare parţial̆a.

O alt̆a tehnic̆a care reduce erorile şi preı̂ntâmpin̆a anul̆arile ı̂n aritmetica flotant̆a este
pivotarea scalat̆a pe coloan̆a. La primul pas se defineşte un factor de scalare pentru
fiecare linie

si = max
j=1,n

|aij| sausi =
n∑

j=1

|aij|.

Dac̆a exist̆a i astfelı̂ncât si = 0, matricea este singulară.
La paşii urm̆atori se determin̆a ce interschimb̆ari se vor realiza. La pasuli se deter-

mină cel mai miĉıntregp, i ≤ p ≤ n, pentru care

|api|
sp

= max
1≤j≤n

|aji|
sj
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şi apoi(Ei)↔ (Ep). Efectul scal̆arii este de a ne asigura că elementul cel mai mare din
fiecare coloan̆a are m̆arimea relativ̆a 1 ı̂nainte de a realiza comparaţiile pentru inters-
chimbarea liniilor. Scalarea se realizează doar̂ın scop de comparaţie, aşa că ı̂mpărţirea
cu factorul de scalare nu produce erori de rotunjire. O a treia metod̆a este cea a pivotării
totale (sau maximale). La această metod̆a la pasulk se determin̆a

max{|aij|, i = k, n, j = k, n}

şi se realizeaz̆a şi interschimb̆ari de linii şi de coloane.
Pivotarea a fost introdusă de Goldstine şi von Neumannı̂n 1947 [23].
Dac̆a matriceaA este singular̆a şi are rangulp− 1 atunci se obţine

Ã(p) =




a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1,p−1 a

(1)
1p . . . a

(1)
1n a

(1)
1,n+1

0 a
(2)
22 . . . a

(2)
2,p−1 a

(2)
2p . . . a

(2)
2n a

(2)
2,n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a
(p−1)
p−1,p−1 a

(p−1)
p−1,p . . . a

(p−1)
p−1,n a

(p−1)
p−1,n+1

0 0 . . . 0 0 . . . 0 a
(p)
p,n+1

0 0 . . . 0 0 . . . 0 a
(n)
n,n+1




.

Dac̆a a
(p)
i,n+1 = b

(p)
i = 0, i = p, n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat, iar

dac̆a exist̆a q ∈ {p, . . . , n} astfelı̂ncâta(p)
q,n+1 = b

(p)
q 6= 0 sistemul este incompatibil.

Deci metodele de eliminare de tip Gauss permit atât rezolvarea ĉat şi discuţia siste-
melor de ecuaţii liniare.

Observaţia 2.3.2.Dăm ĉateva sugestii care pot duce laı̂mbun̆at̆aţirea timpului de
execuţie.

1. La metodele de pivotare nu este nevoie să se realizeze fizic interschimbarea de
linii şi/sau coloane, ci se pot păstra unul (sau doi vectori) de permutări p(q) cu
semnificaţiap[i](q[i]) este linia (coloana) care a fost interschimbată cu linia (co-
loana)i.

2. Elementele de sub diagonală (care devin 0) pot să nu fie calculate.

3. MatriceaA se poate inversa rezolvând sistemulAx = ek, k = 1, n, undeek sunt
vectorii bazei canonice dinKn. Metoda se numeşte metoda ecuaţiilor simultane.♦

Să analiz̆am metoda elimin̆arii a lui Gauss. Descrierea ei apareı̂n algoritmul 2.1.
Ca măsur̆a a complexit̆aţii vom considera num̆arul de operaţii aritmetice flotante,

desemnate prescurtat prinflops.
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În corpul ciclului interior, liniile 10–11 avem2n − 2i + 3 flops, deci pentrûıntreg
ciclul (n− i)(2n− 2i + 3) flops. Pentru ciclul exterior avem un total general de

n−1∑

i=1

(n− i)(2n− 2i + 3) ∼ 2n3

3
.

Pentru substituţia inversă avemΘ(n2) flops.

Total general,Θ(n3).

Algoritmul 2.1 Rezolv̆a sistemulAx = b prin metoda elimin̆arii a lui Gauss

Intrare: Matricea extins̆aA = (aij), i = 1, n, j = 1, n + 1
Ieşire: Soluţiilex1, . . . , xn sau un mesaj de eroare
{Eliminare}

1: for i := 1 to n− 1 do
2: Fiep cel mai micı̂ntregi ≤ p ≤ n şi api

6= 0
3: if 6 ∃ p then
4: mesaj (’6 ∃ soluţie unic̆a’); STOP
5: end if
6: if p 6= i then
7: (Ep)↔ (Ei)
8: end if
9: for j := i + 1 to n do

10: mji := aji/aii;
11: (Ej −mjiEi)→ (Ej);
12: end for
13: end for
14: if amn = 0 then
15: mesaj (’6 ∃ soluţie unic̆a’); STOP
16: end if
{Substituţie invers̆a}

17: xn := an,n+1/ann;
18: for i := n− 1 downto 1 do

19: xi =

[
ai,n+1 −

n∑

j=i+1

aijxj

]
/aii;

20: end for
21: Extrage(x1, . . . , xn) {succes} STOP.
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2.4. Metode bazate pe factorizare

2.4.1. Descompunerea LU

Teorema 2.4.1Dacă eliminarea gaussian̆a pentru sistemulAx = b se poate realiza
fără interschimb̆ari de linii, atunciA se poate factorizâın A = LU , L - triunghiulară
inferior, U - triunghiulară superior (Perechea(L,U) se numeştedescompunereaLU a
matriceiA).

Avantaje. Ax = b⇔ LUx = b⇔ Ly = b ∧ Ux = y.
Dac̆a avem de rezolvat mai multe sistemeAx = bi, i = 1,m, fiecare rezolvare

dureaz̆a Θ(n3); dac̆a se factorizeaz̆a la ı̂nceput rezolvarea unui sistem durează Θ(n2),
factorizarea dureazăΘ(n3).

Observaţia 2.4.2.U este matricea triunghiulară superior obţinut̆a ı̂n urma elimin̆arii
gaussiene, iarL este matricea multiplicatorilormij. ♦

Dac̆a eliminarea gaussiană se face cu interschimbări avem de asemeneaA = LU ,
darL nu este triunghiulară inferior.

Metoda obţinut̆a se numeşte factorizareLU .
Situaţii ĉand eliminarea gaussiană se face f̆ar̆a interschimb̆ari:
- A este diagonal dominantă pe linii, adic̆a

|aii| >
n∑

j=1
j 6=i

|aij|, i = 1, n

- A este pozitiv definit̆a (∀ x 6= 0 x∗Ax > 0).

Demonstraţia teoremei 2.4.1.(schiţ̆a) Pentrun > 1 partiţion̆amA astfel

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. ..

...
an1 an2 . . . ann


 =

[
a11 w∗

v A′

]
,

unde:v - vector coloan̆a de dimensiunen − 1, w∗ - vector linie de dimensiunen − 1.
Putem factorizaA prin

A =

[
a11 w∗

v A′

]
=

[
1 0

v/a11 In−1

] [
a11 w∗

0 A′ − vw∗/a11

]
.

MatriceaA′ − vw∗/a11 se numeştecomplement Schural lui A ı̂n raport cua11. Se
continŭa apoi cu descompunerea recursivă a complementului Schur:

A′ − vw∗/a11 = L′U ′.
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A =

[
1 0

v/a11 In−1

] [
a11 w∗

0 A′ − vw∗/a11

]
=

=

[
1 0

v/a11 In−1

] [
a11 w∗

0 L′U ′

]
=

=

[
1 0

v/a11 L′

] [
a11 w∗

0 U ′

]
.

�

Exemplul 2.4.3. Să se calculeze descompunerea LU a matricei

A =




2 3 1 5
6 13 5 19
2 19 10 23
4 10 11 31




Matricea iniţial̆a este
2 3 1 5
3 4 2 4
1 16 9 18
2 4 9 21

iar primul complement Schur

A′ − vw∗/a11 =




13 5 19
19 10 23
10 11 31


−




3
1
2


 (3 1 5) =

=




13 5 19
19 20 23
10 11 31


−




9 3 15
3 1 5
6 2 10


 =




4 2 4
16 9 18
4 9 21


 .

Continŭam cu descompunerea recursivă a complemenţilor Schur de ordinul 2 şi 1:

2 3 1 5
3 4 2 4
1 4 1 2
2 1 7 17

(
9 18
9 21

)
−
(

4
1

)
(2, 4) =

(
1 2
7 17

)
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2 3 1 5
3 4 2 4
1 4 1 2
2 1 7 3

A′ − vw∗/a11 = 17− 7 · 2 = 3

Verificare:



2 3 1 5
6 13 5 19
2 19 10 23
4 10 11 31


 =




1 0 0 0
3 1 0 0
1 4 1 0
2 1 7 1







2 3 1 5
0 4 2 4
0 0 1 2
0 0 0 3




♦

Avem mai multe posibilit̆aţi de alegere pentruuii şi ℓii, i = 1, n. De exemplu dac̆a
ℓii = 1 avemfactorizare Doolittle, dac̆auii = 1 avemfactorizare Crout.

2.4.2. Descompunere LUP

Ideea din spatele descompuneriiLUP este de a ğasi 3 matrice p̆atraticeL,U şi P
undeL - triunghiular̆a inferior,U - triunghiular̆a superior,P matrice de permutare, astfel
ı̂ncâtPA = LU .

Tripletul (L,U, P ) se va numidescompunereaLUP a matriceiA.
Rezolvarea sistemuluiAx = b este echivalentă cu rezolvarea a două sisteme triun-

ghiulare, deoarece

Ax = b⇔ LUx = Pb⇔ Ly = Pb ∧ Ux = y

şi
Ax = P−1LUx = P−1Ly = P−1Pb = b.

Vom alege ca pivot̂ın locul luia11 elementulak1. Efectul estêınmulţirea cu o matrice
de permutareQ:

QA =

[
ak1 w∗

v A′

]
=

[
1 0

v/ak1 In−1

] [
ak1 w∗

0 A′ − vw∗/ak1

]
.

Determin̆am mai departe descompunereaLUP a complementului Schur.

P ′(A′ − vw∗/ak1) = L′U ′.

Definim

P =

[
1 0
0 P ′

]
Q,
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care este tot o matrice de permutare. Avem acum

PA =

[
1 0
0 P ′

]
QA =

=

[
1 0
0 P ′

] [
1 0

v/ak1 In−1

] [
ak1 w∗

0 A′ − vw∗/ak1

]
=

=

[
1 0

P ′v/ak1 P ′

] [
ak1 w∗

0 A′ − vw∗/ak1

]
=

=

[
1 0

P ′v/ak1 In−1

] [
ak1 w∗

0 P ′(A′ − vw∗/ak1)

]
=

=

[
1 0

P ′v/ak1 In−1

] [
ak1 w∗

0 L′U ′

]
=

[
1 0

P ′v/ak1 L′

][
ak1 w∗

0 U ′

]
.

De notat c̆a ı̂n acest raţionament, atât vectorul coloan̆a ĉat şi complementul Schur se
ı̂nmulţesc cu matricea de permutareP ′.

Exemplul 2.4.4. Să se calculeze descompunerea LUP a matricei




2 0 2 0.6
3 3 4 −2
5 5 4 2
−1 −2 3.4 −1




1 2 0 2 0.6
2 3 3 4 −2
3 5 5 4 2
4 −1 −2 3.4 −1

3 5 5 4 2
2 3 3 4 −2
1 2 0 2 0.6
4 −1 −2 3.4 −1




3 4 −2
0 2 0.6
−2 3.4 −1


−




0.6
0.4
0.2


 (5, 4, 2) =




0 1.6 −3.2
−2 0.4 −0.2
−1 4.2 −0.6




3 5 5 4 2
2 0.6 0 1.6 −3.2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
4 0.2 −1 4.2 −0.6

3 5 5 4 2
2 0.6 0 1.6 −3.2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
4 −0.2 −1 4.2 −0.6

3 5 5 4 2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
2 0.6 0 1.6 −3.2
4 −0.2 −1 4.2 0.6

3 5 5 4 2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
2 0.6 0 1.6 −3.2
4 −0.2 −0.5 4 −0.5
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3 5 5 4 2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
2 0.6 0 1.6 −3.2
4 −0.2 0.5 4 −0.5

3 5 5 4 2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
4 −0.2 0.5 4 −0.5
2 0.6 0 1.6 −3.2

3 5 5 4 2
1 0.4 −2 0.4 −0.2
4 −0.2 0.5 4 −0.5
2 0.6 0 0.4 −3




0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0







2 0 2 0.6
3 3 4 −2
5 5 4 2
−1 −2 3.4 −1


 =

=




1 0 0 0
0.4 1 0 0
−0.2 0.5 1 0

0.6 0 0.4 1







5 5 4 2
0 −2 0.4 −0.2
0 0 4 −0.5
0 0 0 −3




♦

2.4.3. Factorizarea Cholesky

Matricele hermitiene pozitiv definite pot fi descompuseı̂n factori triunghiulari de
doŭa ori mai repede decât matricele generale. Algoritmul standard pentru aceasta, fac-
torizarea Cholesky4, este o variantă a elimin̆arii gaussiene ce operează at̂at la st̂anga ĉat
şi la dreapta matricei, păstr̂and şi exploat̂and simetria.

Sistemele cu matrice hermitiene pozitiv definite joacă un rol important̂ın algebra
liniară numeric̆a şi ı̂n aplicaţii. Datorit̆a legilor fundamentale ale fizicii, multe matrice
care intervin̂ın probleme practice sunt de acest tip.

Reamintim ĉateva propriet̆aţi ale matricelor hermitiene. DacăA este o matricem×
m hermitian̆a pozitiv definit̆a şi X este o matrice de tipm × n de rang maxim, cu
m ≥ n, atunci matriceaX∗AX este de asemenea hermitiană pozitiv definit̆a deoarece
(X∗AX)∗ = X∗A∗X = X∗AX şi pentru orice vectorx 6= 0 avemXx 6= 0 şi astfel
x∗ (X∗AX) x = (Xx)∗ A(Xx) > 0. Alegând pe post deX o matricem × n cu un 1
ı̂n fiecare coloan̆a şi zerôın rest, putem scrie orice submatrice principală n × n a lui A

4Andre-Louis Cholesky (1875-1918) ofiţer francez, specialist ı̂n topografie şi geodezie, a activatı̂n
Creta şi Africa de nord̂ınainteâınceperii primului r̆azboi mondial. A dezvoltat metoda careı̂i poart̆a nu-
mele şi a aplicat-o la calculul soluţiilor ecuaţiilor normale pentru probleme de aproximareı̂n sensul celor
mai mici p̆atrate care aparı̂n geodezie. Lucrarea sa a fost publicată postum̂ın 1924, de c̆atre camaradul
său Benôıt, ı̂n Bulletin Géodesique. Se pare că a luat parte la misiunea militară francez̆a din Rom̂aniaı̂n
timpul primului r̆azboi mondial.
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sub formaX∗AX. De aceea, orice submatrice principală a luiA trebuie s̆a fie pozitiv
definit̆a. În particular, orice element diagonal al luiA este un num̆ar real pozitiv.

Valorile proprii ale unei matrice hermitiene pozitiv definite sunt de asemenea nu-
mere reale pozitive, Dacă Ax = λx pentrux 6= 0, avemx∗Ax = λx∗x > 0 şi deci
λ > 0 şi reciproc, dac̆a toate valorile proprii sunt definite, atunciA este pozitiv definit̆a.
Vectorii proprii ce corespund valorilor proprii distincteale unei matrice hermitiene sunt
ortogonali. Presupunem căAx1 = λ1x1 şi Ax2 = λ2x2 cuλ1 6= λ2. Atunci

λ2x
∗
1x2 = x∗

1Ax2 = x∗
2Ax1 = λ1x∗

2x1 = λ1x
∗
1x2,

aş̆a c̆a(λ1−λ2)x
∗
1x2 = 0. Deoareceλ1 6= λ2, rezult̆a c̆ax∗

1x2 = 0. Matricele hermitiene
sunt de asemenea normale (AA∗ = A∗A = A2).

O factorizare Choleskya unei matriceA este o descompunere de forma

A = R∗R, rjj > 0, (2.4.1)

undeR este o matrice triunghiulară superior.

Teorema 2.4.5Orice matrice hermitian̆a pozitiv definit̆a A ∈ Cm×m are o factorizare
Cholesky(2.4.1)unică.

Demonstraţie.(Existenţa) DeoareceA este hermitian̆a şi pozitiv definit̆a a11 > 0 şi
putem puneα =

√
a11. Observ̆am c̆a

A =

[
a11 w∗

w K

]

=

[
α 0

w/α I

] [
1 0
0 K − ww∗/a11

] [
α w∗/α
0 I

]
= R∗

1A1R1.

(2.4.2)

Acesta este pasul de bază care este repetatı̂n factorizarea Cholesky. Submatricea
K −ww∗/a11 fiind o submatrice principală de tip(m− 1)× (m− 1) a matricei pozitiv
definiteR∗

1AR−1
1 este pozitiv definit̆a şi deci elementul ei situatı̂n colţul din st̂anga sus

este pozitiv. Se arată prin inducţie c̆a toate submatricele care aparı̂n cursul factoriz̆arii
sunt pozitiv definite şiprocesul nu poate eşua. Continŭam cu factorizarea luiA1 =
R∗

2A2R2 şi astfelA = R∗
1R

∗
2A2R2R1; procesul poate continua pân̆a se ajunge la colţul

din dreapta jos, obţin̂andu-se

A = R∗
1R

∗
2 . . . R∗

m︸ ︷︷ ︸
R∗

Rm . . . R2R1︸ ︷︷ ︸
R

,

care are chiar forma dorită.
(Unicitatea) De fapt procedeul de mai sus stabileşte şi unicitatea. La fiecare pas

(2.4.2), valoareα =
√

a11 este determinată din forma factoriz̆arii R∗R şi odat̆a ceα
este determinat, prima linie a luiR∗

1 este de asemenea determinată. Deoarece cantităţile
analoage sunt determinate la fiecare pas al reducerii,ı̂ntreaga factorizare este unică.�
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Când se implementează factorizarea Cholesky, este nevoie să se reprezinte expli-
cit doar jum̆atate din matricea asupra căreia se operează. Aceast̆a simplificare permite
evitarea a jum̆atate din operaţiile aritmetice. Se dă mai jos una din multele posibilităţi
de prezentare formală a algoritmului (algoritmul 2.2). MatriceaA de la intrare conţine
diagonala principală şi jum̆atatea de deasupra diagonalei pricipale a matricei hermitiene
şi pozitiv definite de tipm×m ce urmeaz̆a a fi factorizat̆a. În implement̆ari practice se
pot utiliza scheme de memorare comprimată ce evit̆a irosirea spaţiului pentru jum̆atate
din matricea p̆atratic̆a. Matricea de ieşire reprezintă factorul triunghiular superior din
factorizareaA = R∗R. Fiecare iteraţie externă corespunde unei singure factorizări ele-
mentare: partea triunghiulară superior a submatriceiR∗

k:m,k:m reprezint̆a partea supra-
diagonal̆a a matricei hermitiene ce trebuie factorizată la pasulk.

Algoritmul 2.2 Factorizare Cholesky
R := A;
for k := 1 to m do

for j := k + 1 to m do
Rj,j:m := Rj,j:m −Rk,j:mRk,j/Rk,k

end for
Rk,k:m := Rk,k:m/

√
Rk,k

end for

Operaţiile aritmeticêın factorizarea Cholesky (algoritmul 2.2) sunt dominate de ci-
clul interior. O singur̆a execuţie a liniei

Rj,j:m := Rj,j:m −Rk,j:mRkj/Rkk

necesit̆a oı̂mpărţire,m−j+1 ı̂nmulţiri şi m−j+1 sc̆aderi, deci un total de∼ 2(m−j)
flops. Acest calcul este repetat pentru fiecarej de lak +1 la m şi acest ciclu este repetat
pentru fiecarek de la 1 lam. Suma se evaluează direct

m∑

k=1

m∑

j=k+1

2(m− j) ∼ 2
m∑

k=1

k∑

j=1

j ∼
m∑

k=1

k2 ∼ 1

3
m3 flops,

deci jum̆atate din volumul de calcule necesar pentru eliminarea gaussian̆a.

2.4.4. Descompunerea QR

Teorema 2.4.6Fie A ∈ Rm×n, cum ≥ n. Atunci exist̆a o matrice ortogonal̆a unic̆a Q
de tipm × n şi o matrice triunghiular̆a superior unic̆a, de tipn × n R cu diagonala
pozitiv̆a (rii > 0) astfelı̂ncât A = QR.

Demonstraţie.Va rezulta din algoritmul 2.3, care va fi datı̂n aceast̆a secţiune.�
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 Px=||x||e
1

u

x

H

Figura 2.2: Un reflector Householder

Transformări Householder

O transformare Householder5 (saureflexie) este o matrice de formaP = I− 2uuT ,
unde‖u‖2 = 1. Se verific̆a uşor c̆a P = P T şi că PP T =

(
I − 2uuT

) (
I − 2uuT

)
=

I − 4uuT +4uuT uuT = I, deciP este o matrice simetrică şi ortogonal̆a. Ea se numeşte
reflexie deoarecePx este reflexia luix faţă de hiperplanulH ce trece prin origine şi este
ortogonal peu (figura 2.2).

Dându-se un vectorx, este uşor de ğasit reflexia Householder care anulează toate
componentele luix, except̂and prima:Px = [c, 0, . . . , 0]T = ce1. Vom face aceasta
dup̆a cum urmeaz̆a. ScriemPx = x− 2u(uT x) = ce1, deciu = 1

2(uT x)
(x− ce1), adic̆a

u este o combinaţie liniară a luix şi e1. Deoarece‖x‖2 = ‖Px‖2 = |c|, u trebuie s̆a fie
paralel cu vectorul̃u = x±‖x‖2e1, deciu = ũ/‖ũ‖2. Se poate verifica c̆a orice alegere
de semn ne conduce la unu ce satisfacePx = ce1, at̂at timp ĉat ũ 6= 0. Vom utiliza
ũ = x + sign(x1)‖x‖2e1, deoarece astfel nu va apare nici o anulare flotantă la calculul

5

Alston S. Householder (1904-1993), matematician american.
Contribuţii importantêın biologia matematic̆a şi mai aleŝın
algebra liniar̆a numeric̆a. Cartea sa cea mai importantă, ,,The
theory of matrices in numerical analysis” a avut un impact deo-
sebit asupra dezvoltării analizei numerice şi informaticii.
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componentelor luĩu. Dac̆ax1 = 0, vom conveni s̆a luamsign(x1) = 1. Rezum̂and, vom
lua

ũ =




x1 + sign(x1)‖x‖2
x2
...

xn


 , cuu =

ũ

‖u‖2
.

Vom scrie aceasta sub formau = House(x). În practic̆a, putem memorãu ı̂n locul lui
u pentru a reduce efortul de calcul al luiu şi s̆a utilizăm formulaP = I − 2

‖u‖2
2
ũũT ı̂n

loc deP = I − 2uuT .

Exemplul 2.4.7. Vom ar̆ata cum se poate calcula descompunerea QR a unei matrice
5× 4 utilizând transform̆ari Householder. Acest exemplu poate face procedeul mai uşor
de ı̂nţeleŝın cazul general.̂In calculele de mai josPi sunt matrice ortogonale5 × 5, x
este un element generic nenul, iaro o poziţie nul̆a.

1. AlegemP1 astfelı̂ncâtA1 ≡ P1A =




x x x x
o x x x
o x x x
o x x x
o x x x




.

2. AlegemP2 =

[
I1 0
0 P ′

2

]
astfelı̂ncâtA2 ≡ P2A1 =




x x x x
o x x x
o o x x
o o x x
o o x x




.

3. AlegemP3 =

[
I2 0
0 P ′

3

]
astfelı̂ncâtA3 ≡ P3A2 =




x x x x
o x x x
o o x x
o o o x
o o o x




.

4. AlegemP4 =

[
I3 0
0 P ′

4

]
astfelı̂ncâtA4 ≡ P4A3 =




x x x x
o x x x
o o x x
o o o x
o o o o




.

Aici am ales matricele HouseholderP ′
i pentru a anula elementele subdiagonale din co-

loanai; aceasta nu distruge zerourile deja introduseı̂n coloanele precedente. Să not̆am
matricea final̆a 5 × 4 cu R̃ = A4. Atunci A = P T

1 P T
2 P T

3 P T
4 R̃ = QR, undeQ este
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format̆a din primele patru coloane a luiP T
1 P T

2 P T
3 P T

4 = P1P2P3P4 (deoarecePi sunt
simetrice iarR este format̆a din primele patru linii ale lui R. ♦
Algoritmul 2.3 descrie procesul de calcul pentru descompunerea QR bazată pe trans-
formări HouseHolder.

Algoritmul 2.3 Factorizare QR utiliẑand reflexii HouseHolder
1: for i := 1 to min(m− 1, n) do
2: ui := House(Ai:m,i);
3: P ′

i := I − 2uiu
T
i ;

4: Ai:m,i:n := P ′
iAi:m,i:n;

5: end for

Algoritmul 2.4 Calculul produsuluiQT b

1: for i := 1 to n do
2: γ := −2uT

i bi:m;
3: bi:m := bi:m + γui;
4: end for

Algoritmul 2.5 Calculul produsuluiQx

1: for k := n downto 1 do
2: xk:m := xk:m − 2uk(u

∗
kxk:m);

3: end for

Iată ĉateva detalii de implementare. Nu avem niciodată nevoie s̆a construim explicit
Pi ci doar s̆a efectŭamı̂nmulţirea

(I − 2uiu
T
i )Ai:m,i:n = Ai:m,i:n − 2ui(u

T
i Ai:m,i:n),

care este mai puţin costisitoare. Pentru a memoraPi avem nevoie doar deui sau dẽui

şi ‖ũi‖2. Acestea pot fi memoratêın coloanai al lui A; de fapt nu este nevoie ca ea să
fie schimbat̆a! Astfel descompunerea QR poate fi scrisă pesteA, undeQ este memorată
ı̂n forma factorizat̆aP1 . . . Pn−1, iarPi este memorată prin vectorul de reflexiẽui, ı̂n co-
loanai a lui A, sub diagonală. (Avem nevoie de un tablou suplimentar este memorată ı̂n
forma factorizat̆aP1 . . . Pn−1 iar Pi este memorată caũi ı̂n partea subdiagonală a coloa-
nei i a lui A. Mai este nevoie de un tablou suplimentar de lungimen pentru elementul
de sus al luĩui, deoarece diagonala este deja ocupată de elementeleRii.

Pornind de la observaţia

Ax = b⇔ QRx = b⇔ Rx = QT b,

putem alege urm̆atoarea strategie pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii liniare Ax = b:
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1. Se determin̆a factorizareaA = QR a lui A;

2. Se calculeaz̆ay = QT b;

3. Se rezolv̆a sistemul triunghiular superiorRx = y.

Calculul luiQT b se realizeaz̆a prinQT b = PnPn−1 . . . P1b, deci avem nevoie să p̆astram
produsul luib cuP1, P2, . . . , Pn – vezi algoritmul 2.4. Similar, calculul produsuluiQx
se poate realiza prin acelaşi proces, executatı̂n ordine invers̆a (algoritmul 2.5).

Costul calculului descompuneriiA = QR este2n2m − 2
3
n3, costul pentru calculul

lui QT b esteO(mn), iar costul pentru calculul luiQx este de asemeneaO(mn).
Dac̆a dorim s̆a calcul̆am matriceaQ explicit, putem construiQI prin algoritmul 2.5

calcul̂and coloanele saleQe1, Qe2, . . . , Qen.

Rotaţii Givens

O rotaţie Givens

R(θ) :=

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]

roteşte vectorulx ∈ R2 cu un unghiθ.
De asemenea, avem nevoie de rotaţia Givens cu un unghiθ ı̂n coordonatelei şi j:

R(i, j, θ) :=




i j

1
1

. . .
i cos θ sin θ

. . .
j − sin θ cos θ

. ..
1

1




Dându-sex, i şi j putem anulaxj aleĝandcos θ şi sin θ astfelı̂ncât
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
xi

xj

]
=

[√
x2

i + x2
j

0

]
,

adic̆a
cos θ =

xi√
x2

i + x2
j

, sin θ =
xj√

x2
i + x2

j

.

Algoritmul QR bazat pe rotaţii Givens este analog algoritmului bazat pe reflexii House-
holder, dar ĉand anul̆am coloanai se anuleaz̆a un element la un moment dat.
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Exemplul 2.4.8. Vom ilustra doi paşi intermediari din calculul descompunerii QR a
unei matrice5× 4 utilizând rotaţii Givens. Pentru a trece de la




x x x x
o x x x
o o x x
o o x x
o o x x




la




x x x x
o x x x
o o x x
o o o x
o o o x




efectŭamı̂nmulţirile



1
1

1
c s
−s c







x x x x
o x x x
o o x x
o o x x
o o x x




=




x x x x
o x x x
o o x x
o o x x
o o o x




şi 


1
1

c′ s′

−s′ c′

1







x x x x
o x x x
o o x x
o o x x
o o o x




=




x x x x
o x x x
o o x x
o o o x
o o o x




.

♦

Costul descompunerii QR cu rotaţii Givens este de două ori costul descompunerii cu
reflexii Househoulder. Ele sunt utilizateı̂n alte aplicaţii (de exemplu valori proprii).

Iată ĉateva detalii de implementare. Calculul sinusului şi cosinusului din matricea
Givens este datı̂n algoritmul 2.6. El necesită 5 flops şi un radical. Nu necesită funcţii tri-

Algoritmul 2.6 Dându-se scalariia şi b, calculeaz̆a elementelec = cos(θ) şi s = sin(θ)
ale unei matrice Givens

function [c, s] =givens(a, b)
if b = 0 then

c := 1; s := 0;
else

if |b| > |a| then
τ := −a/b; s := 1/

√
1 + τ 2; c := sτ ;

else
τ := −b/a; c := 1/

√
1 + τ 2; s := cτ ;

end if
end if

gonometrice inverse şi nu dă dep̆aşire superioară. Descompunerea QR bazată pe rotaţii
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Algoritmul 2.7 FactorizareA = QR cu ajutorul matricei Givens; rezultatulR se scrie
pesteA.
Intrare: A ∈ Rm×n

Ieşire: R = QT A, undeR este triunghiular̆a superior.
for j := 1 to n do

for i := m− 1 downto j + 1 do
[c, s] = givens(Ai−1,j, Ai,j);

Ai−1:i,j:n =

[
c s
−s c

]T

Ai−1:i,j:n;

end for
end for

Givens este descrisă de algoritmul 2.7 Acest algoritm necesită3n2(m− n/3) flops. De
notat c̆a se pot utiliza şi alte secvenţe de rotaţii; de exemplu primele doŭa for -uri din
algoritmul 2.7 se pot̂ınlocui cu

for i := m downto 2
for j := 1 to min{i− 1, n}

Astfel, zerourile vor fi introduse linie cu linie. O altă schimbare posibilă se refer̆a la
planele de rotaţie:̂ın loc s̆a rotim liniile i − 1 şi i ca ı̂n algoritmul 2.7, am putea roti
liniile j şi i:

for j := 1 to n do
for i := m− 1 downto j + 1 do

[c, s] = givens(Aj,j, Ai,j);

A[j i],j:n =

[
c s
−s c

]T

A[j i],j:n;

end for
end for

Deoarece o rotaţie Givens anulează exact un element, trebuie să memor̆am informaţii
despre rotaţie pe poziţia acelui element. Vom face asta după cum urmeaz̆a. Fies = sin θ
şi c = cos θ. Dac̆a |s| < |c| se memoreaz̆as·sign(c); altfel se memorează sign(s)

c
. Pentru a

recuperas şi c din valoarea memorată (s̆a o numimp) vom proceda astfel: dacă |p| < 1,
atuncis := p şi c =

√
1− s2; altfel c := 1/p şi s :=

√
1− c2. Motivul pentru care nu

memor̆ams şi nu calcul̆amc =
√

1− s2 este acela c̆a dac̆a s este apropiat de 1,c va fi
imprecis (datorit̆a anul̆arii flotante). Se poate recupera fies şi c, fie−s şi−c; acest lucru
este convenabil̂ın practic̆a.

Secvenţa de rotaţii Givens se poate aplicaı̂n aşa fel ca s̆a se aplice mai puţine flops
deĉat ı̂n variantele prezentate aici. Se ajunge astfel la rotaţiiGivens rapide (vezi [24,
capitolul 5]).
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2.5. Rafinarea iterativă

Dac̆a metoda de rezolvare pentruAx = b este nestabilă, atunciAx 6= b, undex este
valoarea calculată. Vom calcula corecţia∆x astfelı̂ncât

A(x + ∆x1) = b⇒ A∆x1 = b− Ax

Se rezolv̆a sistemul şi se obţine un noux, x := x + ∆x1. Dac̆a din nouAx 6= b, se
calculeaz̆a o noŭa corecţie p̂an̆a ĉand

‖∆xi −∆xi−1‖ < ε sau ‖Ax− b‖ < ε.

Calculul cantit̆aţii r = b− Ax, numit̆a reziduu, se va efectuâın dubl̆a precizie.

2.6. Algoritmul lui Strassen pentru ı̂nmulţirea matricelor

FieA,B ∈ Kn×n. Dorim s̆a calcul̆amC = AB. Presupunem c̆an = 2k. Partiţion̆am
A şi B

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
B =

(
b11 b12

b21 b22

)
C =

(
c11 c12

c21 c22

)

În algoritmul clasic avem8 ı̂nmulţiri şi 4 adun̆ari pentru un pas, iar timpul de
execuţieT (n) = Θ(n3), deoareceT (n) = 8T (n/2) + Θ(n2).

Interesul este de a reduce numărul deı̂nmulţiri. Volker Strassen a descoperit o me-
todă de a reduce num̆arul deı̂nmulţiri pe pas la 7. Se calculează urm̆atoarele cantit̆aţi:

p1 = (a11 + a22)(b11 + b22),
p2 = (a21 + a22)b11,
p3 = a11(b12 − b22),
p4 = a22(b21 − b11),
p5 = (a11 + a12)b22,
p6 = (a21 − a11)(b11 + b12),
p7 = (a12 − a22)(b21 + b22),

c11 = p1 + p4 − p5 + p7,
c12 = p3 + p5,
c21 = p2 + p4,
c22 = p1 + p3 − p2 + p6.

Procedura este descrisă detaliat de algoritmul 2.8. Deoarece avem 7ı̂nmulţiri şi 18
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Algoritmul 2.8 Algoritmul lui Strassen pentrûınmulţirea a doŭa matrice

Presupunem c̆am = 2q şi căA,B ∈ Rm×m. Dac̆ammin = 2d cud ≤ q, atunci acest
algoritm calculeaz̆aC = AB aplicând recursiv procedura lui Strassen deq − d ori.
function C = strass(A,B,m,mmin)
if m ≤ mmin then

C := AB;
else

n := m/2; u := 1 : n; v := n + 1 : m;
P1 := strass(A(u, u) + A(v, v), B(u, u) + B(v, v), n,mmin);
P2 := strass(A(v, u) + A(v, v), B(u, u), n,mmin);
P3 := strass(A(u, u), B(u, v)−B(v, v), n,mmin);
P4 := strass(A(v, v), B(v, u)−B(u, u), n,mmin);
P5 := strass(A(u, u) + A(u, v), B(v, v), n,mmin);
P6 := strass(A(v, u)− A(u, u), B(u, u) + B(u, v), n,mmin);
P7 := strass(A(u, v)− A(v, v), B(v, u) + B(v, v), n,mmin);
C(u, u) := P1 + P4 − P5 + P7;
C(u, v) := P3 + P5;
C(v, u) := P2 + P4;
C(v, v) := P1 + P3 − P2 + P6;

end if

adun̆ari sau sc̆aderi pe pas, timpul de execuţie verifică relaţia de recurenţă

T (n) = 7T (n/2) + Θ(n2),

cu soluţia
T (n) = Θ(nlog2 7) ∼ 28nlog2 7.

Algoritmul se poate generaliza pentru matrice cu dimensiunean = m · 2k.
Dac̆a n este impar ultima coloană a lui se calculează prin metode standard şi se

execut̆a algoritmul lui Strassen pentru matrice de dimensiunen− 1.

m · 2k+1 → m · 2k

p-urile se pot calculâın paralel; la fel şic-urile.

Accelerarea teoretică obţinut̆a pentruı̂nmulţirea matricelor se traduce printr-o ac-
celerare a invers̆arii matricelor, deci şi a rezolv̆arii sistemelor de ecuaţii liniare. Dacă
not̆am cuM(n) timpul de ı̂nmulţire a doŭa matrice p̆atratice de ordinuln şi cu I(n)
timpul de inversare a unei matrice de acelaşi ordin, atunciM(n) = Θ(n). Vom demon-
stra aceastâın doŭa etape: ar̆at̆am c̆aM(n) = O(I(n)) şi apoi c̆a I(n) = O(M(n)).
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Teorema 2.6.1 (̂Inmulţirea nu este mai grea deĉat inversarea) Dacă putem inversa
o matricen × n ı̂n timp I(n), undeI(n) = Ω(n2) satisface condiţia de regularitate
I(3n) = O(I(n)), atunci putem̂ınmulţi doŭa matrice de ordinuln ı̂n timpO(I(n)).

Demonstraţie.Fie A şi B doŭa matricen × n. Vrem s̆a calcul̆amC = AB. Definim
matriceaD de ordinul3n× 3n astfel:

D =




In A 0
0 In B
0 0 In


 .

Inversa luiD este

D−1 =




In −A AB
0 In −B
0 0 In


 ,

şi, astfel, putem calcula produsulAB luând submatricea de ordinuln× n din colţul din
dreapta sus al matriceiD−1.

Putem calcula matriceaD ı̂ntr-un timp de ordinulΘ(n2) = O(I(n)) şi conform
condiţiei de regularitate o putem inversaı̂ntr-un timpO(I(3n)) = O(I(n)). Deci

M(n) = O(I(n)).

�

Să observ̆am c̆a I(n) satisface condiţia de regularitate doar dacă I(n) nu are salturi
mari ı̂n valoare. De exemplu, dacă I(n) = Θ(nc logd n), pentru orice constantec > 0,
d ≥ 0, atunciI(n) satisface condiţia de regularitate.

Demonstraţia c̆a inversarea matricelor nu este mai grea decât ı̂nmulţirea lor se ba-
zeaz̆a pe propriet̆aţile matricelor simetrice, pozitiv definite.

Teorema 2.6.2 (Inversarea nu este mai grea decât ı̂nmulţirea) Dacă putem ı̂nmulţi
doŭa matrice realen×n ı̂n timpM(n) undeM(n) = Ω(n2) şiM(n) satisface condiţiile
de regularitateM(n) = O(M(n+k)) pentru oricek, 0 ≤ k ≤ n şi M(n/2) ≤ cM(n),
pentru orice constantă c < 1/2, atunci putem calcula inversa unei matrice reale nesin-
gulare de ordinuln× n, ı̂n timpO(M(n)).

Demonstraţie.Putem presupune căn este multiplu de 2, deoarece

(
A 0
0 Ik

)−1

=

(
A−1 0
0 Ik

)
,

pentru oricek ∈ N∗. Aşadar, aleĝand pek astfel ı̂ncât n + k să fie o putere a lui
2, extindem matricea la o dimensiune care este puterea următoare a lui 2 şi obţinem
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răspunsul dorit din r̆aspunsul problemei pentru matricea extinsă ı̂n acest mod. Condiţiile
de regularitate ne asigură c̆a extinderea nu cauzează creşterea timpului decât cu cel mult
un factor constant.

Pentru moment, s̆a presupunem că A este o matricen × n simetric̆a şi pozitiv-
definit̆a; o vom partiţionâın patru submatrice de ordinuln/2× n/2 :

A =

(
B CT

C D

)
. (2.6.1)

Dac̆a
S = D − CB−1CT (2.6.2)

este complementul Schur al luiA ı̂n raport cuB, atunci

A−1 =

(
B−1 + B−1CT S−1CB−1 −B 1CT S−1

−S−1CB−1 S−1

)
, (2.6.3)

relaţie care se poate verifica prinı̂nmulţire. MatriceleB−1 şi S−1 exist̆a, deoareceA este
simetric̆a şi pozitiv definit̆a, deoarece atât B cât şiS sunt simetrice şi pozitiv definite.
În plus, B−1CT = (CB−1)T şi B−1CT S−1 = (S−1CB−1)T . Putem folosi ecuaţiile
(2.6.2) şi (2.6.3) pentru a specifica un algoritm recursivı̂n care intervin patrûınmulţiri
de matrice de ordinuln/2× n/2:

C ·B−1,

(C ·B−1) · CT

S−1 · (CB−1)
(
CB−1

)T ·
(
S−1CB−1

)
.

Întrucât matricele de ordinuln/2×n/2 seı̂nmulţesc folosind un algoritm pentru matrice
de ordinuln × n, inversarea matricelor simetrice pozitiv-definite se poate rezolvaı̂n
timpul

I(n) ≤ 2I(n/2) + 4M(n) + O(n2) = 2I(n/2) + O(M(n)) = O(M(n)).

Rămâne de studiat cazul cândA este inversabilă, dar nu este simetrică şi pozitiv
definit̆a. DeoareceAT A este simetric̆a şi pozitiv definit̆a, problema invers̆arii lui A se
reduce la problema inversării lui AT A. Reducerea se bazează pe observaţia că, atunci
cândA este o matrice nesingulară de ordinuln× n, avem

A−1 =
(
AT A

)−1
AT ,

deoarece((AT A)−1AT ) = (AT A) 1(AT A) = In, şi inversa unei matrice este unică.
Prin urmare, putem calculaA−1, ı̂nmulţind ı̂ntâi pe peAT cu A pentru a obţineAT A,
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inverŝand apoi matricea simetrică şi pozitiv definit̆a AT A prin algoritmul divide et im-
pera prezentat, şi,ı̂n final ı̂nmulţind rezultatul cuAT . Fiecare din aceşti paşi necesită
un timpO(M(n)). Astfel, orice matrice nesingulară cu elemente reale poate fi inversată
ı̂ntr-un timp de ordinulO(M(n)). �

Demonstraţia teoremei 2.6.2 sugerează un mod de a rezolva ecuaţii de forma
Ax = b, cu A nesingular̆a, făr̆a pivotare, rezolv̂and ecuaţia echivalentă (AT A)x = b
prin factorizare Cholesky. Darı̂n practic̆a, descompunerea LUP funcţionează mai bine,
iar transformarea propusă măreşte num̆arul de condiţionare.

2.7. Rezolvarea iterativ̆a a sistemelor algebrice liniare

Dorim s̆a calcul̆am soluţia sistemului liniar

Ax = b, (2.7.1)

cândA este inversabilă. Presupunem că am ğasit o matriceT şi un vectorc astfelı̂ncât
I − T să fie inversabil̆a şi astfel̂ıncât punctul fix unic al ecuaţiei

x = Tx + c (2.7.2)

să fie egal cu soluţia sistemuluiAx = b. Fiex∗ soluţia lui (2.7.1) sau, echivalent, a lui
(2.7.2).

Iteraţiile: se d̆a unx(0) arbitrar; se defineşte şirul(x(k)) prin

x(k+1) = Tx(k) + c, k ∈ N (2.7.3)

Lema 2.7.1 Dacă ρ(X) < 1, exist̆a (I −X)−1 şi

(I −X)−1 = I + X + X2 + · · ·+ Xk + . . .

Demonstraţie.Fie
Sk = I + X + · · ·+ Xk

(I −X)Sk = I −Xk+1

lim
k→∞

(I −X)Sk = I ⇒ lim
k→∞

Sk = (I −X)−1

căciXk+1 → 0⇔ ρ(X) < 1. �

Teorema 2.7.2Propoziţiile urm̆atoare sunt echivalente
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(1) metoda (2.7.3) este convergentă

(2) ρ(T ) < 1

(3) ‖T‖ < 1 pentru cel puţin o norm̆a matricială.

Demonstraţie.

x(k) = Tx(k−1) + c = T (Tx(k−2) + c) + c = · · · =
= T kx(0) + (I + T + · · ·+ T k−1)c.

(2.7.3) convergentă⇔ I − T inversabil̆a⇔ ρ(T ) < 1 ⇔ ∃‖ · ‖ astfelı̂ncât ‖T‖ < 1
(din teorema 2.1.8).�

Aplicând teorema de punct fix a lui Banach se obţine:

Teorema 2.7.3Dacă exist̆a ‖ · ‖ astfelı̂ncât ‖T‖ < 1, şirul (x(k)) definit de (2.7.3) este
convergent pentru oricex(0) ∈ Rn şi are loc

‖x∗ − x(k)‖ ≤ ‖T‖k
1− ‖T‖‖x

(1) − x(0)‖ ≤ ‖T‖
1− ‖T‖‖x

(1) − x(0)||. (2.7.4)

O metod̆a iterativ̆a de rezolvare a unui sistem algebric liniarAx = b porneşte de la
o aproximaţie iniţial̆ax(0) ∈ Rn(Cn) şi genereaz̆a un şir de vectori{x(k)} care converge
către soluţiax∗ a sistemului. Aceste tehnici transformă sistemul iniţial̂ıntr-un sistem
echivalent de formax = Tx + c, T ∈ Kn×n, c ∈ Kn. Se generează un şir de forma
x(k) = Tx(k−1) + c. Criteriul de oprire este

‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ 1− ‖T‖
‖T‖ ε. (2.7.5)

El are la baz̆a rezultatul urm̆ator:

Propoziţia 2.7.4 Dacă x∗ este soluţia sistemului(2.7.2), cu‖T‖ < 1, atunci

‖x∗ − x(k)‖ ≤ ‖T‖
1− ‖T‖‖x

(k) − x(k−1)‖. (2.7.6)

Demonstraţie.Fiep ∈ N∗. Avem

‖x(k+p) − x(k)‖ ≤ ‖x(k+1) − x(k)‖+ · · ·+ ‖x(k+p) − x(k+p−1)‖. (2.7.7)

Pe de alt̆a parte, din (2.7.3), rezultă c̆a

‖x(m+1) − x(m)‖ ≤ ‖T‖‖x(m) − x(m−1)‖
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sau, pentruk < m

‖x(m+1) − x(m)‖ ≤ ‖T‖m−k+1‖x(k) − x(k−1)‖.

Aplicând aceste inegalităţi, pentrum = k, k + p− 1 relaţia (2.7.6) devine

‖x(k+p) − x(k)‖ ≤ (‖T‖+ · · ·+ ‖T‖p)‖x(k) − x(k−1)‖
≤ (‖T‖+ · · ·+ ‖T‖p + . . . )‖x(k) − x(k−1)‖.

Deoarece‖T‖ < 1, avem

‖x(k+p) − x(k)‖ ≤ ‖T‖
1− ‖T‖‖x

(k) − x(k−1)‖,

din care prin trecere la limită ı̂n raport cup se obţine (2.7.6).�

Dac̆a‖T‖ ≤ 1/2, inegalitatea (2.7.6) devine

‖x∗ − x(k)‖ ≤ ‖xk − x(k−1)‖,

iar criteriul de oprire
‖xk − x(k−1)‖ ≤ ε.

Tehnicile iterative sunt rar utilizate pentru a rezolva sisteme de mici dimensiuni,
deoarece timpul necesar pentru a obţine precizia dorită dep̆aşeşte timpul necesar pentru
eliminarea gaussiană. Pentru sisteme rare (a căror matrice are multe zerouri), de mari
dimensiuni, metodele iterative sunt eficiente şi din punctde vedere al spaţiului şi din
punct de vedere al timpului.

Fie sistemulAx = b. Presupunem c̆a putem scrie matricea inversabilă A sub forma
A = M − N . Dac̆a M este uşor de inversat (diagonală, triunghiular̆a, etc.) este mai
convenabil s̆a proced̆am astfel:

Ax = b⇔Mx = Nx + b⇔ x = M−1Nx + M−1b.

Ultima ecuaţie are formax = Tx + c, cuT = M−1N = I −M−1A. Se obţine şirul

x(k+1) = M−1Nx(k) + M−1b, k ∈ N,

x(0) vector arbitrar.
Prima descompunere pe care o considerăm esteA = D − L− U , unde

(D)ij = aijδij, (−L)ij =

{
aij, i > j
0, altfel
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(−U)ij =

{
aij, i < j
0, altfel

Se iaM = D, N = L + U . Se obţine succesiv

Ax = b⇔ Dx = (L + U)x + b⇔ x = D−1(L + U)x + D−1b

DeciT = TJ = D−1(L + U), c = cJ = D−1b. Metoda se numeştemetoda lui Jacobi6

(D inversabil̆a, de ce?)
Alt ă descompunere esteA = D − L − U , M = D − L, N = U . Se obţineTGS =

(D − L)−1U , cGS = (D − L)−1b – numit̆a metoda Gauss-Seidel(D − L inversabil̆a,
de ce?)

Să examin̆am iteraţiile Jacobix(k)
i =

1

aii


bi −

n∑

j=1
j 6=i

aijx
(k−1)
j


.

La calculul lui x(k)
i se utilizeaz̆a componentele luix(k−1) (substituţia simultan̆a).

Deoarece pentrui > 1, x
(k)
1 , . . . , x

(k)
i−1 au fost deja calculaţi şi se presupune că sunt

aproximaţii mai bune ale componentelor soluţiei decâtx(k−1)
1 , . . . , x

(k−1)
i−1 pare rezonabil

să calcul̆amx
(k)
i utilizând valorile cele mai recente, adică

x
(k)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aijx
(k)
j −

n∑

j=i+1

aijx
(k−1)
j

)
.

Se pot da condiţii necesare şi suficiente pentru convergenţa metodei lui Jacobi şi a
metodei Gauss-Seidel

ρ(TJ) < 1

ρ(TGS) < 1

şi condiţii suficiente: pentru o norm̆a dat̆a avem

‖TJ‖ < 1

‖TGS‖ < 1.

6

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) a fost contemporan al lui
Gauss, şi unul dintre cei mai importanţi matematicieni germani
din secolul al XIX-lea. Numele său este legat de funcţii eliptice,
ecuaţiile cu derivate parţiale ale dinamicii, mecanică cereasc̆a.
Matricea derivatelor parţiale poartă de asemenea numele său.
Este inventatorul metodei iterative de rezolvare a sistemelor al-
gebrice liniare numit̆a metoda lui Jacobi şi pe care a aplicat-o
ı̂n mecanica cerească.
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Putemı̂mbun̆at̆aţi metoda Gauss-Seidel introducând un parametruω şi aleĝand

M =
D

ω
− L.

Avem

A =

(
D

ω
− L

)
−
(

1− ω

ω
D + U

)
,

iar iteraţia obţinut̆a este
(

D

ω
− L

)
x(k+1) =

(
1− ω

ω
D + U

)
x(k) + b

Se obţine matricea

T = Tω =

(
D

ω
− L

)−1(
1− ω

ω
D + U

)

= (D − ωL)−1((1− ω)D + ωU).

Metoda se numeştemetoda relax̆arii . Avem urm̆atoarele variante:

– ω > 1 suprarelaxare (SOR - Successive Over Relaxation);

– ω < 1 subrelaxare;

– ω = 1 Gauss-Seidel.

Următoarele doŭa teoreme se referă la convergenţa metodei relaxării. Scriem matri-
cea metodei sub forma

Tω = (I − ωL̄)−1[(1− ωL̄)I + ωŪ ],

undeL̄ = D−1L şi Ū = D−1U .

Teorema 2.7.5 (Kahan)Are loc ρ(Tω) ≥ |ω − 1|. De aici rezult̆a condiţia necesar̆a
0 < ω < 2.

Demonstraţie.Scriem polinomul caracteristic al luiTω sub formap(λ) = det(λI −
Tω) = det((I − ωL̄)(λI − Tω)) = det((λ + ω − 1)I − ωλL̄− ωŪ); deci avem

p(0) = ±
n∏

i=1

λi(Tω) = ± det((ω − 1)I) = ±(ω − 1)n,

ceea ce implic̆amaxi |λi(Tω)| ≥ |ω − 1|. �
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Teorema 2.7.6 (Ostrowski-Reich)Dacă A este o matrice pozitiv definită şi 0 < ω <
2, SOR converge pentru orice alegere a aproximaţiei iniţiale x(0).

Demonstraţie.Demonstraţia se facêın doi paşi. FieM = ω−1(D − ωL). Atunci:

(1) definimQ = A−1(2M − A) şi ar̆at̆am caReλi(Q) > 0, pentru oricei.

(2) ar̆at̆am c̆aTω = (Q− I)(Q + I), de unde rezultă c̆a |λi(Tω)| < 1, pentru oricei.

Pentru primul pas, observăm c̆a Qx = λx implică (2M − A)x = λAx. Adun̂and
aceast̆a ecuaţie cu transpusa ei conjugată se obţinex∗(M + M∗ − A)x = Reλ(x∗Ax).
Astfel Reλ = x∗(M +M∗−A)x/x∗Ax = x∗( 2

ω
−1)Dx/x∗Ax > 0, căciA şi ( 2

ω
−1)D

sunt pozitiv definite.
Pentru a demonstra (2), observăm c̆a

(Q− I)(Q + I)−1 = (2A−1M − 2I)(2A−1M)−1 = I −M−1A = Tω,

deci

|λ(Tω)| =
∣∣∣∣
λ(Q)− 1

λ(Q) + 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(Reλ(Q)− 1)2 + (Imλ(Q))2

(Reλ(Q) + 1)2 + (Imλ(Q))2

∣∣∣∣
1/2

.

�

Teoremele 2.7.5 şi 2.7.6 ne dau o condiţie necesară şi suficient̆a pentru convergenţa
metodei relax̆arii dac̆a matricea sistemului este simetrică şi pozitiv definit̆a:0 < ω < 2.

Observaţia 2.7.7.Pentru metoda Jacobi (şi Gauss-Seidel) o condiţie suficientă de
convergenţ̆a este

|aii| >
n∑

j=1
j 6=i

|aij|, (A diagonal dominantă pe linii).

|aii| >
n∑

j=1
j 6=i

|aji|, (A diagonal dominantă pe coloane.) ♦

Valoarea optimal̆a pentruω este

ωO =
2

1 +
√

1− (ρ(TJ))2
.

Ea este valabilă doar pentru anumite tipuri de matrice (de exemplu tridiagonale pe blo-
curi).
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Teorema 2.7.8Fie B o matrice p̆atratică şi‖ · ‖ o norm̆a matricială oarecare. Atunci

lim
k→∞
‖Bk‖1/k = ρ(B).

Demonstraţie.Cumρ(B) ≤ ‖B‖ (teorema 2.1.6 şi cumρ(B) = (ρ(Bk))1/k avem

ρ(B) ≤ ‖Bk‖1/k, ∀ k ∈ N∗.

Se va stabili c̆a, pentru oriceε > 0 exist̆a ℓ = ℓ(ε) ∈ N astfelı̂ncât

k ≥ ℓ⇒ ‖Bk‖1/k ≤ ρ(B) + ε,

ceea ce demonstrează relaţia. Fie deciε > 0 dat. Deoarece matricea

Bε =
B

ρ(B) + ε

verifică ρ(Bε) < 1 se deduce din teorema 2.7.2 că lim
k→∞

Bk
ε = 0. Prin urmare, există un

ı̂ntregℓ = ℓε astfelı̂ncât

k ≥ ℓ⇒ ‖Bk
ε ‖ =

‖B‖k
(ρ(B) + ε)k

≤ 1

ceea ce este chiar relaţia căutat̆a.�

Dăm o teorem̆a referitoare la matrice de forma(I + B).

Teorema 2.7.9 (1) Fie‖·‖ o norm̆a matricială subordonat̆a şiB o matrice ce verific̆a

‖B‖ < 1.

Atunci matriceaI + B este inversabil̆a şi‖I + B‖−1 ≤ 1
1−||B|| .

(2) Dac̆a o matrice de forma(I + B) este singular̆a, atunciı̂n mod necesar

‖B‖ ≥ 1

pentru orice norm̆a matricială subordonat̆a sau nu.

Demonstraţie.(1) Deoarece

(I + B)u = 0⇒ ‖u‖ = ‖Bu‖

‖B‖ < 1 ∧ u 6= 0⇒ ‖Bu‖ < ‖u‖,
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pentru norma vectorială corespondentă, se deduce că

(I + B)u = 0⇒ u = 0.

MatriceaI + B fiind inversabil̆a putem scrie

(I + B)−1 = I −B(I + B)−1

de unde
‖(I + B)−1‖ ≤ 1 + ‖B‖‖(I + B)−1‖,

ceea ce conduce la inegalitatea căutat̆a.
(2) A spune c̆a matricea(I + B) este singular̆a revine la a spune că−1 este valoare

proprie a luiB. În aceste condiţii aplicarea teoremei 2.1.6 ne arată c̆a‖B‖ ≥ ρ(B) ≥ 1.
�

Cum se alegêıntre mai multe metode iterative convergente pentru rezolvarea
aceluiaşi sistem liniarAu = b? Pentru a fixa ideile, presupunem că B este normal̆a.
Atunci

‖Bke0‖2 ≤ ‖Bk‖2‖e0‖2 = (ρ(B))k‖e0‖2
şi aceast̆a inegalitate este cea mai bună posibil̆a, ı̂n sensul c̆a, pentru oricêıntregk ≥ 0,
exist̆a un vectore0(k) 6= 0 pentru care ea devine egalitate.

În cazul matricelor normale, metoda este cu atât mai rapid̆a, cu ĉat ρ(B) este mai
mic, c̆aci

sup
‖e0‖2=1

‖Bke0‖1/k
2 = ρ(B) pentru oricek ≥ 0.

În cazul general (matriceaB oarecare, norm̆a vectorial̆a oarecare), concluzia este
identic̆a: asimptotic, vectorul de eroareek = Bke0 se comport̆a ca şi(ρ(B))k, cum
precizeaz̆a rezultatul urm̆ator.

Teorema 2.7.10(1) Fie‖ · ‖ o norm̆a vectorial̆a oarecare şiu astfelı̂ncât

u = Bu + c.

Se consider̆a metoda iterativ̆a

uk+1 = Buk + c, k ≥ 0.

Atunci

lim
k→∞

{
sup

‖u0−u‖=1

‖uk − u‖1/k

}
= ρ(B).

(2) Fie‖ · ‖ o norm̆a vectorial̆a oarecare şi fieu astfelı̂ncât

u = Bu + c = B̃u + c̃.
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Se consider̆a metodele iterative

ũk+1 = B̃ũk + c̃, k ≥ 0, uk+1 = Buk + c, k ≥ 0

cu ρ(B) < ρ(B̃), u0 = ũ0. Atunci, oricare ar fi num̆arul ε > 0 exist̆a un ı̂ntreg ℓ(ε)
astfelı̂ncât

k ≥ ℓ⇒ sup
‖u0−u‖=1

{‖ũk − u‖
‖uk − u‖

}1/k

≥ ρ(B̃)

ρ(B) + ε
.

Demonstraţie.Fie‖·‖ norma matricial̆a subordonată. Pentru oricek natural putem scrie

(ρ(B))k = ρ(Bk) ≤ ‖Bk‖ = sup
‖e0‖=1

‖Bke0‖

astfel ca
ρ(B) ≤ sup

‖e0‖=1

‖Bke0‖1/k = ‖Bk‖1/k

şi aserţiunea (1) decurge din teorema 2.7.8. Conform aceleeaşi teoreme, fiind dat un
ε > 0 exist̆a unı̂ntregℓ(ε) astfelı̂ncât

k ≥ ℓ⇒ sup
‖e0‖=1

‖Bke0‖1/k ≤ (ρ(B) + ε).

Prin urmare, pentru oricek ≥ ℓ, exist̆a un vectore0 = e0(k) astfelı̂ncât

‖e0‖ = 1 şi ‖B̃ke0‖1/k = ‖B̃k‖1/k ≥ ρ(B̃)

şi (2) este demonstrată.�

Deci studiul metodelor iterative răspunde la doŭa probleme.
(1) Fiind dat̆a o metod̆a iterativ̆a cu matriceaB, s̆a se determine dacă metoda este

convergent̆a, adic̆a dac̆aρ(B) < 1, sau echivalent, dacă exist̆a o norm̆a matricial̆a astfel
ca‖B‖ < 1.

(2) Fiind date doŭa metode iterative convergente, metoda iterativă cea mai rapid̆a
este cea a c̆arei matrice are cea mai mică raz̆a spectral̆a.
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3.5.2. Propriet̆aţi de minimalitate ale funcţiilor spline cubice . . . . 120

Capitolul prezent este legat de aproximarea funcţiilor. Funcţiile ı̂n cauz̆a pot s̆a fie
definite pe un continuu - de regulă un interval - sau pe o mulţime finită de puncte. Prima
situaţie aparêın contextul funcţiilor speciale (elementare sau transcendente) pe care do-
rim să le evalŭam ca parte a unei subrutine. Deoarece o astfel de evaluare trebuie s̆a
se reduc̆a la un num̆ar finit de operaţii aritmetice, trebuiêın ultimă instanţ̆a s̆a apro-
ximăm funcţiile prin intermediul polinoamelor sau funcţiilor raţionale. A doua situaţie
esteı̂ntâlnită ı̂n ştiinţele fizice, ĉand m̆asur̆atorile unor cantit̆aţi fizice se faĉın funcţie
de alte cantit̆aţi (cum ar fi timpul).̂In ambele cazuri dorim să aproxim̆am o funcţie dat̆a,
cât mai bine posibil,̂ın termeni de funcţii mai simple.

În general o schem̆a de aproximare poate fi descrisă dup̆a cum urmeaz̆a.
Se d̆a o funcţief ∈ X ce urmeaz̆a a fi aproximat̆a, ı̂mpreun̆a cu o clas̆a Φ de apro-

ximante şi o norm̆a‖ · ‖ ce m̆asoar̆a mărimea funcţiilor. C̆aut̆am o aproximarêϕ ∈ Φ a
lui f astfelı̂ncât

‖f − ϕ̂‖ ≤ ‖f − ϕ‖ pentru oriceϕ ∈ Φ. (3.0.1)

Aceast̆a problem̆a se numeşteproblem̆a de cea mai bun̆a aproximarea lui f cu
elemente dinΦ, iar funcţiaϕ̂ se numeşte(element de) cea mai bună aproximarea lui f
relativ la norma‖ · ‖.

Cunosĉandu-se o baz̆a{πj}nj=1 a lui Φ putem scrie

Φ = Φn =

{
ϕ : ϕ(t) =

n∑

j=1

cjπj(t), cj ∈ R

}
. (3.0.2)

Φ este un spaţiu liniar finit dimensional sau o submulţime a acestuia.

Exemplul 3.0.11. Φ = Pm - mulţimea polinoamelor de grad cel multm. O baz̆a a sa
esteej(t) = tj, j = 0, 1, . . . ,m. Deci dim Pm = m + 1. Polinoamele sunt cele mai
utilizate aproximante pentru funcţii pe domenii mărginite (intervale sau mulţimi finite).
Motivul – teorema lui Weierstrass – orice funcţie dinC[a, b] poate fi aproximat̆a oriĉat
de bine printr-un polinom de grad suficient de mare. ♦

Exemplul 3.0.12. Φ = Sk
m(∆) spaţiul funcţiilor spline polinomiale de gradm şi cu

clasa de netezimek pe subdiviziunea

∆ : a = t1 < t2 < t3 < · · · < tN−1 < tN = b

a intervalului[a, b]. Acestea sunt funcţii polinomiale pe porţiuni de grad≤ m, racor-
dateı̂n t1, . . . , tN−1, astfel ı̂ncât toate derivatele p̂an̆a la ordinulk să fie continue pe
[a, b]. Presupunem0 ≤ k < m. Pentruk = m se obţinePm. Dac̆a k = −1 permitem
discontinuit̆aţi ı̂n punctele de joncţiune. ♦
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Exemplul 3.0.13. Φ = Tm[0, 2π] spaţiul polinoamelor trigonometrice de grad cel mult
m pe [0, 2π]. Acestea sunt combinaţii liniare ale funcţiilor

πk(t) = cos(k − 1)t k = 1,m + 1,

πm+1−k(t) = sin kt k = 1,m.

Dimensiunea spaţiului esten = 2m + 1. Astfel de aproximante sunt alegeri naturale
dac̆a funcţia de aproximat este periodică de perioad̆a2π. (Dac̆af are perioadap se face
schimbarea de variabilă t→ tp/2π.) ♦

De notat c̆a mulţimea funcţiilor raţionale

Φ = Rr,s = {ϕ : ϕ = p/q, p ∈ Pr, q ∈ Ps},

nu este spaţiu liniar.
Câteva alegeri posibile ale normei, atât pentru funcţii continue, cât şi pentru cele

discrete apar̂ın tabelul 3.1. Cazul continuu presupune un interval[a, b] şi o funcţie
ponderew(t) (posibil şi w(t) ≡ 1) definit̆a pe intervalul[a, b] şi pozitivă, except̂and
zerourile izolate. Cazul discret presupune o mulţime deN puncte distinctet1, t2, . . . , tN
ı̂mpreun̆a cu ponderilew1, w2, . . . , wN (posibilwi = 1, i = 1, N ). Intervalul[a, b] poate
fi nemărginit, dac̆a funcţia ponderew este astfel̂ıncât integrala pe[a, b] care defineşte
norma s̆a aib̆a sens.

normă continŭa tip normă discret̆a
‖u‖∞ = max

a≤t≤b
|u(t)| L∞ ‖u‖∞ = max

1≤i≤N
|u(ti)|

‖u‖1 =
∫ b

a
|u(t)|dt L1 ‖u‖1 =

∑N
i=1 |u(ti)|

‖u‖1,w =
∫ b

a
|u(t)|w(t)dt L1

w ‖u‖1,w =
∑n

i=1 wi|u(ti)|
‖u‖2,w =

(∫ b

a
|u(t)|2w(t)dt

)1/2

L2
w ‖u‖2,w =

(∑N
i=1 wi|u(ti)|2

)1/2

Tabela 3.1: Tipuri de aproximare şi normele asociate

Deci combin̂and normele din tabelă cu spaţiile liniare din exemple se obţine o pro-
blemă de cea mai bun̆a aproximare (3.0.1) cu sens.În cazul continuu, funcţia dată f şi
funcţiile ϕ din clasaΦ trebuie definit̆a pe[a, b] şi norma‖f − ϕ‖ să aib̆a sens. La fel,f
şi ϕ trebuie definitêın puncteleti ı̂n cazul discret.

De notat c̆a dac̆a cea mai bun̆a aproximant̆a ϕ̂ ı̂n cazul discret este astfelı̂ncât‖f −
ϕ̂‖ = 0, atunciϕ̂(ti) = f(ti), pentrui = 1, 2, . . . , N . Spunem c̆a ϕ̂ interpoleaz̆a f ı̂n
puncteleti şi numim această problem̆a de aproximareproblem̆a de interpolare.

Cele mai simple probleme de aproximare sunt problema celor mai mici pătrate (vezi
secţiunea 3.1) şi problema de interpolare, iar spaţiul cel mai simplu este cel al polinoa-
melor.
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Înainte de âıncepe cu problema celor mai mici pătrate, introducem un instrument
notaţional care ne permite să trat̆am cazul continuu şi cel discret simultan. Definimı̂n
cazul continuu

λ(t) =





0, dac̆a t < a (când −∞ < a),∫ t

a

w(τ)dτ, dac̆a a ≤ t ≤ b,
∫ b

a

w(τ)dτ, dac̆a t > b (cândb <∞).

(3.0.3)

Astfel putem scrie, pentru orice funcţie continuău
∫

R

u(t)dλ(t) =

∫ b

a

u(t)w(t)dt, (3.0.4)

căcidλ(t) ≡ 0 ı̂n afara lui[a, b] şidλ(t) = w(t)dt ı̂n interiorul lui. Vom numidλ măsur̆a
(pozitivă) continŭa. Măsura discret̆a (numit̆a şi ,,m̆asura Dirac“) asociată mulţimii de
puncte{t1, t2, . . . , tN} este o m̆asur̆adλ care este nenulă numaîın puncteleti şi are aici
valoareawi. Astfel ı̂n acest caz

∫

R

u(t)dλ(t) =
N∑

i=1

wiu(ti). (3.0.5)

O definiţie mai precis̆a se poate da cu ajutorul integralei Stieltjes, dacă definimλ(t) ca
fiind o funcţieı̂n scar̆a cu saltul̂ın ti egal cuwi. În particular, definim norma luiL2 prin

‖u‖2,dλ
=

(∫

R

|u(t)|2dλ(t)

) 1
2

(3.0.6)

şi obţinem norma continŭa sau discretă dup̆a cumλ este câın (3.0.3) sau o funcţiêın
scar̆a caı̂n (3.0.5).

Vom numi suportul lui dλ – notat cusuppdλ – intervalul [a, b] ı̂n cazul conti-
nuu (presupunem că w este pozitiv̆a pe[a, b] except̂and zerourile izolate) şi mulţimea
{t1, t2, . . . , tN} ı̂n cazul discret. Spunem că mulţimea de funcţiiπj din (3.0.2) este liniar
independent̆a pesuppdλ dac̆a

∀ t ∈ suppdλ
n∑

j=1

cjπj(t) ≡ 0⇒ c1 = c2 = · · · = ck = 0. (3.0.7)

3.1. Aproximaţie prin metoda celor mai mici pătrate

Vom particulariza problema (3.0.1) luând ca norm̆a norma dinL2

‖u‖2,dλ
=

(∫

R

|u(t)|2dλ(t)

) 1
2

, (3.1.1)
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undedλ este fie o m̆asur̆a continŭa (conform (3.0.3)) sau discretă (conform (3.0.5)) şi
utilizând aproximantaϕ dintr-un spaţiu liniarn-dimensional

Φ = Φn =

{
ϕ : ϕ(t) =

n∑

j=1

cjπj(t), cj ∈ R

}
. (3.1.2)

Presupunem c̆a funcţiileπj sunt liniar independente pesuppdλ şi că integrala din (3.1.1)
are sens pentruu = πj sauu = f .

Problema astfel obţinută se numeşteproblem̆a de aproximarêın sensul celor mai
mici pătrate sauproblem̆a de aproximarêın medie p̆atratică. Soluţia ei a fost dată la
ı̂nceputul secolului al XIX-lea de către Gauss şi Legendre1.

Presupunem c̆a funcţiile de baz̆aπj sunt liniar independente pesuppdλ. Vom presu-
pune c̆a integrala din (3.1.1) are sens pentruu = πj, j = 1, . . . , n şi u = f .

Soluţia problemei de cea mai bună aproximare se exprim̆a mai uşor cu ajutorul pro-
duselor scalare.

3.1.1. Produse scalare

Dându-se o m̆asur̆a continŭa sau discretădλ şi doŭa funcţiiu şi v având norma finit̆a
putem defini produsul scalar

(u, v) =

∫

R

u(t)v(t)dλ(t). (3.1.3)

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz

‖(u, v)‖ ≤ ‖u‖2,dλ
‖v‖2,dλ

ne spune c̆a integralâın (3.1.3) este bine definită.
Produsul scalar real are următoarele proprietăţi utile:

(i) simetria(u, v) = (v, u);

(ii) omogenitatea(αu, v) = α(u, v), α ∈ R;

1

Adrien Marie Legendre (1752-1833) matematician francez,
bine cunoscut pentru tratatul său asupra integralelor eliptice,
dar şi pentru lucr̆arile sale de teoria numerelor şi geometrie.
Este considerat, alături de Gauss, iniţiator (ı̂n 1805) al metodei
celor mai mici p̆atrate, deşi Gauss a utilizat metodaı̂ncă din
1794, dar a publicat-o doarı̂n 1809.
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(iii) aditivitatea(u + v, w) = (u,w) + (v, w);

(iv) pozitiv definirea(u, u) ≥ 0 şi (u, u) = 0⇔ u ≡ 0 pesuppdλ.

Omogenitatea şi aditivitatea ne dau liniaritatea

(α1u1 + α2u2, v) = α1(u1, v) + α2(u2, v) (3.1.4)

Relaţia (3.1.4) se poate extinde la combinaţii liniare finite. De asemenea

‖u‖22,dλ
= (u, u). (3.1.5)

Spunem c̆au şi v suntortogonaledac̆a

(u, v) = 0. (3.1.6)

Mai general, putem considera sisteme ortogonale{uk}nk=1:

(ui, uj) = 0 dac̆a i 6= j, uk 6= 0 pesuppdλ; i, j = 1, n, k = 1, n. (3.1.7)

Pentru un astfel de sistem are loc teorema generalizată a lui Pitagora

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

αkuk

∥∥∥∥∥

2

=
n∑

k=1

|αk|2‖uk‖2. (3.1.8)

O consecinţ̆a important̆a a lui (3.1.8) este aceea că orice sistem ortogonal este li-
niar independent pesuppdλ. Într-adev̆ar, dac̆a membrul st̂ang al lui (3.1.8) se anu-
leaz̆a, atunci şi membrul drept se anulează şi deoarece‖uk‖2 > 0, din ipotez̆a rezult̆a
α1 = α2 = · · · = αn = 0.

3.1.2. Ecuaţiile normale

Suntem acum̂ın măsur̆a s̆a rezolv̆am problema de aproximareı̂n sensul celor mai
mici pătrate. Din (3.1.5) putem scrie pătratul erorii dinL2 sub forma

E2[ϕ] := ‖ϕ− f‖2 = (ϕ− f, ϕ− f) = (ϕ, ϕ)− 2(ϕ, f) + (f, f).

Înlocuind peϕ cu expresia sa din (3.1.2) se obţine

E2[ϕ] =

∫

R

(
n∑

j=1

cjπj(t)

)2

dλ(t)− 2

∫

R

(
n∑

j=1

cjπj(t)

)
f(t)dλ(t)+ (3.1.9)

+

∫

R

f 2(t)dλ(t).
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Pătratul erorii dinL2 este o funcţie cuadratică de coeficienţiic1, . . . , cn ai lui ϕ. Pro-
blema celei mai bune aproximaţiiı̂n L2 revine la a minimiza această funcţie p̆atratic̆a;
ea se rezolv̆a anul̂and derivatele parţiale. Se obţine

∂

∂ci

E2[ϕ] = 2

∫

R

(
n∑

j=1

cjπj(t)

)
πi(t)dλ(t)− 2

∫

R

πi(t)f(t)dλ(t) = 0

adic̆a
n∑

j=1

(πi, πj)cj = (πi, f), i = 1, 2, . . . , n. (3.1.10)

Aceste ecuaţii se numescecuaţii normalepentru problema celor mai mici pătrate. Ele
formeaz̆a un sistem liniar de forma

Ac = b (3.1.11)

unde matriceaA şi vectorulb au elementele

A = [aij], aij = (πi, πj), b = [bi], bi = (πi, f). (3.1.12)

Datorit̆a simetriei produsului scalar,A este o matrice simetrică. Mai mult,A este pozitiv
definit̆a, adic̆a

xT Ax =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj > 0 dac̆ax 6= [0, 0, . . . , 0]T . (3.1.13)

Funcţia (3.1.13) se numeşteformă pătratică (deoarece este omogenă de grad 2). Pozitiv
definirea luiA ne spune c̆a forma p̆atratic̆a ai c̆arei coeficienţi sunt elementele luiA este
ı̂ntotdeauna nenegativă şi zero numai dacă variabilelexi se anuleaz̆a.

Pentru a demonstra (3.1.13) să inser̆am definiţia luiaij şi s̆a utilizăm propriet̆aţile
(i)-(iv) ale produsului scalar

xT Ax =
n∑

i=1

n∑

j=1

xixj(πi, πj) =
n∑

i=1

n∑

j=1

(xiπi, xjπj) =

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

xiπi

∥∥∥∥∥

2

.

Aceasta este evident nenegativă. Ea este zero numai dacă
∑n

i=1 xiπi ≡ 0 pe suppdλ,
care pe baza liniar independenţei luiπi implicăx1 = x2 = · · · = xn = 0.

Este un rezultat cunoscut din algebra liniară c̆a o matriceA simetric̆a pozitiv definit̆a
este nesingulară. Într-adev̆ar, determinantul s̆au, precum şi minorii principali sunt strict
pozitivi. Rezult̆a c̆a sistemul de ecuaţii normale (3.1.10) are soluţie unică. Corespunde
aceast̆a soluţie minimului luiE[ϕ] ı̂n (3.1.9)? Matricea hessiană H = [∂2E2/∂ci∂cj]
trebuie s̆a fie pozitiv definit̆a. DarH = 2A, deoareceE2 este o funcţie cuadratică. De
aceea,H, ca şiA, esteı̂ntr-adev̆ar pozitiv definit̆a şi soluţia ecuaţiilor normale ne dă
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minimul dorit. Problema de aproximareı̂n sensul celor mai mici p̆atrate are o soluţie
unică, dat̆a de

ϕ̂(t) =
n∑

j=1

ĉjπj(t) (3.1.14)

undeĉ = [ĉ1, ĉ2, . . . , ĉn]T este vectorul soluţie al ecuaţiilor normale (3.1.10). Aceasta
rezolv̆a problema de aproximareı̂n sensul celor mai mici p̆atrate complet̂ın teorie, dar
nu şi ı̂n practic̆a. Referitor la o mulţime generală de funcţii de baz̆a liniar independente,
pot ap̆area urm̆atoarele dificult̆aţi:

(1) Sistemul de ecuaţii normale (3.1.10) poate fi prost condiţionat. Un exemplu sim-
plu este urm̆atorul:suppdλ = [0, 1], dλ(t) = dt pe[0, 1] şiπj(t) = tj−1, j = 1, 2, . . . , n.
Atunci

(πi, πj) =

∫ 1

0

ti+j−2dt =
1

i + j − 1
, i, j = 1, 2, . . . , n,

adic̆a matriceaA este matricea Hilbert. Prost condiţionarea ecuaţiilor normale se dato-
reaz̆a alegerii neinspirate a funcţiilor de bază. Acestea devin aproape liniar dependente
când exponentul creşte. O altă surs̆a de degradare provine din elementele membrului
dreptbj =

∫ 1

0
πj(t)f(t)dt. Cândj este mareπj(t) = tj−1 se comport̆a pe[0, 1] ca o

funcţie discontinŭa. Un polinom care oscilează mai rapid pe[0, 1] ar fi de preferat, c̆aci
ar angaja mai viguros funcţiaf .

(2) Al doilea dezavantaj este faptul că toţi coeficienţiîcj din (3.1.14) depind den,
adic̆a ĉj = ĉ

(n)
j , j = 1, 2, . . . , n. Mărirea luin ne d̆a un nou sistem de ecuaţii mai mare

şi cu o soluţie complet diferită. Acest fenomen se numeştenepermanenţa coeficienţilor
ĉj.

Amândoŭa neajunsurile (1) şi (2) pot fi eliminate (sau măcar atenuate) alegând ca
funcţii de baz̆a un sistem ortogonal,

(πi, πj) = 0 dac̆a i 6= j (πi, πj) = ‖πj‖2 > 0 (3.1.15)

Atunci sistemul de ecuaţii normale devine diagonal şi poate fi rezolvat imediat cu for-
mula

ĉj =
(πj, f)

(πi, πj)
, j = 1, 2, . . . , n. (3.1.16)

Evident, aceşti coeficienţîcj sunt independenţi den şi odat̆a calculaţi r̆amân la fel pentru
oricen mai mare. Avem acum proprietatea de permanenţă a coeficienţilor. De asemenea
nu trebuie s̆a rezolv̆am sistemul de ecuaţii normale, ci putem aplica direct (3.1.16).
Aceasta nûınseamn̆a c̆a nu sunt probleme numericeı̂n (3.1.16).̂Intr-adev̆ar, numitorul
‖πj‖2 creşte odat̆a cuj, ı̂n timp ce integrala de la num̆ar̆ator (sau termenii individualîın
cazul discret) au acelaşi ordin de mărime ca şif . De aceea ne aşteptăm ca valorilêcj ale
coeficienţilor s̆a descrească rapid. Din acest motiv pot să apar̆a erori de anulare atunci
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când se calculează produsul scalar de la număr̆ator. Problemele de anulare pot fi ocolite
ı̂ntr-o oarecare m̆asur̆a calcul̂andĉj ı̂n forma alternativ̆a

ĉj =
1

(πj, πj)

(
f −

j−1∑

k=1

ckπk, πj

)
, j =, 1, 2, . . . , n, (3.1.17)

unde suma vid̆a (ĉandj = 1) se ia egal̆a cu zero. Evident din ortogonalitatea luiπj,
(3.1.17) este echivalentă cu (3.1.16) din punct de vedere matematic, dar nu neapărat şi
numeric.

Dăm un algoritm care calculează ĉj cu (3.1.17), dar ı̂n acelaşi timp şi
ϕ̂(t):

s0 := 0;
for j = 1, 2, . . . , n do

ĉj :=
1

|πj|2
(f − sj−1, πj);

sj := sj−1 + ĉjπj(t).
end for
Orice sistem{π̂j} care este liniar independent pesuppdλ poate fi ortogonalizat (ı̂n

raport cu m̆asuradλ) prin procedeul Gram-Schmidt. Se ia

π1 = π̂1

şi apoi, pentruj = 2, 3, . . . se calculeaz̆a recursiv

πj = π̂j −
j−1∑

k=1

ckπk, ck =
(π̂j, πk)

(πk, πk)
, k = 1, j − 1.

Atunci fiecareπj astfel determinat este ortogonal pe toate funcţiile precedente.

3.1.3. Eroareâın metoda celor mai mici p̆atrate. Convergenţa

Am văzut c̆a dac̆aΦ = Φn const̆a dinn funcţii πj, j = 1, 2, . . . , n care sunt liniar in-
dependente pesuppdλ, atunci problema de aproximareı̂n sensul celor mai mici p̆atrate
pentrudλ

min
ϕ∈φn

‖f − ϕ‖2,dλ
= ‖f − ϕ̂‖2,dλ

(3.1.18)

are o soluţie unic̆a ϕ̂ = ϕ̂n, dat̆a de (3.1.14). Există multe moduri de a selecta baza
{πj} a lui Φn şi de aceea mai multe moduri de a reprezenta soluţia, care conduc totuşi la
aceeaşi funcţie. Eroareaı̂n sensul celor mai mici p̆atrate – cantitatea din dreapta relaţiei
(3.1.18) – este independentă de alegerea funcţiilor de bază (deşi calculul soluţiei, aşa
cum s-a menţionat anterior, nu este).În studiul acestor erori, putem presupune făr̆a a
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restr̂ange generalitatea că bazaπj este un sistem ortogonal (fiecare sistem liniar inde-
pendent poate fi ortogonalizat prin procedeul Gram-Schmidt). Avem conform (3.1.16)

ϕ̂n(t) =
n∑

j=1

ĉjπj(t), ĉj =
(πj, f)

(πj, πj)
. (3.1.19)

Observ̆amı̂ntâi că eroareaf − ϕn este ortogonală peΦn, adic̆a

(f − ϕ̂n, ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ Φn (3.1.20)

unde produsul scalar este cel din (3.1.3). Deoareceϕ este o combinaţie liniară deπk,
este suficient s̆a ar̆at̆am (3.1.20) pentru fiecareϕ = πk, k = 1, 2, . . . , n. Înlocuindϕ̂n cu
expresia sa din (3.1.19)ı̂n (3.1.20), ğasim

(f − ϕ̂n, πk) =

(
f −

n∑

j=1

ĉjπk, πk

)
= (f, πk)− ĉk(πk, πk) = 0,

ultima ecuaţie rezultând din formula pentrûck din (3.1.19). Rezultatul din (3.1.20) are
o interpretare geometrică simpl̆a. Dac̆a reprezent̆am funcţiile ca vectori şi spaţiulΦn

ca un plan, atunci pentru orice funcţief careı̂nţeap̆a planulΦn, aproximantâın sensul
celor mai mici p̆atrateϕ̂n esteproiecţia ortogonal̆a a lui f peΦn, vezi figura 3.1.

n

f

ϕ
O

Figura 3.1: Aproximaţiâın sensul celor mai mici p̆atrate ca proiecţie ortogonală

În particular, aleĝandϕ = ϕ̂n ı̂n (3.1.20) obţinem

(f − ϕ̂n, ϕ̂n) = 0
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şi de aceea, deoarecef = (f − ϕ̂) + ϕ̂, conform teoremei lui Pitagora şi generalizării
sale (3.1.8)

‖f‖2 = ‖f − ϕ̂‖2 + ‖ϕ̂‖2 = ‖f − ϕ̂n‖2 +

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ĉjπj

∥∥∥∥∥

2

= ‖f − ϕ̂n‖2 +
n∑

j=1

|ĉj|2‖πj‖2.

Exprimând primul termen din dreapta obţinem

‖f − ϕ̂n‖ =

{
‖f‖2 −

n∑

j=1

|ĉj|‖πj‖2
}1/2

, ĉj =
(πj, f)

(πj, πj)
. (3.1.21)

De notat c̆a expresia dintre acolade trebuie să fie nenegativ̆a.
Formula (3.1.21) este de interes teoretic, dar de utilitatepractic̆a limitat̆a. De notat,

ı̂ntr-adev̆ar, c̆a pe m̆asur̆a ce eroarea se aproprie de niveluleps al preciziei maşinii,
calculul erorii din membrul drept al lui (3.1.21) nu poate produce ceva mai mic decât√

eps datorit̆a erorilor comisêın timpul sc̆aderilor sub radical (astfel se poate obţine
chiar un rezultat negativ sub radical). Utilizândı̂n loc definiţia

‖f − ϕ̂n‖ =

{∫

R

[f(t)− ϕ̂n(t)]2dλ(t)

} 1
2

,

ı̂mpreun̆a, probabil, cu o regulă de cuadratură (pozitiv̆a) potrivit̆a se garantează c̆a se
produce un rezultat nenegativ, potenţial la fel de mic caO(eps).

Dac̆a se d̆a acum un şir de spaţii liniareΦn, n = 1, 2, 3, . . . , avem evident

‖f − ϕ̂1‖ ≥ ‖f − ϕ̂2‖ ≥ ‖f − ϕ̂3‖ ≥ . . . ,

care rezult̆a nu numai din (3.1.21), dar mai direct din faptul că

Φ1 ⊂ Φ2 ⊂ Φ3 ⊂ . . . .

Deoarece există o infinitate de astfel de spaţii, atunci secvenţa de eroridin L2, fiind
monoton descrescătoare, trebuie s̆a convearğa la o limit̆a. Este limita 0? Dac̆a este aşa,
spunem c̆a aproximarea prin metoda celor mai mici pătrate convergêın medie ĉand
n → ∞. Este evident din (3.1.21) că o condiţie necesară şi suficient̆a pentru aceasta
este

∞∑

j=1

|ĉj|2‖πj‖2 = ‖f‖2. (3.1.22)
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Un mod echivalent de a formula convergenţa este următorul: d̂andu-sef cu ‖f‖ <
∞, adic̆a ∀ f ∈ L2

dλ şi dându-se unε > 0 arbitrar de mic, există unı̂ntregn = nε şi o
funcţieϕ∗ ∈ Φn astfel̂ıncât‖f−ϕ∗‖ ≤ ε. O clas̆a de spaţiiΦn având această proprietate
se numeşte completă ı̂n raport cu norma‖·‖ = ‖·‖2,dλ. Vom numi relaţia (3.1.22) relaţia
de completitudine. Pentru un interval finit[a, b] putem defini completitudinea lui{ϕn}
de asemenea pentru norma uniformă‖ · ‖∞ pe [a, b]. Se poate presupune căf ∈ C[a, b]
şi πj ∈ C[a, b] şi numim{ϕn} complet̆a ı̂n norma‖ · ‖∞ dac̆a pentru oricef ∈ C[a, b]
şi oriceε > 0 exist̆a n = nε şi unϕ∗ ∈ Φn astfelı̂ncât ‖f − ϕ∗‖∞ ≤ ε. Este uşor de
văzut c̆a completitudinea lui{ϕn} ı̂n norma‖ · ‖∞ pe(a, b) implică completitudinea lui
{ϕn} ı̂n norma dinL2 ‖ · ‖2,dλ, undesuppdλ = [a, b] şi deci convergenţa procesului
de aproximare prin metoda celor mai mici pătrate.̂Intr-adev̆ar, fieε > 0 arbitrar şi fien
şi ϕ∗ ∈ Φn astfelı̂ncât

‖f − ϕ∗‖∞ ≤
ε

(∫
R

dλ(t)
)1/2

.

Aceasta este posibil din ipoteză. Atunci

‖f − ϕ∗‖2,dλ =

(∫

R

[f(t)− ϕ∗(t)]2dλ(t)

)1/2

≤

≤ ‖f − ϕ∗‖∞
(∫

R

dλ(t)

)1/2

≤

≤ ε
(∫

R
dλ(t)

)1/2

(∫

R

dλ(t)

)1/2

= ε,

aşa cum s-a afirmat.

Exemplul 3.1.1. Φn = Pn−1. Aici completitudinea lui{ϕn} ı̂n norma‖ · ‖∞ (pe un
interval finit [a, b]) este o consecinţă a teoremei de aproximare a lui Weierstrass. Astfel
aproximaţia polinomial̆a ı̂n sensul celor mai mici p̆atrate pe un interval finit converge
ı̂ntotdeauna (ı̂n medie). ♦

3.2. Exemple de sisteme ortogonale

Unul dintre cele mai utilizate sisteme este sistemul trigonometric cunoscut din ana-
liza Fourier. Un alt sistem larg utilizat este cel al polinoamelor ortogonale.

(1) Sistemul trigonometric este format din funcţiile:

1, cos t, cos 2t, cos 3t, . . . , sin t, sin 2t, sin 3t, . . .

El este ortogonal pe[0, 2π] ı̂n raport cu m̆asura

dλ(t) =

{
dt pe [0, 2π]
0 ı̂n rest
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Avem
∫ 2π

0

sin kt sin ℓtdt =

{
0, pentru k 6= ℓ
π, pentru k = ℓ

k, ℓ = 1, 2, 3, . . .

∫ 2π

0

cos kt cos ℓtdt =





0, k 6= ℓ
2π, k = ℓ = 0
π, k = ℓ > 0

k, ℓ = 0, 1, 2 . . .

∫ 2π

0

sin kt cos ℓtdt = 0, k = 1, 2, 3, . . . , ℓ = 0, 1, 2, . . .

Aproximarea are forma

f(t) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kt + bk sin kt). (3.2.1)

Utiliz ând (3.1.16) obţinem

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos ktdt, k = 1, 2, . . .

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin ktdt, k = 1, 2, . . . (3.2.2)

numiţi coeficienţi Fourierai lui f . Ei sunt coeficienţii (3.1.16) pentru sistemul trigono-
metric. Prin extensie coeficienţii (3.1.16) pentru orice sistem ortogonal(πj) se vor numi
coeficienţii Fourier ai luif relativ la acest sistem.În particular, recunoaştem̂ın seria
Fourier trunchiat̆a pentruk = m cea mai bun̆a aproximare a luif din clasa polinoame-
lor trigonometrice de grad≤ n relativ la norma

‖u‖2 =

(∫ 2π

0

|u(t)|2dt

)1/2

.

(2) Polinoame ortogonale. Dându-se o m̆asur̆a dλ, ştim c̆a orice sistem finit de
puteri1, t, t2, . . . este liniar independent pe[a, b], dac̆asuppdλ = [a, b], iar1, t, . . . , tn−1

sunt liniar independente pesuppdλ = {t1, t2, . . . , tN}. Deoarece o mulţime de vectori
liniar independenţi a unui spaţiu liniar poate fi ortogonalizată prin procedeul Gram-
Schmidt, orice m̆asur̆a dλ de tipul considerat generează o mulţime unic̆a de polinoame
moniceπj(t, dλ), j = 0, 1, 2, . . . ce satisfac

gradπj = j, j = 0, 1, 2, . . .∫

R

πk(t)πℓ(t)dλ(t) = 0, dac̆ak 6= ℓ.
(3.2.3)
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Aceste polinoame se numescpolinoame ortogonalerelativ la m̆asuradλ. Vom permite
indicilor să mearğa de la 0. Mulţimea{πj} este infinit̆a dac̆a suppdλ = [a, b] şi const̆a
din exactN polinoameπ0, π1, . . . , πN−1 dac̆a suppdλ = {t1, . . . , tN}. În ultimul caz
polinoamele se numescpolinoame ortogonale discrete.

Între trei polinoame ortogonale monice2 consecutive există o relaţie liniar̆a. Mai
exact, exist̆a constantele realeαk = αk(dλ) şi βk = βk(dλ) > 0 (depinẑand de m̆asura
dλ) astfelı̂ncât

πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k = 0, 1, 2, . . .

π−1(t) = 0, π0(t) = 1.
(3.2.4)

(Se sub̂ınţelege c̆a (3.2.4) are loc pentru oricek ∈ N dac̆a suppdλ = [a, b] şi numai
pentruk = 0, N − 2 dac̆a suppdλ = {t1, t2, . . . , tN}).

Pentru a demonstra (3.2.4) şi a obţine expresiile coeficienţilor să observ̆am c̆a

πk+1(t)− tπk(t)

este un polinom de grad≤ k, şi deci poate fi exprimat ca o combinaţie liniară a lui
π0, π1, . . . , πk. Scriem această combinaţie sub forma

πk+1 − tπk(t) = −αkπk(t)− βkπk−1(t) +
k−2∑

j=0

γk,jπj(t) (3.2.5)

(sumele vide se consideră nule).̂Inmulţim scalar ambii membri ai relaţiei anterioare cu
πk şi obţinem

(−tπk, πk) = −αk(πk, πk)

adic̆a

αk =
(tπk, πk)

(πk, πk)
, k = 0, 1, 2, . . . (3.2.6)

La fel, ı̂nmulţind scalar cuπk−1 obţinem

(−tπk, πk−1) = −βk(πk−1, πk−1).

Deoarece(tπk, πk−1) = (πk, tπk−1) şi tπk−1 diferă deπk printr-un polinom de grad< k
se obţine prin ortogonalitate(tπk, πk−1) = (πk, πk), deci

βk =
(πk, πk)

(πk−1, πk−1)
, k = 1, 2, . . . (3.2.7)

Înmulţind (3.2.5) cuπℓ, ℓ < k − 1, se obţine

γk,ℓ = 0, ℓ = 0, 1, . . . , k − 1. (3.2.8)

2Un polinom se numeştemonicdac̆a coeficientul s̆au dominant este 1.



3.2. Exemple de sisteme ortogonale 79

Formula de recurenţă (3.2.4) ne d̆a o modalitate practic̆a de determinare a polinoa-
melor ortogonale. Deoareceπ0 = 1, putem calculaα0 cu (3.2.6) pentruk = 0. Se
continuŭa apoi cuπ1, utilizând (3.2.4) pentruk = 0. Mai departe, utiliẑand alternativ
(3.2.6), (3.2.7) şi (3.2.4) putem calcula câte polinoame ortogonale dorim. Procedeul –
numit procedura lui Stieltjes3 – este foarte potrivit pentru polinoame ortogonale dis-
crete, c̆aci ı̂n acest caz produsul scalar se exprimă prin sume finite.̂In cazul continuu,
calculul produsului scalar necesită calcul de integrale, ceea ce complică lucrurile. Din
fericire, pentru multe m̆asuri speciale importante, coeficienţii se cunosc explicit. Cazul
special ĉand m̆asura este simetrică (adic̆adλ(t) = w(t) cuw(−t) = w(t) şi suppdλ si-
metric̆a faţ̆a de origine) merit̆a o atenţie specială deoarecêın acest cazαk = 0, ∀ k ∈ N,
conform lui (3.2.1) c̆aci

(tπk, πk) =

∫

R

w(t)tπ2
k(t)dt =

∫ b

a

w(t)tπ2
k(t)dt = 0,

deoarece avem o integrală dintr-o funcţie impar̆a pe un domeniu simetric faţa de origine.

3.2.1. Exemple de polinoame ortogonale

Polinoamele lui Legendre

Se definesc prin aşa-numita formulă a lui Rodrigues

πk(t) =
k!

(2k)!

dk

dtk
(t2 − 1)k. (3.2.9)

Verificăm ı̂ntâi ortogonalitatea pe[−1, 1] ı̂n raport cu m̆asuradλ(t) = dt. Pentru
orice0 ≤ ℓ < k, prin integrare repetată prin p̆arţi se obţine:

∫ 1

−1

dk

dtk
(t2 − 1)k =

ℓ∑

m=0

ℓ(ℓ− 1) . . . (ℓ−m + 1)tℓ−m dk−m−1

dtk−m−1
(t2 − 1)k

∣∣∣∣∣

1

−1

= 0,

(3.2.10)

3

Thomas Jan Stieltjes (1856-1894), matematician olandez, astu-
diat la Institutul Tehnic din Delft, dar nu şi-a luat niciodat̆a
licenţa datorit̆a aversiunii pe care o avea pentru examene. A
lucrat la Observatorul astronomic din Leyda,ı̂n calitate de ,,cal-
culator asistent pentru calcule astronomice”. Lucrările sale tim-
purii au atras atenţia lui Hermite, care i-a asigurat un post uni-
versitar la Toulouse. Prietenia lor a fost exemplară. Stieltjes este
cunoscut pentru lucrările sale despre fracţii continue şi pro-
blema momentelor,̂ın care printre altele a introdus integrala
careı̂i poart̆a numele. A murit de tuberculoză la 38 de ani.
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ultima relaţie av̂and loc deoarece0 ≤ k −m− 1 < k. Deci,

(πk, p) = 0, ∀p ∈ Pk−1,

demonstr̂andu-se astfel ortogonalitatea. Datorită simetriei, putem scrie

πk(t) = tk + µkt
k−2 + . . . , k ≥ 2

şi observ̂and (din nou datorit̆a simetriei) c̆a relaţia de recurenţă are forma

πk+1(t) = tπk(t)− βkπk−1(t),

obţinem

βk =
tπk(t)− πk+1(t)

πk−1(t)
,

care este valabilă pentru oricet. Făĉandt→∞,

βk = lim
t→∞

tπk(t)− πk+1(t)

πk−1(t)
= lim

t→∞

(µk − µk+1)t
k−1 + . . .

tk−1 + . . .
= µk − µk+1.

(Dac̆ak = 1, punemµ1 = 0.) Din formula lui Rodrigues rezultă

πk(t) =
k!

(2k)!

dk

dtk
(
t2k − kt2k−2 + . . .

)

=
k!

(2k)!
(2k(2k − 1) . . . (k + 1)tk − k(2k − 2)(2k − 3) . . . (k − 1)tk−1 + . . . )

= tk − k(k − 1)

2(2k − 1)
tk−2 + . . . ,

aşa c̆a

µk =
k(k − 1)

2(2k − 1)
, k ≥ 2.

Deci,

βk = µk − µk+1 =
k2

(2k − 1)(2k + 1)

şi deoareceµ1 = 0,

βk =
1

4− k−2
, k ≥ 1. (3.2.11)
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Polinoamele Ceb̂ışev de speţa I

Polinoamele lui Ceb̂ışev 4 de speţa I se pot defini prin relaţia

Tn(x) = cos(n arccos x), n ∈ N. (3.2.12)

Din identitatea trigonometric̆a

cos(k + 1)θ + cos(k − 1)θ = 2 cos θ cos kθ

şi din (3.2.12), pun̂andθ = arccos x se obţine

Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x) k = 1, 2, 3, . . .

T0(x) = 1, T1(x) = x.
(3.2.13)

De exemplu

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

ş.a.m.d.
Din relaţia (3.2.13) se obţine pentru coeficientul dominant al lui Tn valoarea2n−1

(dac̆an ≥ 1), deci polinomul Ceb̂ışev de speţa I monic este
◦

Tn(x) =
1

2n−1
Tn(x), n ≥ 0,

◦
T0 = T0. (3.2.14)

Din (3.2.12) se pot obţine răd̆acinile luiTn

x
(n)
k = cos θ

(n)
k , θ

(n)
k =

2k − 1

2n
π, k = 1, n. (3.2.15)

Ele sunt proiecţiile pe axa reală ale punctelor de pe cercul unitate de argumentθ
(n)
k ;

figura 3.2 ilustreaz̆a acest lucru pentru n=4.
Pe intervalul[−1, 1] Tn oscileaz̆a de la +1 la -1, atinĝand aceste valori extremeı̂n

punctele

y
(n)
k = cos η

(n)
k , η

(n)
k =

kπ

n
, k = 0, n.

În figura 3.3 apar graficele unor polinoame Cebı̂şev de speţa I.

4

Pafnuti Levovici Ceb̂ışev (1821-1894), matematician rus, cel
mai important reprezentant al şcolii matematice din SanktPe-
tersburg. A avut contribuţii de pionieratı̂n domeniul teoriei nu-
merelor, calculului probabilităţilor şi teoriei aproxim̆arii. Este
considerat fondatorul teoriei constructive a funcţiilor, dar a lu-
crat şiı̂n mecanic̆a şi ı̂n balistic̆a.
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Figura 3.2: Polinomul Cebı̂şevT4 şi răd̆acinile sale
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Polinoamele Ceb̂ışev de speţa I sunt ortogonaleı̂n raport cu m̆asura

dλ(x) =
dx√

1− x2
, pe [−1, 1].

Se verific̆a uşor din (3.2.12) c̆a
∫ 1

−1

Tk(x)Tℓ(x)
dx√

1− x2
=

∫ π

0

Tk(cos θ)Tℓ(cos θ)dθ

=

∫ π

0

cos kθ cos ℓθdθ =





0, dac̆a k 6= ℓ,
π, dac̆a k = ℓ = 0,

π/2, dac̆a k = ℓ 6= 0.

(3.2.16)

Dezvoltareâın serie Fourier de polinoame Cebı̂şev este dată de

f(x) =
∞∑

j=0

′

cjTj(x) :=
1

2
c0 +

∞∑

j=1

cjTj(x), (3.2.17)

unde

cj =
2

π

∫ 1

−1

f(x)Tj(x)
dx√

1− x2
, j ∈ N.

Păstr̂andı̂n (3.2.17) numai termenii de grad cel multn se obţine o aproximare polino-
mială utilă de gradn

τn(x) =
n∑

j=0

′

cjTj(x), (3.2.18)

având eroarea

f(x)− τn(x) =
∞∑

j=n+1

cjTj(x) ≈ cn+1Tn+1(x). (3.2.19)

Aproximanta din (3.2.18) este cu atât mai bun̆a cu ĉat coeficienţii din extremitatea
dreapt̆a tind mai repede c̆atre zero. Eroarea (3.2.19) oscilează ı̂n esenţ̆a ı̂ntre +cn+1

şi−cn+1 şi este deci de m̆arime ,,uniform̆a“. Acest lucru contrastează puternic cu dez-
voltarea Taylor̂ın jurul lui x = 0, unde polinomul de gradn are eroarea proporţională
cuxn+1 pe [−1, 1].

Dintre toate polinoamele monice de gradn
◦

Tn are norma uniform̆a cea mai mic̆a.

Teorema 3.2.1 (Ceb̂ışev) Pentru orice polinom monic
◦
pn de gradn are loc

max
−1≤x≤1

∣∣∣ ◦
pn(x)

∣∣∣ ≥ max
−1≤x≤1

∣∣∣∣
◦

Tn(x)

∣∣∣∣ =
1

2n−1
, n ≥ 1, (3.2.20)

unde
◦

Tn(x) este dat de (3.2.14).
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Demonstraţie.Se face prin reducere la absurd. Presupunem că

max
−1≤x≤1

∣∣∣ ◦
pn(x)

∣∣∣ <
1

2n−1
. (3.2.21)

Atunci polinomuldn(x) =
◦

Tn(x)− ◦
pn(x) (de grad≤ n− 1) satisface

dn

(
y

(n)
0

)
> 0, dn

(
y

(n)
1

)
< 0, dn

(
y

(n)
2

)
> 0, . . . , (−1)ndn

(
y(n)

n

)
> 0. (3.2.22)

Deoarecedn aren schimb̆ari de semn, el este identic nul; aceasta contrazice (3.2.22) şi
astfel (3.2.21) nu poate fi adevărat̆a.�

Rezultatul (3.2.20) se poate interpretaı̂n modul urm̆ator: cea mai bun̆a aproximare

uniformă dinPn−1 pe[−1, 1] a luif(x) = xn este dat̆a dexn−
◦

Tn(x), adic̆a, de agregarea

termenilor p̂an̆a la graduln− 1 din
◦

Tn luaţi cu semnul minus. Din teoria aproximaţiilor
uniforme se ştie c̆a cea mai bun̆a aproximare polinomială uniform̆a este unic̆a. Deci,

egalitateâın (3.2.20) poate avea loc numai dacă
◦
pn(x) =

◦
Tn(x).

Polinoamele lui Ceb̂ışev de speţa a doua

Se definesc prin

Qn(t) =
sin[(n + 1) arccos t]√

1− t2
, t ∈ [−1, 1].

Ele sunt ortogonale pe[−1, 1] ı̂n raport cu m̆asuradλ(t) = w(t)dt, w(t) =
√

1− t2.
Relaţia de recurenţă este

Qn+1(t) = 2tQn(t)−Qn−1(t), Q0(t) = 1, Q1(t) = 2t.

Polinoamele lui Laguerre

Polinoamele lui Laguerre5 sunt ortogonale pe[0,∞) ı̂n raport cu pondereaw(t) =
tαe−t. Se definesc prin

lαn(t) =
ett−α

n!

dn

dtn
(tn+αe−t) pentruα > 1.

5 Edmond Laguerre (1834-1886) matematician francez, activı̂n
Paris, cu contribuţii esenţialeı̂n geometrie, algebră şi analiz̆a.
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Relaţia de recurenţă este

nlαn(t)− (2n− 1 + α− t)lαn−1(t) + (n− 1− α)lαn−2(t) = 0.

Polinoamele lui Hermite

Polinoamele lui Hermite se definesc prin

Hn(t) = (−1)net2 dn

dtn
(e−t2).

Ele sunt ortogonale pe(−∞,∞) ı̂n raport cu pondereaw(t) = e−t2 şi verifică relaţia
de recurenţ̆a

Hn+1(t) = 2tHn(t)− 2nHn−1(t),

H0(t) = 1, H1(t) = 2t.

Polinoamele lui Jacobi

Sunt ortogonale pe[−1, 1] ı̂n raport cu ponderea

w(t) = (1− t)α(1 + t)β.

Pentru detalii privind aspectele algoritmice legate de polinoame ortogonale a se ve-
dea [21].

3.3. Interpolare polinomială

3.3.1. SpaţiulHn[a, b]

Pentrun ∈ N∗, definim

Hn[a, b] = {f : [a, b]→ R : f ∈ Cn−1[a, b], f (n−1) absolut continŭa pe[a, b]}.
(3.3.1)

Orice funcţief ∈ Hn[a, b] admite o reprezentare de tip Taylor cu restul sub formă
integral̆a

f(x) =
n−1∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t)dt. (3.3.2)

Hn[a, b] este un spaţiu liniar.
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Observaţia 3.3.1.Funcţiaf : I → R, I interval, se numeşte absolut continuă peI dac̆a
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 astfelı̂ncât oricare ar fi un sistem finit de subintervale disjuncte ale lui
I {(ak, bk)}k=1,n cu proprietatea

∑n
k=1(bk − ak) < δ să avem

n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.
♦

Teorema urm̆atoare, datorată lui Peano6, de o importanţ̆a deosebit̆a ı̂n analiza nu-
meric̆a, este o teorem̆a de reprezentare a funcţionalelor liniare reale, definitepeHn[a, b].

Teorema 3.3.2 (Peano)Fie L o funcţional̆a reală, continŭa, definit̆a peHn[a, b]. Dacă
KerL = Pn−1 atunci

Lf =

∫ b

a

K(t)f (n)(t)dt, (3.3.3)

unde

K(t) =
1

(n− 1)!
L[(· − t)n−1

+ ] (nucleul lui Peano). (3.3.4)

Observaţia 3.3.3.Funcţia

z+ =

{
z, z ≥ 0
0, z < 0

se numeşteparte pozitiv̆a, iar zn
+ se numeşteputere trunchiat̆a. ♦

Demonstraţie.f admite o reprezentare de tip Taylor, cu restulı̂n formă integral̆a

f(x) = Tn−1(x) + Rn−1(x)

unde

Rn−1(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t)dt =

1

(n− 1)!

∫ b

a

(x− t)n−1
+ f (n)(t)dt.

6

Giuseppe Peano (1858-1932), matematician italian activ laTo-
rino, cu contribuţii fundamentalêın logica matematic̆a, teoria
mulţimilor, şi fundamentele matematicii. Teoremele generale
de existenţ̆a din domeniul teoriei ecuaţiilor diferenţialeı̂i poart̆a
numele.
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AplicândL obţinem

Lf = LTn−1︸ ︷︷ ︸
0

+LRn−1 ⇒ Lf =
1

(n− 1)!
L

(∫ b

a

(· − t)n−1
+ f (n)(t)dt

)
=

cont
=

1

(n− 1)!

∫ b

a

L(· − t)n−1
+ f (n)(t)dt.

�

Observaţia 3.3.4.Concluzia teoremei rămâne valabil̆a şi dac̆a L nu este continŭa, ci
are forma

Lf =
n−1∑

i=0

∫ b

a

f (i)(x)dµi(x), µi ∈ BV [a, b],

undeBV [a, b] este mulţimea funcţiilor cu variaţie m̆arginit̆a pe[a, b]. ♦

Corolarul 3.3.5 Dacă K păstreaz̆a semn constant pe[a, b] şi f (n) este continŭa pe
[a, b], atunci exist̆a ξ ∈ [a, b] astfelı̂ncât

Lf =
1

n!
f (n)(ξ)Len, (3.3.5)

undeek(x) = xk, k ∈ N.

Demonstraţie.DeoareceK păstreaz̆a u{a} semn constant putem aplicaı̂n (3.3.3) teo-
rema de medie

Lf = f (n)(ξ)

∫ b

a

Kn(t)dt, ξ ∈ [a, b].

Luândf = en se obţine chiar (3.3.5).�

3.3.2. Interpolare Lagrange

Fie intervalul̂ınchis[a, b] ⊂ R, f : [a, b]→ R şi o mulţime dem+1 puncte distincte
{x0, x1, . . . , xm} ⊂ [a, b].

Teorema 3.3.6Exist̆a un polinom şi numai unulLmf ∈ Pm astfelı̂ncât

∀ i = 0, 1, . . . ,m, (Lmf)(xi) = f(xi); (3.3.6)

acest polinom se scrie sub forma

(Lmf)(x) =
m∑

i=0

f(xi)ℓi(x), (3.3.7)
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unde

ℓi(x) =
m∏

j=0
j 6=i

x− xj

xi − xj

. (3.3.8)

Definiţia 3.3.7 Polinomul Lmf definit astfel se numeştepolinom de interpolare La-
grange7 a lui f relativ la punctelex0, x1, . . . , xm, iar funcţiile ℓi(x), i = 0,m, se
numescpolinoame de baz̆a (fundamentale) Lagrangeasociate acelor puncte.

Demonstraţie.Se verific̆a imediat c̆aℓi ∈ Pi şi căℓi(xj) = δij (simbolul lui Kronecker);
rezult̆a c̆a polinomulLmf definit de (3.3.6) este de grad cel multm şi verifică (3.3.7).
Presupunem c̆a exist̆a un alt polinomp∗m ∈ Pm care verific̆a (3.3.7) şi punemqm =
Lm − p∗m; avemqm ∈ Pm şi ∀ i = 0, 1, . . . ,m, qm(xi) = 0; deci qm având(m + 1)
răd̆acini distincte este identic nul, de unde unicitatea luiLm. �

Observaţia 3.3.8.Polinomul fundamentalℓi este deci unicul polinom care verifică

ℓi ∈ Pm şi ∀ j = 0, 1, . . . ,m, ℓi(xj) = δij.

Pun̂and

u(x) =
m∏

j=0

(x− xj),

din (3.3.8) se deduce că∀ x 6= xi, ℓi(x) = u(x)
(x−xi)u′(xi)

. ♦

Demonstr̂and teorema 3.3.6 am demonstrat de fapt existenţa şi unicitatea soluţiei
problemei generale de interpolare Lagrange:

(PGIL) Fiind dateb0, b1, . . . , bm ∈ R, s̆a se determine

pm ∈ Pm astfelı̂ncât∀ i = 0, 1, . . . , n, pm(xi) = bi. (3.3.9)

7

Joseph Louis Lagrange (1736-1813), protejat al lui Euler. Clai-
raut scria despre tân̆arul Lagrange: ,,...un tân̆ar nu mai puţin
remarcabil prin talent decât prin modestie; temperamentul său
este bl̂and şi melancolic; nu cunoaşte altă pl̆acere deĉat stu-
diul.” Lagrange a avut contribuţii fundamentaleı̂n calculul
variaţional, teoria numerelor şi analiză matematic̆a. Este cu-
noscut şi pentru reprezentarea pe care a dat-o restului dinfor-
mula lui Taylor. A dat formula de interpolareı̂n 1794. Lucrarea
saMécanique Analytique, publicat̆a ı̂n 1788, l-a f̆acut unul din
fondatorii mecanicii analitice.
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Problema (3.3.9) conduce la un sistem liniar de(m + 1) ecuaţii cu(m + 1) necu-
noscute (coeficienţii luipm).

Din teoria sistemelor liniare se ştie că

{existenţa unei soluţii∀ b0, b1, . . . , bm} ⇔ {unicitatea soluţiei} ⇔

{(b0 = b1 = · · · = bm = 0)⇒ pm ≡ 0}
Punempm = a0 + a1x + · · ·+ amxm

a = (a0, a1, . . . , am)T , b = (b0, b1, . . . , bm)T

şi not̆am cuV = (vij) matricea p̆atratic̆a de ordinm+1 cu elementelevij = xj
i . Ecuaţia

(3.3.9) se scrie sub forma
V a = b.

Matricea V este inversabilă (determinantul ei este Vandermonde); se arată uşor c̆a
V −1 = UT , undeU = (uij) cu ℓi(x) =

∑m
k=0 uikx

k; se obţinêın acest mod un proce-
deu puţin costisitor de inversare a matricei Vandermonde s¸i prin urmare şi de rezolvare
a sistemului (3.3.9).

Exemplul 3.3.9. Polinomul de interpolare Lagrange corespunzător unei funcţiif şi no-
durilor x0 şi x1 este

(L1f) (x) =
x− x1

x0 − x1

f(x0) +
x− x0

x1 − x0

f(x1),

adic̆a dreapta care trece prin punctele(x0, f(x0)) şi (x1, f(x1)). Analog, polinomul de
interpolare Lagrange corespunzător unei funcţiif şi nodurilorx0, x1 şi x2 este

(L2f) (x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)+

(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2),

adic̆a parabola care trece prin punctele(x0, f(x0)), (x1, f(x1)) şi (x2, f(x2)). Interpre-
tarea lor geometric̆a aparêın figura 3.4. ♦

3.3.3. Interpolare Hermite

În loc s̆a facem s̆a coincid̆af şi polinomul de interpolarêın punctelexi din [a, b], am
putea face caf şi polinomul de interpolare să coincid̆a ı̂mpreun̆a cu derivatele lor p̂an̆a
la ordinulri ı̂n punctelexi. Se obţine:
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f

(L1f)(x)

(a) (L1f)

f

(L2f)(x)

(b) (L2f)

Figura 3.4: Interpretarea geometrică a luiL1f (st̂anga) si̧L2f

Teorema 3.3.10Fiind date(m+1) puncte distinctex0, x1, . . . , xm din [a, b] şi (m+1)
numere naturaler0, r1, . . . , rm, punemn = m + r0 + r1 + · · · + rm. Atunci, fiind dat̆a
o funcţief , definit̆a pe [a, b] şi admiţ̂and derivate de ordinri ı̂n punctelexi exist̆a un
singur polinom şi numai unulHnf de grad≤ n astfelı̂ncât

∀ (i, ℓ), 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ ℓ ≤ ri (Hnf)(ℓ)(xi) = f (ℓ)(xi), (3.3.10)

undef (ℓ)(xi) este derivata de ordinulℓ a lui f ı̂n xi.

Definiţia 3.3.11 Polinomul definit̂ın acest mod se numeştepolinom de interpolare al
lui Hermite 8 al funcţieif relativ la punctelex0, x1, . . . , xm şi la ı̂ntregii r0, r1, . . . , rm.

Demonstraţie.Ecuaţia (3.3.10) conduce la un sistem liniar de(n+1) ecuaţii cu(n+1)
necunoscute (coeficienţii luiHnf ), deci este suficient să ar̆at̆am c̆a sistemul omogen
corespunz̆ator admite doar soluţia nulă, adic̆a relaţiile

Hnf ∈ Pn şi ∀ (i, ℓ), 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ ℓ ≤ ri, (Hnf)(ℓ)(xi) = 0

8

Charles Hermite (1822-1901) matematician francez de frunte,
membru al Academiei Franceze, cunoscut pentru lucrările sale
ı̂n domeniul teoriei numerelor, algebră şi analiz̆a. A devenit
faimos dup̆a ce a dat,̂ın 1873, demonstraţia transcendenţei
număruluie.
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ne asigur̆a c̆a pentru oricei = 0, 1, . . . ,m xi este r̆ad̆acin̆a de ordinulri + 1 a lui Hnf ;
prin urmareHnf are forma

(Hnf)(x) = q(x)
m∏

i=0

(x− xi)
ri+1,

undeq este un polinom. Cum
∑m

i=0(ri + 1) = n + 1, acest lucru nu este compatibil cu
apartenenţa luiHn la Pn, deĉat dac̆a q ≡ 0 şi deciHn ≡ 0. �

Observaţia 3.3.12. 1) Dându-se numerele realebiℓ pentru orice pereche(i, ℓ) astfel
ı̂ncât 0 ≤ i ≤ k şi 0 ≤ ℓ ≤ ri, am ar̆atat c̆a problema generală de interpolare
Hermite

să se determinepn ∈ Pn a.̂ı. ∀ (i, ℓ) cu0 ≤ i ≤ m şi
0 ≤ ℓ ≤ ri, p

(ℓ)
n (xi) = biℓ

(3.3.11)

admite o soluţie şi numai una.În particular, dac̆a alegem pentru o pereche(i, ℓ)
dat̆a biℓ = 1 şi bjn = 0, ∀ (j,m) 6= (i, ℓ) se obţine un polinom de bază (fun-
damental) de interpolare Hermite relativ la punctelex0, x1, . . . , xm şi la ı̂ntregii
r0, r1, . . . , rm. Polinomul de interpolare Hermite definit prin (3.3.10) se obţine cu
ajutorul polinoamelor de bază(fundamentale) cu formula

(Hnf)(x) =
m∑

i=0

ri∑

ℓ=0

f (l)(x)hiℓ(x). (3.3.12)

Pun̂and

qi(x) =
k∏

j=0
j 6=i

(
x− xj

xi − xj

)rj+1

,

se verific̆a c̆a polinoamele de bazăhiℓ sunt definite prin relaţiile de recurenţă

hiri
(x) =

(x− xi)
ri

ri!
qi(x)

şi pentruℓ = ri−1, ri−2, . . . , 1, 0

hiℓ(x) =
(x− xi)

ℓ

ℓ!
qi(x)−

ri∑

j=l+1

(
j

ℓ

)
q
(j−l)
i (xi)hij(x).

2) MatriceaV asociat̆a sistemului liniar (3.3.11) se numeşte matrice Vandermonde
generalizat̆a; ea este inversabilă, iar elementele matricei ei inverse sunt coeficienţii
polinoamelorhiℓ.
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3) Interpolarea Lagrange este un caz particular al interpolării Hermite (pentruri =
0, i = 0, 1, . . . ,m); polinomul Taylor este un caz particular pentrum = 0 şi
r0 = n. ♦

Vom prezenta o expresie mai convenabilă a polinoamelor fundamentale Hermite,
obţinut̆a de Dimitrie D. Stancûın 1957. Ele verific̆a relaţiile

h
(p)
kj (xν) = 0, ν 6= k, p = 0, rν (3.3.13)

h
(p)
kj (xk) = δjp, p = 0, rk

pentruj = 0, rk şi ν, k = 0,m. Introduĉand notaţiile

u(x) =
m∏

k=0

(x− xk)
rk+1

şi

uk(x) =
u(x)

(x− xk)rk+1
,

din (3.3.13) rezult̆a c̆ahkj are forma

hkj(x) = uk(x)(x− xk)
jgkj(x), gkj ∈ Prk−j. (3.3.14)

Dezvolt̂andgkj cu formula lui Taylor, avem

gkj(x) =

rk−j∑

ν=0

(x− xk)
ν

ν!
gν

kj(xk); (3.3.15)

mai r̆amân de determinat valorile luigν
kj(xk), ν = 0, rk − j. Scriind (3.3.14) sub forma

(x− xk)
jgkj(x) = hkj(x)

1

uk(x)
,

şi apliĉand formula lui Lebniz pentru derivata de ordinulj + ν a produsului se obţine

j+ν∑

s=0

(
j + ν

s

)[
(x− xk)

j
](j+ν−s)

g
(s)
kj (x) =

j+ν∑

s=0

(
j + ν

s

)
h

(j+ν−s)
kj (x)

[
1

uk(x)

](s)

.

Lândx = xk, toţi termenii din ambii membri se vor anula, cu excepţia celor cores-
punz̆atori lui s = ν. Avem deci

(
j + ν

ν

)
j!g

(ν)
kj (xk) =

(
j + ν

ν

)[
1

uk(x)

](ν)

x=xk

, ν = 0, rk − j.
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Am obţinut

g
(ν)
kj (xk) =

1

j!

[
1

uk(x)

](ν)

x=xk

,

iar din (3.3.15) şi (3.3.14) avem̂ın final

hkj(x) =
(x− xk)

j

j!
uk(x)

rk−j∑

ν=0

(x− xk)
ν

ν!

[
1

uk(x)

](ν)

x=xk

.

Propoziţia 3.3.13 OperatorulHn este proiector, adic̆a

• este liniar (Hn(αf + βg) = αHnf + βHng);

• este idempotent (Hn ◦Hn = Hn).

Demonstraţie.Liniaritatea rezult̆a imediat din formula (3.3.12). Datorită unicit̆aţii poli-
nomului de interpolare HermiteHn(Hnf)−Hnf este identic nul, deciHn(Hnf) = Hnf
şi am ar̆atat idempotenţa.�

Exemplul 3.3.14. Polinomul de interpolare Hermite corespunzător unei funcţiif şi no-
durilor duble 0 şi 1 are expresia

(H3f) (x) = h00(x)f(0) + h10(x)f(1) + h01(x)f ′(0) + h11(x)f ′(1),

unde

h00(x) = (x− 1)2(2x + 1),

h01(x) = x(x− 1)2,

h10(x) = x2(3− 2x),

h11(x) = x2(x− 1).

Dac̆a se adauğa nodulx = 1
2
, calitatea aproxim̆arii creşte (vezi figura 3.5). ♦

3.3.4. Expresia erorii de interpolare

Reamintim c̆a norma unui operator liniarPn se poate defini prin

‖Pn‖ = max
f∈C[a,b]

‖Pnf‖
‖f‖ , (3.3.16)
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Figura 3.5: Polinoamele de interpolare Hermite(H3f) (—) corespunz̆ator funcţieif :
[0, 1] → R , f(x) = sin πx şi nodurilor dublex0 = 0 şi x1 = 1 (· · · )(st̂anga) şi(H5f)
(—) corespunz̆ator funcţieif : [0, 1] → R , f(x) = sin πx (· · · ) şi nodurilor duble
x0 = 0, x1 = 1

2
şi x2 = 1

undeı̂n membrul drept se ia o norm̆a convenabil̆a pentru funcţii. Lûand normaL∞, din
formula lui Lagrange se obţine

‖(Lmf)(.)‖∞ = max
a≤x≤b

∣∣∣∣∣

m∑

i=0

f(xi)ℓi(x)

∣∣∣∣∣

≤ ‖f‖∞ max
a≤x≤b

m∑

i=0

|ℓi(x)|.
(3.3.17)

Fie ‖λm‖∞ = λm(x∞). Egalitatea are loc pentru o funcţieϕ ∈ C[a, b], liniară pe
porţiuni şi care verific̆aϕ(xi) = sgnℓi(x∞), i = 0,m. Deci,

‖Pn‖∞ = Λm, (3.3.18)

unde

Λm = ‖λm‖∞, λm(x) =
m∑

i=0

|ℓi(x)|. (3.3.19)
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Funcţiaλm(x) şi maximul s̆auΛm se numescfuncţia lui Lebesgue9 şi respectivcon-
stanta lui Lebesguepentru interpolarea Lagrange. Ele furnizează o prim̆a estimare a
erorii de interpolare: fieEm(f) eroareâın cea mai bun̆a aproximare a luif prin poli-
noame de grad≤ m,

Em(f) = min
p∈Pm

‖f − p‖∞ = ‖f − p̂n‖∞, (3.3.20)

undep̂n este polinomul de gradm de cea mai bun̆a aproximare a luif . Utilizând faptul
că operatorulLm este proiector şi formulele (3.3.17) şi (3.3.19), se găseşte

‖f − Lmf‖ = ‖f − p̂m − Lm(f − p̂m)‖∞
≤ ‖f − p̂m‖∞ + Λm‖f − p̂m‖∞;

adic̆a,
‖f − Lmf‖∞ ≤ (1 + Λm)Em(f). (3.3.21)

Astfel, cu ĉat f poate fi aproximat̆a mai bine prin polinoame de grad≤ m, cu at̂at
este mai mic̆a eroarea de interpolare. Din păcate,Λm nu este uniform m̆arginit̆a: indi-
ferent de cum se aleg nodurilexi = x

(m)
i , i = 0,m se poate arăta c̆a Λm > O(log m)

cândm → ∞. Totuşi, nu este posibil să tragem, pe baza teoremei de aproximare a lui
Weierstrass (adic̆a dinEm → 0, m→∞), concluzia c̆a interpolarea Lagrange converge
uniform pentru orice funcţief , nici chiar pentru noduri judicios alese; se ştie că, de fapt
convergenţa nu are loc.

Dac̆a dorim s̆a utilizăm polinomul de interpolare Lagrange sau Hermite pentru
a aproxima funcţiaf ı̂ntr-un punctx ∈ [a, b], distinct de nodurile de interpolare
(x0, . . . , xm), trebuie s̆a estim̆am eroarea comisă (Rnf)(x) = f(x) − (Hnf)(x). Dac̆a
nu posed̆am nici o informaţie referitoare laf ı̂n afara punctelorxi, este clar c̆a nu putem
spune nimic despre(Rnf)(x); ı̂ntr-adev̆ar este posibil s̆a schimb̆amf ı̂n afara punctelor
xi făr̆a a modifica(Hnf) (x). Trebuie deci s̆a facem ipoteze suplimentare, care vor fi
ipoteze de regularitate asupra luif . Să not̆am cuCm[a, b] spaţiul funcţiilor reale dem
ori continuu diferenţiabile pe[a, b]. Avem urm̆atoarea teorem̆a referitoare la estimarea
erorii ı̂n interpolarea Hermite.

9

Henry Lebesgue (1875-1941), matematician francez, cunoscut
pentru lucr̆arile sale fundamentaleı̂n domeniul teoriei funcţiilor
reale, şîın special pentru introducerea măsurii şi integralei care
ı̂i poart̆a numele.
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Teorema 3.3.15Presupunem c̆a f ∈ Cn[α, β] şi exist̆a f (n+1) pe (α, β), undeα =
min{x, x0, . . . , xm} şi β = max{x, x0, . . . , xm}; atunci, pentru oricex ∈ [α, β], exist̆a
un ξx ∈ (α, β) astfelı̂ncât

(Rnf)(x) =
1

(n + 1)!
un(x)f (n+1)(ξx), (3.3.22)

unde

un(x) =
m∏

i=0

(x− xi)
ri+1 .

Demonstraţie.Dac̆a x = xi, (Rnf)(x) = 0 şi (3.3.22) se verific̆a trivial. Presupunem
căx este distinct dexi şi consider̆am, pentrux fixat, funcţia auxiliar̆a

F (z) =

∣∣∣∣
un(z) (Rnf)(z)
un(x) (Rnf)(x)

∣∣∣∣ .

Se observ̆a c̆a F ∈ Cn[α, β], ∃ F (n+1) pe (α, β), F (x) = 0 şi F (j)(xk) = 0 pentru
k = 0,m, j = 0, rk. Deci,F are(n + 2) zerouri, lûandı̂n considerare şi ordinele de
multiplicitate. Apliĉand succesiv teorema lui Rolle generalizată, rezult̆a c̆a exist̆a cel
puţin unξ ∈ (α, β) astfelı̂ncâtF (n+1)(ξ) = 0, adic̆a

F (m+1)(ξ) =

∣∣∣∣
(n + 1)! f (n+1)(ξ)
un(x) (Rnf)(x)

∣∣∣∣ = 0, (3.3.23)

unde s-a ţinut cont c̆a (Rnf)(n+1) = f (n+1) − (Hnf)(n+1) = f (n+1). Exprimând
(Rnf)(x) din (3.3.23) se obţine (3.3.22).�

Corolarul 3.3.16 PunemMn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|; o margine superioar̆a a erorii de

interpolare(Rnf)(x) = f(x)− (Hnf)(x) este dat̆a prin

|(Rnf)(x)| ≤ Mn+1

(n + 1)!
|un(x)|.

DeoareceHn este proiector, rezultă c̆a Rn este de asemenea proiector;ı̂n plus
KerRn = Pn, deoareceRnf = f − Hnf = f − f = 0, ∀f ∈ Pn. Deci, putem
aplica luiRn teorema lui Peano.

Teorema 3.3.17Dacă f ∈ Cn+1[a, b], atunci

(Rnf) (x) =

∫ b

a

Kn(x; t)f (n+1)(t)dt, (3.3.24)

unde

Kn(x; t) =
1

n!

{
(x− t)n

+ −
m∑

k=0

rk∑

j=0

hkj(x)
[
(xk − t)n

+

](j)
}

. (3.3.25)
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Demonstraţie.Aplicând teorema lui Peano, avem

(Rnf) (x) =

∫ b

a

Kn(x; t)f (n+1)(t)dt

şi ţinând cont c̆a

Kn(x; t) = Rn

[
(x− t)n

+

n!

]
=

(x− t)n
+

n!
−Hn

[
(x− t)n

+

n!

]
,

teorema rezult̆a imediat.�

Deoarece interpolarea Lagrange este un caz particular al interpol̆arii Hermite pentru
ri = 0, i = 0, 1, . . . ,m din teorema 3.3.15 se obţine:

Corolarul 3.3.18 Presupunem c̆a f ∈ Cm[α, β] şi exist̆a f (m+1) pe (α, β), undeα =
min{x, x0, . . . , xm} şi β = max{x, x0, . . . , xm}; atunci, pentru oricex ∈ [α, β], exist̆a
un ξx ∈ (α, β) astfelı̂ncât

(Rmf)(x) =
1

(m + 1)!
um(x)f (m+1)(ξx), (3.3.26)

unde

um(x) =
m∏

i=0

(x− xi).

De asemenea, din teorema 3.3.17 avem:

Corolarul 3.3.19 Dacă f ∈ Cm+1[a, b], atunci

(Rmf) (x) =

∫ b

a

Km(x; t)f (m+1)(t)dt (3.3.27)

unde

Km(x; t) =
1

m!

[
(x− t)m

+ −
m∑

k=0

ℓk(x)(xk − t)m
+

]
. (3.3.28)

Exemplul 3.3.20. Pentru polinoamele de interpolare din exemplul 3.3.9 resturile cores-
punz̆atoare sunt

(R1f)(x) =
(x− x0)(x− x1)

2
f ′′(ξ)

şi respectiv

(R2f)(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

6
f ′′′(ξ). ♦
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Exemplul 3.3.21. Restul din formula de interpolare Hermite cu nodurile duble 0şi 1
pentruf ∈ C4[α, β] este

(R3f)(x) =
x2(x− 1)2

6!
f (4)(ξ). ♦

Exemplul 3.3.22. Luămf(x) = ex. Avem pentrux ∈ [a, b], Mn+1 = eb şi oricum am
alege punctelexi, |un(x)| ≤ (b− a)n+1, de unde

max
x∈[a,b]

|(Rnf)(x)| ≤ (b− a)n+1

(n + 1)!
eb.

Se deduce c̆a

lim
n→∞

{
max
x∈[a,b]

|(Rnf)(x)|
}

= lim
n→∞

‖Rnf‖ = 0,

adic̆a Hnf converge uniform c̆atref pe [a, b] cândn tinde la∞. De fapt se poate de-
monstra un rezultat analog pentru orice funcţie dezvoltabil ă ı̂n serieı̂ntreağa ı̂n jurul
punctuluix = a+b

2
cu raza de convergenţă r > 3

2
(b− a). ♦

3.3.5. Convergenţa interpol̆arii Lagrange

Să definim cêınţelegem prin convergenţă. Presupunem că se d̆a un tablou triunghiu-
lar de noduri de interpolarexi = x

(m)
i , av̂and exactm + 1 noduri distincte pentru orice

m = 0, 1, 2, . . . .

x
(0)
0

x
(1)
0 x

(1)
1

x
(2)
0 x

(2)
1 x

(2)
2

...
...

...
. . .

x
(m)
0 x

(m)
1 x

(m)
2 . . . x

(m)
m

...
...

...
...

(3.3.29)

Presupunem c̆a toate nodurile sunt conţinuteı̂ntr-un interval finit[a, b]. Atunci pentru
oricem definim

Pm(x) = Lm(f ; x
(m)
0 , x

(m)
1 , . . . , x(m)

m ; x), x ∈ [a, b]. (3.3.30)

Spunem c̆a interpolarea Lagrange bazată pe tabelul de noduri (3.3.29) converge dacă

pm(x) ⇉ f(x), cândn→∞ pe [a, b]. (3.3.31)



3.3. Interpolare polinomială 99

Convergenţa depinde evident de comportarea derivatei de ordinul k a lui f , f (k),
cândk →∞. Presupunem c̆af ∈ C∞[a, b] şi că

|f (k)(x)| ≤Mk pentrua ≤ x ≤ b, k = 0, 1, 2, . . . (3.3.32)

Deoarece|xi − x
(m)
i | ≤ b− a cândx ∈ [a, b] şi x(n)

i ∈ [a, b] avem
∣∣∣(x− x

(m)
0 ) . . . (x− x(m)

m )
∣∣∣ < (b− a)m+1, (3.3.33)

deci

|f(x)− (Lmf)(x)| ≤ (b− a)m+1 Mm+1

(m + 1)!
, x ∈ [a, b]. (3.3.34)

Deci avem convergenţă dac̆a

lim
k→∞

(b− a)k

k!
Mk = 0. (3.3.35)

Să ar̆at̆am c̆a (3.3.35) este adevărat̆a dac̆a f este analitic̆a ı̂ntr-o vecin̆atate suficient
de mare dinC ce conţine intervalul[a, b]. Mai concret fieCr discul circular (̂ınchis) cu
centrulı̂n mijlocul intervalului[a, b] şi de raz̆a r şi presupunem c̆a r > 1

2
(b − a), astfel

că [a, b] ⊂ Cr. Presupunem c̆a f este analitic̆a ı̂n Cr. Atunci putem estima derivatâın
(3.3.32) cu formula lui Cauchy

f (k)(x) =
k!

2πi

∫

Cr

f(z)

(z − x)k+1
dz, x ∈ [a, b]. (3.3.36)

Observ̂and c̆a |z − x| ≥ r − 1
2
(b− a) (vezi figura 3.6) obţinem

|f (k)(x)| ≤ k!

2π

max
z∈∂Cr

|f(z)|
[
r − 1

2
(b− a)

]k+1
· 2πr;

putem lua pentruMk ı̂n (3.3.32)

Mk =
r

r − 1
2
(b− a)

max
z∈∂Cr

|f(z)| k!
[
r − 1

2
(b− a)

]k (3.3.37)

şi (3.3.35) are loc dacă
(

b− a

r − 1
2
(b− a)

)k

→ 0 cândk →∞,

adic̆a, dac̆a b− a < r − 1
2
(b− a) sau echivalent

r >
3

2
(b− a). (3.3.38)
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a (a+b)/2 x b

r

Figura 3.6: Discul circularCr

Am ar̆atat c̆a interpolarea Lagrange converge (uniform pe[a, b]) pentru o mulţime
arbitrar̆a de noduri (3.3.29) (toate conţinuteı̂n [a, b]) dac̆a f este analitic̆a ı̂n discul
circularCr centrat̂ın (a + b)/2 şi av̂and raza suficient de mare astfel ca (3.3.29) să aib̆a
loc.

Deoarece acest rezultat utilizează o estimare grosieră (̂ın particular (3.3.33), dome-
niul cerut de analiticitate pentruf nu este preâıngust. Utiliẑand metode mai rafinate, se
poate ar̆ata urm̆atorul lucru. Fiedµ(t) distribuţia limit̆a a nodurilor de interpolare, adică

∫ x

a

dµ(t), a < x ≤ b,

raportul dintre num̆arul de nodurix(m)
i din [a, x] şi num̆arul total de noduri, asimptotic

cândn→∞. (Când nodurile sunt uniform distribuite pe intervalul[a, b], atuncidµ(t) =
dt

b−a
). O curb̆a cu potenţial logaritmic constant este locul geometric alpunctelorz ∈ C

cu proprietatea

u(z) =

∫ b

a

ln
1

|z − t|dµ(t) = γ,

undeγ este o constantă. Pentruγ negativ foarte mare, aceste curbe arată ca nişte cercuri
cu raza foarte mare şi centrulı̂n (a+b)/2. Pe m̆asur̆a ceγ creşte, curbele se ,,comprimă”
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spre intervalul[a, b]. Domeniul important (cêınlocuieşteCr) este domeniul

CΓ = {z ∈ C : u(z) ≥ Γ},

ı̂n sensul c̆a dac̆af este analitic̆a ı̂n orice domeniuC ce conţineCr ı̂n interiorul s̆au (nu
conteaz̆a ĉat de str̂ansC acoper̆a peCr), atunci

|f(z)− (Lmf)(z)| → 0, cândn→∞, (3.3.39)

uniform pentruz ∈ CΓ.

Exemplul 3.3.23. Noduri echidistante:dµ(t) = dt/(b − a), a ≤ t ≤ b. În acest caz
CΓ este un domeniûın formă de lentil̆a, aşa cum se arată ı̂n figura 3.7. Astfel, avem
convergenţa uniform̆a ı̂n CΓ (nu doar pe[a, b] ca mai sus) cu condiţia caf să fie analitic̆a
ı̂ntr-o regiune puţin mai larğa deĉat CΓ. FieΓ = sup γ, unde supremumul se ia pentru
toate curbeleu(z) = γ ce conţin pe[a, b] ı̂n interior.

CΓ

a b

Figura 3.7: DomeniulCΓ pentru noduri uniform distribuite

Exemplul 3.3.24. Distribuţia arcsin pe[−1, 1] :

dµ(t) =
1

π

dt√
1− t2

.

Nodurile sunt̂ın acest caz r̆ad̆acinile polinomului Ceb̂ışev de speţa I. Ele sunt mai dens
distribuite ı̂n apropierea capetelor intervalului[−1, 1]. În acest cazCΓ = [−1, 1], aşa
că interpolarea Lagrange converge uniform pe[−1, 1] dac̆a f este analitic̆a pe[−1, 1],
adic̆a ı̂n orice regiune al c̆arei interior conţine intervalul[−1, 1]. ♦
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Care este semnificaţia polinoamelor Cebı̂şev pentru interpolare?
Reamintim c̆a eroarea de interpolare (pe [-1,1] pentru o funcţie de clasă

Cm+1[−1, 1]) este dat̆a de

f(x)− (Lmf)(x) =
f (m+1)(ξ(x))

(m + 1)!

m∏

i=0

(x− xi). (3.3.40)

Primul factor este independent de alegerea nodurilorxi. Punctul intermediarξ(x) de-
pinde dexi, dar de obicei majorăm |f (m+1)| prin ||f (m+1)||∞, ceea cêınlătur̆a aceast̆a
dependenţ̆a. Pe de alt̆a parte, produsul din al doilea factor, inclusiv norma sa

∥∥∥∥∥

m∏

i=0

(.− xi)

∥∥∥∥∥
∞

, (3.3.41)

depinde puternic dexi. Are sens, deci, s̆a ı̂ncerc̆am s̆a minimiz̆am (3.3.41) dup̆a toţi
xi ∈ [−1, 1]. Deoarece produsul din (3.3.41) este un polinom monic de grad m + 1, din
teorema 3.2.1 rezultă c̆a nodurile optimalexi = x̂i

(m) din (3.3.40) sunt r̆ad̆acinile lui
Tm+1, adic̆a

x̂i
(m) = cos

2i + 1

2m + 2
π, i = 0,m. (3.3.42)

Pentru aceste noduri, avem conform lui (3.2.20)

‖f(.)− (Lmf) (.)‖∞ ≤
||f (m+1)||∞
(m + 1)!

· 1

2m
. (3.3.43)

Se cuvine a compara acest factor cu marginea mai brută dat̆a ı̂n (3.3.34) carêın acest
caz pe intervalul[−1, 1] este2m+1/(m + 1)!.

Deoarece conform (3.3.40) curba de eroarey = f − Lmf pentru punctele Cebı̂şev
(3.3.42) estêın esenţ̆a echilibrată (modulo variaţia factoruluif (m+1)) şi astfel liber̆a
de oscilaţiile violente pe care le-am văzut pentru puncte echidistante ne vom aştepta
la propriet̆aţi mai favorabile pentru tablouri triunghiulare (3.3.29) formate din noduri
Ceb̂ışev. Se poate arăta c̆a dac̆af ∈ C1[−1, 1], atunci

(Lmf)
(
x; x̂0

(m), x̂1
(m), . . . , x̂m

(m)
)

⇉ f(x), n→∞, (3.3.44)

pe [−1, 1]. Astfel, nu avem nevoie de analiticitatea luif pentru ca (3.3.44) să aib̆a loc.

Exemplul 3.3.25 (Exemplul lui Runge).Consider̆am funcţia

f(x) =
1

1 + x2
, x ∈ [−5, 5]
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şi nodurile

x
(m)
k = −5 + 10

k

m
, k = 0,m. (3.3.45)

Nodurile sunt echidistante pe[−5, 5], deci asimptotic uniform distribuite. Observăm c̆a
f are doi polîın z = ±i. Aceşti poli sunt aşezaţiı̂n interiorul regiuniiCΓ din figura 3.7
pentru intervalul[−5, 5], decif nu este analitic̆a ı̂n CΓ. Din acest motiv nu ne aşteptăm
să avem convergenţă peı̂ntreg intervalul[−5, 5]. Se poate demonstra că

lim
m→∞

|f(x)− pm(f ; x)| =
{

0 dac̆a |x| < 3.633 . . .
∞ dac̆a |x| > 3.633 . . .

(3.3.46)

Având ı̂n minte figura 3.7 acest rezultat nu este surprinzător. Graficul pentrum =
10, 13, 16 aparêın figura 3.8. ♦

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

m=10 

m=13 

m=16 

Figura 3.8: O ilustrare grafică a contraexemplului lui Runge

Exemplul 3.3.26 (Exemplul lui Bernstein). Luăm funcţia

f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1]
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şi nodurile echidistante.

x
(m)
k = −1 +

2k

m
, k = 0, 1, 2, . . . ,m. (3.3.47)

Problema analiticit̆aţii nu se pune, deoarecef nu este derivabilă ı̂n x = 0. Se obţine c̆a

lim
m→∞

|f(x)− Lm(f ; x)| =∞ ∀x ∈ [−1, 1]

except̂and punctelex = −1, x = 0 şi x = 1. Vezi figura 3.9(a), pentrum = 20.
Convergenţâın x = ±1 este trivial̆a deoarece acestea sunt noduri de interpolare şi deci
eroareâın aceste puncte este 0. Acelaşi lucru este adevărat pentrux = 0, cândn este
impar, dar nu şi ĉandn este par. Eşecul convergenţei pentru aceste noduri se explică
doar parţial prin insuficienţa regularităţii a lui f . Un alt motiv este distribuţia uniform̆a
a nodurilor. Exist̆a exemple mai bune de distribuţii ale nodurilor, cum ar fi distribuţia
arcsindin exemplul 3.3.24.̂In figura 3.9(b) se d̆a graficul pentrum = 17. ♦

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0
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0.4

0.6

0.8
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1.4

1.6

1.8

2

(a) Noduri echidistante,m = 20

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(b) Noduri Ceb̂ışev,m = 17

Figura 3.9: Comportarea interpolării Lagrange pentruf : [−1, 1]→ R, f(x) = |x|.

3.4. Calculul eficient al polinoamelor de interpolare

3.4.1. Metode de tip Aitken

În multe situaţii gradul necesar pentru a atinge precizia dorită ı̂n interpolarea poli-
nomial̆a este necunoscut. El se poate determina din expresia restului, dar pentru aceasta
este necesar să cunoaştem‖f (m+1)‖∞. Vom nota cuPm1,m2,...,mk

polinomul de interpo-
lare Lagrange av̂and nodurilexm1 , . . . , xmk

.
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Propoziţia 3.4.1 Dacă f este definit̆a ı̂n x0, . . . , xk, xj 6= xi, 0 ≤ i, j ≤ k, atunci

P0,1,...,k =
(x− xj)P0,1,...,j−1,j+1,...,k(x)− (x− xi)P0,1,...,i−1,i+1,...,k(x)

xi − xj

=

=
1

xi − xj

∣∣∣∣
x− xj P0,1,...,i−1,i+1,...,k(x)
x− xi P0,1,...,j−1,j+1,...,k(x)

∣∣∣∣ (3.4.1)

Demonstraţie.Q = P0,1,...,i−1,i+1,...,k, Q̂ = P0,1,...,j−1,j+1,k

P (x) =
(x− xj)Q̂(x)− (x− xi)Q(x)

xi − xj

P (xr) =
(xr − xj)Q̂(xr)− (xr − xi)Q(xr)

xi − xj

=
xi − xj

xi − xj

f(xr) = f(xr)

pentrur 6= i ∧ r 6= j, căciQ(xr) = Q̂(xr) = f(xr). Dar

P (xi) =
(xi − xj)Q̂(xi)− (xi − xj)Q(xi)

xi − xj

= f(xi)

şi

P (xj) =
(xj − xi)Q̂(xj)− (xj − xi)Q(xj)

xi − xj

= f(xj),

deciP = P0,1,...,k. �

În acest mod am stabilit o relaţie de recurenţă ı̂ntre un polinom de interpolare La-
grange de gradulk şi doŭa polinoame de interpolare Lagrange de gradulk−1. Calculele
pot fi aşezatêın formă tabelar̆a

x0 P0

x1 P1 P0,1

x2 P2 P1,2 P0,1,2

x3 P3 P2,3 P1,2,3 P0,1,2,3

x4 P4 P3,4 P2,3,4 P1,2,3,4 P0,1,2,3,4

Să presupunem că ı̂n acest momentP0,1,2,3,4 nu ne asigur̆a precizia dorit̆a. Se poate
selecta un nou nod şi adăuga o noŭa linie tabelei

x5 P5 P4,5 P3,4,5 P2,3,4,5 P1,2,3,4,5 P0,1,2,3,4,5

iar elementele vecine de pe linie, coloană sau diagonală se pot compara pentru a vedea
dac̆a s-a obţinut precizia dorită.
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Metoda de mai sus se numeştemetoda lui Neville.
Notaţiile pot fi simplificate

Qi,j := Pi−j,i−j+1,...,i−1,i,

Qi,j−1 = Pi−j+1,...,i−1,i,

Qi−1,j−1 := Pi−j,i−j+1,...,i−1.

Din (3.4.1) rezult̆a

Qi,j =
(x− xi−j)Qi,j−1 − (x− xi)Qi−1,j−1

xi − xi−j

,

pentruj = 1, 2, 3, . . . , i = j + 1, j + 2, . . .
În plus,Qi,0 = f(xi). Obţinem tabelul

x0 Q0,0

x1 Q1,0 Q1,1

x2 Q2,0 Q2,1 Q2,2

x3 Q3,0 Q3,1 Q3,2 Q3,3

Dac̆a procedeul de interpolare converge, atunci şirulQi,i converge şi el şi s-ar putea
lua drept criteriu de oprire

|Qi,i −Qi−1,i−1| < ε.

Pentru a rapidiza algoritmul nodurile se vor ordona crescător dup̆a valorile|xi − x|.
Metoda lui Aitkeneste similar̆a cu metoda lui Neville. Ea construieşte tabelul

x0 P0

x1 P1 P0,1

x2 P2 P0,2 P0,1,2

x3 P3 P0,3 P0,1,3 P0,1,2,3

x4 P4 P0,4 P0,1,4 P0,1,2,4 P0,1,2,3,4

Pentru a calcula o nouă valoare se utilizează valoarea din v̂arful coloanei precedente
şi valoarea din aceeaşi linie, coloana precedentă.

3.4.2. Metoda diferenţelor divizate

Vom nota cuLkf polinomul de interpolare Lagrange cu nodurilex0, x1, . . . , xk pen-
tru k = 0, 1, . . . , n. Vom construiLm prin recurenţ̆a. Avem

(L0f)(x) = f(x0)
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pentruk ≥ 1, polinomulLk−Lk−1 este de gradk, se anuleaz̆a ı̂n punctelex0, x1, . . . , xk

şi deci este de forma:

(Lkf)(x) = (Lk−1f)(x) + f [x0, x1, . . . , xk](x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1), (3.4.2)

undef [x0, x1, . . . , xk] desemneaz̆a coeficientul luixk din (Lkf)(x). Se deduce expresia
polinomului de interpolareLmf cu nodurilex0, x1, . . . , xn

(Lmf)(x) = f(x0) +
m∑

k=1

f [x0, x1, . . . , xk](x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1), (3.4.3)

numit̆a forma Newton10 a polinomului de interpolare Lagrange.
Formula (3.4.3) reduce calculul prin recurenţă al lui Lmf la cel al coeficienţilor

f [x0, x1, . . . , xk], k = 0,m.
Are loc

Lema 3.4.2

∀ k ≥ 1 f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0

(3.4.4)

şi
f [xi] = f(xi), i = 0, 1, . . . , k.

Demonstraţie.Notăm, pentruk ≥ 1 cu L∗
k−1f polinomul de interpolare pentruf de

grad k − 1 şi cu nodurilex1, x2, . . . , xk; coeficientul luixk−1 estef [x1, x2, . . . , xk].
Polinomulqk de gradk definit prin

qk(x) =
(x− x0)(L

∗
k−1f)(x)− (x− xk)(Lk−1f)(x)

xk − x0

coincide cuf ı̂n punctelex0, x1, . . . , xk şi deciqk(x) ≡ (Lkf)(x). Formula (3.4.4) se
obţine identifiĉand coeficientul luixk din cei doi membri.�

10

Sir Isaac Newton (1643 - 1727) a fost una dintre cele mai re-
marcabile figuri ale matematicii şi fizicii din vremea sa. Nunu-
mai c̆a dat legile fundamentale ale fizicii moderne, dar a fost şi
unul dintre inventatorii calculului diferenţial şi integral (al̆aturi
de Leibniz, cu care a intratı̂ntr-o polemic̆a de o viat̆a privind
prioritatea). Lucrarea sa care a avut cea mai mare influenţă a
fostPrincipia, care conţine ideile sale asupra interpolării şi uti-
lizării ei la integrare.
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Definiţia 3.4.3 Cantitateaf [x0, x1, . . . , xk] se numeştediferenţ̆a divizat̆a de ordinulk
a lui f ı̂n punctelex0, x1, . . . , xk.

Alt ă notaţie utilizat̆a este[x0, . . . , xk; f ].
Din definiţie rezult̆a c̆a f [x0, x1, . . . , xk] este independentă de ordinea punctelorxi

şi ea poate fi calculată ı̂n funcţie def(x0), . . . , f(xm). Într-adev̆ar polinumul de inter-
polare Lagrange de grad≤ m relativ la punctelex0, . . . , xm se scrie

(Lmf)(x) =
m∑

i=0

lif(xi)

şi coeficientul luixm este

f [x0, . . . , xm] =
m∑

i=0

f(xi)
m∏

j=0
j 6=i

(xi − xj)

. (3.4.5)

Diferenţele divizate se pot obţine prin algoritmul tabelar urm̆ator, bazat pe formula
(3.4.4), care este mai flexibil şi mai puţin costisitor decât aplicarea formulei (3.4.5)

x0 f [x0] → f [x0, x1] → f [x0, x1, x2] → f [x0, x1, x2, x3]
ր ր ր

x1 f [x1] → f [x1, x2] → f [x1, x2, x3]
ր ր

x2 f [x2] → f [x2, x3]
ր

x3 f [x3]
...

Prima coloan̆a conţine valorile luif , a doua valorile diferenţelor divizate de or-
dinul I ş.a.m.d; se trece de la o coloană la urm̆atoarea utiliẑand formula (3.4.4): fie-
care element este diferenţa dintre elementul situatı̂n st̂anga şi dedesubtul lui şi ele-
mentul situat imediat̂ın st̂anga lui,ı̂mpărţită la diferenţa dintre valoarea luix deter-
minat̆a meĝand pe diagonală ı̂n jos şi valoarea luix situat̆a la st̂anga pe orizontală.
Diferenţele divizate care aparı̂n formula lui Newton (3.4.3) sunt celem + 1 ele-
mente de pe prima linie a tabelei diferenţelor divizate. Calculul lor necesit̆a n(n + 1)
adun̆ari şi 1

2
n(n + 1) ı̂mpărţiri. Adăugarea unui nou punct(xm+1, f [xm+1]) necesit̆a

generarea diagonalei următoare.Lm+1f poate fi obţinut dinLmf ad̆auĝand termenul
f [x0, . . . , xm+1](x− x0) . . . (x− xm+1).
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Observaţia 3.4.4.Eroarea de interpolare este dată de

f(x)− (Lmf)(x) = um(x)f [x0, x1, . . . , xm, x]. (3.4.6)

Într-adev̆ar, este suficient să observ̆am c̆a

(Lmf)(t) + um(t)f [x0, . . . , xm; x]

este conform lui (3.4.3) polinomul de interpolare (ı̂n t) al lui f ı̂n punctelex0, x1,
. . . , xm, x. Se deduce din teorema referitoare la restul formulei de interpolare Lagrange
(3.3.22) c̆a exist̆a ξ ∈ (a, b) astfelı̂ncât

f [x0, x1, . . . , xm] =
1

m!
f (m)(ξ) (3.4.7)

(formula de medie pentru diferenţe divizate). ♦

Diferenţa divizat̆a se poate scrie sub forma unui cât a doi determinanţi.

Teorema 3.4.5Are loc

f [x0, . . . , xm] =
(Wf)(x0, . . . , xm)

V (x0, . . . , xm)
(3.4.8)

unde

(Wf)(x0, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 . . . xm−1

0 f(x0)
1 x1 x2

1 . . . xm−1
1 f(x1)

...
...

...
.. .

...
...

1 xm x2
m . . . xm−1

m f(xm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (3.4.9)

iar V (x0, . . . , xm) este determinantul Vandermonde.

Demonstraţie.Se dezvolt̆a (Wf)(x0, . . . , xm) dup̆a elementele ultimei coloane şi
ţinând cont c̆a fiecare complement algebric este un determinant Vandermonde, se obţine

f [x0, . . . , xm] =
1

V (x0, . . . , xm)

m∑

i=0

V (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)f(xi) =

=
m∑

i=0

(−1)m−i f(xi)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xn − xi)
,

din care dup̆a schimbarea semnelor ultimilorm− i termeni rezult̆a (3.4.5).�



110 Aproximarea funcţiilor

3.4.3. Diferenţe finite: formula lui Newton progresivă şi regresiv̆a

În cazul ĉand punctele de interpolarexi nu sunt echidistante se utilizează algoritmul
lui Newton descris anterior;̂ın cazul ĉand punctele sunt echidistante se poate construi
un algoritm mai simplu şi mai puţin costisitor. Istoric aceşti algoritmi au avut o mare
importanţ̆a pentru interpolarea funcţiilor ale căror valori erau tabelate; apariţia calcula-
toarelor moderne a diminuat acest interes, dar noile (co)procesoare flotante i-au readus
ı̂n actualitate.

Presupunem c̆a funcţiaf este cunoscută ı̂n punctelexi cu pasulh

xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . .

Se definescdiferenţele progresiveprin

∆0fi = f(xi) = fi,

şi ∀ k ≥ 0
∆k+1fi = ∆(∆kfi) = ∆kfi+1 −∆kfi.

Cu ajutorul formulei (3.4.5) se verifică imediat c̆a

∆kfi = f [xi, xi+1, . . . , xi+k]k!hk.

Forma polinomului NewtonLmf de gradulm a lui f ı̂n punctelex0, x1, . . . , xm se
simplifică. Dac̆as = (x− x0)/h,

(x−x0)(x−x1) . . . (x−xk−1)f [x0, x1, . . . , xk] =
s(s−1) . . . (s−k+1)

k!
∆kf0

şi deci

(Lmf)(x) = f0 +
s

1!
∆f0 +

s(s− 1)

2!
∆2f0 + . . .

+
s(s− 1) . . . (s−m + 1)

m!
∆mf0.

Utiliz ând pentrus ∈ R, k ∈ N notaţia
(

s

k

)
=

s(s− 1) . . . (s− k + 1)

k!

(coeficient binomial generalizat), se obţineformula lui Newton progresiv̆a

(Lmf)(x) = f0 +

(
s

1

)
∆f0 +

(
s

2

)
∆2f0 + · · ·+

(
s

n

)
∆nf0, (3.4.10)
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undes = (x− x0)/h.
În practic̆a aceast̆a formul̆a serveşte la calculul lui(Lmf)(x) ı̂n puncte apropiate de

ı̂nceputul tabelei. Diferenţele finite succesive se obţindin tabloul triunghiular

x0 f0

ց
∆f0

ր ց
x1 f1 ∆2f0

ց ր ց
∆f1 ∆3f0

ր ց ր ...

x2 f2 ∆2f1
...

ց ր ...
...

∆f2
...

...

ր ...
...

...

x3 f3
...

...
...

...
...

...
...

...

unde

a
ց

c
ր

b

ı̂nseamn̆a c = b− a.

Eroarea comis̆a dup̆am paşi, se scrie pentrux = x0 + sh

f(x)− (Lmf)(x) = hm+1

(
s

m + 1

)
f (m+1)(ξx), (3.4.11)

undeξx aparţine celui mai mic interval ce conţinex0, xm şi x.
Analog se introduce operatorul dediferenţ̆a finită regresiv̆a ∇ prin

∇0fi = fi

∇1fi = fi − fi−1

∇k+1fi = ∇(∇kfi) = ∇kfi −∇kfi−1

Efectûand schimbarea de variabilăs =
x− xn

m
se obţine

(Lmf)(x) = fm +
s

1!
∇fm +

s(s + 1)

2!
∇2fm + . . .

+
s(s + 1) . . . (s + n− 1)

m!
∇mfm,
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care se mai poate scrie

(Lmf)(x) = fm +

(
s

1

)
∇fm +

(
s + 1

2

)
∇2fm + · · ·+

(
s + m− 1

m

)
∇mfm, (3.4.12)

numit̆a formula lui Newton regresiv̆a .
Eroarea de interpolare se scrie sub forma

f(x)− (Lmf)(x) = hm+1

(
s + m

m + 1

)
f (m+1)(ξx).

unde ξx aparţine celui mai mic interval ce conţinex0, xm şi x. Formula (3.4.12)
serveşte pentru calculul polinomului de interpolareı̂n valori apropiate de capătul ta-
belei. Diferenţele regresive se pot calcula cu tabela

...
...

...
...

...

xm−3 fm−3
...

...
...

ց ...
...

...

∇fm−2
...

...

ր ց ...
...

xm−2 fm−2 ∇2fm−1
...

ց ր ց ...
∇fm−1 ∇3fm

ր ց ր
xm−1 fm−1 ∇2fm

ց ր
∇fm

ր
xm fm

unde

a
ց

c
ր

b

ı̂nseamn̆a c = b− a.

3.4.4. Diferenţe divizate cu noduri multiple

Formula (3.4.8) serveşte ca bază pentru introducerea diferenţei divizate cu noduri
multiple: dac̆af ∈ Cm[a, b] şi α ∈ [a, b], atunci

lim
x0,...,xn→α

[x0, . . . , xn; f ] = lim
ξ→α

fm(ξ)

m!
=

f (m)(α)

m!
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Aceasta justific̆a relaţia

[α, . . . , α︸ ︷︷ ︸
m+1

; f ] =
1

m!
f (m)(α).

Reprezent̂and aceasta ca pe un cât de doi determinanţi se obţine

(Wf)


α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

m+1


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α α2 . . . αm−1 f(α)
0 1 2α . . . (m− 1)αm−2 f ′(α)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . (m− 1)! f (m−1)(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣

şi

V


α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

m+1


 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α α2 . . . αm

0 1 2α . . . mαm−1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . m!

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

adic̆a cei doi determinanţi sunt constituiţi din linia relativă la nodulα şi derivatele suc-
cesive ale acesteia pân̆a la ordinulm ı̂n raport cuα.

Generalizarea pentru mai multe noduri este următoarea:

Definiţia 3.4.6 Fie rk ∈ N, k = 0,m, n = r0 + · · · + rm. Presupunem c̆a exist̆a
f (j)(xk), k = 0,m, j = 0, rk − 1. Mărimea

[x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
r0

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
r1

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
rm

;f ]=
(Wf)(x0, . . . , x0, . . . , xm, . . . , xm)

V (x0, . . . , x0, . . . , xm, . . . , xm)
,

unde
(Wf)(x0, . . . , x0, . . . , xm, . . . , xm) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 . . . xr0−1
0 . . . xn−1

0 f(x0)
0 1 . . . (r0 − 1)xr0−2

0 . . . (n− 1)xn−2
0 f ′(x0)

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . (r0 − 1)! . . .

∏r0−1

p=1 (n− p)xn−r0
0 f (r0−1)(x0)

1 xm . . . xrm−1
m . . . xn−1

m f(xm)
0 1 . . . (rm − 1)xrm−2

m . . . (n− 1)xn−2
m f ′(xm)

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . (rm − 1)! . . .

∏rm−1

p=1 (n− p)xn−rm
m f (rn−1)(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

iar V (x0, . . . , x0, . . . , xm, . . . , xm) este ca mai sus, exceptând ultima coloan̆a care este

(xn
0 , nxn−1

0 , . . . ,

r0−2∏

p=0

(n− p)xn−r0+1
0 , . . . , xn

m, nxn−1
m , . . . ,

rm−2∏

p=0

xn−rm+1
m )T
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z0 = x0 f [z0]
f [z0, z1] = f ′(x0)

z1 = x0 f [z1] f [z0, z1, z2] = f [z1,z2]−f [z0,z1]
z2−z0

f [z1, z2] = f(z2)−f(z1)
z2−z1

z2 = x1 f [z2] f [x1, z2, z3] = f [z3,z2]−f [z2,z1]
z3−z1

f [z2, z3] = f ′(x1)

z3 = x1 f [z3] f [z2, z3, z4] = f [z4,z3]−f [z3,z2]
z4−z2

f [z3, z4] = f(z4)−f(z3)
z4−z3

z4 = x2 f [z4] f [z3, z4, z5] = f [z5,z4]−f [z4,z3]
z5−z3

f [z4, z5] = f ′(x2)
z5 = x2 f [z5]

Tabela 3.2: Tabelă de diferenţe divizate pentru noduri duble

se numeştediferenţ̆a divizat̆a cu nodurile multiplexk, k = 0,m şi ordinele de multipli-
citaterk, k = 0,m.

Generaliẑand forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange se obţine o me-
todă bazat̆a pe diferenţele divizate cu noduri multiple pentru polinomul de interpolare
Hermite.

Presupunem c̆a se dau nodurilexi, i = 0,m şi valorile f(xi), f ′(xi). Definim
secvenţa de noduriz0, z1, . . . , z2n+1 prin z2i = z2i+1 = xi, i = 0,m. Construim acum ta-
bela diferenţelor divizate utiliẑand nodurilezi, i = 0, 2m + 1. Deoarecez2i = z2i+1 =
xi pentru oricei, f [x2i, x2i+1] este o diferenţ̆a divizat̆a cu nod dublu şi este egală cu
f ′(xi), deci vom utilizaf ′(x0), f

′(x1), . . . , f
′(xm) ı̂n locul diferenţelor divizate de or-

dinul I
f [z0, z1], f [z2, z3], . . . , f [z2m, z2m+1].

Restul diferenţelor se obţin̂ın manier̆a obişnuit̆a, aşa cum se arată ı̂n tabelul 3.2.
Ideea poate fi extinsă şi pentru alte interpolări Hermite. Se pare că metoda este datorată
lui Powell.

3.5. Interpolare spline

Fie∆ o diviziune a lui[a, b]

∆ : a = x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b (3.5.1)

Vom utiliza un polinom de grad mic pe subintervalul[xi, xi+1], i = 1, n− 1. Motivul
este acela c̆a pe intervale suficient de mici funcţiile pot fi aproximate arbitrar de bine prin
polinoame de grad mic, chiar 0 sau 1.
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x
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n−1
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1

x
n
=b… … …

… … …

Figura 3.10: Spline liniare

Am introdusı̂n exemplul 3.0.12 spaţiul

Sk
m(∆) = {s : s ∈ Ck[a, b], s|[xi,xi+1] ∈ Pm, i = 1, 2, . . . , n− 1} (3.5.2)

m ≥ 0, k ∈ N ∪ {−1}, numit spaţiul funcţiilor spline polinomiale de gradm şi clas̆a
de netezimek. Dac̆ak = m, atunci funcţiiles ∈ Sm

m(∆) sunt polinoame.
Pentrum = 1 şi k = 0 se obţinspline liniare.
Dorim s̆a ğasims ∈ S0

1(∆) astfelı̂ncât

s(xi) = fi, undefi = f(xi), i = 1, 2, . . . , n.

Soluţia este trivial̆a, vezi figura 3.10. Pe intervalul[xi, xi+1]

s(f ; x) = fi + (x− xi)f [xi, xi+1], (3.5.3)

iar

|f(x)− s(f(x))| ≤ (∆xi)
2

8
max

x∈[xi,xi+1]
|f ′′(x)|. (3.5.4)

Rezult̆a c̆a

‖f(·)− s(f, ·)‖∞ ≤
1

8
|∆|2‖f ′′‖∞. (3.5.5)

Dimensiunea luiS0
1(∆) se calculeaz̆a astfel: deoarece avemn − 1 porţiuni şi pe

fiecare 2 coeficienţi (2 grade de libertate) şi fiecare condiţie reduce num̆arul de grade de
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libertate cu 1, avem̂ın final

dim S0
1(∆) = 2n− 2− (n− 2) = n.

O baz̆a a spaţiului este dată de aşa-numitele funcţiiB-spline:
Punemx0 = x1, xn+1 = xn, pentrui = 1, n

Bi(x) =





x− xi−1

xi − xi−1

, pentruxi−1 ≤ x ≤ xi

xi+1 − x

xi+1 − xi

, pentruxi ≤ x ≤ xi+1

0, ı̂n rest

(3.5.6)

Pentrui = 1 prima şi pentrui = n a doua ecuaţie se ignoră.
FuncţiaBi se numeştepălărie chinezeasc̆a. Graficul funcţiilor Bi apareı̂n figura

3.11.

x
2

x
3

x
4

a=x
0
=x

1
x

n
=x

n+1
=bx

n−1

B
1

B
2

B
3

B
n−1

B
n

Figura 3.11: Funcţii B-spline de grad 1

Ele au proprietatea
Bi(xj) = δij,

sunt liniar independente, deoarece

s(x) =
n∑

i=1

ciBi(x) = 0 ∧ x 6= xj ⇒ cj = 0.
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şi
〈Bi〉i=1,n = S0

1(∆),

Bi joac̆a acelaşi rol ca polinoamele fundamentale Lagrangeli.

3.5.1. Interpolarea cu spline cubice

Funcţiile spline cubice sunt cele mai utilizate.
Vom discutâıntâi problema interpolării pentrus ∈ S1

3(∆). Continuitatea derivatei
de ordinul I pentrus3(f ; ·) se poate realiza impunând valorile primei derivatêın fiecare
punctxi, i = 1, 2, . . . , n. Astfel fiem1,m2, . . . ,mn numere arbitrare date şi notăm

s3(f ; ·)|[xi,xi+1] = pi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1 (3.5.7)

Realiz̆ams3(f ; xi) = mi, i = 1, n, luând fiecare bucată ca soluţie unic̆a a problemei
de interpolare Hermite, şi anume

pi(xi) = fi, pi(xi+1) = fi+1, i = 1, n− 1, (3.5.8)

p′i(xi) = mi, p′i(xi+1) = mi+1

Vom rezolva problema folosind interpolarea Newton. Diferenţele divizate sunt

xi fi mi
f [xi,xi+1]−mi

∆xi

mi+1+mi−2f [xi,xi+1]
(∆xi)2

xi fi f [xi, xi+1]
mi+1−f [xi,xi+1]

∆xi

xi+1 fi+1 mi+1

xi+1 fi+1

şi deci forma Newton a polinomului de interpolare Hermite este

pi(x) = fi + (x− xi)mi + (x− xi)
2f [xi, xi+1]−mi

∆xi

+

+(x− xi)
2(x− xi+1)

mi+1 + mi − 2f [xi, xi+1]

(∆xi)2
.

Forma Taylor a luipi pentruxi ≤ x ≤ xi+1 este

pi(x) = ci,0 + ci,1(x− xi) + ci,2(x− xi)
2 + ci,3(x− xi)

3 (3.5.9)

şi deoarecex− xi+1 = x− xi −∆xi, prin identificare avem

ci,0 = fi

ci,1 = mi

ci,2 =
f [xi, xi+1]−mi

∆xi

− ci,3∆xi (3.5.10)

ci,3 =
mi+1 + mi − 2f [xi, xi+1]

(∆xi)2
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Deci, pentru a calculas3(f ; x) ı̂ntr-un punct care nu este nod, trebuieı̂n prealabil s̆a
localizăm intervalul[xi, xi+1] ∋ x.

Să calcul̆am coeficienţii cu (3.5.10) şi să evalŭam spline-ul cu (3.5.9). Vom discuta
câteva alegeri posibile pentrum1,m2, . . . ,mn.

Interpolare Hermite cubică pe porţiuni

Se alegemi = f ′(xi) (presupun̂and c̆a aceste derivate sunt cunoscute). Se ajunge
la o schem̆a strict local̆a, ı̂n care fiecare bucată poate fi determinată independent de
cealalt̆a. Mai mult, eroarea este

|f(x)− pi(x)| ≤
(

1

2
∆xi

)4

max
x∈[xi,xi+1]

|f (4)(x)|
4!

, xi ≤ x ≤ xi+1. (3.5.11)

Deci

‖f(·)− s3(f ; ·)‖∞ ≤
1

384
|∆|4‖f (4)‖∞. (3.5.12)

Pentru puncte echidistante

|∆| = (b− a)/(n− 1)

şi deci
‖f(·)− s3(f ; ·)‖∞ = O(n−4), n→∞. (3.5.13)

Interpolare cu spline cubice

Cerem cas3(f ; ·) ∈ S2
3(∆), adic̆a continuitatea derivatelor de ordinul al II-lea.

Aceastâınseamn̆a cu notaţia (3.5.7)

p′′i−1(xi) = p′′i (xi), i = 2, n− 1, (3.5.14)

care convertit̆a ı̂n coeficienţi Taylor (3.5.9) d̆a

2ci−1,2 + 6ci−1,3∆xi−1 = 2ci,2, i = 2, n− 1.

Înlocuind cu valorile explicite (3.5.10) pentru coeficient¸i se ajunge la sistemul liniar

∆ximi−1 + 2(∆xi−1 + ∆xi)mi + (∆xi−1)mi+1 = bi, i = 2, n− 1 (3.5.15)

unde
bi = 3{∆xif [xi−1, xi] + ∆xi−1f [xi, xi+1]} (3.5.16)

Avem un sistem den − 2 ecuaţii liniare cun necunoscutem1,m2, . . . ,mn. Odat̆a
alesem1 şi mn, sistemul devine tridiagonal şi se poate rezolva eficient prin eliminare
gaussian̆a, prin factorizare sau cu o metodă iterativ̆a.

Se daûın continuare ĉateva alegeri posibile pentrum1 şi mn.
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Spline complete(racordate, limitate). Luăm m1 = f ′(a), mn = f ′(b). Se ştie c̆a
pentru acest tip de spline, dacăf ∈ C4[a, b]

‖f (r)(·)− s(r)(f ; ·)‖∞ ≤ cr|∆|4−r‖f (n)‖∞, r = 0, 1, 2, 3 (3.5.17)

undec0 = 5
384

, c1 = 1
24

, c2 = 3
8
, iar c3 depinde de raportul |∆|

mini ∆xi
.

Spline care utilizeaz̆a derivatele secunde. Impunem condiţiile s′′3(f ; a) =
f ′′(a); s′′3(f ; b) = f ′′(b). Aceste condiţii conduc la două ecuaţii suplimentare

2m1 + m2 = 3f [x1, x2]− 1
2
f ′′(a)∆x1

mn−1 + 2mn = 3f [xn−1, xn] + 1
2
f ′′(b)∆xn−1

(3.5.18)

Prima ecuaţie se pune lâınceputul sistemului (3.5.15), iar a doua la sfârşitul lui,
păstr̂andu-se astfel structura tridiagonală a sistemului.

Spline cubice naturale. Impun̂ands′′(f ; a) = s′′(f ; b) = 0, se obţin doŭa ecuaţii noi
din (3.5.18) lûandf ′′(a) = f ′′(b) = 0.

Avantajul – este nevoie numai de valori ale luif , nu şi ale derivatelor, dar preţul
plătit este degradarea preciziei laO(|∆|2) ı̂n vecin̆atatea capetelor (ı̂n afar̆a de cazul
cândf ′′(a) = f ′′(b) = 0).

”Not-a-knot spline”. (C. deBoor). Cerem cap1(x) ≡ p2(x) şi pn−2(x) ≡ pn−1(x);
adic̆a primele doŭa p̆arţi şi respectiv ultimele doŭa trebuie s̆a coincid̆a. Într-adev̆ar,
aceastâınseamn̆a c̆a primul punct interiorx2 şi ultimul xn−1 sunt ambele inactive. Se
obţin ı̂ncă doŭa ecuaţii suplimentare exprim̂and continuitatea luis′′′3 (f ; x) ı̂n x = x2

şi x = xn−1. Condţia de continuitate a luis3(f, .) ı̂n x2 şi xn−1 revine la egalitatea
coeficienţilor dominanţic1,3 = c2,3 şi cn−2,3 = cn−1,3. De aici se obţin ecuaţiile

(∆x2)
2m1 + [(∆x2)

2 − (∆x1)
2]m2 − (∆x1)

2m3 = β1

(∆x2)
2mn−2 + [(∆x2)

2 − (∆x1)
2]mn−1 − (∆x1)

2mn = β2,

unde

β1 = 2{(∆x2)
2f [x1, x2]− (∆x1)

2f [x2, x3]}
β2 = 2{(∆xn−1)

2f [xn−2, xn−1]− (∆xn−2)
2f [xn−1, xn]}.

Prima ecuaţie se adaugă pe prima poziţie iar a doua pe ultima poziţie a sistemuluiformat
din celen− 2 ecuaţii date de (3.5.15) şi (3.5.16). Sistemul obţinut nu mai este tridiago-
nal, dar el se poate transformaı̂n unul tridiagonal combin̂and ecuaţiile 1 cu 2 şin − 1
cun. Dup̆a aceste transform̆ari prima şi ultima ecuaţie devin

∆x2m1 + (∆x2 + ∆x1)m2 = γ1 (3.5.19)

(∆xn−1 + ∆xn−2)mn−1 + ∆xn−2mn = γ2, (3.5.20)
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unde

γ1 =
1

∆x2 + ∆x1

{
f [x1, x2]∆x2[∆x1 + 2(∆x1 + ∆x2)] + (∆x1)

2f [x2, x3]
}

γ2 =
1

∆xn−1 + ∆xn−2

{
∆x2

n−1f [xn−2, xn−1] +

[2(∆xn−1 + ∆xn−2) + ∆xn−1]∆xn−2f [xn−1, xn]
}
.

3.5.2. Propriet̆aţi de minimalitate ale funcţiilor spline cubice

Funcţiile spline cubice complete şi naturale au proprietăţi interesante de optimali-
tate. Pentru a le formula, este convenabil să consider̆am nu numai subdiviziunea∆ ci
şi

∆′ : a = x0 = x1 < x2 < x3 < · · · < xn−1 < xn = xn+1 = b, (3.5.21)

ı̂n care capetele sunt noduri duble. Aceastaı̂nseamn̆a c̆a ori de ĉate ori interpol̆am pe
∆′, interpol̆am valorile funcţiei pe punctele interioare, iar la capetevalorile funcţiei şi
ale derivatei. Prima teorem̆a se refer̆a la funcţii spline cubice completescompl(f ; ·).
Teorema 3.5.1Pentru orice funcţieg ∈ C2[a, b] care interpoleaz̆a f pe∆′, are loc

∫ b

a

[g′′(x)]2dx ≥
∫ b

a

[s′′compl(f ; x)]2dx, (3.5.22)

cu egalitate dac̆a şi numai dac̆a g(·) = scompl(f ; ·).

Observaţia 3.5.2.scompl(f ; ·) din teorema 3.5.1 interpolează f pe ∆′ şi dintre toţi
interpolanţii de acest tip, derivata sa de ordinul II are norma minim̆a. ♦

Demonstraţie.Folosim notaţia prescurtată scompl = s. Teorema rezultă imediat, dac̆a
ar̆at̆am c̆a

∫ b

a

[g′′(x)]2dx =

∫ b

a

[g′′(x)− s′′(x)]2dx +

∫ b

a

[s′′(x)]2dx. (3.5.23)

Aceasta implic̆a imediat (3.5.22) şi faptul că egalitateâın (3.5.22) are loc dacă şi numai
dac̆a g′′(x) − s′′(x) ≡ 0, din care integr̂and de doŭa ori de laa la x şi utilizând pro-
priet̆aţile de interpolare ale luis şi g ı̂n x = a se obţineg(x) = s(x). Relaţia (3.5.23)
este echivalentă cu ∫ b

a

s′′(x)[g′′(x)− s′′(x)]dx = 0. (3.5.24)

Integr̂and prin p̆arţi şi ţinând cont c̆a s′(b) = g′(b) = f ′(b) şi s′(a) = g′(a) = f ′(a) se
obţine ∫ b

a

s′′(x)[g′′(x)− s′′(x)]dx = (3.5.25)
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= s′′(x)[g′(x)− s′(x)]
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

s′′′(x)[g′(x)− s′(x)]dx =

= −
∫ b

a

s′′′(x)[g′(x)− s′(x)]dx.

Deoareces′′′ este constantă pe porţiuni
∫ b

a

s′′′(x)[g′(x)− s′(x)]dx =
n−1∑

ν−1

s′′′(xν + 0)

∫ xν+1

xν

[g′(x)− s′(x)]dx =

=
n−1∑

ν=1

s′′′(xν+0)[g(xν+1)− s(xν+1)− (g(xν)− s(xν))] = 0

căci at̂ats cât şig interpoleaz̆af pe∆. Aceasta demonstrează (3.5.24) şi deci şi teorema.
�

Pentru interpolarea pe∆, calitatea de a fi optimal revine funcţiilor spline naturale de
interpolaresnat(f ; ·).
Teorema 3.5.3Pentru orice funcţieg ∈ C2[a, b] ce interpoleaz̆a f pe∆, are loc

∫ b

a

[g′′(x)]2dx ≥
∫ b

a

[s′′nat(f ; x)]2dx (3.5.26)

cu egalitate dac̆a şi numai dac̆a g(·) = snat(f ; ·).
Demonstraţia este analoagă cu a teoremei 3.5.1, deoarece (3.5.23) are loc din nou

căcis′′(b) = s′′(a) = 0.
Pun̂andg(·) = scompl(f ; ·) ı̂n teorema 3.5.3 se obţine

∫ b

a

[s′′compl(f ; x)]2dx ≥
∫ b

a

[s′′nat(f ; x)]2dx. (3.5.27)

Deci, ı̂ntr-un anumit sens, spline-ul cubic natural este cel mai neted interpolant.
Proprietatea exprimată ı̂n teorema 3.5.3 stă la originea numelui de spline. Un spline

este o vergea flexibilă folosit̆a pentru a desena curbe. Dacă forma sa este dată de ecuaţia
y = g(x), x ∈ [a, b] şi dac̆a spline-ul trebuie s̆a treac̆a prin punctele(xi, gi), atunci se
presupune c̆a spline-ul are o form̆a ce minimizeaz̆a energia potenţială

∫ b

a

[g′′(x)]2dx

(1 + [g′(x)]2)3
,

pentru toate funcţiileg supuse aceloraşi restricţii. Pentru variaţii lente alelui g
(‖g′‖∞ ≪ 1) aceasta aproximează bine proprietatea de minim din teorema 3.5.3.
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Aproximarea uniform̆a a funcţiilor are doŭa aspecte fundamentale:

- aproximarea unei funcţiif prin funcţii ce converg uniform c̆atref pe domeniul
considerat;

- cea mai bun̆a aproximare uniform̆a a luif prin funcţii dintr-o mulţime dat̆a.

Vom pune accentul pe studiul primei probleme.
FieB o clas̆a de funcţii definite pe un interval[a, b] ⊂ R şiA ⊂ B. Pentruf ∈ B şi

ε ∈ R+ date, se pune problema determinării unei funcţiig ∈ A astfelı̂ncât

|f(x)− g(x)| < ε, x ∈ [a, b].

123
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Aceast̆a problem̆a işi are origineâın binecunoscuta teoremă de aproximare uniform̆a a
lui Weierstrass1.

Teorema 4.0.4 (Weierstrass 1885)Fie (C[a, b], ‖ · ‖). SubspaţiulP ≤ C[a, b] al po-
linoamelor de grad arbitrar este densı̂n C[a, b] (P̄ = C[a, b]), adică ∀f ∈ C[a, b]
∀ε ∈ R+ ∃p ∈ P astfel ı̂ncât |f(x) − p(x)| < ε, ∀x ∈ [a, b]. (Echivalent∃(pn) ⊂ P

astfelı̂ncât pn ⇉ f .)

O importanţ̆a deosebit̆a ı̂n studiul aproxim̆arii uniforme a funcţiilor a avut problema
pus̆a de E. Borel̂ın 1905. Deoarece şirul polinoamelor de interpolare Lagrange(Lmf)
nu converge c̆atre f , el nu poate fi folosit la demonstraţia teoremei lui Weierstrass.
Din acest motiv Borel a propus căutarea unor procedee de interpolare mai generale,
care s̆a permit̆a contruirea unor şiruri de polinoame(Pnf) ce converg uniform c̆atref
dac̆a f ∈ C[a, b]. Astfel de procedee ar permite să se dea demonstraţii constructive ale
teoremei lui Weierstrass. Una dintre primele soluţii pentru problema lui Borel a fost dată
de Sergi N. Bernstein̂ın 1912 prin introducerea polinoamelor careı̂n poart̆a numele.

4.1. Polinoamele lui Bernstein

Definiţia 4.1.1 Fie f : [0, 1]→ R. OperatorulBm definit prin relaţia

(Bmf)(x) =
m∑

k=0

pmk(x)f

(
k

m

)
, (4.1.1)

unde

(4.1.2)

pm,k(x) =

(
m

k

)
xk(1− x)m−k (4.1.3)

se numeşteoperatorul lui Bernstein, iar polinomulBmf se numeştepolinomul lui Bern-
stein.

În figura 4.1 apar polinoamele de bază Bernstein pentruk = 3, iar ı̂n figura 4.2 polinoa-
mele Bernstein pentru funcţiaf(x) = sin 2πx şi k = 10, 15, 100.

1

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1813-1897), matematician
german, considerat a fi unul dintre părinţii analizei moderne. A
avut contribuţii importantêın teoria funcţiilor de variabile reale,
funcţii eliptice, calcul variaţional, studiul formelorbiliniare şi
pătratice.
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Figura 4.1: Polinoamele de bază Bernstein pentruk = 3
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Figura 4.2: Polinoamele Bernstein pentru funcţiaf(x) = sin 2πx (linie continŭa) şi
k = 10, 15, 100
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Polinomul lui Bernstein poate fi obţinut şi pe cale probabilistică astfel: dac̆a f este
mărginit̆a pe[0, 1], se consider̆a variabila aleatoareX cu distribuţia

X :

(
f( k

m
)

pm,k(x)

)
,

a c̆arei valoare medieM(x) =
∑m

k=0 pm,k(x)f( k
m

) este chiar(Bmf)(x).

Propriet ăţi

Teorema 4.1.2 1. Bm este un operator liniar.

2. Bm este un operator pozitiv, adică

f(x) ≥ 0⇒ (Bmf)(x) ≥ 0,∀x ∈ [0, 1].

3. Bm reproduce polinoamele până la gradul 1 inclusiv, adic̆a

(Bmek)(x) = ek(x), k = 0, 1

şi ı̂n plus

(Bme2)(x) = e2(x) +
x(1− x)

m
.

4. Dac̆a m ≤ f ≤M pe [0, 1], atuncim ≤ Bmf ≤M pe [0,1].

5. Dac̆a f ∈ C[0, 1], atunciBmf ⇉ f pe [0,1] cândm→∞.

Demonstraţie. 1. Rezult̆a imediat din definiţie.

2. Imediat̆a ţinând cont c̆a∀x ∈ [0, 1] pm(x) ≥ 0.

3. Se foloseşte binomul lui Newton

(u + v)m =
m∑

k=0

(
m

k

)
ukvm−k. (4.1.4)

Diferenţiem succesiv̂ın raport cuu egalitatea de mai sus

u(u + v)m−1 =
m∑

k=0

k

m
ukvm−k

(
m

k

)
(4.1.5)

(
1− 1

m

)
u2(u + v)m−2 =

m∑

k=0

[
k2

m2
− k

m2

](
m

k

)
ukvm−k. (4.1.6)
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Pun̂an̂andı̂n ultimele trei relaţiiu = x şi v = 1− x vom obţine

m∑

k=0

pmk(x) = 1,
m∑

k=0

k

m
pmk(x) = x,

m∑

k=0

(
k

m

)2

pmk(x) = x2 +
x(1− x)

m
.

4. Din f − m ≥ 0, prin pozitivitate, rezult̆a Bm(f − m) ≥ 0. Analog şi cealat̆a
inegalitate.

5. f ∈ C[0, 1] ⇒ f uniform continŭa pe[0, 1], adic̆a ∀ε > 0 ∃δ = δε astfel ı̂ncât
∀x, x′ ∈ [0, 1] cu |x − x′| < δ să avem|f(x) − f(x′)| < ε

2
. Folosind a treia

proprietate putem scrie

f(x)− (Bmf)(x) =
m∑

k=0

pmk(x)

[
f(x)− f

(
k

m

)]
şi

|f(x)− (Bmf)(x)| ≤
m∑

k=0

pmk(x)

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

m

)∣∣∣∣ =

=
∑

k∈Im

pmk(x)

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

m

)∣∣∣∣+
∑

k∈Jm

pmk(x)

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

m

)∣∣∣∣

unde

Im =

{
k :

∣∣∣∣
k

m
− x

∣∣∣∣ < δ

}
iar Jm =

{
k :

∣∣∣∣
k

m
− x

∣∣∣∣ ≥ δ

}
.

Dac̆aM = maxx∈[0,1] |f(x)| obţinemı̂n continuare

|f(x)− (Bmf)(x)| ≤ ε

2

m∑

k=0

pmk(x) + 2M
∑

k∈Jm

pmk(x)

≤ ε

2
+ 2M

∑

k∈Jm

pmk(x)

Deoarece ∣∣∣∣
k

m
− x

∣∣∣∣ ≥ δ ⇒
(

k
m
− x
)2

δ2
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obţinem succesiv, folosind proprietatea 3

∑

k∈Jm

pmk(x) ≤ 1

δ2

∑

k∈Jm

(
k

m
− x

)2

pmk(x) ≤ 1

δ2

m∑

k=0

(
k

m
− x

)2

pmk(x)

=
1

δ2




m∑

k=0

k2

m2
pmk(x)

︸ ︷︷ ︸
x2+

x(1−x)
m

−2x
m∑

k=0

k

m
pmk(x)

︸ ︷︷ ︸
x

+x2

m∑

k=0

pmk(x)

︸ ︷︷ ︸
1




=
1

δ2

x(1− x)

m
≤ 1

4mδ2
, x ∈ [0, 1].

Deci, |f(x)− (Bmf)(x)| ≤ ε
2

+ M
2mδ2 , adic̆a

|f(x)− (Bmf)(x)| ≤ ε, dac̆am >
M

εδ2
, x ∈ [0, 1].

Aceast̆a proprietate este o demonstraţie constructivă a teoremei lui Weierstrass.
�

Definiţia 4.1.3 Formula
f = Bmf + Rmf (4.1.7)

se numeşteformula de aproximare a lui Bernsteiniar Rmf termenul rest.

Teorema 4.1.4Dacă f ∈ C2[0, 1], atunci

(Rmf)(x) = −x(1− x)

2m
f ′′(ξ), ξ ∈ [0, 1] (4.1.8)

şi

|(Rmf)(x)| ≤ 1

8m
‖f ′′‖∞. (4.1.9)

Demonstraţie.Conform teoremei 4.1.2, proprietăţile 1 şi 2,Bmf reproduce polinoa-
mele de grad 1, adică Bmf = f , pentru oricef ∈ P1. Aplicând teorema lui Peano se
obţine

(Rmf)(x) =

∫ 1

0

K(x; t)f ′′(t) dt,
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unde

K(x; t) = (x− t)+ −
m∑

k=0

pm,k(x)

(
k

m
− t

)

+

.

CumK(x; t) ≤ 0 pentrux, t ∈ [0, 1] corolarul la teorema lui Peano ne conduce la

(Rmf)(x) = −x(1− x)

2m
f ′′(ξ), ξ ∈ [0, 1].

Inegalitatea (4.1.9) rezultă din faptul c̆ax(1− x) ≤ 1
4

pe [0, 1]. �

Importanţ̆a teoremei lui Weierstass a făcut ca ea s̆a fie mereûın atenţia matematicie-
nilor. S-au dat numeroase demonstraţii constructive şi generaliz̆ari. Una dintre ele este
teorema lui Stone şi Weierstrass.

Fie D un compact,C(D) spaţiul funcţiilor definite pe compactulD ı̂nzestrat cu
norma‖f‖ = maxD |f(x)|. C(D) este o algebră.

Enunţ̆am f̆ar̆a demonstraţie:

Teorema 4.1.5 (Stone-Weierstrass, 1948)Dacă A este o subalgebră a lui C(D) care
separ̆a punctele luiD, atunciı̂nchidereaĀ a lui A este fieC(D), fie mulţimea funcţiilor
continue care se anulează ı̂ntr-un punct al lui D.

Observaţia 4.1.6. 1. Dac̆aA conţine funcţiile constante, atuncīA = C(D).

2. O familieS de funcţii definite peE separ̆a punctele luiE dac̆a ∀u, v ∈ E, u 6=
v,∃h ∈ S astfelı̂ncâth(u) 6= h(v). ♦

Pentru detalii asupra demonstraţiilor teoremei lui Weierstrass şi asupra teoremei
Stone-Weierstrass a se vedea [39].

4.2. B-spline

4.2.1. Noţiuni şi rezultate de baz̆a

Fie m,n ∈ N şi punctelet0, t1, . . . , tm, cu ti ≤ ti+1. Fie [a, b] ⊂ R astfel ı̂ncât
tk ≤ a şi tn−k ≥ b. Pentruj = 1,m− i punem

ωi,j(x) =





x− ti
ti+j − ti

, dac̆a ti < ti+j

0, altfel.
(4.2.1)
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Definiţia 4.2.1 Pentrui = 0,m− k − 1 funcţiile B-splinede rangi şi gradk se defi-
nesc prin recurenţ̆a astfel

Bi,0(x) =

{
1, dac̆a x ∈ [ti, ti+1],
0, ı̂n caz contrar.

(4.2.2)

Bi,k(x) = ωi,k(x)Bi,k−1(x) + (1− ωi+1,k(x))Bi+1,k−1(x), pentruk ≥ 1. (4.2.3)

Propoziţia 4.2.2 Au loc urm̆atoarele propriet̆aţi:

(a) Bi,k este un polinom de gradk pe porţiuni;

(b) Bi,k(x) = 0 pentrux /∈ [ti, ti+k+1);

(c) Bi,k(x) > 0 pentrux ∈ (ti, ti+k+1); Bi,k(ti) = 0 ı̂nafara cazului ĉandti = ti+1 =
· · · = ti+k < ti+k+1 (nod de ordink + 1) când avemBi,k(ti) = 1.

(d)

m−k−1∑

i=0

Bi,k(x) = 1, ∀x ∈ [a, b).

(e) Fiex ∈ (ti, ti+k+1); Bi,k(x) = 1⇐⇒ ti+1 = · · · = ti+k = x;

(f) Bi,k este continŭa (şi indefinit derivabil̆a) la dreapta∀x ∈ R (preciz̆am c̆a
Bi,k(x) = 0, ∀x ∈ [t0, tm].

Demonstraţie.(a), (b), (c), (d) şi (f) sunt evidente pentruk = 0; (a), (b), (c) şi (f) pentru
Bi,k se deduc prin recurenţă dup̆a k. Să demonstr̆am (d). Fiex ∈ [a, b]; exist̆a un j,
k ≤ j ≤ m− k − 1 astfelı̂ncâtx ∈ [tj, tj+1). Dac̆ax = tj şi Bj,k(x) = 1 proprietatea
este evident̆a (conform (c)).̂In celelalte cazuri avem

m−k−1∑

i=0

Bi,k(x) =

j∑

i=j−k

Bi,k(x)

=

j∑

i=j−k

[ωi,k(x)Bi,k−1(x) + (1− ωi+1,k(x)) Bi+1,k−1(x)]

= ωj−k,k(x)Bj−k,k−1(x) +

j∑

i=j+1−k

Bi,k−1(x)

+ (1− ωj+1,k(x)) Bj+1,k−1(x).
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DarBj−k,k−1(x) = 0 şi Bj+1,k−1(x) = 0, ı̂ntruĉatx ∈ [tj, tj+1) (conform lui (b)) şi

j∑

i=j+1−k

Bi,k−1(x) = 1

(din ipoteza inducţiei).
(e) este o consecinţă imediat̆a a lui (d) şi (c).�

Observaţia 4.2.3. 1. Deoarece B-splinele sunt nenegative ((b) şi (c)) şi sumalor
este 1, spunem că ele formeaz̆a opartiţie a unit̆aţii.

2. FiecareBi,k are un suport unic.

3. În cazul ĉandtm−k = · · · = tm = b, pentru ca (d) şi (e) s̆a fie adev̆arate pêıntreg
[a, b] punemBm−k−1,k(b) = 1.

4. B-splinele se pot defini şi pentru un şir infinit de noduriti, ı̂n definiţia fiec̆arui
Bi,k intervenind un num̆ar finit de noduri.

5. Dac̆a ti este un nod de multiplicitate≥ k + 2(ti = ti+k+1) are locBi,k ≡ 0;
reciproca este de asemenea adevărat̆a. ♦

Propoziţia 4.2.4 (Identitatea lui Marsden) Fie n = m− k şi

Ψi,k(t) =

{
(ti+1 − t) . . . (ti+k − t) , pentruk ≥ 1;
1, pentruk = 0.

(4.2.4)

Are loc relaţia

(x− t)k =
n−1∑

i=0

Ψi,k(t)Bi,k(x). (4.2.5)

Demonstraţie.Se face prin inducţie după k. Cazulk = 0 este trivial (propoziţia 4.2.2
(d)). Presupunem că

n−1∑

i=0

Ψi,k(t)Bi,k(x) = (x− t)k−1

este adev̆arat̆a. AvemB0,k−1(x) = 0 pentrux ∈ [a, b].
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n−1∑

i=0

Ψi,k(t)Bi,k(x) =

=
n−1∑

i=0

Ψi,k(t) [ωi,k(x)Bi,k−1(x) + (1− ωi+1,k(x))Bi+1,k−1(x)]

= Ψ0,k(t)ω0,k(x)B0,k−1(x)

+
n−1∑

i=1

Bi,k−1(x) [Ψi,k(t)ωi,k(x) + Ψi−1,k(t)(1− ωi,k(x))] .

Dac̆a ti = ti+k, atunciBi,k−1 ≡ 0 şi dac̆a ti < ti+k avem

Ψi,k(t)(t)ωi,k(x) + Ψi−1,k(t)(1− ωi,k(x)) =

= Ψi,k−1(t) [(ti+k − t)ωi,k(x) + (ti − t)(1− ωi,k(x))]

= Ψi,k−1(t) (ωi,k(x)(ti+k − ti) + ti − t) = Ψi,k−1(t)(x− t).

Deci
n−1∑

i=0

Ψi,k(t)Bi,k(x) = (x− t)
n−1∑

i=1

Ψi,k−1(t)Bi,k−1(x) = (x− t)k,

ultima egalitate av̂an loc pe baza ipotezei inducţiei.�

Observaţia 4.2.5.Fie t = (t0, . . . , tm) şi Pk,t([a, b]) = Pk,t spaţiul funcţiilor polino-
miale pe porţiuni pe[a, b] de grad≤ k şi cu racord de clasă Ck−pj ı̂n tj dac̆a tj este un
nod de multiplicitatepj. Prin convenţie, un racord de clasă Ck−pj , cu k − pj < 0 nu
impune nici un fel de condiţii asupra luitj.
Dac̆a toate nodurile sunt de multiplicitate≤ k+1, atunci funcţiileBi,k, i = 0, n− 1 for-
meaz̆a o baz̆a a luiPk,t şi dim Pk,t = n = m− k. Dac̆a anumite noduri au multiplicitate
≥ k + 2, atunciPk,t =

〈
Bi,k|i = 0, n− 1

〉
, dar{Bi,k} nu formeaz̆a o baz̆a. ♦

4.2.2. Algoritmul de evaluare a unui B-spline

Fie x ≥ tk şi S(x) =
∑n−1

i=0 aiBi,k(x). Aplicând direct definiţia inductiv̆a a B-
splinelor se obţine:

Propoziţia 4.2.6 Are loc

S(x) =
∑

a
(0)
i (x)Bi,k(x) =

∑
a

(1)
i (x)Bi,k−1(x) = · · · =

∑
a

(k)
i (x)Bi,0(x)

cu

a
(0)
i (x) = ai

a
(r+1)
i (x) = ωi,k−r(x)a

(r)
i (x) + (1− ωi,k−r(x))a

(r)
i−1(x).
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Observaţia 4.2.7. 1. Algoritmul este valabil şi pentrux < tk, consider̂and c̆a
Bi,k ≡ 0 pentrui ≤ 0.

2. Dac̆a evalŭamS(x) pentrux ∈ [tj, tj+1), avemS(x) = ak
j (x), deoareceBj,0(x)

este funcţia caracteristică a intervalului[tj, tj+1) şi pentru a calculaa(k)
j (x) este

suficient s̆a evalŭama
(r)
i numai pentruj − k + r − 1 < i ≤ j, celelalteBi,k−r(x)

fiind nule pentrux ∈ [tj, tj+1). Avem aşadar

S(x) =

j∑

i=j−k

a
(0)
i (x)Bi,k(x) =

j∑

i=j−k+1

a
(1)
i (x)Bi,k−1(x) = · · · = a

(k)
j (x).

♦

Algoritmul se prezint̆a, aşadar, sub form̆a triunghiular̆a, fiecare element obţinându-
se prin combinaţia convexă a doŭa elemente din linia anterioară:

aj−k aj−k+1 . . . aj−1 aj

a
(1)
j−k+1 . . . . . . a

(1)
j

.. . ...

a
(k−1)
j−1 a

(k−1)
j−1

a
(k)
j

(Algoritmul Cox-DeBoor)
Nodurilet formeaz̆a o diviziune

∆ : t0 ≤ t1 · · · ≤ tk ≤ a ≤ · · · ≤ b ≤ tn ≤ tn+1 ≤ tn+k.

Vom presupune c̆a multiplicitatea oric̆arui nod≤ k + 1. O alegere frecventă este

t0 = t1 = · · · = tk = a < tk+1 ≤ · · · ≤ tn−1 < b = tn = · · · = tn+k.

În cazul particulart0 = · · · = tk = a < b = tk+1 = · · · = t2k+1, funcţiile B-spline
devin polinoame fundamentale Bernstein

pi,k(x) =

(
k

i

)
xi(1− x)k−i.

4.2.3. Aplicaţii ı̂n grafica pe calculator

Curbe B-spline şi B́ezier

FieP0, . . . , Pn−1 ∈ Rs, s ∈ N∗.
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Definiţia 4.2.8 (a) Se numeştecurb̆a B-spline asociat̆a poligonului de control
(P0, . . . , Pn−1) curba parametric̆a (γ) definit̆a prin

(γ) S(t) =
n−1∑

i=0

PiBi,k(t), a ≤ t ≤ b.

(b) Se numeştecurb̆a Bézier2 asociat̆a poligonului de control(P0, . . . , Pn−1) curba
parametric̆a

B(t) =
k∑

i=0

Pipi,k(t), pi,k(x) =

(
k

i

)
xi(1− x)k−i.

Propoziţia 4.2.9 Curbele B-spline au urm̆atoarele propriet̆aţi:

1. γ nu trecêın general prin punctelePi; dacă t0 = · · · = tk şi tn = · · · = tn+k = b
avemS(a) = P0 şi S(b) = Pn−1; ı̂n acest cazγ este tangentă ı̂n P0 şi Pn−1 la
laturile poligonului de control.

2. γ estêın ı̂nvelitoarea convex̆a a punctelorP0, . . . , Pn−1. Mai exact dac̆a ti ≤ t ≤
ti+1, S(t) estêın ı̂nvelitoarea convex̆a a punctelorPi−k, . . . , Pi. Curba B́ezier este
situat̆a ı̂n ı̂nvelitoarea convex̆a a punctelorP0, . . . , Pn−1.

3. În cazul ĉand nodurileti (k + 1 ≤ i ≤ n − 1) sunt simple,γ ∈ Ck−1 şi este
format̆a dinn arce parametrice polinomiale, de grad≤ k.

4. γ este invariant̆a la deplas̆arile lui Rs: dacă h este o deplasare a luiRs, atunci
puncteleh(Pi) sunt punctele de control ale curbeih(S(t)).

5. S(t) este regularizant̆a: dac̆a P este poligonul de control al luiγ şi dac̆a H este
un hiperplan, avemcard(H ∩ γ) ≤ card(H ∩ P ).

Observaţia 4.2.10.Curbele B-spline au un caracter localı̂n sensul c̆a:

2

Piérre Bezier(1910-1999) Fiu şi nepot de ingineri, a studiatin-
gineria mecanic̆a la Universitatea din Paris, undeı̂n 1977 a
obţinut doctoratul̂ın Matematic̆a . Timp de 42 de ani (1933-
1975) a lucrat la Uzinele Renault. A introdus curbele careı̂i
poart̆a numele. Este considerat fondator al domeniului CAD-
CAM, realiẑand primul sistem de acest tip (UNISURF - in-
cep̂and cu 1960). Laureat al mai multor premii presigioase,
printre care ,,Steven Anson Coons” al ACM (Association for
Computing Machinery).
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(a) Dac̆aX este un punct al curbei corespunzând unei valorit0 a parametrului, atunci
poziţia lui X nu depinde deĉat de cel multk + 1 punctePi, deoarece dacă tj ≤
t0 < tj+1 avem

X = S(t0) =
n−1∑

i=0

PiBi,k(t0) =
k∑

i=j−k

PiBi,k(t0).

(b) FiecarePj nu influenţeaz̆a curbaS(t) deĉat pentru valorile luit pentru care
Bj,k(t) 6= 0, adic̆a tj ≤ t < tj+k+1 (ı̂n particular dac̆a modific̆am Pj numai o
porţiune a curbei se modifică.

(c) Caracterul local nu are loĉın cazul curbelor B́ezier: modificarea unui punct de
control atrage modificareâıntregii curbe. ♦

Algoritmi pentru curbe B-spline

Algoritmul 4.1 de evaluare a curbelor B-spline este o simplă traducere a algoritmului
de evaluare pentru funcţii B-spline.

Algoritmul 4.1 Algoritmul Cox-deBoor pentru evaluarea unei curbe B-spline

Intrare: Poligonul de contrulPi, i = 0, n− 1, punctul t ı̂n care se face evaluarea şi
diviziuneati

Ieşire: ValoareaS(t)
1: FieS(t) =

∑n−1
i=0 PiBi,k(t) şi s̆a presupunem că tj ≤ t < tj+1.

2: for i := j − k to j do
3: P 0

i (t) := Pi;
4: end for
5: for r := 0 to k − 1 do
6: for i := j − k + r + 1 to j do
7: P r+1

i := ωi,k−r(t)P
r
i + (1− ωi,k−r(t)P

r
i−1

8: =
(t− ti)P

r
i (t) + (ti+k−r − t)P r

i−1

ti+k−r − ti
;

9: end for
10: end for
11: Sj(t) := P k

k (t);

În cazul particular al unei curbe Bézier se obţine un algoritm mult mai simplu, care
nu depinde dej (vezi algoritmul 4.2). El este datorat lui Paul de Faget de Casteljau.

Dăm şi doŭa posibilit̆aţi de alegere a punctelor diviziunii.
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Algoritmul 4.2 Algoritmul de Casteljau pentru evaluarea unei curbe Bezier

Intrare: Poligonul de contrulPi, i = 0, k şi punctul t̂ın care se face evaluarea
Ieşire: ValoareaB(t)

1: FieB(t) =
∑k

i=0 Pipi,k(t).
2: for i := 0 to k do
3: P 0

i (t) := Pi;
4: end for
5: for r := 0 to k − 1 do
6: for i := r + 1 to k do
7: P r+1

i := (1− t)P r
i−1(t) + tP r

i (t);
8: end for
9: end for

10: B(t) := P k
k (t);

Varianta 1: tj = j;

Varianta 2:

tj =





0, 0 ≤ j ≤ k;
j − k, k + 1 ≤ j ≤ n;
n− k, j > n.

4.2.4. Exemple

Să desen̆am curba cuadratică corespunẑand nodurilort0 = t1 = t2 = 1, t3 = 2,
t4 = 3, t5 = 4 şi t6 = t7 = t8 = 5 şi al c̆arei poligon de control este datı̂n figura 4.3.
Graficul curbei apare de asemeneaı̂n figura 4.3.

Dac̆a se alege o repartiţie uniformă a nodurilor şi dorim o curb̆a de clas̆aC1, putem
alegeti = i, i ∈ Z. AvemBi(t) = Bi+r(t + r), ∀r ∈ Z (figura 4.4), adic̆a elementele
bazei B-spline se deduc una din alta print-o translaţieı̂ntreağa. S̆a consider̆amS(t) =∑∞

i=−∞ PiBi,r(t) şi s̆a punemP6+i = Pi; avemS(t− 6) = S(t), iar curba este definită
pe un interval arbitrar de lungime 6. Se obţineı̂n acest mod o curb̆a ı̂nchis̆a (figura 4.5).

În figura 4.6 se dau două curbe B́ezier de grad 3 pentru două forme diferite ale
poligonului de control. Urmează acum un exemplu mai detaliat de aplicare a algorit-
mului Cox-deBoor. Fie nodurilea = 0 = t0 = t1 = t2 = t3, t4 = 1, t5 = 2,
b = 3 = t6 = t7 = t8 = t9. Gradul curbei va fik = 3. Poligonul de control are 6
puncte şi este datı̂n figura 4.7. AvemS(t) =

∑5
i=0 PiBi,3(t); să calcul̆amS(τ) pentru
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P0

P1 P2

P3

P4

P5

S(t3)

S(t4)

S(t5)

Figura 4.3: Curba B-spline cuadratică şi poligonul ei de control

−1 0 1 2 3 4 5 6

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 4.4: Baz̆a pentru noduri dinZ
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P2

P3

P4

P5

P1 = P7

P0 = P6

Figura 4.5: Curb̆a B-splinêınchis̆a, periodic̆a

P0

P1
P2

P3

(a)

P0

P1P2

P3

(b)

Figura 4.6: Doŭa curbe B́ezier de grad 3
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τ = 3
2
. Deoarecet4 < τ < t5, calculele se organizează tabelar sub forma

P1 P2 P3 P4

P 1
2 P 1

3 P 1
4

P 2
3 P 2

4

P 3
4

undeP 3
4 = S

(
3
2

)
, iar

P 1
2 =

3

4
P2 +

1

4
P1 P 1

3 =
1

2
P1 +

1

2
P2 P 1

4 =
1

4
P4 +

3

4
P3

P 2
3 =

3

4
P 1

3 +
1

4
P 1

2 P 2
4 =

1

4
P 1

4 +
3

4
P 1

3

P 3
4 =

1

2
P 2

4 +
1

2
P 2

3

Graficul curbei aparêın figura 4.7. Se observă c̆a S(t) este tangentă ı̂n punctulP k
j (t) la

segmentulP k−1
k P k−1

j . Să ilustr̆am acum caracterul local al curbelor B-spline.În figura

P 3
4

P 2
3

P 2
4

P 1
2

P 1
3

P 1
4P0

P1

P2

P3

P4

P5

Figura 4.7: Un exemplu de aplicare a algoritmului Cox-deBoor

4.8 este reprezentată o curb̆a B-spline de gradul 3 corespunzătoare unui poligon de con-
trol cu 9 puncte (linie continŭa). Se modific̆a coordonatele punctuluiP3, iar poligonul
de control modificat şi B-spline-ul corespunzător apar cu liniêıntrerupt̆a.
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P0

P1

P2

P3

P4 P5

P6

P7

P8

P ′
3

Figura 4.8: Caracterul local al curbelor B-spline. Se ilustreaz̆a efectul modific̆arii coor-
donatelor unui punct (P3)

4.3. Funcţii spline cu variaţie diminuată

Funcţiile spline cu variaţie diminuată au fost introdusêın 1964 de Isaac J. Schoen-
berg3 ca o generalizare a polinoamelor Bernstein.

Fie diviziunea

∆ : t0 ≤ t1 · · · ≤ tk ≤ a ≤ · · · ≤ b ≤ tn ≤ tn+1 ≤ tn+k.

Vom presupune c̆a multiplicitatea oric̆arui nod nu dep̆aşeştek + 1.

Definiţia 4.3.1 Fie f : [t0, tn+k] 7→ R şi diviziunea∆ = (ti)i=0,n+k ca mai sus. Punem

ξi =
ti+1 + · · ·+ ti + k

k
, i = 0, n− 1 (4.3.1)

3

Isaac J. Schoenberg (1993-1990) - matematician născut la
Galaţi. A studiat la universităţile din Iaşi, Berlin şi G otingen.
În 1926ı̂si susţine doctoratul la Universitatea din Iaşi. Din 1930
a activat̂ın Statele Unite (1941-1966 University of Pennsylva-
nia, 1966-1973 University of Wisconsin). Contribuţiiı̂n dome-
niul Teoriei aproxim̆arii. Rezultatele salêın domeniul funcţiilor
spline l-au f̆acut celebru (de fapt el a introdus termenul de
funcţie spline). A fost şi un om sensibil, de aleasă cultur̆a.
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şi definim operatorulS∆

(S∆f)(x) =
n−1∑

i=0

f(ξi)Bi,k(x). (4.3.2)

Acest operator se numeşteoperator spline cu variaţie diminuată sau operatorul lui
Schoenberg, iar S∆f se numeşte funcţie spline cu variaţie diminuată.

S∆f fiind o combinaţie liniar̆a de funcţii B-spline este un spline de gradulk. Pentru
puncteleξ avem

a = ξ1 < · · · < ξn−1 = b.

Propoziţia 4.3.2 S∆ este un operator liniar şi poziv şi∀f ∈ P1 avemS∆f = f .

Demonstraţie.Liniaritatea şi pozitivitatea rezultă din definiţie folosind proprietăţile B-
splinelor. Trebuie s̆a ar̆at̆am c̆a S∆ reproduce pe 1 şi pex. S∆1 = 1 rezult̆a din partiţia
unităţii. Din identitatea lui Marsden (4.2.4) egalând coeficienţii luitk−1 obţinem

n−1∑

i=0

ξiBi,k(x) = x,

de undeS∆x = x. �

Propoziţia 4.3.3 S∆f are urm̆atoarea proprietate

V (S∆f − ℓ) ≤ V (f − ℓ), pe [a, b]∀ℓ ∈ P1

undeV (g) este num̆arul variaţiilor de semn ale luig.

Numele de spline cu variaţie diminuată vine tocmai de la această proprietate.

Teorema 4.3.4Are loc inegalitatea

‖g − S∆g‖∞ ≤
k2

2
‖∆‖2‖g′′‖∞. (4.3.3)

Demonstraţie.Fiex0 ∈ (a, b); trebuie estimat̆a cantitatea|g(x0)− S∆f(x0)|. Presupu-
nem c̆a x0 ∈ [ti, ti+1), ceea ce implc̆a ξi−k ≤ x0 < ξi şi atrageBj,k(x0) = 0 pentru
j /∈ [i − k, i]. Fie P (x) = g(x0) + g′(x0)(x − x0) ecuaţia tangentei lag ı̂n x0. Avem
S∆P = P şi deci

S∆(g − P ) = S∆g − S∆P = S∆g − P = (S∆g − g) + g − P
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şi pentrux = x0

g(x0)− S∆g(x0) = −S∆(g − P )(x0) = −
i∑

j=i−k

(g − P )(ξj)Bj,k(x0)

de unde
|g(x0)− S∆g(x0)| ≤ sup{|(g − P )(x) : x ∈ (ξi−k, ξi)}.

Dar din formula lui Taylor(g−P )(x) = (x−x0)2

2
g′′(ξ) cuξ ∈ (x0, x) şi |x−x0| ≤ k‖∆‖

pentruξ ∈ (ξi−k, ξi), de unde

|g(x0)− S∆g(x0)| ≤
k2

2
‖∆‖2‖g′′‖∞.

�

Corolarul 4.3.5

‖x2 − S∆e2‖∞ ≤ k2‖∆‖2.

Definiţia 4.3.6 Fie f : [a, b]→ R. Formula

F = S∆f + R∆f (4.3.4)

se numeşteformula de aproximare spline cu variaţie diminuată, iar R∆f estetermenul
rest.

Teorema 4.3.7Dacă f ∈ C2[a, b] atunci

(R∆f)(x) =

∫ b

a

ϕ(x; t)f ′′(t)dt (4.3.5)

unde

ϕ(x; t) = (x− t)+ −
n−1∑

i=0

Bi,k(x)(ξi − t)+

respectiv

(R∆f)(x) = −1

2
[S∆e2(x)− x2]f ′′(ξ).

Demonstraţie.Se aplic̆a teorema lui Peano şi se ţine cont că ϕ(x; t) are semn constant
pentrut, x ∈ [a, b]. �

Observaţia 4.3.8. În cazul particular ĉandt0 = · · · = tk = a < b = tk+1 · · · = t2k+1

se obţine operatorul Bernstein (S∆f = Bkf ). ♦



4.4. Operatori liniari şi pozitivi 143

4.4. Operatori liniari şi pozitivi

Definiţia 4.4.1 OperatorulL : X → Y se numeşteliniar şi pozitiv dac̆a pentru orice
f, g ∈ X şi orice scalariα, β

L(αf + βg) = αLf + βLg

f ≥ 0⇒ Lf ≥ 0.

Observaţia 4.4.2.X şi Y sunt spaţii liniare ordonate. De obiceiX = {f : E1 ⊂ R→
R}, Y = {g = Lf : E2 ⊂ R→ R}. ♦

Teorema 4.4.3Dacă L : X → Y este un operator liniar şi pozitiv şif, g ∈ X, atunci

(i) f ≤ g ⇒ Lf ≤ Lg (monotonie);

(ii) |Lf | ≤ L|f |.

Observaţia 4.4.4.Pentru a punêın evidenţ̆a faptul c̆a un operator liniar L se aplică
unei funcţiif , ca funcţie de variabila independentă t, iar valoarea funcţiei obţinute se
consider̆a pe punctulx vom scrieL(f(t); x) ı̂n loc de(Lf)(x). ♦

Teorema care urmează, numit̆a prima teorem̆a a lui Korovkin sau teorema Bohman-
Popoviciu 4-Korovkin, este un criteriu de convergenţă uniform̆a pentru şirurile con-
struite cu ajutorul operatorilor liniari şi pozitivi.

Teorema 4.4.5Fie (Lm), Lm : C[a, b]→ C[a, b], un şir de operatori liniari şi pozitivi.
Dacă

(Lme0)(x) = 1 + um(x);

(Lme1)(x) = x + vm(x);

(Lme2)(x) = x2 + wm(x)

(4.4.1)

4

Tiberiu Popoviciu (1906-1975) mare matematician român,
membru al Academiei rom̂ane, fondatorul şcolii de Analiză
numeric̆a şi Teoria aproxim̆arii din Cluj-Napoca. Doctorat̂ın
Franţa, laÉcole Normale Suṕerieure (1933). Contribuţii im-
portante Si de pionieratı̂n domeniul Analizei matematice, Teo-
riei funcţiilor, Teoriei aproxim̆arii şi Analizei numerice. A con-
tribuit de asemenea lâınceputurile şi dezvoltarea informaticii
româneşti şi clujene.
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şi limm→∞ um(x) = 0, limm→∞ vm(x) = 0 şi limm→∞ wm(x) = 0, uniform pe[a, b],
atunci pentru oricef ∈ C[a, b]

lim
m→∞

(Lmf)(x) = f(x)

uniform pe[a, b].

Demonstraţie.Fie M = maxa≤x≤b |f(x)| şi t un punct oarecare, dar fix, din intervalul
[a, b]. Funcţiaf fiind uniform continŭa pe[a, b], ∀ε > 0, ∃δ > 0, astfel ı̂ncât pentru
x ∈ [a, b] şi |t− x| < δ să avem|f(t)− f(x)| < ε

2
. FieJ = {x ∈ [a, b] : |t− x| ≥ δ}.

Pentrux ∈ J avem

|f(t)− f(x)| ≤ 2M ≤ 2M

δ2
(t− x)2

prin urmare

|f(t)− f(x)| ≤ ε

2
+

2M

δ2
(t− x)2, x, t ∈ [a, b]. (4.4.2)

Cu notaţia din observaţia 4.4.4 (Lm(f(t); x) ı̂n loc de(Lmf)(x)) pentrut = x avem
Lm(f(x); x) = f(x) · Lm(1; x) = f(x)(Lme0)(x). Din enunţ (egalit̆aţile (4.4.1)) se
observ̆a c̆a putem scrie

(Lmf)(x)− f(x) = Lm(f(t); x)− f(x)Lm(1; x) + f(x)um(x)

= Lm(f(t)− f(x); x) + f(x)um(x).

astfel c̆a avem

|(Lmf)(x)− f(x)| ≤ |Lm(f(t)− f(x); x)|+ |f(x)||um(x)|. (4.4.3)

Folosind liniaritatea, teorema 4.4.3 şi inegalitatea (4.4.2) deducem c̆a

|Lm(f(t)− f(x); x)| ≤ Lm(|f(t)− f(x)|; x) < Lm

(
ε

2
+

2M

δ2
(t− x)2; x

)

=
ε

2
Lm(1; x) +

2M

δ2
Lm((t− x)2; x).

Ultima inegalitate şi (4.4.3) ne dau

|(Lmf)(x)− f(x)| < ε

2
Lm(1; x) +

2M

δ2
Lm((t− x)2; x) + |f(x)||um(x)|

<
ε

2
+
(
|f(x) +

ε

2

)
|um(x)|+ 2M

δ2
Lm((t− x)2; x).

(4.4.4)

Din enunţ mai rezult̆a c̆a

Lm((t− x)2; x) = x2um(x)− 2xvm(x) + wm(x). (4.4.5)
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Deoareceum ⇉ 0, vm ⇉ 0, wm ⇉ 0,

(
|f(x) +

ε

2

)
|um(x)|+ 2M

δ2
Lm((t− x)2; x) <

ε

2
, pentrum > Nε

din (4.4.4) se obţine

|(Lmf)(x)− f(x)| < ε

2
.

�

Corolarul 4.4.6 Dacă (Lm), Lm : C[a, b] → C[a, b], m ∈ N∗ este un şir de operatori
liniari şi pozitivi şi

lim
m→∞

(Lm)(1; x) = 1, lim
m→∞

(Lm)((t− x)2; x) = 0 (4.4.6)

pentru oricef ∈ C[a, b] şirul (Lmf) converge uniform laf pe [a, b].

Concluzia rezult̆a (4.4.4) şi (4.4.5).

Observaţia 4.4.7.Funcţiile e0, e1, e2 din teorema 4.4.5 se numesc funcţii de probă.
Numărul de funcţii de prob̆a nu poate fi modificat. ♦

Un rezultat asem̆an̆ator cu cel din teorema 4.4.5 are loc şi pentru funcţiile2π-periodice
cu funcţiile de prob̆a 1, cos x, sin x, iar corolarul corespunzător se aplic̆a pentru 1 şi
sin2 t−x

2
. FieC2π spaţiul funcţiilor continue2π-periodice.

Teorema 4.4.8 (teorema a doua a lui Korovkin)Fie (Lm) un şir de operatori liniari
pozitiviLm : C2π → C2π. Dacă ∀x ∈ R

Lm(1; x) = 1 + um(x);

Lm(sin t; x) = sin x + vm(x);

Lm(cos t; x) = cos x + wm(x)

şi
lim

m→∞
um(x) = lim

m→∞
um(x) = lim

m→∞
um(x) = 0

uniform peR+, atunci∀f ∈ C2π Lmf ⇉ f peR.

Demonstraţie.Este analoağa cu a teoremei 4.4.5, analoaga inegalităţii (4.4.2) fiind

|f(t)− f(x)| < ε

2
+ 2M sin−2 δ

2
sin2 t− x

2
.

�
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Exemple

Exemplul 4.4.9 (Operatorul lui Bernstein). Fie (Bm) şirul operatorilor Bernstein.
Avem

Bm(1; x) = 1, Bm(t, x) = x, Bm(t2; x) = x2 +
x(1− x)

m
, x ∈ [0, 1].

Deci um(x) = 0, vm(x) = 0, wm(x) = x(1−x)
m

. Deoarecelimm→∞
x(1−x)

m
= 0 uniform

pe [a, b], Bmf ⇉ f pe [0, 1], rezultat echivalent cu teorema 4.1.2. ♦

Exemplul 4.4.10 (Operatorul lui Schoenberg).Operatorul spline cu variaţie dimi-
nuat̆aS∆ este liniar şi pozitiv. De asemenea

S∆(1; x) = 1;

S∆(t; x) = x;

S∆(t2; x) = x2 + E(x).

DeoareceE(x) ⇉ 0 când‖∆‖ → 0, S∆f ⇉ f . ♦

Exemplul 4.4.11 (Operatorul Hermite-Fej́er). Pornind de la operatorul de interpo-
lare Hermite cu noduri duble răd̆acini ale polinomului Ceb̂aşev de speţa I,Tm+1

xk = cos
2k + 1

2(m + 1)
π, k = 0,m,

(H2m+1f)(x) =
m∑

k=0

hk0(x)f(xk) +
m∑

k=0

hk1(x)f(xk)

şi omiţ̂and a doua sum̆a, Fej́er 5 a obţinut operatorul

(F2m+1f)(x) =
m∑

k=0

hk(x)f(xk),

unde

hk(x) = hk0(x) = (1− xkx)

[
Tm+1(x)

(m + 1)(x− xk)

]2

.

5

Leopold Fej́er (1880-1959) Matematian maghiar, lider al
generaţiei sale. A avut contribuţii importanteı̂n domeniul apro-
ximării şi interpol̆arii ı̂n real şi complex şi teoriei seriilor Fou-
rier. Rezultatul s̆au privind convergenţa seriilor Fourier a fost
obţinut ĉand eraı̂ncă student. A funcţionat ca profesor şi la
universitatea din Cluj.
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Propoziţia 4.4.12 Operatorul lui Fej́er are urm̆atoatele propriet̆aţi:

1. (F2m+1f)(xk) = f(xk), (F2m+1f)′(xk) = 0
∑m

k=0 hk(x) = 1.

2. F2m+1 este un operator liniar şi pozitiv.

3. Dac̆a f ∈ C[−1, 1], atunciF2m+1f ⇉ f pe [−1, 1], cândm→∞.

Demonstraţie. 1. Rezult̆a din propriet̆aţile polinoamelor de interpolare Hermite.

2. Liniaritatea rezult̆a din definiţie, iar pozitivitatea din

1− xkx ≥ 1− |xk| > 0, x ∈ [−1, 1].

3. Din proprietatea 1 rezultă c̆aF2m+1(1; x) = 1, pentrux ∈ [−1, 1].

F2m+1((t− x)2; x) =
m∑

k=0

(1− xkx)

[
Tm+1(x)

(m + 1)(x− xk)

]2

(xk − x)2

=
1

(m + 1)2
T 2

m+1(x)
m∑

k=0

(1− xkx).

Datorit̆a simetriei nodurilorxk faţă de origine,
∑m

k=0 xk = 0 şi se obţine

F2m+1((t− x)2; x) =
1

m + 1
T 2

m+1(x) ≤ 1

m + 1
;

adic̆a
lim

m→∞
F2m+1((t− x)2; x) = 0, uniform pe[−1, 1].

Se aplic̆a apoi corolarul 4.4.6 la teorema 4.4.5.
�

Fiind un operator polinomial, operatorul lui Fejér poate da o demonstraţie constructivă
a teoremei lui Weierstrass. ♦

4.5. Cea mai bun̆a aproximare uniformă

Fief ∈ C[a, b] şi presupunem c̆a un polinom de grad cel multn minimizeaz̆a norma
‖f − pn‖∞. Un astfel de polinom se numeştepolinomul de cea mai bună aproximare
uniformă a lui f .

În teoria aproxim̆arii uniforme rolul central este jucat depunctele de alternanţă
Ceb̂aşevpentru funcţieR(x) = f(x) − pn(x). Punctele de alternanţă de gradm sunt
nodurile unei grile (diviziuni)

a ≤ x1 ≤ · · · ≤ xm ≤ b

având urm̆atoarele proprietăţi:
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(1) |R(xi)| = maxa≤x≤b |R(x)|, i = 1,m.

(2) R(xi)R(xi+1) < 0, = i = 1,m− 1.

Vom nota mulţimea tuturor diviziunilor de acest tip pe[a, b] prinA(m, a, b, R).

Teorema 4.5.1 (Ceb̂ışev) Pentru ca un polinompn de grad cel multn să fie cea
mai bun̆a aproximant̆a uniform̆a a lui f ∈ C[a, b], este necesar şi suficient ca
A(n + 2, a, b, R) să fie nevid̆a.

Demonstraţia suficienţei.Presupunem c̆a exist̆a un polinomqn ∈ Pn astfelı̂ncât

‖f − qn‖∞ ≤ ‖f − pn‖∞.

Atunci ı̂n punctele de alternanţă Ceb̂ışev

|f(xi)− qn(xi)| < |f(xi)− pn(xi)|

ceea ce implic̆a faptul c̆a funcţiag(x) ≡ (f(x)−pn(x))−(f(x)−qn(x)) areı̂n punctele
xi acelaşi semn caR(x) = f(x)− pn(x). Deoarece semnele luiR(xi) alterneaz̆a, exist̆a
un zeroı̂n interiorul fiec̆arui subinterval[xi, xi+1]. Deci, g aren + 1 zerori pe[a, b].
Aceasta nu se poateı̂ntâmpla dac̆ag nu este identic nul.�

Exemplul 4.5.2. Vom determina polinomul de cea mai bună aproximare uniform̆a de
gradı̂ntâi pentru funcţiaf(x) =

√
x pe [a, b] ⊂ R+.

Polinomul c̆autat are formaP ∗
1 = c0 + c1x. Eroarea de aproximare estee1(x) =

c0 + c1x −
√

x. Derivata ei,e′1(x) = c1 − 1
2
√

x
se anuleaz̆a ı̂n x1 = 1

4c21
. Conform

teoremei lui Ceb̂ışev abaterea maxim̆a se realizeaz̆a ı̂n trei puncte din[a, b] şi obţinem
sistemul neliniar 




c0 + c1a−
√

a = E1

c0 + 1
4c1
− 2

c1
= −E1

c0 + c1b−
√

3 = E1

,

cu soluţiile

c0 =
1

2

(
√

a− a
√

a +
√

b
+

√
a +
√

b

4

)
,

c1 =
1

√
a +
√

b
,

E1 = c0 + c1a−
√

a. ♦
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Fie X un spaţiu liniar,L1, . . . , Lm funcţionale liniare reale, liniar independente,
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Definiţia 5.1.1 O formul̆a de aproximare a funcţionaleiL ı̂n raport cu funcţionalele
L1, . . . , Lm este o formul̆a de forma

L(f) =
m∑

i=1

AiLi(f) + R(f), f ∈ X. (5.1.1)

Parametrii realiAi se numesc coeficienţii formulei, iarR(f) termenul rest.

Pentru o formul̆a de aproximare de forma (5.1.1), dându-se funcţionaleleLi, se pune
problema determin̆arii coeficienţilorAi şi a studiului termenului rest corespunzător va-
lorilor obţinute pentru coeficienţi.

Observaţia 5.1.2.Forma funcţionalelorLi depinde de informaţiile deţinute asupra lui
f (ele exprim̂and de fapt aceste informaţii), dar şi de natura problemeide aproximare,
adic̆a de forma luiL. ♦

Exemplul 5.1.3. (E1) Dac̆a X = {f | f : [a, b] → R}, Li(f) = f(xi), i = 0,m,
xi ∈ [a, b] şi L(f) = f(α), α ∈ [a, b], formula de interpolare Lagrange

f(α) =
m∑

i=0

ℓi(α)f(xi) + (Rf)α

este o formul̆a de tip (5.1.1), cu coeficienţiiAi = ℓi(α), iar una din reprezentările posi-
bile pentru rest este

(Rf)(α) =
u(α)

(m + 1)!
f (m+1)(ξ), ξ ∈ [a, b]

dac̆a exist̆af (m+1) pe [a, b]. ♦

Exemplul 5.1.4. Dac̆a X şi Li sunt câın exemplul 5.1.3 şi există f (k)(α), α ∈ [a, b],
k ∈ N∗, iar L(f) = f (k)(α) se obţine o formul̆a de aproximare a valorii derivatei de
ordinulk a lui f ı̂n punctulα

f (k)(α) =
m∑

i=0

Aif(xi) + R(f),

numit̆a şiformulă de derivare numeric̆a . ♦

Exemplul 5.1.5. Dac̆aX este un spaţiu de funcţii definite pe[a, b], integrabile pe[a, b]
şi pentru care existăf (j)(xk), k = 0,m, j ∈ Ik, cux ∈ [a, b] şi Ik mulţimi de indici date

Lkj(f) = f (j)(xk), k = 0,m, j ∈ Ik,
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iar

L(f) =

∫ b

a

f(x)dx,

se obţine formula

∫ b

a

f(x)dx =
m∑

k=0

∑

j∈Ik

Akjf
(j)(xk) + R(f),

numit̆a formulă de integrare numeric̆a. ♦

Definiţia 5.1.6 Dacă Pr ⊂ X, num̆arul r ∈ N cu proprietatea c̆a Ker(R) = Pr se
numeştegrad de exactitateal formulei de aproximare (5.1.1).

Observaţia 5.1.7.DeoareceR este o funcţională liniar̆a proprietateaKer(R) = Pr

este echivalentă cuR(ek) = 0, k = 0, r şi R(er+1) 6= 0, undeek(x) = xk. ♦

Putem acum s̆a formul̆amproblema generală de aproximare:dându-se o funcţiona-
lă liniar̆a L peX, m funcţionale liniareL1, L2, . . . , Lm peX şi valorile lor (”datele”)
ℓi = Lif , i = 1,m aplicate unei anumite funcţiif şi un subspaţiu liniarΦ ⊂ X cu
dim Φ = m, dorim s̆a ğasim o formul̆a de aproximare de tipul

Lf ≈
m∑

i=1

aiLif (5.1.2)

care s̆a fie exact̆a (adic̆a s̆a aib̆a loc egalitate), pentru oricef ∈ Φ.

Este natural (deoarece dorim să interpol̆am) s̆a facem urm̆atoarea

Ipoteză: ,,problema de interpolare“

Să se ğaseasc̆aϕ ∈ Φ astfelı̂ncât

Liϕ = si, i = 1,m (5.1.3)

are o soluţie unic̆aϕ(·) = ϕ(s, ·), pentrus = [s1, . . . , sm]T , arbitrar.
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Putem exprima ipoteza noastră mai explicit ı̂n termenii unei baze date
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm a lui Φ şi a matricei Gram1 asociat̆a

G = [Liϕj] =

∣∣∣∣∣∣∣∣

L1ϕ1 L1ϕ2 . . . L1ϕm

L2ϕ1 L2ϕ2 . . . L2ϕm

. . . . . . . . . . . .
Lmϕ1 Lmϕ2 . . . Lmϕm

∣∣∣∣∣∣∣∣
∈ Rm×m. (5.1.4)

Cerem ca
det G 6= 0. (5.1.5)

Este uşor de v̆azut c̆a aceast̆a condiţie este independentă de alegerea particulară a ba-
zei. Pentru a arăta c̆a solvabilitatea unic̆a a lui (5.1.3) şi condiţia (5.1.5) sunt echivalente,
exprimămϕ din (5.1.3) ca o combinaţie liniară a funcţiilor de baz̆a

ϕ =
nm∑

j=1

cjϕj (5.1.6)

şi observ̆am c̆a condiţiile de interpolare

Li

(
m∑

j=1

cjϕj

)
= si, i = 1,m

pot fi scrise (ţin̂and cont de liniaritatea luiLi) sub forma

m∑

j=1

cjLiϕj = si, i = 1,m,

adic̆a
Gc = s, c = [c1, c2, . . . , cm]T , s = [s1, s2, . . . , sm]T . (5.1.7)

Aceasta are o soluţie unică pentrus arbitrar dac̆a şi numai dac̆a are loc (5.1.5).
Avem doŭa abord̆ari pentru rezolvarea acestei probleme.

1

Jórgen Pedersen Gram (1850-1916), matematician danez, a stu-
diat la Universitatea din Copenhaga. După absolvire a intrat la o
companie de asigurări ca asistent calculator şi apoi a promovat
treptat p̂an̆a a ajuns director. A avut contribuţiiı̂n domeniul dez-
voltării ı̂n serie a funcţiilor şi aproxim̆arii Ceb̂ışev şiı̂n sensul
celor mai mici p̆atrate. ,,Determinantul Gram” a fost introdus
de elı̂n leğatur̆a cu studiile sale asupra liniar independenţei.
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Metoda interpolării. Rezolv̆am problema generală de aproximare prin interpolare

Lf ≈ Lϕ(ℓ; ·), ℓ = [ℓ1, ℓ2, . . . , ℓm]T , ℓi = Lif (5.1.8)

Cu alte cuvinte aplic̆am L nu lui f , ci soluţiei ϕ(ℓ; ·) a problemei de aproximare
(5.1.3) ı̂n cares = ℓ. Ipoteza noastră ne garantează c̆a ϕ(ℓ; ·) este unic determinat.În
particular, dac̆a f ∈ Φ, atunci (5.1.8) are loc cu egalitate, deoareceϕ(ℓ; ·) = f(·), ı̂n
mod trivial. Astfel, aproximanta noastră (5.1.8) satisface condiţiile de exactitate cerute
pentru (5.1.2). R̆amâne doar s̆a ar̆at̆am c̆a (5.1.8) produce o aproximare de forma (5.1.2).
Pentru aceasta să observ̆am c̆a interpolantul̂ın (5.1.8) este

ϕ(ℓ; ·) =
m∑

j=1

cjϕj(·)

unde vectorulc = [c1, c2, . . . , cm]T satisface (5.1.7) cus = ℓ

Gc = ℓ, ℓ = [L1f, L2f, . . . , Lmf ]T .

Scriind
λj = Lϕj, j = 1,m, λ = [λ1, λ2, . . . , λm]T , (5.1.9)

avem din liniaritatea luiL

Lϕ(ℓ; ·) =
m∑

j=1

cjLϕj = λT c = λT G−1ℓ = [(GT )−1λ]T ℓ,

adic̆a

Lϕ(ℓ; ·) =
m∑

i=1

aiLif, a = [a1, a2, . . . , am]T = (GT )−1λ. (5.1.10)

Metoda coeficienţilor nedeterminaţi.Aici determin̆am coeficienţii din (5.1.3) ast-
fel ı̂ncât egalitatea s̆a aib̆a loc∀ f ∈ Φ, care, conform liniarit̆aţii lui L şi Li este echiva-
lent̆a cu egalitatea pentruf = ϕ1, f = ϕ2, . . . , f = ϕm, adic̆a

(
m∑

j=1

ajLj

)
ϕi = Lϕi, i = 1,m,

sau conform (5.1.8)
m∑

j=1

ajLjϕi = λi, i = 1,m.
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Evident, matricea sistemului esteGT , deci

a = [a1, a2, . . . , am]T = (GT )−1λ,

ı̂n concordanţ̆a cu (5.1.10). Astfel, metoda interpolării şi cea a coeficienţilor
nedeterminaţi sunt matematic echivalente – ele conduc la exact aceeaşi aproximare.

S-ar p̆area c̆a, cel puţinı̂n cazul polinoamelor (adică Φ = Pd), prima metod̆a
este mai puternic̆a, deoarece poate conduce la o expresie a erorii de interpolare
(aplicând funcţionala formulei de interpolaref = anf + rnf ). Dar şi ı̂n cazul meto-
dei coeficienţilor nedeterminaţi, din condiţia de exactitate, se poate exprima restul cu
ajutorul teoremei lui Peano (teorema 3.3.2).

5.2. Derivare numeric̆a

Pentru simplitate vom considera doar derivata de ordinul I.Se pot aplica tehnici ana-
loage şi pentru alte derivate. Vom rezolva problema prin interpolare:̂ın loc s̆a deriv̆am
f ∈ Cm+1[a, b], vom deriva polinomul s̆au de interpolare:

f(x) = (Lmf)(x) + (Rmf)(x). (5.2.1)

Scriem polinomul de interpolarêın forma Newton

(Lmf)(x) = (Nmf)(x) = f0 + (x− x0)f [x0, x1] + · · ·+

+(x− x0) . . . (x− xm−1)f [x0, x1, . . . , xm] (5.2.2)

şi restul sub forma

(Rmf)(x) = (x− x0) . . . (x− xm)
f (m+1)(ξ(x))

(m + 1)!
. (5.2.3)

Derivând (5.2.2)̂ın raport cux şi pun̂andx = x0 obţinem

(Lmf)(x0) = f [x0, x1] + (x0 − x1)f [x0, x1, x2] + · · ·+

+(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xm−1)f [x0, x1, . . . , xm]. (5.2.4)

Presupun̂and c̆af este continuu derivabilă pe un interval convenabil se obţine pentru
rest

(Rmf)′(x0) = (x0 − x1) . . . (x0 − xm)
f (m+1)(ξ(x0))

(m + 1)!
. (5.2.5)

Deci, deriv̂and (5.2.4) obţinem

f ′(x0) = (Lmf)′(x0) + (Rmf)′(x0)︸ ︷︷ ︸
em

. (5.2.6)
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Dac̆aH = max
i
|x0 − xi| eroarea are formaem = O(Hm), cândH → 0.

Putem obţine formule de aproximare de grad arbitrar, dar ele sunt de utilitate practică
limitată.

Observaţia 5.2.1.Derivarea numeric̆a este o operaţie critică şi de aceea este bine să fie
evitat̆a pe ĉat posibil, deoarece chiar dacă aproximanta este bună, nu rezult̆a c̆a derivata
aproximantei este o aproximaţie bună a derivatei (vezi figura 5.1). Aceasta rezultă şi din
exemplul 5.2.2 ♦

f

a
n

f′

a
n
′

Figura 5.1: Neajunsurile derivării numerice

Exemplul 5.2.2. Fie funcţia

f(x) = g(x) +
1

n
sin n2(x− a), g ∈ C1[a, b].

Se constat̆a c̆ad(f, g)→ 0 (n→∞), dard(f ′, g′) = n 9 0. ♦

Formulele de derivare numerică sunt utile pentru deducerea unor metode numerice,
ı̂n special pentru ecuaţii diferenţiale ordinare şi ecuaţii cu derivate parţiale.

Se pot folosi şi alte procedee de aproximare: Taylor, Hermite, spline, metoda celor
mai mici p̆atrate.
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5.3. Integrare numerică

Problema este de a calcula integrala definită a unei funcţii date pe un interval
mărginit [a, b]. Dac̆a f are o comportare bună, aceasta este o problemă de rutin̆a, pen-
tru care metodele cele mai simple de integrare cum ar fi regulatrapezelor sau regula
repetat̆a a lui Simpson sunt satisfăc̆atoare, prima av̂and anumite avantaje asupra celei
de-a douâın cazul ĉandf este periodic̆a, cu perioadab − a. Complicaţiile apar atunci
cândf are singularit̆aţi (dar r̆amâne integrabil̆a), sau ĉand intervalul de integrare este
nem̆arginit (care este o altă manifestare a comportării singulare). Descompunând inte-
grala pe subintervale, dacă este necesar,ı̂n mai multe integrale, se poate presupune că
singularitatea, dac̆a locul ei este cunoscut, este la unul sau la ambele capete aleinterva-
lului [a, b]. Astfel de integrale improprii pot fi tratate ca şi cuadraturi cu ponderi, adic̆a s̆a
ı̂ncorpor̆am singularitateâıntr-o pondere, care devine un factor al integrandului, lăŝand
cel̆alalt factor s̆a aib̆a o comportare bun̆a. Cel mai important exemplu este formula lui
Gauss relativ̆a la o astfel de pondere.În fine, este posibil s̆a se accelereze convergenţa
unei scheme de cuadratură prin recombin̆ari convenabile. Un astfel de exemplu este
metoda lui Romberg.

Fie f : [a, b] → R integrabil̆a pe[a, b], Fk(f), k = 0,m informaţii despref (de
regul̆a funcţionale liniare) şiw : [a, b]→ R+ o funcţie pondere integrabilă pe[a, b].

Definiţia 5.3.1 O formul̆a de forma

∫ b

a

w(x)f(x)dx = Q(f) + R(f), (5.3.1)

unde

Q(f) =
m∑

j=0

AjFj(f),

se numeşteformulă de integrare numerică a funcţieif sauformulă de cuadratură. Pa-
rametrii Aj, j = 0,m se numesccoeficienţii formulei, iar R(f) termenul restal ei. Q
se numeştefuncţional̆a de cuadratură.

Definiţia 5.3.2 Num̆arul natural d = d(Q) cu proprietatea c̆a ∀ f ∈ Pd, R(f) = 0
şi ∃ g ∈ Pd + 1 astfel ı̂ncât R(g) 6= 0 se numeştegrad de exactitateal formulei de
cuadratur̆a .

DeoareceR este liniar, rezult̆a c̆a o formul̆a de cuadratură are gradul de exactitated
dac̆a şi numai dac̆aR(ej) = 0, j = 0, d şi R(ed+1) 6= 0.

Dac̆a gradul de exactitate al unei formule de cuadratură este cunoscut, restul se poate
determina cu ajutorul teoremei lui Peano.
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5.3.1. Formula trapezului şi formula lui Simpson

Aceste formule au fost denumite de Gautschiı̂n [20] ,,caii de b̆ataie” ai integr̆arii
numerice. Elêışi fac bine munca ĉand intervalul de integrare este mărginit şi integran-
dul este neproblematic. Formula trapezelor este surprinzător de eficient̆a chiar şi pentru
intervale infinite.

Ambele reguli se obţin apliĉand cele mai simple tipuri de interpolare subintervalelor
diviziunii

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b, xk = a + kh, h =
b− a

n
. (5.3.2)

În cazul regulii trapezelor se interpolează liniar pe fiecare subinterval[xk, xk+1] şi
se obţine
∫ xk+1

xk

f(x)dx =

∫ xk+1

xk

(L1f)(x)dx +

∫ xk+1

xk

(R1f)(x)dx, f ∈ C1[a, b], (5.3.3)

cu
(L1f)(x) = fk + (x− xk)f [xk, xk+1].

Integr̂and avem
∫ xk+1

xk

f(x)dx =
h

2
(fk + fk+1) + R1(f),

unde

R1(f) =

∫ xk+1

xk

K1(t)f
′′(t)dt,

iar

K1(t) =
(xk+1 − t)2

2
− h

2
[(xk − t)+ + (xk+1 − t)+] =

=
(xk − t)2

2
− h(xk+1 − t)

2
=

=
1

2
(xk+1 − t)(xk − t) ≤ 0.

Deci

R1(f) = −h3

12
f ′′(ξk), ξk ∈ (xk, xk+1)

şi ∫ xk+1

xk

f(x)dx =
h

2
(fk + fk+1)−

1

12
h3f ′′(ξk). (5.3.4)
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Aceast̆a formul̆a se numeşteregula (elementar̆a a) trapezului. Însum̂and pentru toate
subintervalele se obţineregula trapezelorsauformula compus̆a a trapezuluisauformula
repetat̆a a trapezului.

∫ b

a

f(x)dx = h

(
1

2
f0 + f1 + · · ·+ fn−1 +

1

2
fn

)
− 1

12
h3

n−1∑

k=0

f ′′(ξk).

Deoarecef ′′ este continŭa pe[a, b], restul se poate scrie sub forma

R1,n(f) = −(b− a)h2

12
f ′′(ξ) = −(b− a)3

12n2
f ′′(ξ). (5.3.5)

Deoarecef ′′ este m̆arginit̆a ı̂n modul pe[a, b] avem

R1,n(f) = O(h2),

cândh → 0 şi deci regula trapezelor converge cândh → 0 (sau echivalent,n → ∞),
atunci ĉandf ∈ C2[a, b].

Dac̆a ı̂n locul interpol̆arii liniare se utilizeaz̆a interpolarea p̆atratic̆a se obţineregula
lui Simpson repetată . Varianta ei elementară, numit̆a regula lui Simpson2 sauformula
lui Simpsoneste
∫ xk+2

xk

f(x)dx =
h

3
(fk + 4fk+1 + fk+2)−

1

90
h5f (h)(ξk), xk ≤ ξk ≤ xk+2, (5.3.6)

unde s-a presupus căf ∈ C4[a, b].
Să demonstr̆am formula pentru restul formulei lui Simpson. Deoarece gradul de

exactitate este 3, conform teoremei lui Peano avem

R2(f) =

∫ xk+2

xk

K2(t)f
(4)(t) dt.

unde

K2(t) =
1

3!

{
(xk+2 − t)4

4
− h

3

[
(xk − t)3

+ + 4 (xk+1 − t)3
+ + (xk+2 − t)3

+

]}
,

2

Thomas Simpson (1710-1761), matematician englez autodi-
dact, autor al mai multor texte, populare la vremea respectivă.
Simpson şi-a publicat formulâın 1743, dar ea a fost cunoscută
deja, printre alţii, de Cavalieri (1639), Gregory (1668) s¸i Cotes
(1722).
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adic̆a

K2(t) =
1

6

{
(xk+2−t)4

4
− h

3

[
4 (xk+1 − t)3 + (xk+2 − t)3

]
, t ∈ [xk, xk+1]

(xk+2−t)4

4
− h

3
(xk+2 − t)3, t ∈ [xk+1, xk+2]

Se arat̆a c̆a pentrut ∈ [xk, xk+2], K2(t) ≤ 0 şi deci putem aplica corolarul la teorema
lui Peano.

R2(f) =
1

4!
f (4)(ξk)R2(e4),

R2(e4) =
x5

k+2 − x5
k

5
− h

3

[
x4

k + 4

(
xk+2 + xk

2

)4

+ x4
k+2

]

= 3h

[
x4

k+2 + x3
k+2xk + x2

k+2x
2
k + xk+2x

3
k + x4

k

5

− 4x4
k + x4

k + 4x3
kxk+2 + 6x2

kx
2
k+2 + 4xkx

3
k+2 + x4

k+2 + 4x4
k+2

24

]

=
h

40

(
−x4

k + 4x3
kxk+2 + 6x2

kx
2
k+2 + 4xkx

3
k+2 − x4

k+2

)

= − h

40
(xk+2 − xk)

4.

Deci,

R2(f) = −h5

90
f (4)(ξk).

Pentru regula repetată a lui Simpson obţinem

∫ b

a

f(x)dx =
h

3
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + 2f4 + · · ·+ 4fn−1 + fn) + R2,n(f) (5.3.7)

cu

R2,n(f) = − 1

180
(b− a)h4f (4)(ξ) = −(b− a)5

2880n4
f (4)(ξ), ξ ∈ (a, b). (5.3.8)

Se observ̆a c̆a R2,n(f) = O(h4), de unde rezultă convergenţa ĉandn → ∞. Se
observ̆a şi creşterea ordinului cu 1, ceea ce face ca regula repetată a lui Simpson s̆a fie
foarte popular̆a şi larg utilizat̆a.

Regula trapezelor lucrează foarte bine pentru polinoame trigonometrice. Presupu-
nem f̆ar̆a a restr̂ange generalitatea că [a, b] = [0, 2π] şi fie

Tm[0, 2π] = {t(x) : t(x) = a0 + a1 cos x + a2 cos 2x + · · ·+ am cos mx+
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+b1 sin x + b2 sin 2x + · · ·+ bm sin mx}
Atunci

Rn,1(f) = 0, ∀ f ∈ Tn−1[0, 2π] (5.3.9)

Aceasta se verific̆a luând

f(x) = eν(x) = eiνx = cos νx + i sin νx, ν = 0, 1, 2, . . .

Rn,1(eν) =

∫ 2π

0

eν(x)dx− 2π

n

[
1

2
eν(0) +

n−1∑

k=1

eν

(
2kπ

n

)
+

1

2
eν(2π)

]
=

=

∫ 2π

0

eiνxdx− 2π

n

n−1∑

k=0

e
2πikν

n .

Cândν = 0, aceasta este evident 0 şiı̂n caz contrar, deoarece

∫ 2π

0

eiνxdx = (iν)−1eiνx
∣∣∣
2π

0
= 0,

Rn,1(eν) =





−2π dac̆a ν = 0 (mod n), ν > 0

−2π

n

1− eiνn·2π/n

1− eiν·2π/n
= 0 dac̆a ν 6= 0 (mod n)

(5.3.10)

În particular,Rn,1(eν) = 0 pentruν = 0, 1, . . . , n − 1, ceea ce demonstrează (5.3.9).
Luând partea reală şi imaginar̆a ı̂n (5.3.10) se obţine

Rn,1(cos ν·) =

{
−2π, ν = 0(modn), ν 6= 0
0, ı̂n caz contrar

Rn,1(sin ν·) = 0.

De aceea, dacăf este2π-periodic̆a şi are o dezvoltare Fourier uniform convergentă

f(x) =
∞∑

ν=0

[aν(f) cos νx + bν(f) sin νx], (5.3.11)

undeaν(f), bν(f) sunt coeficienţii Fourier ai luif , atunci

Rn,1(f) =
∞∑

ν=0

[aν(f)Rn,1(cos ν·) + bν(f)Rn,1(sin ν·)] =

= −2π
∞∑

l=1

aln(f) (5.3.12)
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Din teoria seriilor Fourier se ştie că coeficienţii Fourier ai luif tind către zero cu atât
mai repede cu ĉatf este mai neted̆a. Mai exact, dac̆af ∈ Cr[R], atunciaν(f) = O(ν−r)
cândν →∞ (şi similar pentrubν(f)). Deoarece conform (5.3.12)

Rn,1(f) ≃ −2πan(f),

rezult̆a c̆a
Rn,1(f) = O(n−r) cândn→∞ (5.3.13)

(f ∈ Cr[R], 2π periodic̆a), care dac̆a r > 2 este mai bun̆a deĉat Rn,1(f) = O(n−2),
valabil̆a pentru funcţiif neperiodice.̂In particular, dac̆ar =∞, atunci regula trapezului
converge mai repede decât orice putere a luin−1. Trebuie observat totuşi căf trebuie s̆a
fie neted̆a peı̂ntregR. Pornind de la o funcţief ∈ Cr[0, 2π] şi prelungind-o pêıntreaga
axă real̆a prin periodicitate,̂ın general nu se obţine o funcţief ∈ Cr[R].

O alt̆a ı̂mprejurarêın care regula trapezelor excelează este pentru funcţii definite pe
R şi care au proprietatea următoare pentru un anumitr ≥ 1

f ∈ C2r+1[R],

∫

R

∣∣f (2r+1)(x)
∣∣ dx <∞,

lim
x→−∞

f (2ρ−1)(x) = lim
x→+∞

f (2ρ−1)(x) = 0, ρ = 1, 2, . . . , r. (5.3.14)

În acest caz se poate arăta c̆a
∫

R

f(x)dx = h
∞∑

k=−∞
f(kh) + R(f ; h) (5.3.15)

are o eroareR(f, h) ce satisfaceR(f ; h) = O(h2r+1), h → ∞. Deci, dac̆a (5.3.14) are
loc pentru oricer ∈ N, atunci eroarea tinde la zero mai repede decât orice putere a lui
h.

5.3.2. Formule Newton-Cotes cu ponderi şi formule de tip Gauss

O formulă de cuadratur̆a cu ponderieste o formul̆a de tipul
∫ b

a

f(t)w(t)dt =
n∑

k=1

wkf(tk) + Rn(f) (5.3.16)

undew este nenegativ̆a, integrabil̆a pe(a, b).
Intervalul (a, b) poate fi m̆arginit sau nem̆arginit. Dac̆a este nem̆arginit trebuie s̆a

ne asigur̆am c̆a integrala din (5.3.16) este bine definită, cel puţinı̂n cazul ĉandf este
polinom. Realiz̆am aceasta cerând ca toate momentele funcţiei pondere

µs =

∫ b

a

tsw(t)dt, s = 0, 1, 2, . . . (5.3.17)
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să existe şi s̆a fie finite.
Spunem c̆a (5.3.16) este detip interpolator, dac̆a are gradul de exactitated = n− 1.

Formulele de tip interpolator sunt chiar formulele obţinute prin interpolare, adic̆a pentru
care

n∑

k=1

wkf(tk) =

∫ b

a

Ln−1(f ; t1, . . . , tn, t)w(t)dt (5.3.18)

sau echivalent

wk =

∫ b

a

ℓk(t)w(t)dt, k = 1, 2, . . . , n, (5.3.19)

unde

ℓk(t) =
n∏

l=1
l6=k

t− tl
tk − tl

(5.3.20)

sunt polinoamele fundamentale Lagrange asociate nodurilor t1, t2, . . . , tn. Faptul c̆a
(5.3.16) are gradul de exactitated = n − 1 este evident, deoarece pentru orice
Ln−1(f ; ·) ≡ f(·) ı̂n (5.3.18). Reciproc, dacă (5.3.16) are gradul de exactitated = n−1,
atunci lûandf(t) = ℓr(t) ı̂n (5.3.17) ne d̆a

∫ b

a

ℓr(t)w(t)dt =
n∑

k=1

wkℓr(tk) = wr, r = 1, 2, . . . , n,

adic̆a (5.3.19).
Observ̆am c̆a dac̆a se daun noduri distinctet1, . . . , tn este posibil̂ıntotdeauna s̆a

construim o formul̆a de tip (5.3.16) care este exactă pentru orice polinom de grad≤
n − 1. În cazulw(t) ≡ 1 pe [−1, 1] şi tk sunt echidistante pe[−1, 1] problema a fost
intuită de Newton̂ın 1687 şi rezolvat̆a ı̂n detaliu de Cotes3 ı̂n jurul anului 1712. Prin
extensie vom numi formula (5.3.16) cutk prescrise şiwk date de (5.3.19)formulă de tip
Newton-Cotes.

Chestiunea care se puneı̂n mod natural este dacă nu am putea face aceasta mai bine,
adic̆a dac̆a nu am putea obţine gradul de exactitated > n− 1 printr-o alegere judicioasă

3

Roger Cotes (1682-1716), fiul precoce al unui pastor de ţară
englez, a fost̂ıns̆arcinat cu preğatirea celei de-a doua ediţii a
lucrării lui Newton Principia. El a dezvoltat idea lui Newton
referitoare la integrarea numerică şi a publicat coeficienţii pen-
tru formulele de integrare numerică cun-puncte, pentrun < 11
(numere Cotes). La moartea sa prematură la v̂arsta de 33 de ani,
Newton a spus despre el: ,,Daca ar fi trăit, am fi putut şti ceva.”
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a nodurilor tk (ponderilewk fiind date ı̂n mod necesar de (5.3.19)). Răspunsul este
surprinz̆ator de simplu şi de direct. Pentru a-l formula, considerăm polinomul nodurilor

un(t) =
n∏

k=1

(t− tk). (5.3.21)

Teorema 5.3.3Dându-se un̂ıntregk, 0 ≤ k ≤ n, formula de cuadratur̆a (5.3.16) are
gradul de exactitated = n − 1 + k dac̆a şi numai dac̆a sunt satisf̆acute urm̆atoarele
condiţii:

(a) formula (5.3.16) este de tip interpolator ;

(b) polinomul nodurilorun din (5.3.21) satisface
∫ b

a

un(t)p(t)w(t) dt = 0, ∀ p ∈ Pk−1.

Condiţia din (b) impunek restricţii asupra nodurilort1, t2, . . . , tn din (5.3.16). (Dac̆a
k = 0, nu avem nici o restricţie, deoarece, aşa cum ştim, putematinge gradul de exacti-
tated = n−1). Într-adev̆arun trebuie s̆a fie ortogonale pePk−1 relativ la funcţia pondere
w. Deoarecew(t) ≥ 0, avemı̂n mod necesark ≤ n. Altfel, un trebuie s̆a fie ortogo-
nal pePn, ı̂n particular pe el̂ınsuşi, ceea ce este imposibil. Astfelk = n este optimal,
obţinându-se o formulă de cuadratură cu gradul maxim de exactitatedmax = 2n − 1.
Condiţia (b) impune ortogonalitatea luiun pe toate polinoamele de grad mai mic, adică
un(·) = πn(·, w) este polinomul ortogonalı̂n raport cu pondereaw. Aceast̆a formul̆a
optimal̆a se numeşteformulă de cuadratur̆a de tip Gaussasociat̆a cu funcţia pondere
w. Deci nodurile ei sunt zerourile luiπn(·, w), iar ponderile (coeficienţii)wk sunt daţi
de (5.3.19) adic̆a

πn(tk; w) = 0

wk =

∫ b

a

πn(t, w)

(t− tk)π′
n(tk, w)

w(t)dt, k = 1, 2, . . . , n
(5.3.22)

Formula a fost dezvoltată de Gausŝın 1814ı̂n cazul specialw(t) ≡ 1 pe [−1, 1] şi
extins̆a la funcţii pondere mai generale de către Christoffel4 ı̂n 1877. De aceea se mai
numeşteformulă de cuadratur̆a Gauss-Christoffel.

4

Elvin Bruno Christoffel (1829-1900), a activat pentru perioade
scurte la Berlin şi Z̈urich şi cea mai mare parte a vieţii la Stras-
bourg. Este cunoscut pentru lucrările sale de geometrie,ı̂n par-
ticular de analiza tensorilor, care a jucat un rol importantı̂n
teoria relativit̆aţii a lui Einstein.
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Demonstraţia teoremei 5.3.3.Vom demonstrâıntâi necesitatea lui (a) şi (b). Deoarece
gradul de exactitate ested = n− 1 + k ≥ n− 1, condiţia (a) este trivială. Condiţia (b)
rezult̆a de asemenea imediat, deoarece pentru oricep ∈ Pk−1, unp ∈ Pn−1+k. Deci

∫ b

a

un(t)p(t)w(t) =
n∑

k=1

wkuk(tk)p(tk),

care se anulează, c̆aciun(tk) = 0 pentruk = 1, 2, . . . , n.
Pentru a demonstra suficienţa lui (a) şi (b) trebuie să ar̆at̆am c̆a pentru oricep ∈

Pn−1+k avemRn(p) = 0 ı̂n (5.3.16). D̂andu-se orice astfel dep, ı̂l ı̂mpărţim cuun,
astfelı̂ncât

p = qun + r, q ∈ Pk−1, r ∈ Pn−1

undeq este ĉatul şir restul. Rezult̆a c̆a

∫ b

a

p(t)w(t)dt =

∫ b

a

q(t)un(t)w(t)dt +

∫ b

a

r(t)w(t)dt.

Prima integral̆a din dreapta este 0, conform luib, deoareceq ∈ Pk−1, ı̂n timp ce a doua,
conform lui (a), deoarecer ∈ Pn−1 este egal̆a cu

n∑

k=1

wkr(tk) =
n∑

k=1

wk[p(tk)− q(tk)un(tk)] =
n∑

k=1

wkp(tk)

ceea cêıncheie demonstraţia.�

Cazulk = n va fi discutat̂ın secţiunea 5.3.3. Vom menţiona două cazuri importante
cândk < n, care sunt de interes practic. Primul este formula de cuadratură Gauss-Radau
ı̂n care o extremitate de interval, de exemplua, este finit̆a şi serveşte ca nod, să zicem
t1 = a. Gradul maxim de exactitate care se poate obţine ested = 2n− 2 şi corespunde
lui k = n − 1 ı̂n teorema (5.3.3). Partea (b) a teoremei ne spune că nodurile r̆amase
t2, . . . , tn trebuie s̆a fie r̆ad̆acinile polinomuluiπn−1(·, wa), undewa(t) = (t − a)w(t).
La fel, ı̂n formulele Gauss-Lobatto, ambele capete sunt finite şi servesc ca noduri, s̆a
zicemt1 = a, tn = b, iar nodurile r̆amaset2, . . . , tn−1 sunt zerourile luiπn−2(·; wa,b),
wa,b(t) = (t− a)(b− t)w(t), obţin̂andu-se astfel gradul de exactitated = 2n− 3.

5.3.3. Propriet̆aţi ale cuadraturilor gaussiene

Regula de cuadratură a lui Gauss, dată de (5.3.16) şi (5.3.22), pe lânğa faptul c̆a este
optimal̆a (adic̆a are grad maxim de exactitate) are şi unele proprietăţi interesante.

(i) Toate nodurile sunt reale, distincte şi situateı̂n intervalul deschis(a, b). Aceasta
este o proprietate cunoscută satisf̆acut̆a de zerourile polinoamelor ortogonale.
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(ii) Toţi coeficienţii (ponderile)wk sunt pozitivi. Demonstraţia se bazează pe o
observaţie ingenioasă a lui Stieltjes

0 <

∫ b

a

ℓ2
j(t)w(t)dt =

n∑

k=1

wkℓ
2
j(tk) = wj, j = 1, 2, . . . , n,

prima egalitate rezultând din faptul c̆a gradul de exactitate ested = 2n− 1.
(iii) Dacă [a, b] este m̆arginit, atunci formula lui Gauss converge pentru orice funcţie

continŭa. Adic̆a Rn(f) → 0, cândn → ∞, pentru oricef ∈ C[a, b]. Aceasta este
o consecinţ̆a a teoremei de aproximare a lui Weierstrass, din care rezultă c̆a dac̆a
p̂2n−1(f ; ·) este polinomul de cea mai bună aproximare a luif pe[a, b] ı̂n sensul normei
uniforme atunci

lim
n→∞

‖f(·)− p̂2k−1(f ; ·)‖∞ = 0.

DeoareceRn(p̂2n−1) = 0 (căcid = 2n− 1), avem succesiv

|Rn(f)| = |Rn(f − p̂2n−1)| =

=

∣∣∣∣∣

∫ b

a

[f(t)− p̂2n−1(f ; t)]w(t)dt−
n∑

k=1

wk[f(tk)− p̂2n−1(f ; tk)]

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b

a

|f(t)− p̂2n−1(f ; t)|w(t)dt +
n∑

k=1

wk|f(tk)− p̂2n−1(f ; tk)| ≤

≤ ‖f(·)− p̂2n−1(f ; ·)‖∞
[∫ b

a

w(t)dt +
n∑

k=1

wk

]
.

Aici pozitivitatea ponderilorwk a intervenit crucial. Observând c̆a

n∑

k=1

wk =

∫ b

a

w(t)dt = µ0,

concluzion̆am c̆a

|Rn(f)| ≤ 2µ0‖f − p̂2n−1‖∞ → 0, cândn→∞.

Proprietatea care urmează este baza unui algoritm eficient de obţinere a unor formule
de cuadratur̆a gaussian̆a.

(iv) Fie αk = αk(w) şi βk = βk(w) coeficienţii din formula de recurenţă pentru
polinoamele ortogonale

πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k = 0, 1, 2, . . .

π0(t) = 1, π−1(t) = 0,
(5.3.23)
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unde

αk =
(tπk, πk)

(πk, πk)

βk =
(πk, πk)

(πk−1, πk−1)
,

(5.3.24)

cuβ0 definit (ca de obicei) prin

β0 =

∫ b

a

w(t)dt (= µ0).

Matricea Jacobide ordinuln pentru funcţia ponderew este o matrice simetrică
tridiagonal̆a definit̆a prin

Jn(w) =




α0

√
β1 0√

β1 α1

√
β2√

β2
. ..

. .. . ..
√

βn−1

0
√

βn−1 αn−1




.

Teorema 5.3.4Noduriletk ale unei formule de tip Gausss sunt valorile proprii ale lui
Jn

Jnvk = tkvk, vT
k vk = 1, k = 1, 2, . . . , n, (5.3.25)

iar ponderilewk sunt exprimabile cu ajutorul componentelorvk, ale vectorilor proprii
normalizaţi corespunz̆atori prin

wk = β0v
2
k,1, k = 1, 2, . . . , n (5.3.26)

Astfel, pentru a obţine o formulă de cuadratură Gaussian̆a trebuie rezolvată o pro-
blemă de vectori şi valori proprii pentru o matrice tridiagonală simetric̆a. Pentru această
problem̆a exist̆a metode foarte eficiente. Astfel, abordarea bazată pe valori şi vectori
proprii este mai eficientă deĉat cea clasic̆a. În plus, abordarea clasică se bazează pe
doŭa probleme prost condiţionate: rezolvarea ecuaţiilor polinomiale (coeficienţii sunt
obţinuţi prin aplicarea de relaţii de recurenţă, deci sunt deja perturbaţi) şi rezolvarea
unui sistem de ecuaţii având matricea Vandermonde.

Demonstraţia teoremei 5.3.4.Fie π̃k(·) = π̃k(·, w) polinomul ortogonal normalizat,
deci πk =

√
(πk, πk) dλπ̃k. Inser̂and aceastâın (5.3.23),̂ımpărţind cu

√
(πk, πk) dλ şi

utilizând (5.3.24), se obţine

π̃k+1(t) = (t− αk)
π̃k√
βk+1

− βk
π̃k−1√
βk+1βk

,
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sauı̂nmulţind cu
√

βk+1 şi reordon̂and,

tπ̃k(t) = αkπ̃k(t) +
√

βkπ̃k−1(t) +
√

βk+1π̃k+1(t), k = 0, 1, . . . n− 1. (5.3.27)

Cu ajutorul matricei lui JacobiJn, putem scrie această relaţie sub forma vectorială

tπ̃(t) = Jnπ̃(t) +
√

βnπ̃n(t)en, (5.3.28)

undeπ̃(t) = [π̃0(t), π̃1(t), . . . , π̃n−1(t)]
T şi en(t) = [0, 0, . . . , 0, 1]T sunt vectori dinRn.

Deoarecetk sunt zerouri ale luĩπn rezult̆a din (5.3.28) c̆a

tkπ̃(tk) = Jnπ̃(tk), k = 1, 2, . . . , n. (5.3.29)

Aceasta demonstrează prima relaţie a teoremei 5.3.4, deoareceπ̃ este un vector nenul
cu prima componentă

π̃0 = β
−1/2
0 . (5.3.30)

Pentru a demonstra a doua relaţie, observăm din (5.3.29) c̆a vectorul propriu norma-
lizat vk este

vk =
1

[π̃(tk)T π̃(tk)]
π̃(tk) =

(
n∑

µ=1

π̃2
µ−1(tk)

)−1/2

π̃(tk).

Compar̂and prima componentă din ambi membrii şi ridiĉand la p̆atrat pe baza formulei
(5.3.30)

1
n∑

µ=1

p̃i
2

µ−1(tk)

= β0v
2
k,1, k = 1, 2, . . . , n. (5.3.31)

Pe de alt̆a parte, lûandf(t) = π̃µ−1(t) ı̂n formula de cuadratură de tip Gauss (5.3.16),
utilizând ortogonalitatea şi din nou (5.3.30) se obţine că

β
1/2
0 δµ−1,0 =

n∑

k=0

wkπ̃µ−1(tk)

sauı̂n formă matricial̆a
Pw = β

1/2
0 e1, (5.3.32)

undeδµ−1,0 este simbolul lui Kronecker,P ∈ Rn×n este matricea vectorilor proprii,
w ∈ Rn este vectorul coeficienţilor gaussieni şie1 = [1, 0, . . . , 0]T ∈ Rn. Deoarece
coloanele luiP sunt ortogonale, avem

P T P = D, D = diag(d1, d2, . . . , dn), dk =
n∑

µ=1

π̃2
µ−1(tk).
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Înmulţim acum (5.3.32) la stânga cuP T şi obţinem

Dw = β
1/2
0 P T e1 = β

1/2
0 ∗ β

−1/2
0 e = e, e = [1, 1, . . . , 1]T .

Deci,w = D−1e, adic̆a,

wk =
1

n∑

µ=1

π̃2
µ−1(tk)

, k = 1, 2, . . . , n.

Compar̂and cu (5.3.31) se obţine rezultatul dorit.�

Pentru detalii privind aspectele algoritmice legate de polinoame ortogonale şi cuadraturi
gaussiene a se vedea [21].

(v) Markov 5 a observat c̆a formula de cuadratură a lui Gauss poate fi obţinută cu
ajutorul formulei de interpolare a lui Hermite cu noduri duble:

f(x) = (H2n−1f)(x) + u2
n(x)f [x, x1, x1, . . . , xn, xn],

∫ b

a

w(x)f(x)dx =

∫ b

a

w(x)(H2n−1f)(x)dx+

+

∫ b

a

w(x)u2
n(x)f [x, x1, x1, . . . , xn, xn]dx.

Dar gradul de exactitate2n− 1 implică

∫ b

a

w(x)(H2n−1f)(x)dx =
n∑

i=1

wi(H2n−1f)(xi) =
n∑

i=1

wif(xi),

∫ b

a

w(x)f(x)dx =
n∑

i=1

wif(xi) +

∫ b

a

w(x)u2(x)f [x, x1, x1, . . . , xn, xn]dx,

5

Andrei Andreievici Markov (1856-1922), matematician rus,ac-
tiv ı̂n Sankt Petersburg. A avut contribuţii importanteı̂n teoria
probabilit̆aţilor, teoria numerelor şi teoria constructivă a apro-
ximării.
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deci

Rn(f) =

∫ b

a

w(x)u2
n(x)f [x, x1, x1, . . . , xn, xn]dx.

Cum w(x)u2(x) ≥ 0, apliĉand teorema de medie pentru integrale şi teorema de
medie pentru diferenţe divizate avem

Rn(f) = f [η, x1, x1, . . . , xn, xn]

∫ b

a

w(x)u2(x)dx =

=
f (2n)(ξ)

(2n)!

∫ b

a

w(x)[πn(x,w)]2dx, ξ ∈ [a, b].

Vom ı̂ncheia secţiunea cu o tabelă cu funcţiile pondere clasice, polinoamele lor orto-
gonale corespunzătoare şi coeficienţii din formula de recurenţăαk, βk (vezi tabela 5.1).

polinoamele notaţia ponderea intervalul αk βk

Legendre Pn(ln) 1 [-1,1] 0 2 (k=0)

(4−k−2)−1 (k>0)

Ceb̂aşev #1 Tn (1−t2)
− 1

2 [−1,1] 0 π (k=0)

1
2
π (k=1)

1
4

(k>0)

Ceb̂aşev #2 un(Qn) (1−t2)
1
2 [−1,1] 0 1

2
π (k=0)

1
4

(k>0)

Jacobi P
(α,β)
n (1−t)α(1−t)β [−1,1]

α>−1, β>−1 vezi observaţia 5.3.5 vezi observaţia 5.3.5

Laguerre L
(α)
n tαe−t α>−1 [0,∞) 2k+α+1 Γ(1+α) (k=0)

k(k+α) (k>0)

Hermite Hn e−t2 R 0
√

π (k=0)

Tabela 5.1: Polinoame ortogonale

Observaţia 5.3.5.Pentru polinoamele Jacobi avem

αk =
β2 − α2

(2k + α + β)(2k + α + β + 2)

şi

β0 =2α+β+1B(α + 1, β + 1),

βk =
4k(k + α)(k + α + β)

(2k + α + β − 1)(2k + α + β)2(2k + α + β + 1)
, k > 0. ♦
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5.4. Cuadraturi adaptive

La metodele de integrare numerică erorile nu depind numai de dimensiunea interva-
lului utilizat, ci şi de valoarea derivatelor de un anumit ordin ale funcţiei care urmează
a fi integrat̆a. Aceasta implic̆a faptul c̆a metodele nu vor lucra bine pentru funcţii cu
derivatele de un anumit ordin mari –ı̂n special funcţii care au fluctuaţii mari pe unele
subintervale sau pe tot intervalul. Este rezonabil să utilizăm subintervale mici acolo unde
derivatele sunt mari şi subintervale mari acolo unde derivatele sunt mici. O metodă care
face aceastâıntr-o manier̆a sistematic̆a se numeşte cuadratură adaptiv̆a.

Abordarea generală ı̂ntr-o cuadratur̆a adaptiv̆a este de a utiliza două metode dife-
rite pe fiecare subinterval, de a compara rezultatul şi de a subdiviza intervalul dac̆a
diferenţele sunt mari. Există situaţia nefericit̆a ı̂n care se utilizeaz̆a doŭa metode proaste,
rezultatele sunt proaste, dar diferenţa dintre ele este mică. Un mod de a evita o astfel
de situaţie este de a ne asigura că o metod̆a supraestimează rezultatul, iar altâıl su-
bestimeaz̆a. Vom da un exemplu de structură general̆a de cuadratură adaptiv-recursiv̆a
(algoritmul 5.1). S̆a presupunem că

metint(a, b : real; f : functie, n : integer) : real

este o funcţie care aproximează
∫ b

a
f(x)dx folosind o cuadratură repetat̆a cun subinter-

vale. Pentrum se alege o valoare mică (4 sau 5). Structura algoritmului: DIVIDE AND

Algoritmul 5.1 Cuadratur̆a adaptiv̆a
Intrare: f - funcţia de integrat,a, b - limitele de integrare,ε - toleranţa,metint - o

cuadratur̆a repetat̆a
Ieşire: valoarea integralei

function adapt(f, a, b, ε,metint)
if |metint(a, b, f, 2m)−metint(a, b, f,m)| < ε then

adapt := metint(a, b, f, 2m);
else

adapt := adapt(f, a, (a + b)/2, ε,metint) + adapt(f, (a + b)/2, b, ε,metint);
end if

CONQUER.
Spre deosebire de alte metode, la care se decide cât de mult se munceşte pentru a

asigura precizia dorită, la o cuadratură adaptiv̆a se calculeaz̆a doar at̂at ĉat este necesar.
Aceastâınseamn̆a c̆a eroarea absolută ε trebuie aleas̆a astfel̂ıncât s̆a nu se intrêıntr-un
ciclu infinit pentru a atinge o precizie imposibil de atins. Numărul de paşi depinde de
natura funcţiei de integrat. Posibilităţi deı̂mbun̆at̆aţire:metint(a, b, f, 2m) este apelat
de doŭa ori, precizia poate fi scalată cu raportul dintre dimensiunea intervalului curent
şi dimensiuneâıntregului interval. Pentru detalii suplimentare recomandăm [19].
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5.5. Cuadraturi iterate. Metoda lui Romberg

Un dezavantaj al cuadraturilor adaptive este acela că calculeaz̆a repetat valorile
funcţiei ı̂n noduri, iar atunci ĉand este rulat un astfel de program apare un consum supli-
mentar de timp de calcul datorită recursivit̆aţii sau gestiunii stiveîıntr-o implementare
iterativă. Cuadraturile iterativêınlătur̆a aceste inconveniente. Ele aplică la primul pas
o cuadratur̆a repetat̆a şi apoi subdivid intervalelêın părţi egale folosind la fiecare pas
aproximantele calculate anterior. Vom exemplifica această tehnic̆a printr-o metod̆a care
porneşte de la formula repetată a trapezului şîımbun̆at̆aţeşte convergenţa utilizând ex-
trapolarea Richardson.

Primul pas al procesului presupune aplicarea formulei repetate a trapezului cun1 =
1, n2 = 2, . . . , np = 2p−1, undep ∈ N∗. Valoarea pasuluihk corespunz̆atoare luink va
fi

hk =
b− a

nk

=
b− a

2k−1
.

Cu aceste notaţii regula trapezului devine

∫ b

a

f(x)dx =
hk

2

[
f(a) + f(b) + 2

2n−1−1∑

i=1

f(a + ihk)

]
− b− a

12
h2

kf
′′(µk) (5.5.1)

µk ∈ (a, b).
Notăm cuRk,1 rezultatul aproxim̆arii conform (5.5.1).

R1,1 =
h1

2
[f(a) + f(b)] =

b− a

2
[f(a) + f(b)] (5.5.2)

R2,1 =
h2

2
[f(a) + f(b) + 2f(a + h2)] =

=
b− a

4

[
f(a) + f(b) + 2f

(
a +

b− a

2

)]
=

=
1

2

[
R1,1 + h1f

(
a +

1

2
h1

)]
.

şi ı̂n general

Rk,1 =
1

2


Rk−1,1 + hk−1

2k−2∑

i=1

f

(
a +

(
i− 1

2

)
hk−1

)
 , k = 2, n (5.5.3)
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Urmeaz̆a ı̂mbun̆at̆aţirea prin extrapolare Richardson6 (deşi a fost introdus̆a de Ri-
chardson şi Gaunt se pare că este datorată lui Arhimede7)

I =

∫ b

a

f(x)dx = Rk−1,1 −
(b− a)

12
h2

kf
′′(a) + O(h4

k).

Vom elimina termenul̂ın h2
k combin̂and doŭa ecuaţii

I =Rk−1,1 −
(b− a)

12
h2

kf
′′(a) + O(h4

k),

I =Rk,1 −
b− a

48
h2

kf
′′(a) + O(h4

k).

Obţinem

I =
4Rk,1 −Rk−1,1

3
+ O(h4).

Definim

Rk,2 =
4Rk,1 −Rk−1,1

3
. (5.5.4)

Se aplic̆a extrapolarea Richardson şi acestor valori.În general dac̆af ∈ C2n+2[a, b],
atunci pentruk = 1, n putem scrie

∫ b

a

f(x)dx =
hk

2


f(a) + f(b) + 2

2k−1−1∑

i=1

f(a + ihk)


+ (5.5.5)

6

Lewis Fry Richardson (1881-1953), matematician englez. A
avut contribuţii la predicţia numerică a vremii, propun̂and re-
zolvarea ecuaţiilor hidro şi termodinamice ale meteorologiei
cu metode bazate pe diferenţe finite. A realizat un studiu de
referinţ̆a asupra turbulenţei atmosferice, introducând cantit̆aţile
numite ast̆azi ,,numerele Richardson”. La 50 de ani şi-a luat
licenţaı̂n psihologie şi a dezvoltat o teorie ştiinţifică a relaţiilor
internaţionale. A fost ales membru al Royal Societyı̂n 1926.

7

Arhimede(287̂ı.e.n. - 212̂ı.e.n.), matematician grec din Sira-
cuza, unul dintre cei mai importanţi aiı̂ntregii antichit̆aţi. A pus
la punct o metod̆a de integrare care i-a permis să determine arii,
volume şi suprafeţe ale multor corpuri. A dat o aproximarepre-
cisă a luiπ, metode de aproximare precisă a r̆ad̆acinii pătrate şi
un sistem de reprezentare a numerelor mari.În mecanic̆a, Ar-
himede a descoperit teoremele fundamentale referitoare lacen-
trul de greutate al figurilor plane şi solidelor şi principiul care
ı̂i poart̆a numele, referitor la un corp scufundatı̂ntr-un lichid.
Maşinile sale de r̆azboi au contribuit la ap̆ararea oraşului săuı̂n
timpul asediului romanilor, care a durat trei ani. A murit ucis
de un soldat roman la sfârşitul asediului.
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+
k∑

i=1

Kih
2i
k + O(h2k+2

k ),

undeKi nu depinde dehk.

Formula (5.5.5) se justific̆a ı̂n modul urm̆ator. Fiea0 =
∫ b

a
f(x)dx şi

A(h) =
h

2

[
f(a) + 2

n−1∑

k=1

f(a + kh) + f(b)

]
, h =

b− a

k
.

Dac̆a f ∈ C2k+1[a, b], k ∈ N∗ are loc urm̆atorul rezultat datorat lui Euler8 şi Ma-
cLaurin9

A(h) = a0 + a1h
2 + a2h

4 + · · ·+ akh
2k + O(h2k+1), h→ 0 (5.5.6)

unde

ak =
B2k

(2k)!
[f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)], k = 1, 2, . . . , K.

8

Leonhard Euler (1707-1783), matematician elveţian, a urmat
cursurile lui Jakob Bernoulli la Universitea din Basel, luând şi
lecţii particulare de la Johann Bernoulli. După ce la 20 de ani
nu a reuşit s̆a obţin̆a o catedr̆a de fizic̆a la Basel, a emigrat la Sa-
nkt Petersburg; mai târziu s-a mutat la Berlin şi apoi din nou la
Sankt Petersburg. Indiscutabil, Euler a fost cel mai prolific ma-
tematician al secolului al XVIII-lea, luĉandı̂n aproape toate ra-
murile calculului diferenţial şi integral şi fiind unul dintre fon-
datorii calculului variaţional. A elaborat lucrări de pionierat̂ın
ştiinţele aplicate: hidrodinamică, mecanica materialelor defor-
mabile şi solidului rigid, optic̆a, astronomie. Nici chiar orbirea
sa la v̂arsta de 59 de ani nu i-a afectat productivitatea fenome-
nal̆a. Se pare c̆a opera sa nu a fostı̂ncă editat̆a ı̂n ı̂ntregime,
ap̆ar̂and p̂an̆a acum 71 de volume.

9

Colin Maclaurin (1698-1768), matematician scoţian. A aplicat
calculul infinitezimal la probleme de geometrie. Este cunos-
cut pentru dezvoltareâın serieı̂n jurul originii dar a avut şi
contribuţii la teoria ecuaţiilor.
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Cantit̆aţileBk sunt numerele lui Bernoulli10, adic̆a coeficienţii dezvolt̆arii

z

ez − 1
=

∞∑

k=0

Bk

k!
zk, |z| < 2π.

Formula (5.5.6) se numeşteformula Euler-MacLaurin.
Eliminând succesiv puterile luih din (5.5.5) se obţine

Rk,j =
4j−1Rk,j−1 −Rk−1,j−1

4j−1 − 1
, k = 2, n, j = 2, i.

Calculele se pot aranja tabelar, astfel:

R1,1

R2,1 R2,2

R3,1 R3,2 R3,3
...

...
...

. . .
Rn,1 Rn,2 Rn,3 . . . Rn,n

Deoarece(Rn,1) este convergent şi(Rn,n) este convergent, mai rapid decât (Rn,1).
Drept criteriu de oprire se poate folosi|Rn−1,n−1 −Rn,n| ≤ ε.

5.6. Cuadraturi adaptive II

Coloana a doua din metoda lui Romberg corespunde aproximării prin metoda lui
Simpson. Not̆am

Sk,1 = Rk,2.

Coloana a treia este deci o combinaţie a două aproximante de tip Simpson:

Sk,2 = Sk,1 +
Sk,1 − Sk−1,1

15
= Rk,2 +

Rk,2 −Rk−1,2

15
.

10

Jacob Bernoulli (1654-1705), fratele mai mare al lui Johann
Bernoulli, activ ı̂n Basel. A fost unul dintre primii matemati-
cieni care a apreciat importanţa introducerii de către Leibniz şi
Newton a calculului diferenţial şi integral, pe care l-aı̂mboğaţit
cu contribuţii originale,̂ın competiţie (nûıntotdeauna amicală)
cu fratele s̆au mai mic. Este unul dintre fondatorii Teoriei pro-
babilităţilor, prin lucrarea saArs conjectandişi prin ,,legea nu-
merelor mari.
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Relaţia

Sk,2 = Sk,1 +
Sk,1 − Sk−1,1

15
, (5.6.1)

va fi folosit̆a la elaborarea unui algoritm de quadratură adaptiv̆a. Fiec = (a + b)/2.
Formula elementară a lui Simpson este

S =
h

6
(f(a) + 4f(c) + f(b)) .

Pentru doŭa subintervale se obţine

S2 =
h

12
(f(a) + 4f(d) + 2f(c) + 4f(e) + f(b)) ,

unded = (a + c)/2 şi e = (c + b)/2. CantitateaQ se obţine apliĉand (5.6.1) celor doŭa
aproximante:

Q = S2 + (S2 − S)/15.

Putem s̆a dam acum un algoritm recursiv pentru aproximarea integralei. Funcţia
adquad evalueaz̆a integrandul apliĉand regula lui Simpson. Ea apelează recursiv
quadstep şi aplic̆a extrapolarea. Descrierea se dă ı̂n algoritmul 5.2.



176 Aproximarea funcţionalelor liniare

Algoritmul 5.2 Cuadratur̆a adaptiv̆a bazat̆a pe metoda lui Simpson şi extrapolare
Intrare: funcţiaf , intervalul[a, b], eroareaε
Ieşire: Valoarea aproximativ̆a a integralei

function adquad(f, a, b, ε) : real
c := (a + b)/2;
fa = f(a); fb := f(b); fc := f(c);
Q := quadstep(f, a, b, ε, fa, fc, fb);
return Q;
function quadstep(f, a, b, ε, fa, fc, fb) : real
h := b− a; c := (a + b)/2;
fd := f((a + c)/2); fe := f((c + b)/2);
Q1 := h/6 ∗ (fa + 4 ∗ fc + fb);
Q2 := h/12 ∗ (fa + 4 ∗ fb + 2 ∗ fc + 4 ∗ fe + fb);
if |Q1−Q2| < ε then

Q := Q2 + (Q2−Q1)/15;
else

Qa := quadstep(f, a, c, ε, fa, fd, fc);
Qb := quadstep(f, c, b, ε, fc, fe, fb);
Q := Qa + Qb;

end if
return Q;
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6.1. Ecuaţii neliniare

Problema discutată ı̂n acest capitol se poate scrie generic sub forma

f(x) = 0, (6.1.1)

177
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dar admite diverse interpretări, depinẑand de semnificaţia luix şi f . Cel mai simplu caz
este cel al unei singure ecuaţii cu o singură necunoscută, caẑın caref este o funcţie dată
de o variabil̆a real̆a sau complex̆a şi ı̂ncerc̆am s̆a ğasim valorile acestei variabile pentru
caref se anuleaz̆a. Astfel de valori se numescrădăcini ale ecuaţiei (6.1.1) sauzerouri
ale funcţieif .

Dac̆a x din (6.1.1) este un vector, să zicemx = [x1, x2, . . . , xd]
T ∈ Rd şi f este de

asemenea un vector ale cărui componente sunt funcţii de celed variabilex1, x2, . . . , xd,
atunci (6.1.1) reprezintă un sistem de ecuaţii.

Se spune c̆a sistemul este neliniar dacă cel puţin una dintre componentele luif de-
pinde neliniar de cel puţin una din variabilelex1, x2, . . . , xd. Dac̆a toate componentele
lui f sunt funcţii liniare dex1, . . . , xd avem de-a face cu un sistem de ecuaţii algebrice
liniare. Mai general (6.1.1) ar putea reprezenta o ecuaţiefuncţional̆a, dac̆ax este un ele-
ment al unui spaţiu de funcţii şif este un operator (liniar sau neliniar) ce acţionează pe
acest spaţiu.̂In fiecare din aceste situaţii zeroul din dreapta lui (6.1.1) poate avea diverse
interpret̆ari: num̆arul zerôın primul caz, vectorul nul̂ın al doilea şi funcţia identic nulă
ı̂n cel de-al treilea.

Mare parte din acest capitol este consacrată unei ecuaţii neliniare scalare. Astfel
de ecuaţii apar frecventı̂n analiza sistemelor̂ın vibraţie, unde r̆ad̆acinile corespund
frecvenţelor critice (rezonanţă). Cazul special al ecuaţiilor algebrice, undef din (6.1.1)
este un polinom, este de importanţă considerabil̆a şi merit̆a un tratament special.

6.2. Iteraţii, convergenţ̆a şi eficienţ̆a

Nici chiar cele mai simple ecuaţii - de exemplu cele algebrice - nu admit soluţii care
să fie exprimabile prin expresii raţionale sau radicali. Dinacest motiv este imposibil,ı̂n
general, s̆a calcul̆am r̆ad̆acinile ecuaţiilor neliniare printr-un num̆ar finit de operaţii arit-
metice. De aceea este nevoie de o metodă iterativ̆a, adic̆a de o procedură care generează
o secvenţ̆a infinită de aproximaţii{xn}n∈N astfelı̂ncât

lim
n→∞

xn = α, (6.2.1)

undeα este o r̆ad̆acin̆a a ecuaţiei.̂In cazul unui sistemxk şiα sunt vectori de dimensiune
adecvat̆a, iar convergenţa trebuieı̂nţeleas̆a ı̂n sensul convergenţei pe componente.

Deşi convergenţa unui proces iterativ este de dorit, pentru a putea fi practic̆a, este
necesar ceva mai mult decât convergenţa. Ceea ce se doreşte este o convergenţă rapid̆a.
Conceptul de baz̆a pentru m̆asurarea vitezei de convergenţă este ordinul de convergenţă.

Definiţia 6.2.1 Spunem c̆a xn convergecătreα (cel puţin)liniar dac̆a

|xn − α| ≤ en (6.2.2)
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unde{en} este un şir pozitiv ce satisface

lim
n→∞

en+1

en

= c, 0 < c < 1. (6.2.3)

Dacă (6.2.2) şi (6.2.3) au loc cu egalitateı̂n (6.2.2) atuncic se numeşteeroare asimpto-
tică .

În aceast̆a definiţie, expresia ,,cel puţin“ se leagă de faptul c̆a avem doar inegalitate
ı̂n (6.2.2), ceea ce dorim̂ın practic̆a. De fapt, strict vorbind, margineaen converge liniar,
ı̂nsemn̂and c̆a ı̂n cele din urm̆a (pentrun suficient de mare) fiecare din aceste margini
ale erorii este aproximativ o fracţie constantă din precedenta.

Definiţia 6.2.2 Se spune c̆a xn convergecătre α (cel puţin) cuordinul p ≥ 1 dac̆a
(6.2.2) are loc cu

lim
n→∞

en+1

ep
n

= c, c > 0 (6.2.4)

Astfel convergenţa de ordinul 1 coincide cu convergenţa liniară, ı̂n timp ce
convergenţa de ordinulp > 1 este mai rapid̆a. De notat c̆a ı̂n acest ultim caz nu se
pune nici o restricţie asupra constanteic: odat̆a ceen este suficient de mic, exponentulp
va avea grij̆a de convergenţă. Şiı̂n acest caz, dacă avem egalitatêın (6.2.2),c se numeşte
eroare asimptotic̆a.

Aceleaşi definiţii se aplic̆a şi şirurilor vectoriale, cu modululı̂nlocuit cu orice norm̆a
vectorial̆a.

Clasificarea convergenţeiı̂n raport cu ordinul este destul de rudimentară, deoarece
sunt tipuri de convergenţă la care definiţiile (6.2.1) şi (6.2.2) nu se aplică. Astfel, un
şir {en} poate converge către zero maîıncet deĉat liniar, de exemplu dacă c = 1 ı̂n
(6.2.3). Acest tip de convergenţă se numeşte subliniară. La fel,c = 0 ı̂n (6.2.3) conduce
la convergenţ̆a superliniar̆a, dac̆a (6.2.4) nu are loc pentru nici unp > 1.

Este instructiv s̆a examin̆am comportarea luien, dac̆a ı̂n loc de relaţia la limit̆a avem
egalitate pentru un anumitn, s̆a zicem

en+1

ep
n

= c, n = n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . (6.2.5)

Pentrun0 suficient de mare, relaţia este aproape adevărat̆a. Printr-o simpl̆a inducţie
se obţine c̆a

en0+k = c
pk−1
p−1 epk

n0
, k = 0, 1, 2, . . . , (6.2.6)

care desigur are loc pentrup > 1, dar şi pentrup = 1 cândp ↓ 1:

en0+k = cken0 , k = 0, 1, 2, . . . , (p = 1) (6.2.7)
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Presupun̂and c̆aen0 este suficient de mare astfelı̂ncât aproximareaxn0 are un num̆ar
de zecimale corecte, scriemen0+k = 10−δken0. Atunci δk, ı̂n conformitate cu (6.2.2) re-
prezint̆a num̆arul suplimentar de cifre zecimale corecte din aproximaţia xn0+k (ı̂n con-
trast cuxn0). Logaritm̂and (6.2.6) şi (6.2.7) obţinem

δk =

{
k log 1

c
, dac̆a p = 1

pk
[

1−p−k

p−1
log 1

c
+ (1− p−k) log 1

en0

]
, dac̆a p > 1

deci ĉandk →∞
δk ∼ c1k (p = 1), δk ∼ cpp

k (p > 1), (6.2.8)

undec1 = log 1
c

> 0, dac̆ap = 1 şi

cp =
1

p− 1
log

1

c
+ log

1

en0

(presupunem c̆a n0 este suficient de mare şi decien0 suficient de mic, pentru a avea
cp > 0). Aceasta ne arată c̆a num̆arul de cifre zecimale corecte creşte liniar odată cu
k cândp = 1 şi exponenţial ĉandp > 1. În ultimul caz,δk+1/δk ∼ p, ı̂nsemn̂and c̆a
(pentruk mare) num̆arul de cifre zecimale corecte, creşte pe iteraţie, cu un factorp.

Dac̆a fiecare iteraţie necesită m unităţi de lucru (o ,,unitate de lucru” este efortul
necesar pentru a calcula o valoare a funcţiei sau a unei anumite derivate a sa), atunci
indicele de eficienţă al iteraţiei poate fi definit prin

lim
k→∞

[δk+1/δk]
1/m = p1/m.

Aceasta ne d̆a o baz̆a comun̆a de compararêıntre diversele metode iterative. Metodele
liniare au indicele de eficienţă 1.

Calculele practice necesită o regul̆a de oprire care să termine iteraţia atunci când
s-a obţinut (sau se crede că s-a obţinut) precizia dorită. Ideal, ne oprim atunci când
‖xn − α‖ < tol, tol dat. Deoareceα nu este cunoscut se obişnuieşte să seı̂nlocuiasc̆a
xn − α cuxn − xn−1 şi se impune cerinţa ca

‖xn − xn−1‖ ≤ tol (6.2.9)

unde
tol = ‖xn‖εr + εa (6.2.10)

cuεr, εa valori date ale erorii. Ca o m̆asur̆a de siguranţ̆a, am putea cere ca (6.2.9) să aib̆a
loc pentru mai multe valori consecutive ale luin, nu doar pentru una singură. Aleĝand
εr = 0 sauεa = 0 se obţine un test de eroare absolută sau relativ̆a. Este totuşi prudent să
utilizăm un test mixt, cum ar fi, să zicemεe = εa = ε. Atunci, dac̆a ‖xn‖ este mic sau
moderat de mare, se controlează efectiv eroarea absolută, ı̂n timp ce pentru‖xn‖ foarte
mare se controlează eroarea relativ̆a. Testele de mai sus se pot combina cu||f(x)|| ≤
ε. În algoritmii din acest capitol vom presupune că avem o funcţiecrit oprire care
implementeaz̆a testul de oprire.
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6.3. Metoda şirurilor Sturm

Exist̆a situaţii ı̂n care este de dorit să select̆am o r̆ad̆acin̆a particular̆a dintre mai
multe şi s̆a avem scheme iterative care converg către ea. Acesta este cazul, de exemplu,
pentru polinoame ortogonale, ale căror r̆ad̆acini sunt reale şi distincte. De asemenea am
putea dori s̆a facem o selecţie a unei anumite răd̆acini: cea mai mare, a doua ca mărime,
a treia ş.a.m.d. şi să o calcul̆am f̆ar̆a a mai calcula şi altele. Aceasta este posibil dacă
combin̆amı̂njumăt̆aţirea cu teorema lui Sturm1.

Să consider̆am ecuaţia
f(x) := πd(x) = 0, (6.3.1)

undeπd este un polinom de gradd, ortonormal̂ın raport cu o anumită măsur̆a. Ştim c̆a
πd este polinomul caracteristic al unei matrice simetrice tridiagonale şi poate fi calculat
recursiv printr-o relaţie de recurenţă de forma

π0(x) = 1, π1(x) = x− α0

πk+1(x) = (x− αk)πk(x)− βkπk−1(x), k = 1, 2, . . . , d− 1
(6.3.2)

cu βk pozitiv. Recurenţa (6.3.2) este utilă nu numai pentru calculul luiπd(x), dar şi
pentru c̆a are urm̆atoarea proprietate utilă, datorat̆a lui Sturm.

Propoziţia 6.3.1 Fie σ(x) num̆arul de schimb̆ari de semn (zerourile nu contează) ı̂n
secvenţa de numere

πd(x), πd−1(x), . . . , π1(x), π0(x). (6.3.3)

Atunci, pentru orice doŭa numerea, b cua < b, num̆arul de zerouri a luiπd pe intervalul
a < x ≤ b este egal cuσ(a)− σ(b).

Deoareceπk(x) = xk + . . . , este evident c̆a σ(−∞) = d, σ(+∞) = 0, astfelı̂ncât
numărul de r̆ad̆acini reale ale luiπd esteσ(−∞)−σ(∞) = d. Mai mult dac̆aξ1 > ξ2 >
· · · > ξd desemneaz̆a zerourile luiπd ı̂n ordine descrescătoare, avem comportarea luiσ
caı̂n figura 6.1.

1

Jaques Charles François Sturm (1803-1855), matematicianşi
fizician elveţian, cunoscut pentru teorema sa asupra şirurilor
Sturm, descoperită ı̂n 1829 şi pentru teoria sa asupra ecuaţiei
diferenţiale Sturm-Liouville. A avut contribuţii semnificative
şi ı̂n domeniul geometriei proiective şi diferenţiale.
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ξ
d

d d−1
∫∫

ξ
r

r r−1
∫∫

ξx

σ(x) ℓ

ℓ

ℓ− 1

Figura 6.1: Ilustrarea metodei lui Sturm

Este uşor de v̆azut c̆a:

σ(x) ≤ r − 1⇐⇒ x ≥ ξr. (6.3.4)

Într-adev̆ar, presupunem că x ≥ ξr. Atunci {# zerouri ≤ x} ≥ d + 1 − r. Deci
conform teoremei lui Sturm,σ(−∞)−σ(x) = d−σ(x) = {# zerouri ≤ x} ≤ d1− r,
adic̆a σ(x) ≤ r − 1. Reciproc, dac̆a σ(x) ≤ r − 1, atunci, din teorema lui Sturm,
{# zerouri ≤ x} = d− σ(x) ≥ d + 1− r, ceea ce implic̆ax ≥ ξr (vezi figura 6.1).

Ideea de baz̆a este de a controla procesul deı̂njumăt̆aţire nu ca mai sus, ci mai de-
grab̆a verifiĉand inegalitatea (6.3.4) pentru a vedea dacă suntem̂ın st̂anga saûın dreapta
lui ξr. Pentru a iniţializa procedura, avem nevoie de valorilea1 = a, b1 = b astfelı̂ncât
a < ξd şi b > ξ1. Acestea se obţin trivial ca şi capete ale intervalului deortogonalitate al
lui πd, dac̆a acesta este finit. Mai general putem aplica teorema lui Gershgorin matricei
lui JacobiJd asociate polinomului (6.3.2)

Jn =




α0

√
β1 0√

β1 α1

√
β2√

β2 α2
.. .

.. . .. .
√

βn−1

0
√

βn−1 αn−1




ţinând cont c̆a zerourile luiπd sunt valori proprii ale luiJd.
Teorema lui Gershgorin afirm̆a c̆a valorile proprii ale matriceiA = [aij] de ordind

sunt localizatêın reuniunea discurilor
{

z ∈ C : |z − aii| ≤ ri, ri =
∑

j 6=i

|aij|
}

, i = 1, d.

În acest mod,a poate fi ales ca fiind cel mai mic şib cel mai mare dintre celed
numereα0 +

√
β1, α1 +

√
β1 +

√
β2, . . . , αd−2 +

√
βd−2 +

√
βd−1, αd−1 +

√
βd−1.

Metoda şirurilor lui Sturm continŭa dup̆a cum urmeaz̆a, pentru oricer cu 1 ≤ r ≤
d:

for n := 1, 2, 3, . . . do
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xn := 1
2
(an + bn);

if σ(xn) > r − 1 then
an+1 := xn; bn+1 := bn;

else
an+1 := an; bn+1 = xn;

end if
end for

Deoarece iniţialσ(a) = d > r − 1, σ(b) = 0 ≤ r − 1, rezult̆a din construcţie c̆a

σ(an) > r − 1, σ(bn) ≤ r − 1, n = 1, 2, 3, . . .

ı̂nsemn̂and c̆a ξr ∈ [an, bn], pentru oricen = 1, 2, 3, . . . . Mai mult, deoarecêın metoda

ı̂njumăt̆aţirii, bn − an =
b− a

2n−1
, metoda converge cel puţin liniar către r̆ad̆acinaξr.

6.4. Metoda falsei poziţii

Caı̂n metodâınjumăt̆aţirii, presupunem c̆a avem doŭa numerea < b astfelı̂ncât

f ∈ C[a, b], f(a)f(b) < 0 (6.4.1)

şi gener̆am un şir descendent de intervale[an, bn], n = 1, 2, 3, . . . cu a1 = a, b1 = b
astfelı̂ncâtf(an)f(bn) < 0. Spre deosebire de metodaı̂njumăt̆aţirii, pentru a determina
următorul interval nu lŭam mijlocul lui [an, bn], ci soluţiax = xn a ecuaţiei liniare

(L1f)(x; an, bn) = 0.

Aceasta pare să fie o alegere mai flexibilă deĉat ı̂n metodâınjumăt̆aţirii deoarecexn va
fi mai apropiat de cap̆atul de care|f | este mai mic.

Procedura decurge după cum urmeaz̆a:

for n := 1, 2, . . . do

xn := an −
an − bn

f(an)− f(bn)
f(an);

if f(an)f(xn) > 0 then
an+1 := xn; bn+1 := bn;

else
an+1 := an; bn+1 := xn;

end if
end for

Iteraţia se poate termina cândmin(xn−an, bn−xn) ≤ tol, undetol este o valoare dată.
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Convergenţa se analizează mai uşor dac̆a presupunem căf este convex̆a sau concav̆a
pe [a, b]. Dac̆af este convex̆a, avem

f ′′(x) > 0, x ∈ [a, b], f(a) < 0, f(b) > 0. (6.4.2)

Şirul

xn+1 = xn −
xn − b

f(xn)− f(b)
f(xn), n ∈ N∗, x1 = a (6.4.3)

este monoton crescător şi m̆arginit superior deα, deci convergent c̆atre o limit̆a x, iar
f(x) = 0 (vezi figura 6.2).

a b

x
n−1

x
n

α

Figura 6.2: Metoda falsei poziţii

Viteza de convergenţă se determin̆a sc̆aẑandα din ambii membri ai lui (6.4.3) şi
utilizând faptul c̆af(α) = 0:

xn+1 − α = xn − α− xn − b

f(xn)− f(b)
[f(xn)− f(α)].

Împărţind cuxn − α avem

xn+1 − α

xn − α
= 1− xn − b

f(xn)− f(b)

f(xn)− f(α)

xn − α
.

Făĉandn→∞ şi utilizând faptul c̆axn → α, obţinem

lim
n→∞

xn+1 − α

xn − α
= 1− (b− α)

f ′(α)

f(b)
. (6.4.4)
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Deci metoda converge liniar, cu eroarea asimptotică

c = 1− (b− a)
f ′(α)

f(b)
.

Datorit̆a ipotezei convexit̆aţii avemc ∈ (0, 1). Analog se face demonstraţiaı̂n cazul
cândf este concav̆a. Dac̆af nu este nici convex̆a nici concav̆a pe[a, b], ci f ∈ C2[a, b]
şi f ′′(α) 6= 0, f ′′ are semn constant pe o vecinătate a luiα şi pentru unn suficient de
marexn ajungêın acea vecin̆atate şi se poate proceda ca mai sus.

Dezavantaje. (i) Convergenţa lentă; (ii) Faptul c̆a unul din capete poate rămâne
fix. Dac̆a f este turtit̆a ı̂n vecin̆atatea r̆ad̆acinii şi a este apropiat deα şi b dep̆artat
convergenţa poate fi foarte lentă.

6.5. Metoda secantei

Este o variant̆a a metodei falsei poziţii,̂ın care nu se mai cere caf să aib̆a valori de
semne contrare, nici m̆acar la capetele intervalului iniţial.

Se aleg doŭa valori arbitrare de pornirex0, x1 şi se continŭa cu

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn), n ∈ N∗. (6.5.1)

Aceasta prêıntâmpin̆a apariţia unei false poziţii şi sugerează o convergenţă mai ra-
pidă. Din p̆acate, nu mai are loc convergenţa ,,globală“ pe [a, b] ci doar convergenţa
,,local̆a“, adic̆a numai dac̆ax0 şi x1 sunt suficient de apropiate de răd̆acin̆a.

Vom aveâın continuare nevoie de o relaţieı̂ntre trei erori consecutive

xn+1 − α = xn − α− f(xn)

f [xn−1, xn]
= (xn − α)

(
1− f(xn)− f(α)

(xn − α)f [xn−1, xn]

)

= (xn − α)

(
1− f [xn, α]

f [xn−1, xn]

)
= (xn − α)

f [xn−1, xn]− f [xn, α]

f [xn−1, xn]

= (xn − α)(xn−1 − α)
f [xn, xn−1, α]

f [xn−1, xn]
.

Deci

(xn+1 − α) = (xn − α)(xn−1 − α)
f [xn, xn−1, α]

f [xn−1, xn]
, n ∈ N∗ (6.5.2)

Din (6.5.2) rezult̆a imediat c̆a dac̆a α este o r̆ad̆acin̆a simpl̆a (f(α) = 0, f ′(α) 6= 0)
şi xn → α şi dac̆a f ∈ C2 pe o vecin̆atate a luiα, convergenţa este superliniară. Ĉat
este ordinul de convergenţă?
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Înlocuim raportul diferenţelor divizate din (6.5.2) cu o constant̆a, ceea ce este
aproape adev̆arat ĉandn este mare. Punândck = |xk − α|, avem

en+1 = enen−1C, C > 0

Înmulţind ambii membri cuC şi pun̂andEn = Cen obţinem

En+1 = EnEn−1, En → 0.

Logaritmând şi pun̂andyn = 1
En

obţinem

yn+1 = yn + yn−1, (6.5.3)

care este recurenţa pentru şirul lui Fibonacci. Soluţiaeste

y1 = c1t
n
1 + c2t

n
2 ,

c1, c2 constante şi

t1 =
1

2
(1 +

√
5), t2 =

1

2
(1−

√
5).

Deoareceyn → ∞, avemc1 6= 0 şi yn ∼ c1t
n
1 , căci |t2| < 1. Revenind la substituţie

1
En
∼ ec1tn1 , 1

en
∼ Cec1tn1 şi deci

en+1

et1
n

∼ Ct1ec1tn1 t1

Cec1tn+1
1

= Ct1−1, n→∞.

Ordinul de convergenţă estet1 =
1 +
√

5

2
≈ 1.61803 . . . (secţiunea de aur).

Teorema 6.5.1Fie α un zero simplu al luif şi fie Iε = {x ∈ R : |x − α| < ε} şi
presupunem c̆a f ∈ C2[Iε]. Definim pentruε suficient de mic

M(ε) = max
s∈Iε
t∈Iε

∣∣∣∣
f ′′(s)

2f ′(t)

∣∣∣∣ . (6.5.4)

Presupunem c̆a
εM(ε) < 1 (6.5.5)

Atunci metoda secantei converge către rădăcina unic̆a α ∈ Iε pentru orice valori de
pornirex0 6= x1 cux0 ∈ Iε, x1 ∈ Iε.

Observaţia 6.5.2.Se observ̆a c̆a lim
ε→0

M(ε) =

∣∣∣∣
f ′′(α)

2f ′(α)

∣∣∣∣ < ∞, deci (6.5.5) poate fi

satisf̆acut̆a pentruε suficient de mic. Natura locală a convergenţei este cuantificată prin
cerinţa cax0, x1 ∈ Iε. ♦
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Demonstraţie.Se observ̆a c̆a α este singurul zero al luif ı̂n Iε. Aceasta rezultă din
formula lui Taylor pentrux = α:

f(x) = f(α) + (x− α)f ′(α) +
(x− α)2

2
f ′′(ξ)

undef(α) = 0 şi ξ ∈ (x, α) (sau(α, x)). Astfel dac̆ax ∈ Iε, atunci şiξ ∈ Iε şi avem

f(x) = (x− α)f ′(α)

[
1 +

x− α

2

f ′′(ξ)

f ′(α)

]

Aici, dac̆ax 6= α, toţi trei factorii sunt diferiţi de 0, c̆aci

∣∣∣∣
x− α

2

f ′′(ξ)

f ′(α)

∣∣∣∣ ≤ εM(ε) < 1.

Deci f se poate anula peIε numaiı̂n x = α. Să ar̆at̆am c̆a xn ∈ Iε pentru oricen, ı̂n
afar̆a de cazul ĉandf(xn) = 0, ı̂n carexn = α şi metoda convergêıntr-un num̆ar finit de
paşi. Vom demonstra aceasta prin inducţie: presupunem căxn−1, xn ∈ Iε şi xn 6= xn−1.
Acest lucru este adevărat pentrun = 1 din ipotez̆a. Deoarecef ∈ C2[Iε]

f [xn−1, xn] = f ′(ξ1), f [xn−1, xn, α] =
1

2
f ′′(ξ2), ξi ∈ Iε, i = 1, 2,

din (6.5.2) rezult̆a

|xn+1 − α| ≤ ε2

∣∣∣∣
f ′′(ξn)

2f ′(ξ1)

∣∣∣∣ ≤ εεM(ε) < ε,

adic̆axn+1 ∈ Iε. Mai mult, din relaţiâıntre trei erori consecutive, (6.5.2), rezultăxn+1 6=
xn ı̂n afar̆a de cazul ĉandf(xn) = 0 (şi atuncixn = α). Utilizând (6.5.2) avem

|xn+1 − α| ≤ |xn − α|εM(ε)

care aplicat̆a repetat ne d̆a

|xn+1 − α| ≤ |xn − α|εM(ε) ≤ · · · ≤ [εM(ε)]n−1|x1 − α|.

CumεM(ε) < 1, rezult̆a c̆a metoda este convergentă şixn → α cândn→∞. �

Deoarece este nevoie de o singură evaluare a luif pe pas, indicele de eficienţă este
p = 1+

√
5

2
≈ 1.61803 . . . . Pseudocodul metodei este datı̂n algoritmul 6.1.
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Algoritmul 6.1 Metoda secantei pentru ecuaţii neliniareı̂n R

Intrare: Funcţiaf , valorile de pornirex0 şi x1, numarul maxim de iteraţii,Nmax,
informaţii de toleranţ̆a tol

Ieşire: O aproximaţie a r̆ad̆acinii sau un mesaj de eroare
1: xc := x1; xv = x0;
2: fc := f(x1); fv := f(x0);
3: for k := 1 to Nmax do
4: xn := xc− fc ∗ (xc− xv)/(fc− fv);
5: if crit oprire(tol) then
6: return xn;{Succes}
7: end if
8: xv := xc; fv := fc; xc := xn; fc = f(xn);
9: end for

10: error(”S-a dep̆aşit num̆arul de iteraţii”).

6.6. Metoda lui Newton

Poate fi privit̆a ca un caz la limit̆a al metodei secantei, cândxn−1 → xn. Obţinem
iteraţia

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(6.6.1)

O alt̆a interpretare mult mai fructuoasă este liniarizarea ecuaţieif(x) = 0 ı̂nx = xn:

f(x) ≈ f(xn) + (x− xn)f ′(xn) = 0.

Privită ı̂n acest mod metoda lui Newton se poate generaliza la ecuaţii neliniare de toate
tipurile (sisteme neliniare, ecuaţii funcţionale, cazı̂n caref ′ trebuiêınţeleas̆a ca derivat̆a
Fréchet), iar iteraţia este

xn+1 = xn − [f ′(xn)]−1f(xn) (6.6.2)

Studiul eroriiı̂n metoda lui Newton este la fel ca cel al eroriiı̂n metoda secantei.

xn+1 − α = xn − α− f(xn)

f ′(xn)

= (xn − α)

[
1− f(xn)− f(α)

(xn − α)f ′(xn)

]

= (xn − α)

(
1− f [xn, α]

f [xn, xn]

)
= (xn − α)2f [xn, xn, α]

f [xn, xn]

(6.6.3)

De aceea, dacăxn → α, atunci

lim
n→∞

xn+1 − α

(xn − α)2
=

f ′′(α)

2f ′(α)
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şi ordinul de convergenţă al metodei lui Newton este 2 dacă f ′′(α) 6= 0. Referitor la
convergenţa locală a metodei lui Newton avem

Teorema 6.6.1Fieα o rădăcină simpl̆a a ecuaţieif(x) = 0 şi Iε = {x ∈ R : |x−α| ≤
ε}. Presupunem c̆a f ∈ C2[Iε]. Definim

M(ε) = max
s∈Iε
t∈Iε

∣∣∣∣
f ′′(s)

2f ′(t)

∣∣∣∣ (6.6.4)

Dacă ε este suficient de mic astfelı̂ncât

2εM(ε) < 1, (6.6.5)

atunci pentru oricex0 ∈ Iε, metoda lui Newton este bine definită şi converge p̆atratic
către singura r̆adăcină α ∈ Iε.

Criteriul de oprire pentru metoda lui Newton

|xn − xn−1| < ε

se bazeaz̆a pe urm̆atoarea propoziţie:

Propoziţia 6.6.2 Fie (xn) şirul de aproximante generat prin metoda lui Newton. Dacă
α este o r̆adăcină simpl̆a din [a, b], f ∈ C2[a, b] şi metoda este convergentă, atunci
exist̆a unn0 ∈ N astfelı̂ncât

|xn − α| ≤ |xn − xn−1|, n > n0.

Demonstraţie.Vom ar̆ataı̂ntâi că

|xn − α| ≤ 1

m1

|f(xn)|, m1 ≤ inf
x∈[a,b]

|f ′(x)|. (6.6.6)

Utiliz ând teorema lui Lagrange,f(α) − f(xn) = f ′(ξ)(α − xn), cu ξ ∈ (α, xn) (sau
(xn, α)). Din relaţiilef(α) = 0 şi |f ′(x)| ≥ m1 pentrux ∈ (a, b) rezult̆a c̆a |f(xn)| ≥
m1|α− xn|, adic̆a chiar (6.6.6).

Pe baza formulei lui Taylor avem

f(xn) = f(xn−1) + (xn − xn−1)f
′(xn−1) +

1

2
(xn − xn−1)

2f ′′(µ), (6.6.7)

cu µ ∈ (xn−1, xn) sauµ ∈ (xn, xn−1). Ţinând cont de modul de obţinere a unei
aproximaţii de metoda lui Newton, avemf(xn−1) + (xn − xn−1)f

′(xn−1) = 0 şi din
(6.6.7) se obţine

|f(xn)| = 1

2
(xn − xn−1)

2|f ′′(µ)| ≤ 1

2
(xn − xn−1)

2‖f ′′‖∞,
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iar pe baza formulei (6.6.6) rezultă c̆a

|α− xn| ≤
‖f ′′‖∞
2m1

(xn − xn−1)
2.

Cum am presupus că metoda este convergentă, exist̆a unn0 natural cu proprietatea că

‖f ′′‖∞
2m1

(xn − xn−1) < 1, n > n0

şi deci
|xn − α| ≤ |xn − xn−1|, n > n0.

�

Interpretarea geometrică a metodei lui Newton aparêın figura 6.3, iar descrierea
metodeîın algoritmul 6.2.

x
n−1x

n

α

Figura 6.3: Metoda lui Newton

Alegerea valorii de pornire este,ı̂n general, o problem̆a dificilă. În practic̆a, se alege
o valoare, iar dac̆a dup̆a un num̆ar maxim fixat de iteraţii nu s-a obţinut precizia dorită,
testat̆a prin unul din criteriile uzuale, sêıncearc̆a cu alt̆a valoare de pornire. De exemplu,
dac̆a r̆ad̆acina este izolată ı̂ntr-un interval[a, b] şi f ′′(x) 6= 0, x ∈ (a, b), un criteriu de
alegere estef(x0)f

′′(x0) > 0.
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Algoritmul 6.2 Metoda lui Newton pentru ecuaţii neliniareı̂n R

Intrare: Funcţiaf , derivataf ′, valoarea de pornirex0, numarul maxim de iteraţii,
Nmax, informaţii de toleranţ̆a tol

Ieşire: O aproximaţie a r̆ad̆acinii sau un mesaj de eroare
1: for k := 0 to Nmax do
2: xk+1 := xk − f(xk)

f ′(xk)
;

3: if crit oprire(tol) then
4: return xk+1;{Succes}
5: end if
6: end for
7: error(”S-a dep̆aşit num̆arul de iteraţii”).

6.7. Metoda aproximaţiilor succesive

Adesea,̂ın aplicaţii, ecuaţiile neliniare apar sub forma uneiprobleme de punct fix:
să se determinex astfelı̂ncât

x = ϕ(x). (6.7.1)

Un num̆arα ce satisface această ecuaţie se numeşte punct fix al luiϕ. Orice ecuaţie
f(x) = 0 se poate scrie (ı̂n multe moduri diferite)̂ın forma echivalent̆a (6.7.1). De
exemplu, dac̆af ′(x) 6= 0 ı̂n intervalul de interes, putem lua

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
. (6.7.2)

Dac̆a x0 este o aproximaţie iniţială a unui punct fixα a lui (6.7.1) atunci metoda
aproximaţiilor succesive generează un şir de aproximaţii

xn+1 = ϕ(xn). (6.7.3)

Dac̆a acest şir converge şiϕ este continŭa, atunci şirul converge către un punct fix a lui
ϕ. De notat c̆a (6.7.3) este chiar metoda lui Newton dacă ϕ este dat̆a de (6.7.2). Astfel
metoda lui Newton poate fi privită ca o iteraţie de tip punct fix, dar nu şi metoda secantei.
Pentru o iteraţie de forma (6.7.3), presupunând c̆a xn → α cândn → ∞, ordinul de
convergenţ̆a este uşor de determinat. Să presupunem că ı̂n punctul fixα avem

ϕ′(α) = ϕ′′(α) = · · · = ϕ(p−1)(α) = 0, ϕp(α) 6= 0 (6.7.4)

Presupunem c̆a ϕ ∈ Cp pe o vecin̆atate a luiα. Avem atunci, conform teoremei lui
Taylor

ϕ(xn) = ϕ(α) + (xn − α)ϕ′(α) + · · ·+ (xn − α)p−1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(α)

+
(xn − α)p

p!
ϕ(p)(ξn) = ϕ(α) +

(xn − α)p

p!
ϕ(p)(ξn),
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undeξn ∈ (α, xn) (sau(xn, α)). Deoareceϕ(xn) = xn+1 şi ϕ(α) = α obţinem

xn+1 − α

(xn − α)p
=

1

p!
ϕ(p)(ξn).

Cândxn → α, deoareceξn estêıntrexn şi α, deducem pe baza continuităţii că

lim
n→∞

xn+1 − α

(xn − α)p
=

1

p!
ϕ(p)(α) 6= 0. (6.7.5)

Aceasta ne arată c̆a ordinul de convergenţă este exactp şi eroarea asimptotică este

c =
1

p!
ϕ(p)(α). (6.7.6)

Combin̂and aceasta cu condiţia uzuală de convergenţă local̆a se obţine:

Teorema 6.7.1Fie α un punct fix al luiϕ şi Iε = {x ∈ R : |x− α| ≤ ε}. Presupunem
că ϕ ∈ Cp[Iε] şi satisface (6.7.4). Dacă

M(ε) := max
t∈Iε

|ϕ′(t)| < 1 (6.7.7)

atunci iteraţia (6.7.3) converge către α, ∀ x0 ∈ Iε. Ordinul de convergenţă estep, iar
eroarea asimptotic̆a este dat̆a de (6.7.6).

6.8. Metoda lui Newton pentru rădăcini multiple

Dac̆a α este o r̆ad̆acin̆a multipl̆a de ordinulm, atunci ordinul de convergenţă a me-
todei lui Newton este doar 1.Într-adev̆ar, fie

ϕ(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Deoarece

ϕ′(x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2

procesul va fi convergent dacăϕ′(α) = 1− 1/m < 1.
O modalitate de a evita aceasta este să rezolv̆am ecuaţia

u(x) :=
f(x)

f ′(x)
= 0

care are aceleaşi răd̆acini ca şif , dar simple. Metoda lui Newton pentru problema mo-
dificat̆a are forma

xk+1 = xk −
u(xk)

u′(xk)
=

f(xk)f
′(xk)

[f ′(xk)]2 − f(xk)f ′′(xk)
. (6.8.1)
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Deoareceα este o r̆ad̆acin̆a simpl̆a a luiu, convergenţa lui (6.8.1) este pătratic̆a. Singurul
dezavantaj teoretic al lui (6.8.1) este derivata a doua necesar̆a suplimentar şi complexita-
tea mai mare a calculului luixk+1 din xk. În practic̆a aceasta este o slăbiciune, deoarece
numitorul lui (6.8.1) poate lua valori foarte miciı̂n vecin̆atatea luiα cândxk → α.

Convergenţa p̆atratic̆a a metodei lui Newton se poate realiza nu numai prin modifi-
carea problemei ci şi prin modificarea metodei.În vecin̆atatea unei soluţii multiple de
ordinulm, α, avem

f(x) = (x− α)mϕ(x) ≈ (x− α)m · c, (6.8.2)

de unde rezult̆a
f(x)

f ′(x)
≈ x− α

m
⇒ α ≈ x−m

f(x)

f ′(x)
.

Metoda modificat̆a corespunz̆atoare

xk+1 := xk −m
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, 2, . . . (6.8.3)

converge p̆atratic c̆atre r̆ad̆acina multipl̆a de ordinulm când sêıntrebuinţeaz̆a o valoare
corect̆a a lui m ı̂n (6.8.3). Eficienţa variantei (6.8.3) a metodei lui Newton depinde
de utilizarea unei valori de aproximare bune pentrum, dac̆a aceast̆a valoare nu este
cunoscut̆a din alte surse.

În ipoteza
|xk − α| < |xk−1 − α| ∧ |xk − α| < |xk−2 − α|

putemı̂nlocui ı̂n (6.8.2)α prin xk

f(xk−1) ≈ (xk−1 − xk)
m · c

f(xk−2) ≈ (xk−2 − xk)
m · c.

În continuare se obţinem:

m ≈ log [f(xk−1)/f(xk−2)]

log [(xk−1 − xk)/(xk−2 − xk)]
.

Aceast̆a valoare poate fi utilizată ı̂n (6.8.3).

6.9. Ecuaţii algebrice

Exist̆a multe metode special concepute pentru a rezolva ecuaţii algebrice. Aici vom
descrie numai metoda lui Newton aplicată ı̂n acest context, concentrându-ne asupra unui
mod eficient de a evalua simultan valoarea polinomului şi a primei derivate.
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Metoda lui Newton aplicată ecuaţiilor algebrice.Consider̆am o ecuaţie algebrică
de gradd

f(x) = 0, f(x) = xd + ad−1x
d−1 + · · ·+ a0, (6.9.1)

ı̂n care coeficientul dominant se presupune (făr̆a a restr̂ange generalitatea) a fi egal cu
1 şi unde putem presupune, făr̆a a restr̂ange generalitatea că a0 6= 0. Pentru simplitate
vom presupune c̆a toţi coeficienţii sunt reali. Pentru a aplica metoda lui Newton ecuaţiei
(6.9.1) este nevoie de a metodă bun̆a de evaluare a polinomului şi derivatei.

Schema lui Horner este bună pentru aşa ceva:

bd := 1; cd := 1;
for k = d− 1 downto 1 do

bk := tbk+1 + ak;
ck := tck+1 + bk;

end for
b0 := tb1 + a0;

Atunci f(t) = b0, f ′(t) = c1.
Deci proced̆am astfel:
Se aplic̆a metoda lui Newton, calculând simultanf(xn) şi f ′(xn)

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Se aplic̆a apoi metoda lui Newton polinomului
f(x)

x− α
. Pentru r̆ad̆acini complexe se

ı̂ncepe cux0 complex şi toate calculele se facı̂n aritmetic̆a complex̆a. Este posibil s̆a
se ı̂mpart̆a cu factori p̆atratici şi s̆a se folosească aritmetica reală – se ajunge astfel la
metoda lui Bairstow. Folosind metoda aceasta de scădere a gradului erorile pot fi mari.
O modalitate dêımbun̆at̆aţire este de a utiliza răd̆acinile astfel calculate ca aproximaţii
iniţiale şi a aplica metoda lui Newton polinomului original.

6.10. Metoda lui Newtonı̂n Rn

Metoda lui Newton este uşor de generalizat la sisteme neliniare

F (x) = 0, (6.10.1)

undeF : Ω ⊂ Rn → Rn, iar x, F (x) ∈ Rn. Sistemul (6.10.1) se scrie pe componente




F1(x1, . . . , xn) = 0
...
Fn(x1, . . . , xn) = 0
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FieF ′(x(k)) jacobianul luiF ı̂n x(k):

J := F ′(x(k)) =




∂F1

∂x1
(x(k)) . . . ∂F1

∂xn
(x(k))

...
. ..

...
∂Fn

∂x1
(x(k)) . . . ∂Fn

∂xn
(x(k))


 . (6.10.2)

Cantitatea1/f ′(x) seı̂nlocuieştêın acest caz cu inversa jacobianuluiı̂n x(k):

x(k+1) = x(k) − [F ′(x(k))]−1F (x(k)). (6.10.3)

Scriem iteraţia sub forma
x(k+1) = x(k) + w(k). (6.10.4)

Se observ̆a c̆awk este soluţia sistemului den ecuaţii liniare cun necunoscute

F ′(x(k))w(k) = −F (x(k)). (6.10.5)

Este mai eficient şi mai convenabil ca,ı̂n loc s̆a invers̆am jacobianul la fiecare pas, să
rezolv̆am sistemul (6.10.5) şi să folosim iteraţiâın forma (6.10.4).

Teorema 6.10.1Fie α o soluţie a ecuaţieiF (x) = 0 şi presupunem c̆a ı̂n bila ı̂nchis̆a
B(δ) ≡ {x : ‖x−α‖ ≤ δ}, exist̆a matricea Jacobi a luiF : Rn → Rn, este nesingulară
şi satisface condiţia Lipschitz

‖F ′(x)− F ′(y)‖∞ ≤ c‖x− y‖∞, ∀ x, y ∈ B(δ), c > 0.

Punemγ = c max {‖[F ′(x)]−1‖∞ : ‖α− x‖∞ ≤ δ} şi 0 < ε < min{δ, γ−1}. Atunci
pentru orice aproximaţie iniţial̆a x(0) ∈ B(ε) := {x : ‖x − α‖∞ ≤ ε} metoda lui
Newton este convergentă, iar vectoriie(k) := α− x(k) satisfac urm̆atoarele inegalit̆aţi:

(a) ‖e(k+1)‖∞ ≤ γ‖e(k)‖2∞
(b) ‖e(k)‖∞ ≤ γ−1(γ‖e(0)‖∞)2k

.

Demonstraţie.Dac̆a F ′ este continŭa pe segmentul ce uneşte punctelex, y ∈ Rn, con-
form teoremei lui Lagrange

F (x)− F (y) = Jk(x− y),

unde

Jk =




∂F1

∂x1
(ξ1) . . . ∂F1

∂xn
(ξ1)

...
. ..

...
∂Fn

∂x1
(ξn) . . . ∂Fn

∂xn
(ξn)


⇒
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e(k+1) = e(k) − [F ′(x(k))]−1(F (α)− F (x(k))) = e(k) − [F ′(x(k))]−1Jke
(k)

= [F ′(x(k))]
−1(F ′(x(k))− Jk)e

(k)

şi de aici rezult̆a imediat (a). Din condiţia Lipschitz

‖F ′(x(k))− Jk‖∞ ≤ c max
j=1,n

‖x(k) − ξ(j)‖ ≤ c‖x(k) − α‖

Deci, dac̆a ‖α − x(k)‖∞ ≤ ε, atunci‖α − x(k+1)‖∞ ≤ (γε)ε ≤ ε. Deoarece (a) este
adev̆arat̆a pentru oricek, se obţine (b) imediat.�

Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuaţii neliniare estedescris̆a ı̂n algoritmul
6.3.

Algoritmul 6.3 Metoda lui Newton pentru sisteme de ecuaţii neliniare

Intrare: FuncţiaF , derivata FŕechetF ′, vectorul de pornirex(0), numarul maxim de
iteraţii, Nmax, informaţii de toleranţ̆a tol

Ieşire: O aproximaţie a r̆ad̆acinii sau un mesaj de eroare
1: for k := 0 to Nmax do
2: Calculeaz̆a matricea jacobianJ = F ′(x(k));
3: Rezolv̆a sistemulJw = −F (x(k));
4: x(k+1) := x(k) + w;
5: if crit oprire(tol) then
6: return x(k+1);{Succes}
7: end if
8: end for
9: error(”S-a dep̆aşit num̆arul de iteraţii”).

6.11. Metode quasi-Newton

O sl̆abiciune semnificativ̆a a metodei lui Newton pentru rezolvarea sistemelor de
ecuaţii neliniare este necesitatea ca la fiecare pas să calcul̆am matricea jacobiană şi s̆a
rezolv̆am un sistemn × n cu aceast̆a matrice. Pentru a ilustra dimensiunile unei astfel
de slabiciuni, s̆a evalŭam volumul de calcule asociat cu o iteraţie a metodei lui Newton.
Matricea jacobian̆a asociat̆a unui sistem den ecuaţii neliniare scriŝın formaF (x) = 0
necesit̆a evaluarea celorn2 derivate parţiale ale celorn funcţii componente ale luiF . În
cele mai multe situaţii, evaluarea exactă a derivatelor parţiale este neconvenabilă şi de
multe ori imposibil̆a. Efortul total pentru o iteraţie a metodei lui Newton va fi de cel puţin
n2 +n evalŭari de funcţii scalare (n2 pentru evaluarea jacobianului şin pentru evaluarea
lui F ) şi O(n3) operaţii aritmetice pentru a rezolva sistemul liniar. Acest volum de
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calcule este prohibitiv, exceptând valori mici ale luin şi funcţii scalare uşor de evaluat.
Este firesc ca atenţia să fie ı̂ndreptat̆a spre reducerea numărului de evalŭari şi evitarea
rezolv̆arii unui sistem liniar la fiecare pas.

La metoda secantei aproximaţia următoarex(k+1) se obţine ca soluţie a ecuaţiei li-
niare

l̄k = f(x(k)) + (x− x(k))
f(x(k) + hk)− f(x(k))

hk

= 0.

Aici funcţia l̄k poate fi interpretată ı̂n doŭa moduri:

1. ca aproximare a ecuaţiei tangentei

lk(x) = f(x(k)) + (x− x(k))f ′(x(k));

2. ca interpolare liniar̆a ı̂ntre punctelex(k) şi x(k+1).

Se pot obţine diverse generalizări ale metodei secantei la sisteme de ecuaţii neliniareı̂n
funcţie de modul̂ın care se interpretează l̄k. Prima interpretare conduce la metode de tip
Newton discretizate, iar a doua la metode bazate pe interpolare.

Metodele de tip Newton discretizate se obţin dacă ı̂n metoda lui Newton (6.10.3)
F ′(x) seı̂nlocuieşte cu cu o aproximare discretăA(x, h). Derivatele parţiale din matri-
cea jacobian̆a (6.10.2) se vor̂ınlocui prin diferenţele divizate

A(x, h)ei := [F (x + hiei)− F (x)]/hi, i = 1, n, (6.11.1)

undeei ∈ Rn este ali-lea vector al bazei canonice şihi = hi(x) este m̆arimea pasului
de discretizare. O alegere posibilă a pasului este de exemplu

hi :=

{
ε|xi|, dac̆axi 6= 0;
ε, altfel,

cu ε :=
√

eps, undeeps este epsilon-ul maşinii.

6.11.1. Interpolare liniară

La interpolare fiecare dintre planele tangente seı̂nlocuieşte cu un (hiper)plan care
interpoleaz̆a funcţiile componenteFi ale luiF ı̂n n + 1 puncte datexk,j, j = 0, n, ı̂ntr-o
vecin̆atate a luix(k), adic̆a se determin̆a vectoriia(i) şi scalariiαi, astfelı̂ncât pentru

Li(x) = αi + a(i)T x, i = 1, n (6.11.2)

are loc
Li(x

k,j) = Fi(x
k,j), i = 1, n, j = 0, n.
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Următoarea aproximaţiex(k+1) se obţine ca punct de intersecţieı̂ntre celen hiperplane
(6.11.2) dinRn+1 cu hiperplanuly = 0. x(k+1) rezult̆a ca soluţie a sistemului de ecuaţii
liniare

Li(x) = 0, i = 1, n. (6.11.3)

În funcţie de alegerea punctelor de interpolare se obţin diferite metode, dintre care cele
mai cunoscute sunt metoda lui Brown şi metoda lui Brent. Metoda lui Brown com-
bină aproximarea luiF ′ şi rezolvarea sistemului prin eliminare gaussiană. În metoda
lui Brent sêıntrebuinţeaz̆a la rezolvarea sistemului metoda QR. Ambele metode aparţin
unei clase, care, la fel ca metoda lui Newton converg pătratic, dar au nevoie doar de
(n2 + 3n)/2 evalŭari de funcţii pe iteraţie.

Într-un studiu comparativ, Moré şi Cosnard [28] au ajuns la concluzia că metoda
Brent este adeseori de preferat metodei lui Brown şi că pentru sisteme de ecuaţii neli-
niare, la care evaluarea luiF necesit̆a un efort mai mic, metoda lui Newton discretizată
este cea mai eficientă metod̆a de rezolvare.

6.11.2. Metode de modificare

Din punct de vedere al efortului de calcul, sunt deosebit de convenabile metodelêın
care la fiecare pas seı̂ntrebuinţeaz̆a o aproximareAk a lui F ′(x(k)), care se obţine din
Ak−1 printr-o modificare de rang 1, adică prin ad̆augarea unei matrice de rang 1:

Ak+1 := Ak + u(k)
[
v(k)
]T

, u(k), v(k) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, . . .

Pe baza formulei Sherman-Morrison (vezi [14])

(
A + uvT

)−1
= A−1 − 1

1 + vT A−1u
A−1uvT A−1,

pentruBk+1 := A−1
k+1 are loc relaţia de recurenţă

Bk+1 = Bk −
Bku

(k)
[
v(k)
]T

Bk

1 + [v(k)]
T

Bku(k)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

at̂at timp ĉat1+
[
v(k)
]T

Bku
(k) 6= 0. Astfel, nu mai este necesară rezolvarea unui sistem

liniar la fiecare pas; ea seı̂nlocuieşte cûınmulţiri matrice-vector, ceea ce corespunde
unei reduceri a efortului de calcul de laO(n3) la O(n2). Acest avantaj va fi plătit prin
aceea c̆a nu vom mai avea o convergentă p̆atratic̆a ca la metoda lui Newton, ci doar una
superliniar̆a:

lim
k→∞

‖x(k+1) − α‖
‖x(k) − α‖ = 0. (6.11.4)



6.11. Metode quasi-Newton 199

În metoda lui Broyden alegerea vectoriloru(k) şi v(k) are loc dup̆a principiul
aproximaţiei secantei.În cazul scalar aproximareaak ≈ f ′(x(k)) se face unic prin

ak+1(x
(k+1) − x(k)) = f(x(k+1) − f(x(k)).

Pentrun > 1, din contr̆a, aproximarea

Ak+1(x
(k+1) − x(k)) = F (x(k+1))− F (x(k)) (6.11.5)

(aşa numita ecuaţie quasi-Newton) nu mai este unic determinat̆a; orice alt̆a matrice de
forma

Āk+1 := Ak+1 + pqT

cu p, q ∈ Rn şi qT (x(k+1) − x(k)) = 0 verifică de asemenea ecuaţia (6.11.5). Pe de altă
parte,

yk := F (x(k))− F (x(k−1)) şi sk := x(k) − x(k−1)

conţin numai informaţii despre derivata parţială a lui F ı̂n direcţia sk, dar nici o
informaţie ı̂n direcţii ortogonale pesk. Pe această direcţie trebuie ca efectul luiAk+1

şi Ak să coincid̆a

Ak+1q = Akq, ∀q ∈ {v : v 6= 0, vT sk = 0}. (6.11.6)

Pornind de la prima aproximareA0 ≈ F ′(x(0)), se generează şirulA1, A2, . . . utilizând
formulele (6.11.5) şi (6.11.6) (Broyden [7], Dennis şi Moré [14]).

Pentru şirulB0 = A−1
0 ≈ [F (x(0))]−1, B1, B2, . . . cu ajutorul formulei Sherman-

Morisson se obţine relaţia de recurenţă

Bk+1 := Bk +
(sk+1 −Bkyk+1)s

T
k+1Bk

sT
k+1Bkyk+1

, k = 0, 1, 2, . . .

care necesită doar̂ınmulţiri matrice vector şi a c̆arei complexitate este doarO(n2). Cu
ajutorul matricelorBk se poate defini metoda lui Broyden prin

x(k+1) := x(k) −BkF (x(k)), k = 0, 1, 2, . . .

Aceast̆a metod̆a converge superliniar̂ın sensul lui (6.11.4), dacă paşiisk se apropie
asimptotic (ĉandk → ∞) de vectorii de actualizare (corecţie) ai metodei lui Newton.
Se poate recunoaşteı̂n aceasta semnificaţia centrală a principiului lineariz̆arii locale la
rezolvarea ecuaţiilor neliniare.

Metoda lui Broyden este descrisă ı̂n algoritmul 6.4.
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Algoritmul 6.4 Metoda lui Broyden pentru sisteme de ecuaţii neliniare

Intrare: Funcţia F , vectorul de pornirex(0), numarul maxim de iteraţii,Nmax,
informaţii de toleranţ̆a tol

Ieşire: O aproximaţie a r̆ad̆acinii sau un mesaj de eroare
1: B0 := F ′(x(0)); v := F (x); B := B−1

0 ;
2: s := −Bv; x := x + s;
3: for k := 1 to Nmax do
4: w := v; v := F (x); y := v − w;
5: z := −By; {z = −Bk−1yk}
6: p := −sT z; {p = sT

k Bk−1yk}
7: C := pI + (s + z)sT ; {C = sT

k B−1
k−1ykI + (sk + Bk−1yk)s

T
k }

8: B := (1/p)CB; {B = Bk}
9: s := −Bv; {s = −BkF (x(k))}

10: x := x + s;
11: if crit oprire(tol) then
12: return x; {succes}
13: end if
14: end for
15: error(”S-a dep̆aşit num̆arul maxim de iteraţii”)
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7.3. Iteraţia vectorială . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

7.4. Metoda QR – teoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

7.5. Metoda QR – practica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
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În acest capitol ne ocupăm de determinarea valorilor (şi vectorilor) proprii ale unei
matrice p̆atraticeA ∈ Rn×n, adic̆a a valorilorλ ∈ C şi vectorilorx ∈ Cn pentru care

Ax = λx. (7.0.1)

Definiţia 7.0.1 Num̆arul λ ∈ C se numeştevaloare propriea matriceiA ∈ Rn×n, când
exist̆a un vectorx ∈ Cn \ {0} numitvector propriuastfelı̂ncât Ax = λx.

Observaţia 7.0.2. 1. Cerinţax 6= 0 este important̆a, c̆aci vectorul nul este un vector
propriu corespunz̆ator oric̆arei valori proprii.

2. Chiar dac̆a A este real̆a, ea poate avea valori proprii complexe.În acest caz ele
apar̂ın perechi conjugate. ♦

201



202 Vectori şi valori proprii

7.1. Valori proprii şi r ădăcini ale polinoamelor

Orice problem̆a de calcul al valorilor proprii se poate reduce la calculul zerourilor
unui polinom: valorile proprii ale unei matriceA ∈ Rn×n sunt r̆ad̆acinilepolinomului
caracteristic

pAλ = det(A− λI), λ ∈ C,

căci determinatul este nul exact atunci când sistemul(A − λI)x = 0 are o soluţie
nebanal̆a, adic̆a atunci ĉandλ este o valoare proprie.

O metod̆a de rezolvare a problemelor proprii ar putea fi calculul polinomului carac-
teristic şi apoi determinarea răd̆acinilor. Natural, calculul unui determinantı̂n general
fiind o problem̆a complex̆a şi instabil̆a, transformarea matricei ar fi mai potrivită. Re-
ciproc, problema ğasirii răd̆acinilor unui polinom poate fi formulată ca o problem̆a de
determinare a valorilor proprii. Fiep ∈ Pn un polinom cu coeficienţi reali, pe careı̂l
putem scrie (cu ajutorul răd̆acinilor sale,z1, . . . , zn, eventual complexe) sub forma

p(x) = anx
n + · · ·+ a0 = an(x− z1) . . . (x− zn), an ∈ R, an 6= 0.

Pe spaţiul vectorialPn−1 ,,̂ınmulţirea modulop”

Pn−1 � q → r xq(x) = αp(x) + r(x), r ∈ Pn (7.1.1)

este otransformare liniar̆a şi deoarece

xn =
1

an

p(x)−
n−1∑

j=0

aj

an

xj, x ∈ R,

vom reprezentap relativ la baza1, x, . . . , xn−1 prin aşa-numita matricecompaniona lui
Frobenius (de dimensiunen× n)

M =




0 − a0

an

1 0 − a1

an

.. . .. .
...

1 0 −an−2

an

1 −an−1

an




, (7.1.2)

Fievj = (vjk : k = 1, n) ∈ Cn, j = 1, n alese astfel ca

ℓj(x) =
p(x)

x− zj

= an

∏

k 6=j

(x− zk) =
n∑

k=1

vjkx
k−1, j = 1, n,

atunci
n∑

k=1

(Mvj − zjvj)kx
k−1 = xℓj(x)− zjℓj(x) = (x− zj)ℓj(x) = p(x) ≈ 0,



7.2. Terminologie şi descompunere Schur 203

şi cu aceastaMvj = zjvj, j = 1, n.
Valorile proprii ale lui M sunt deci r̆adăcini ale luip.
Matricea Frobenius dată de (7.1.2) este doar o modalitate dintre multe altele prin

care se poate reprezenta ,,ı̂nmulţirea” din (7.1.1); orice altă baz̆a a luiPn−1 furnizeaz̆a
o matriceM ale c̆arei valori proprii s̆a fie r̆ad̆acini ale luip. Singurul mijloc auxiliar de
manipulare a polinoamelor de care avem nevoie este realizarea unei ,,̂ımpărţiri cu rest”.

7.2. Terminologie şi descompunere Schur

Asa cum ne arată exemplul

A =

[
0 1
−1 0

]
, pA(λ) = λ2 + 1 = (λ + i)(λ− i),

o matrice real̆a poate avea valori proprii complexe. De aceea (cel puţinı̂n teorie) este
avantajos s̆a ne ocup̆am de matrice complexeA ∈ Cn×n.

Definiţia 7.2.1 Două matriceA,B ∈ Cn×n se numescsimilaredac̆a exist̆a o matrice
T ∈ Cn×n, astfelı̂ncât

A = TBT−1.

Lema 7.2.2 Dacă A,B ∈ Cn×nsunt similare, ele au aceleaşi valori proprii.

Demonstraţie.Fie λ ∈ C o valoare proprie a luiA = TBT−1 şi x ∈ Cn vectorul
propriu corespunz̆ator. Atunci avem

B(T−1x) = T−1ATT−1x = T−1Ax = λT−1x

şi deci,λ este, de asemenea, valoare proprie a luiB. �

Din algebra liniar̆a se cunoaşte urm̆atorul rezultat important.

Teorema 7.2.3 (Forma normal̆a Jordan) Orice matriceA ∈ Cn×n este similar̆a cu o
matrice

J =




J1

. . .
Jk


 , Jℓ =




λℓ 1
. .. . ..

. .. 1
λℓ


 ∈ Cnℓ×nℓ ,

k∑

ℓ=1

nℓ = n,

numit̆a forma normal̆a Jordana lui A.
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Definiţia 7.2.4 O matrice se numeştediagonalizabil̆a, dac̆a toate blocurile sale Jordan
Jℓ au dimensiunea 1, adică nℓ = 1, ℓ = 1, n. O matrice se numeştenederogatorie
dac̆a pentru fiecare valoare proprieλℓ exist̆a exact un bloc Jordan̂ın care ea apare pe
diagonal̆a.

Observaţia 7.2.5.Dac̆a o matriceA ∈ Rn×n aren valori proprii simple, atunci ea este
diagonalizabil̆a şi de asemenea nederogatorie şi potrivită pentru a fi tratată numeric.♦

Teorema 7.2.6 (Descompunere Schur)Pentru orice matriceA ∈ Cn×n exist̆a o ma-
trice unitară U ∈ Cn×n şi o matrice triunghiular̆a superior

R =




λ1 ∗ . . . ∗
. . . . ..

...
. .. ∗

λn


 ∈ Cn×n,

astfelı̂ncât A = URU∗.

Observaţia 7.2.7. 1. Elementele diagonale ale luiR sunt, natural, valorile proprii
ale luiA. DeoareceA şi R sunt similare, ele au aceleaşi valori proprii.

2. Între A şi R are loc o form̆a mai puternic̆a de similaritate: ele suntunitar-
similare. ♦

Demonstraţia teoremei 7.2.6.Demonstraţia se face prin inducţie. Cazuln = 1 este tri-
vial. Presupunem teorema adevărat̆a pentrun ∈ N şi fie A ∈ C(n+1)×(n+1). Fieλ ∈ C

o valoare proprie a luiA şi x ∈ Cn+1, ‖x‖2 = 1, vectorul propriu corespunzător. Lŭam
vectorulu1 = x şi alegemu2, . . . , un+1 astfel̂ıncâtu1, . . . , un+1 să formeze o baz̆a orto-
normal̆a a luiCn+1, sau echivalent, matriceaU = [u1, . . . , un+1] să fie unitar̆a. Aşadar,

U∗AUe1 = U∗Au1 = U∗Ax = λU∗x = λe1,

adic̆a

U∗AU =

[
λ ∗
0 B

]
, B ∈ Cn×n.

Conform ipotezei inducţiei există o matrice unitar̆aV ∈ Cn×n, astfel̂ıncâtB = V SV ∗,
undeS ∈ Cn×n este o matrice triunghiulară superior. De aceea

A = U

[
λ1 ∗
0 V SV ∗

]
U∗ = U

[
1 0
0 V

]

︸ ︷︷ ︸
=:U

[
λ1 ∗
0 S

]

︸ ︷︷ ︸
=:R

[
1 0
0 V ∗

]
U∗

︸ ︷︷ ︸
=U∗

şi demonstraţie este completă.�
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Să d̆am acum doŭa consecinţe nemijlocite ale descompunerii Schur.

Corolarul 7.2.8 Oricărei matrice hermitieneA ∈ Cn×n ı̂i corespunde o matrice orto-
gonal̆a U ∈ Cn×n astfelı̂ncât

A = U




λ1

. ..
λn


U∗, λj ∈ R, j = 1, n.

Demonstraţie.MatriceaR din teorema 7.2.6 verific̆aR = U∗AU . Deoarece

R∗ = (U∗AU) = U∗A∗U = U∗AU = R,

R trebuie s̆a fie diagonal̆a, cu elemente reale pe diagonală (fiind hermitian̆a).�

Altfel spus, corolarul 7.2.8 ne asigură c̆a orice matrice hermitian̆a este unitar diagona-
lizabilă şi posed̆a o baz̆a format̆a din vectori proprii ortonormali.̂In plus, toate valorile
proprii ale unei matrice hermitiene sunt reale. Este interesant, nu numai din punct de
vedere teoretic, ce matrice sunt unitar diagonalizabile.

Teorema 7.2.9O matriceA ∈ Cn×n este unitar diagonalizabilă, adic̆a exist̆a o matrice
unitară U ∈ Cn×n astfelı̂ncât

A = U




λ1

. . .
λn


U∗, λj ∈ R, j = 1, . . . , n. (7.2.1)

dac̆a şi numai dac̆a A este normal̆a, adic̆a

AA∗ = A∗A. (7.2.2)

Demonstraţie.PunemΛ = diag(λ1, . . . , λn). Conform lui (7.2.1),A are formaA =
UΛU∗, deci

AA∗ = UΛU∗UΛ∗U∗ = U |Λ|2U∗ şi A∗A = U∗Λ∗U∗UΛU∗ = U |Λ|2U∗,

adic̆a (7.2.2). Pentru reciprocă, folosim descompunerea Schur a luiA sub formaR =
U∗AU . Atunci

|λ1|2 = (R∗R)11 = (RR∗)11 = |λ1|2 +
n∑

k=2

|r1k|2,

de unde rezult̆a r12 = · · · = r1n = 0. Prin inducţie, se vede că pentruj = 2, n

(R∗R)jj = |λj|2 +

j−1∑

k=1

|rkj|2 = (RR∗
jj = |λj|2 +

n∑

k=j+1

|rjk|2,

din care cauz̆aR trebuie s̆a fie diagonal̆a.�



206 Vectori şi valori proprii

Pentru matricea realedescompunerea Schur reală este un pic mai complicată.

Teorema 7.2.10Pentru orice matriceA ∈ Rn×n exist̆a o matrice ortogonal̆aU ∈ Rn×n

astfelı̂ncât

A = U




R1 ∗ . . . ∗
. . . .. .

...
.. . ∗

Rk


U∗, (7.2.3)

ı̂n care fieRj ∈ R1×1, fie Rj ∈ R2×2, cu doŭa valori proprii complexe conjugate,
j = 1, k.

Descompunerea Schur reală transform̆aA ı̂ntr-o matrice Hessenberg superioară

UT AU =




∗ . . . . . . ∗
∗ . ..

...
. .. . ..

...
∗ ∗


 .

Demonstraţie.Dac̆aA are doar valori proprii reale, atunci se procedează ca la descom-
punerea Schur complexă. Altfel, fie λ = α + iβ, β 6= 0, o valoare proprie complexă a
lui A şi x + iy vectorul propriu corespunzător. Atunci

A(x + iy) = λ(x + iy) = (α + iβ)(x + iy) = (αx− βy) + i(βx + αy)

sau matricial

A [x y]︸︷︷︸
∈Rn×2

= [x y]

[
α β
−β α

]

︸ ︷︷ ︸
:=R

.

DeoareceR = α2 +β2 > 0, căciβ 6= 0, span{x, y} este un subspaţiu bidimensionalA-
invariant al luiRn. Atunci alegemu1, u2 astfelı̂ncât s̆a formeze o baz̆a a acestui spaţiu,
completat̆a cuu3, . . . , un la o baz̆a ortonormal̆a a lui Rn şi raţion̂and analog cu cazul
complex obţinem

UT AU =

[
R ∗
0 B

]

şi inducţia se derulează ca la descompunerea Schur complexă.�

7.3. Iteraţia vectorială

Iteraţia vectorial̆a (numit̆a şi metoda puterii) este cea mai simplă metod̆a atunci ĉand
dorim o valoare proprie şi vectorul propriu corespunzător.
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Pornind de la un vectory(0) ∈ Cn se construieşte şirulyk, k ∈ N prin intermediul
iteraţiei

z(k) = Ay(k−1),

y(k) =
z(k)

z
(k)
j∗

|z(k)
j∗ |

‖z(k)‖∞
, j = min

{
1 ≤ j ≤ n :

∣∣∣z(k)
j

∣∣∣ ≥
(

1− 1

k

)
‖z(k)‖∞

}
(7.3.1)

şi se afirm̆a c̆a, ı̂n condiţii determinate, acest şir converge către vectorul propriu domi-
nant.

Propoziţia 7.3.1 Fie A ∈ Cn×n o matrice diagonalizabil̆a ale c̆arei valori proprii
λ1, . . . λn verifică condiţia

|λ1| > |λ2| ≥ . . . |λn|.
Atunci şirul y(k), k ∈ N, converge c̆atre un multiplu al vectorului normatx1 cores-
punz̆ator valorii proprii λ1, pentru aproape oricey(0).

Demonstraţie.Fiex1, . . . , xn vectorii proprii ortonormali ai luiA corespunz̆atori valo-
rilor proprii λ1, . . . , λn – existenţa lor rezultă din diagonalizabilitatea luiA. Scriem

y(0) =
n∑

j=1

αjxj, αj ∈ C, j = 1, n,

şi afirmăm c̆a

Aky(0) =
n∑

j=1

αjA
kxj =

n∑

j=1

αjλ
kxj = λk

1

n∑

j=1

αj

(
λj

λ1

)k

xj.

De aici rezult̆a, deoarece|λ1| > |λj|, j = 2, n că

lim
k→∞

λ−k
1 Aky(0) = α1x1 + lim

k→∞

n∑

j=2

αj

(
λj

λ1

)k

xk = α1x1,

precum şi

lim
k→∞
|λ1|−k

∥∥Aky(0)
∥∥
∞ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

αj

(
λj

λ1

)k

αjxj

∥∥∥∥∥ = |α1| ‖x1‖∞ .

Dac̆aα1 = 0 şi deciy(0) aparţine hiperplanului

x+
1 = {x ∈ Cn, x∗x1 = 0},
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atunci ambele limite sunt nule şi nu se poate spune nimic despre convergenţa şirului
yk, k ∈ N; acest hiperplan este o mulţime de măsur̆a nul̆a, aşa c̆a ı̂n continuare vom
presupune c̆aα1 6= 0.

Datorit̆a lui (7.3.1),yk = γkA
ky(0), γk ∈ C şi pe l̂anğa aceasta‖yk‖∞ = 1, aşadar

lim
k→∞
|λ1|k|γk| = lim

k→∞

1

|λ1|−1‖A(k)y(0)‖ =
1

|α1|‖x1‖∞
.

Astfel

y(k) = γkA
ky(0) =

γkλ
k
1

|γkλ
k
1|︸ ︷︷ ︸

=:e−2πiθk

α1x1

|α1|‖x1‖∞︸ ︷︷ ︸
=:αx1

+ O

( |λ2|k
|λ1|k

)
, k ∈ N, (7.3.2)

undeθk ∈ [0, 1]. Aici intervine normarea mai ciudată din (7.3.1): fiej indicele minim
pentru care|(αx1)j| = ‖αx1‖∞‖; atunci conform lui (7.3.2) pentru unk suficient de
mare de asemeneaı̂n (7.3.1)j∗ = j. Deci are loc

lim
k→∞

y
(k)
j = 1⇒ lim

k→∞
e2πiθk = lim

k→∞

y
(k)
j

(αx1)j

=
1

(αx1)j

.

Înlocuid aceastâın (7.3.2) obţinem convergenţa şiruluiy(k), k ∈ N. �

Se poate aplica de asemenea iteraţia vectorială pentru a ğasi toate valorile proprii şi
toţi vectorii proprii, ı̂n măsurâın care valorile proprii ale luiA sunt diferiteı̂n modul.
Pentru aceasta se determină cea mai marêın modul valoare proprieλ1 a lui A şi vectorul
propriu corespunz̆atorx1 şi se continŭa cu

A(1) = A− λ1x1x
T
1 .

Matricea diagonalizabilă A(1) are aceeaşi vectori proprii ortonormali ca şiA, doar c̆a
x1 este vectorul propriu corespunzător valorii proprii 0 şi nu mai joac̆a nici un rol ı̂n
iteraţie, at̂at timp ĉat nu se porneşte chiar cu un multiplu al luix1. Aplicândı̂ncă odat̆a
iteraţia vectorial̆a lui A(1) se obţine a doua valoare proprie ca mărime ı̂n modulλ2 şi
vectorul propriu corespunzător; iteraţia

A(j) = A(j−1) − λjxjx
T
j , j = 1, n, A(0) = A

calculeaz̆a succesiv toate valorile proprii şi toţi vectorii proprii ai lui A, presupun̂and c̆a
valorile proprii sunt diferitêın modul.

Observaţia 7.3.2 (Dezavantajele iteraţiei vectoriale). 1. Metoda funcţionează ı̂n
general doar ĉand exist̆a un vector propriu dominant, adică ĉand exist̆a pentru
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o valoare proprie dominantă exact un vector propriu. Dacă se consideră, de exem-
plu, matricea

A =

[
0 1
0 1

]
,

atunci ea transform̆a vectorul[x1 x2]
T ı̂n vectorul[x2 x1]

T şi convergenţa are loc
exact atunci ĉand iteraţia porneşte cu unul din vectorii proprii.

2. Metoda d̆a rezultate numai pentru vectori de pornire ,,potriviţi”.Sun̆a nemaipo-
menit c̆a toţi vectorii de pornire cu excepţia celor dintr-un hiperplan sunt potriviţi,
dar nu este chiar aşa de simplu. Dacă valoarea proprie cea mai mareı̂n modul
a unei matrice reale este complexă atunci se poate itera la nesfârşit cu valori de
pornire reale, c̆aci oricum nu se va ğasi vectorul propriu.

3. Ar trebui f̆acute tot timpul calculêın complex, ceea ce ar ridica serios complexi-
tatea (la adunare un număr dublu de calcule, lâınmulţire de şase ori mai multe).

4. Viteza de convergenţă depinde de raportul

|λ2|
|λ1|

< 1

care poate fi oriĉat de aproape de 1. Dacă dominanţa vectorului propriu dominant
nu este bine reliefată, atunci convergenţa poate fi extrem de lentă. ♦

Ţinând cont de toate acestea, conchidem că iteraţia vectorial̆a nu este o metodă prea
bun̆a pentru problemele de valori proprii.

7.4. Metoda QR – teoria

Metoda practic̆a pentru tratarea problemelor de valori proprii esteı̂n zilele noastre
metoda QR descoperită de Francis [18] şi Kublanovskaya [27], o extensie unitară a
metodei LR a lui Rutishauser [32]. Vom̂ıncepe cu cazul complex.

Metoda este una iterativă extrem de simplă: se porneşte cuA(0) = A şi se calculeaz̆a
iterativ cu ajutorul descompunerii QR,

A(k) = QkRk, A(k+1) = RkQk, k ∈ N0. (7.4.1)

Cu puţin noroc, sau aşa cum spun matematicienii,ı̂n anumite ipoteze, acest şir va con-
verge c̆atre o matrice ale c̆arei elemente diagonale sunt valorile proprii ale luiA.

Lema 7.4.1 MatriceleA(k) construite prin(7.4.1), k ∈ N, sunt similar ortogonale cu
A şi au aceleaşi valori proprii caA.
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Demonstraţie.Are loc

A(k+1) = Q∗
kQkRkQk = Q∗

kA
(k)Qk = · · · = Q∗

k . . . Q∗
0︸ ︷︷ ︸

=:U∗
k

AQ0 . . . Qk︸ ︷︷ ︸
=:Uk

.

�

Pentru a ar̆ata convergenţa, vom interpreta iteraţia QR ca o generalizare a iteraţiei
vectoriale (7.3.1) (f̆ara normarea ciudată) la spaţii vectoriale. Pentru aceasta vom scrie
baza ortonormală u1, . . . , um ∈ Cn a unui subspaţium-dimensionalU ⊂ Cn, m ≤ n,
ca vectori coloane ai unei matrice unitareU ∈ Rn×m şi iter̆am subspaţiul vectorial
(respectiv matricele) peste descompunerea QR

Uk+1Rk = AUk, k ∈ N0, U0 ∈ Cn. (7.4.2)

De aici rezult̆a imediat c̆a

Uk+1(Rk. . .R0) = AUk(Rk−1. . .R0) = A2Uk−1(Rk−2. . .R0) = . . .= Ak+1U0. (7.4.3)

Dac̆a definim acum, pentrum = n, A(k) = U∗
kAUk, atunci conform lui (7.4.2) au

loc relaţiile

A(k) = U∗
kAUk = U∗

kUk+1Rk

A(k+1) = U∗
k+1AUk+1 = U∗

k+1AUkU
∗
kUk+1

şi pun̂andQk := U∗
kUk+1, obţinem regula de iterare (7.4.1). Ca matrice de pornire putem

alegeU0 = I.
Pentru a obţine rezultate despre metoda QR mai avem nevoie de un tip de matrice.

Definiţia 7.4.2 O matrice de faz̆aΘ ∈ Cn×n este o matrice diagonală de forma

Θ =




e−iθ1

. . .
e−iθn


 , θj ∈ [0, 2π), j = 1, n.

Propoziţia 7.4.3 Presupunem c̆a matriceaA ∈ Cn×n are valori proprii distincteı̂n
modul,|λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0. Dacă matriceaX−1 din forma normal̆a Jordan
A = XΛX−1 a lui A are o descompunere LU

X−1 = ST, S =




1
∗ 1
...

. . . .. .
∗ . . . ∗ 1


 , T =



∗ . . . ∗

. . .
...
∗


 ,

atunci exist̆a matricele de faz̆a Θk, k ∈ N0, astfelı̂ncât şirul de matrice(ΘkUk, k ∈ N

să convearğa.
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Observaţia 7.4.4 (La propoziţia 7.4.3). 1. Convergenţa şirului(ΘkUk), ı̂nseamn̆a
mai ales, c̆a dac̆a bazele ortonormale aparţinătoare converg c̆atre o baz̆a ortonor-
mal̆a a luiCn, avem de asemenea convergenţa spaţiilor vectoriale.

2. Existenţa descompunerii LU a luiX−1 este f̆ar̆a nici o limitare: deoareceX−1

este inversabilă ı̂n mod trivial, exist̆a ı̂ntotdeauna o permutareP , astfel ı̂ncât
X−1P T = (PX)−1 = LU şi PX estêıntr-adev̆ar o matrice inversabilă. Aceasta
ı̂nseamn̆a c̆a matriceaÂ = P T AP , ı̂n careA se transform̆a prin permutarea li-
niilor şi coloanelor are aceleşi valori proprii ca şiA, verifică ipoteza propoziţiei
7.4.3.

3. Demonstraţia propoziţiei 7.4.3 este o modificare a demonstraţiei din [40, pag. 54–
56] pentru convergenţa metodei LR, careı̂şi are origineâın lucrarea lui Wilkinson
1 [46]. Ce este de fapt metoda LR? Se procedează ca la metoda QR, dar luiA
i se aplic̆a eliminarea gausiană, A(k) = LkRk şi apoi se construieşteA(k+1) =
RkLk. De asemenea, această metod̆a convergêın anumite condiţii c̆atre o matrice
triunghiular̆a superior. ♦

Înainte de a demonstra propoziţia 7.4.3 să vedem̂ıntâi de ce convergenţa şirului(Uk)
atrage convergenţa metodei QR. Şi anume, dacă avem‖Uk+1 − Uk‖ ≤ ε sau echivalent

Uk+1 = Uk + E, ‖E‖2 ≤ ε,

atunci

Qk = U∗
k+1Uk = (Uk + E)∗Uk = I + E∗Uk = I + F, ‖F‖2 ≤ ‖E‖2 ‖Uk‖2︸ ︷︷ ︸

=1

≤ ε,

şi cu aceasta

A(k+1) = RkQk = Rk(I + F ) = Rk + G, ‖G‖2 ≤ ε‖Rk‖2,
deci şirulA(k), k ∈ N, converge, de asemenea, către o matrice triunghiulară superior,
numai dac̆a normele luiRk, k ∈ N sunt uniform m̆arginite. Chiar aşa sêıntâmpl̆a, c̆aci

‖Rk‖2 = ‖Q∗
kA

(k)‖2 = ‖A(k)‖2 = ‖Q∗
k−1 . . . Q∗

0AQ0 . . . Qk−1‖ = ‖A‖2.
Mai avem nevoie de un rezultat ajutător despre ,,unicitatea” descompunerii QR.

1

James Hardy Wilkinson (1919-1986), matematician englez.
Contribuţii importantêın domeniul Analizei numerice, Alge-
brei liniare numerice şi Informaticii. Membru al Royal Society,
laureat al premiului Turing al ACM. Pe lânğa numeroasele sale
lucrări ı̂n domeniul Analizei numerice, a lucrat şi la dezvoltarea
de biblioteci de rutine numerice. Grupul NAG (Numerical Al-
gorithms Group) şi-âınceput activitateâın 1970 şi multe dintre
rutinele de algebră liniar̆a numeric̆a s-au datorat lui Wilkinson.
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Lema 7.4.5 Fie U, V ∈ Cn×n matrice unitare şi fieR,S ∈ Cn×n matrice triunghiulare
superior inversabile. Atunci are locUR = V S dac̆a şi numai dac̆a exist̆a o matrice de
faz̆a

Θ =




e−iθ1

.. .
e−iθn


 , θj ∈ [0, 2π), j = 1, n,

astfelı̂ncât V = V Θ∗, R = ΘS.

Demonstraţie.DeoareceUR = V Θ∗ΘS = V S, ”⇐” este trivial̆a. Pentru necesitate,
din UR = V S rezult̆a c̆a V ∗U = SR−1 trebuie s̆a fie o matrice triunghiulară superior
astfel̂ıncât(V ∗U)∗ = U∗V = RS−1. AşadarΘ = V ∗U este o matrice diagonală unitar̆a
şi are locU = V V ∗U = V Θ. �

Demonstraţia propoziţiei 7.4.3.Fie A = XΛX−1 forma normal̆a Jordan a luiA, unde
Λ = diag(λ1, . . . , λn). PentruU0 = I şi k ∈ N0

Uk

(
0∏

j=k−1

Rj

)
=
(
X−1ΛX

)k
= XΛkX−1 = XΛkST = X (ΛkSΛ−k)︸ ︷︷ ︸

=:Lk

ΛkT,

ı̂n careLk este o matrice triunghiulară inferior cu elementele

(Lk)jm =

(
λj

λm

)k

, 1 ≤ m ≤ j ≤ n (7.4.4)

astfelı̂ncât pentruk ∈ N

|Lk − I| ≤
(

max
1≤m<j≤n

|sjm|
)(

max
1≤m<j≤n

∣∣∣∣
λj

λm

∣∣∣∣
)k




0

1
. . .

...
. . . .. .

1 . . . 1 0


 , (k ∈ N).

(7.4.5)
Fie ÛkR̂k = XLk descompunereaQR a lui XLk, care datorit̆a lui (7.4.5) şi lemei 7.4.5
converge p̂an̆a la o matrice de faz̆a c̆atre descompunera QRX = UR a lui X. Dac̆a
aplicăm acum lema 7.4.5 identităţii

Uk

(
0∏

j=k−1

Rj

)
Q̂kR̂kΛ

kT,

atunci exist̆a matricele de faz̆aΘk, astfelı̂ncât

Uk = Q̂kΘ
∗
k şi

(
0∏

j=k−1

Rj

)
= ΘkR̂kΛ

kT,

deci exist̆a matricele de faz̆a Θ̂k, astfelı̂ncâtUkΘ̂k → U , cândk →∞. �
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Merită s̆a arunc̆am o scurt̆a privire asupra ,,termenului de eroare” din (7.4.4), ale
cărui elemente subdiagonale verifică relaţia

|Lk|jm ≤
( |λj|
|λm|

)
|sjm, 1 ≤ m < j ≤ n.

Aşadar are loc

Convergenţa unui element subdiagonal către 0 este cu atât mai rapid̆a cu
cât elementul este maiı̂ndep̆artat de diagonal̆a.

7.5. Metoda QR – practica

7.5.1. Metoda QR clasic̆a

Am văzut c̆a metoda QR generează un şir de matriceA(k) careı̂n condiţii determi-
nate trebuie s̆a convearğa c̆atre o matrice triunghiulară superior care are pe diagonală
valorile proprii. Putem̂ıntrebuinţa această metod̆a pentru matrice reale.

Exemplul 7.5.1. Fie

A =




1 1 1
1 2 3
1 2 1


 .

Aceast̆a matrice are valorile proprii

λ1 ≈ 4.56155, λ2 = −1, λ3 ≈ 0.43845.

Iterând prin metoda QR se obţin pentru elementele subdiagonalerezultatele din ta-
bela 7.1 (o implementare MATLAB brut̆a). Se poate vedea că, dup̆ak iteraţii, elementele

#iteraţii a21 a31 a32

10 6.64251e-007 -2.26011e-009 0.00339953
20 1.70342e-013 -1.52207e-019 8.9354e-007
30 4.36711e-020 -1.02443e-029 2.34578e-010
40 1.11961e-026 -6.89489e-040 6.15829e-014

Tabela 7.1: Rezultate pentru exemplul 7.5.1

a
(k)
mℓ, ℓ < m, se apropie de 0 la fel ca|λℓ/λk|. ♦

Exemplul 7.5.2. Matricea 


1 5 7
3 0 6
4 3 1



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are valorile proprii

λ1 ≈ 9.7407, λ2 ≈ −3.8703 + 0.6480i, λ2 ≈ −3.8703− 0.6480i.

În acest caz nu ne putem aştepta ca metoda QR să convearğa c̆atre o matrice triunghiu-
lară superioar̆a, c̆aci atunci toate valorile proprii ale luiA ar fi reale. De fapt, dup̆a 100
de iteraţii se obţine matricea

A(100) ≈




9.7407 −4.3355 0.94726
8.552e− 039 −4.2645 0.7236
3.3746e− 039 −0.79491 −3.4762


 ,

care ne furnizeaz̆a corect valoarea proprie reală. Pe l̂anğa aceasta, matricea2 × 2 din
colţul din dreapta jos ne furnizează valorile proprii complexe−3.8703± 0.6480i. ♦

Al doilea exemplu recomandă urm̆atoarea strategie: dacă elementele situate sub diago-
nal̆a nu vor s̆a dispar̆a, ar fi indicat s̆a privim mai atent matricea2× 2 corespunz̆atoare.

Definiţia 7.5.3 DacăA ∈ Rn×n are descompunerea QRA = QR, atuncitransformarea
RQa lui A se defineşte prinA∗ = RQ.

Ce probleme apar la realizarea practică a metodei QR? Deoarece complexitatea des-
compunerii QR esteO(n3), nu este preâınţelept s̆a utilizăm o metod̆a care se bazează pe
un astfel de pas iterativ. Pentru a evita problema, vom converti matricele iniţialêın ma-
trice similare a c̆aror descompunere QR poate fi calculată mai repede. Astfel de matrice
sunt matricele Hessenberg superioare a căror descompunere QR se poate calcula cun
iteraţii Givens, deci un total deO(n2) operaţii: de vreme ce numai elementelehj−1,j,
j = 2, n trebuie eliminate, vom determina unghiurileφ2, . . . φn, astfel ca

G(n− 1, n; φn) . . . G(1, 2; φ2)H = R

şi are loc
H∗ = RGT (1, 2; φ2) . . . GT (n− 1, n; φn). (7.5.1)

Aceast̆a este ideea algoritmului 7.1. După [35], motto-ul trebuie s̆a fie ,,odat̆a Hessen-
berg,ı̂ntotdeauna Hessenberg”.

Lema 7.5.4 Dacă H ∈ Rn×n este o matrice Hessenberg superioară, atunciH∗ este de
asemenea matrice Hessenberg superioară.

Demonstraţie.Rezult̆a direct din reprezentarea (7.5.1).Înmulţirea la dreapta cu o ma-
trice GivensGT (j, j + 1, φj+1), j = 1, n− 1 ı̂nseamn̆a o combinaţie acoloanelorj şi
j + 1 şi creaz̆a valori diferite de zero doarı̂n prima subdiagonală –R este triunghiular̆a
superior.�
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Algoritmul 7.1 Transformarea RQ a unei matrice Hessenberg H, adicăH∗ = RQ unde
H = QR este descompunerea QR a lui H

for k := 1 to n− 1 do
[ck, sk] := givens(Hkk, Hk+1,k);

Hk:k+1,k:n :=

[
ck sk

−sk ck

]T

Hk:k+1,k:n;

end for
for k := 1 to n− 1 do

H1:k+1,k:k+1 := H1:k+1,k:k+1

[
ck sk

−sk ck

]
;

end for

Să vedem cum aducem matricea iniţială la forma Hessenberg.În acest scop vom
utiliza pentru variaţie transform̆arile Householder. S̆a presupunem că am ğasit deja o
matriceQk, astfelı̂ncât primelek coloane ale matricei transformate să aib̆a deja forma
Hessenberg, adică

QkAQT
k =




∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗

. ..
...

...
...

.. .
...

∗ ∗ ∗ . . . ∗
a

(k)
1 ∗ . . . ∗
...

...
.. .

...
a

(k)
n−k−1 ∗ . . . ∗




.

Apoi determin̆am ŷ ∈ Rn−k−1 şi α ∈ R (care rezult̆a automat), astfel ca

H(ŷ)




a
(k)
1
...
...

a
(k)
n−k−1




=




α
0
...
0


⇒ Uk+1 :=

[
Ik+1

H(ŷ)

]
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şi obţinem c̆a

Uk+1Qk︸ ︷︷ ︸
=:Qk+1

AQkUk+1︸ ︷︷ ︸
=QT

k+1

=




∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗

.. .
...

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ . . . ∗
α ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗
...

. ..
...

0 ∗ . . . ∗




Uk+1;

matricea unitateIk+1 din st̂anga suŝın matriceaUk+1 are grij̆a s̆a avem̂ın primelek + 1
coloane o structură Hessenberg. Algoritmul 7.2 dă metoda de trecere a unei matrice la
forma Hessenberg.În concluzie, metoda noastră QR va fi o metod̆a ı̂n doŭa faze:

1. Transform̆a peA ı̂n forma Hessenberg utilizând o transformare ortogonală:

H(0) = QAQT , QT Q = QQT = I.

2. Execut̆a iteraţiile QR

H(k+1) = H(k)
∗ , k ∈ N0,

ı̂n speranţa c̆a elementele de pe prima subdiagonală converg toate c̆atre zero.

Algoritmul 7.2 Reducere la forma Hessenberg superioară
Intrare: MatriceaA ∈ Rn×n

Ieşire: H forma Hessenberg a luiA şi dac̆a se doreşteQ astfelı̂ncâtH = QAQT

for i := 1 to n− 2 do
ui := House(Ai+1:n,i);
Pi := I − 2uiu

T
i ; {Qi = diag(Ii, Pi)}

Ai+1:n,i:n := PiAi+1:n,i:n;
A1:n,i+1:n := A1:n,i+1:nPi;

end for
if se doreşteQ then

Q := I;
for i := 1 to n− 2 do

Qi+1:n,i+1:n := PiQi+1:n,i+1:n;
end for

end if
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ε #iteraţii λ1 λ2 λ3

10−3 11 4.56155 -0.999834 0.438281
10−4 14 4.56155 -1.00001 0.438461
10−5 17 4.56155 -0.999999 0.438446
10−10 31 4.56155 -1 0.438447

Tabela 7.2: Rezultatele pentru exemplul 7.5.5

Deoarece elementele subdiagonale converg cel maiı̂ncet, putem folosi drept criteriu
de oprire maximul modulului. Aceasta ne conduce lametoda QR simplă, vezi algorit-
mul 7.3. Desigur, la apariţia unor valori proprii complexeaceast̆a metod̆a itereaz̆a la
nesf̂arşit.

Algoritmul 7.3 Metoda QR simpl̆a
Intrare: MatriceaA, toleranţatol
Ieşire: Vectorul valorilor propriiλ şi num̆arul de iteraţiiit

H := Hessenberg(A); {Forma Hessenberg a luiA}
it := 0;
while ‖diag(H,−1)‖∞ > tol do

H := H∗; {Transformarea RQ a luiH}
it := it + 1;

end while
λ := diag(H);

Exemplul 7.5.5. Aplicăm noua metod̆a matricei din exemplul 7.5.1. Pentru diverse
toleranţeε date obţinem rezultatele din tabela 7.2. Se observă c̆a la fiecare trei iteraţii se
câştiğa o zecimal̆a la elementele vecine cu diagonala. ♦

Putem̂ıncerca s̆a acceler̆am metoda descompunând problemâın subprobleme. Dac̆a
avem o matrice Hessenberg de forma

H =




∗ . . . . . . ∗
∗ . ..

... ∗
. .. . ..

...
∗ ∗

∗ . . . . . . ∗
∗ . . .

...
. . . . . .

...
∗ ∗




=

[
H1 ∗

H2

]
,
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atunci problema de valori proprii referitoare laH se poate descompuneı̂ntr-o problem̆a
de valori proprii referitoare laH1 şi una referitoare laH2.

Conform lui [24], un element subdiagonalhj+1,j este considerat ,,suficient de mic”
dac̆a

|hj+1,j| ≤ eps (|hjj|+ |hj+1,j+1|) . (7.5.2)

Aici vom proceda mai simplu şi vom descompune o matrice dacă cel mai mic ele-
ment ı̂n modul situat pe prima subdiagonală devine mai mic deĉat o toleranţ̆a dat̆a.
Procedeul este după cum urmeaz̆a: funcţia de determinare a valorilor proprii determină
cu ajutorul unei iteraţii QR o descompunereı̂n matriceleH1 şiH2 şi se apeleaz̆a recursiv
pe sine pentru fiecare din aceste matrice.

Dac̆a una dintre matrice este1 × 1, valoarea proprie este automat determinată, iar
dac̆a este2× 2, atunci polinomul s̆au caracteristic este

pA(x) = det(A− xI) = x2 − trace(A)x + det(A)

= x2 (a11 + a22)︸ ︷︷ ︸
=:b

x + (a11a22 − a12a21)︸ ︷︷ ︸
=:c

.

Dac̆a discriminantulb2 − 4c este pozitiv,A are doŭa valori proprii reale şi distincte

x1 =
1

2

(
−b− sgn(b)

√
b2 − 4c

)
şi x2 =

c

x1

,

altfel valorile proprii sunt complexe şi anume

1

2

(
−b± i

√
4c− b2

)
;

astfel avem sub control şi cazul valorilor proprii complexe. Presupunem că funcţia
Eigen2x2 returneaz̆a valorile proprii ale unei matrice2 × 2. Ideea este implementată
ı̂n algoritmul 7.4. Iteraţiile QR efective sunt date de algoritmul 7.5.

Exemplul 7.5.6. Să consider̆am din nou matricea din exemplul 7.5.2 căreiaı̂i aplicăm
algoritmul 7.4. Rezultatele aparı̂n tabela 7.3. ♦

7.5.2. Deplasare spectrală

Utilizarea matricelor Hessenberg ne permite,ı̂ntr-adev̆ar, s̆a execut̆am fiecare pas
de iteraţiêıntr-un timp mai scurt. Vom̂ıncerca acum s̆a micşor̆am num̆arul de iteraţii,
aşadar s̆a creştem viteza de convergenţă deoarece

Rata de convergenţă a elementelor subdiagonalehj+1,j are ordinul de
mărime (

λj+1

λj

)k

, j = 1, n− 1.
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Algoritmul 7.4 QRSplit1a – metoda QR cu partiţionare şi tratarea cazurilor2× 2

Intrare: MatriceaA ∈ Rn×n şi toleranţatol
Ieşire: Valorile propriiλ şi num̆arul de iteraţiiit

if n = 1 then
it := 0; λ := A;
return ;

else
if n = 2 then

it := 0;
λ := Eigen2x2(A);
return ;

else
H := Hessenberg(A); {Forma Hessenberg}
[H1, H2, it] := QRIter(H, tol);
[λ1, it1] := QRSplit1a(H1, tol);{apeluri recursive}
[λ2, it2] := QRSplit1a(H2, tol);
it := it + it1 + it2;
λ := [λ1, λ2];

end if
end if

Algoritmul 7.5 Iteraţie QR pe o matrice Hessenberg; utilizat de algoritmul 7.4 – apel
[H1, H2, it] = QRIter(H, t)

Intrare: Matricea HessenbergH, toleranţatol
Ieşire: MatriceleH1, H2 reprezent̂and descompunerea luiH dup̆a elementul subdiago-

nal minimı̂n modul şiIt numărul de iteraţii
it := 0;
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a luiH
şi poziţia saj;
while m > tol do

it := it + 1;
H := H∗; {Transformarea RQ a matriceiH}
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a lui
H şi poziţia saj;

end while
H1 := H1:j,1:j;
H2 := Hj+1:n,j+1:n;
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ε #iteraţii λ1 λ2 λ3

10−3 12 9.7406 −3.8703 + 0.6479i −3.8703− 0.6479i
10−4 14 9.7407 −3.8703 + 0.6479i −3.8703− 0.6479i
10−5 17 9.7407 −3.8703 + 0.6480i −3.8703− 0.6480i
10−5 19 9.7407 −3.8703 + 0.6480i −3.8703− 0.6480i
10−5 22 9.7407 −3.8703 + 0.6480i −3.8703− 0.6480i

Tabela 7.3: Rezultate pentru exemplul 7.5.6

Cuvântul de ordine este aicideplasare (translaţie) spectrală. Se observ̆a c̆a, pentruµ ∈
R, matriceaA− µI are valorile propriiλ1 − µ, . . . , λn − µ. Pentru o matrice oarecare
inversabil̆a,B, matriceaB(A− µI)B−1 + µI are valorile propriiλ1, . . . , λn – se poate
aşadar deplasa spectrul matriceiı̂nainte şîınapoi printr-o transformare de similaritate.
Se ordoneaz̆a valorile propriiµ1, . . . , µn astfel ca

|µ1 − µ| > |µ2 − µ| > · · · > |µn − µ|, {µ1, . . . , µ1} = {λ1, . . . , λn}

şi dac̆a µ este apropiat deµn, atunci dac̆a metoda QR̂ıncepe cuH0 = A − µI, ele-
mentul subdiagonalh(n)

n−1,n converge foarte repede către zero. Mai bine este dacă de-
plasarea spectrală se realizeaz̆a la fiecare pas individual. Pe lânğa aceasta, putem lua ca
aproximaţie pentruµ (ı̂n mod euristic) valoareah(k)

nn . Se obţine astfel urm̆atoarea schem̆a
iterativă

H(k+1) =
(
H(k) − µkI

)
∗ + µkI, µk := h(k)

nn , k ∈ N0,

cu matricea de pornireH0 = QAQT . Algoritmul 7.6 d̆a o variant̆a a metodei care
trateaz̆a şi valorile proprii complexe. El utilizează algoritmul 7.7.̂In ultimul algoritm,
(H −Hn,nIn)∗ din linia 6 ı̂nseamn̆a transformarea RQ a matriceiH −Hn,nIn

Observaţia 7.5.7.Dac̆a valoarea de deplasareµ este suficient de apropiată de o valoare
proprieλ, atunci matricea se descompuneı̂ntr-un singur pas iterativ. ♦

7.5.3. Metoda QR cu pas dublu

Se poate arăta c̆a metoda QR cu deplasare spectrală convergepătratic, eroarea fiind
pentru unρ < 1 doar

O(ρ2k) ı̂n loc deO(ρk).

Oricât de frumoas̆a ar fi această idee ea funcţionează bine doar pentru valori proprii
reale,ı̂n cazul valorilor proprii complexe fiind problematică. Cu toate acestea, putem
exploata faptul c̆a valorile proprii apar̂ın perechi. Aceasta ne conduce la ideea de ,,me-
tode cu pas dublu”:
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Algoritmul 7.6 Metoda QR cu deplasare spectrală, partiţionare şi tratarea valorilor pro-
prii complexe
Intrare: MatriceaA ∈ Rn×n şi toleranţatol
Ieşire: Valorile propriiλ ale luiA şi num̆arul de iteraţiiIt

It := 0;
if n = 1 then

λ := A;
return

else ifn = 2 then
λ := Eigen2x2(A);
return

else
H := Hessenberg(A); {aducere la forma Hessenberg}
[H1, H2, It] := QRIter2(H, t)
[λ1, It1] := QRSplit2(H1, tol) {apel recursiv}
[λ2, It2] := QRSplit2(H2, tol) {apel recursiv}
It := It + It1 + It2;
λ = [λ1, λ2];

end if

Algoritmul 7.7 Iteraţie QR şi partiţionare
It := 0;
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a luiH
şi poziţia saj;
while m > tol do

It := It + 1;
H := (H −Hn,nIn)∗ + Hn,nIn;
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a lui
H şi poziţia saj;

end while
H1 := H1:j,1:j;
H2 := Hj+1:n,j+1:n;
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ı̂n loc s̆a deplas̆am spectrul cu o valoare proprie, aproximată ı̂n mod euristic
cuh

(k)
n,n, se execut̆a doŭa deplas̆ari ı̂ntr-un pas, şi anume cu valorile proprii

ale lui

B =

[
h

(k)
n−1,n−1 h

(k)
n−1,n

h
(k)
n−1,n h

(k)
n,n

]
.

Exist̆a doŭa posibilit̆aţi: fie ambele valoriµ şi µ′ ale lui B sunt reale şi atunci se pro-
cedeaz̆a ca mai sus, fie sunt complexe conjugate şi avem valorile proprii µ şi µ̄. Aşa
cum vom vedea, al doilea caz se poate de asemenea trataı̂n aritmetica real̆a. FieQk,
Q′

k ∈ Cn×n şi Rk, R′
k ∈ Cn×n matricele descompunerii QR complexe

QkRk = H(k) − µI,

Q′
kR

′
k = RkQk + (µ− µ̄)I.

Atunci are loc

H(k+1) := R′
kQ

′
k + µI = (Q′

k)
∗(RkQk + (µ− µ̄)I)Q′

k + µ̄I

= Q∗
kRkQkQ

′
k + µI = (Q′

k)
∗Q∗

k(H
(k) − µI)QkQ

′
k + µI

= (QkQ
′
k)

∗
︸ ︷︷ ︸

=U∗

H(k) QkQ
′
k︸ ︷︷ ︸

=U

.

Utiliz ând matriceaS = R′
kRk avem

US = QkQ
′
kR

′
kRk = Qk(RkQk + (µ− µ̄)I)Rk

= QkRkQkRk + (µ− µ̄)QkRk = (H(k) − µI)2 + (µ− µ̄)(H(k) − µI)

= (H(k))2 − 2µH(k) + µ2I + (µ− µ̄)H(k) − (µ2 − µµ̄)I

= (H(k))2 − (µ + µ̄)H(k) + µµ̄I =: X

(7.5.3)

Dac̆a µ = α + iβ, atunciµ + µ̄ = 2α şi µµ̄ = |µ|2 = α2 + β2, aşadar matriceaX din
membrul drept al lui (7.5.3), deci are o descompunere QRX = QR real̆a şi conform
lemei 7.4.5 exist̆a o matrice de faz̆aΘ ∈ Cn×n astfelı̂ncâtU = ΘQ. Dac̆a vom iterâın
real mai departe, vom obţinemetoda QR cu pas dublu

QkRk = (H(k))2 − (h
(k)
n−1,n−1 + h(k)

n,n)H(k)

+
(
(h

(k)
n−1,n−1h

(k)
n,n − h

(k)
n−1,nH

(k)
n,n−1

)
I,

H(k+1) = QT
k H(k)Qk.

(7.5.4)

Observaţia 7.5.8 (Metoda QR cu pas dublu). 1. MatriceaX din (7.5.3) nu mai
este o matrice Hessenberg, ea având o diagonală suplimentar̆a. Cu toate aces-
tea se poate calcula descompunerea QR a luiX destul de simplu, cu doar2n− 3
rotaţii Jacobi,̂ın loc den− 1, cât este necesar pentru o matrice Hessenberg.
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2. Datorit̆a complexit̆aţii sale ridicate,̂ınmulţireaQT
k H(k)Qk nu mai este o metodă

efectiv̆a de iteraţie; acest lucru se poate remedia, a se vedea de exemplu [18] sau
[36, pag. 272–278].

3. Natural,H(k+1) poate fi adus̆a la forma Hessenberg.

4. Metoda cu dublu pas se aplică numai atunci ĉand matriceaA are valori proprii
complexe; din contr̆a, la matrice simetrice nu este avantajoasă. ♦

Metoda QR cu pas dublu, partiţionare şi tratarea matricelor 2× 2 este dat̆a ı̂n algoritmul
7.8. El apeleaz̆a algoritmul 7.9.

Algoritmul 7.8 Metoda QR cu dublu pas, partiţionare şi tratarea matricelor 2× 2

Intrare: MatriceaA ∈ Rn×n şi toleranţatol
Ieşire: Valorile propriiλ ale luiA şi num̆arul de iteraţiiIt

It := 0;
if n = 1 then

λ := A;
return

else ifn = 2 then
λ := Eigen2x2(A);
return

else
H := Hessenberg(A); {aducere la forma Hessenberg}
[H1, H2, It] := QRDouble(H, t)
[λ1, It1] := QRSplit2(H1, tol) {apel recursiv}
[λ2, It2] := QRSplit2(H2, tol) {apel recursiv}
It := It + It1 + It2;
λ = [λ1, λ2];

end if

Exemplul 7.5.9. Aplicăm algoritmii 7.6 şi 7.8 matricelor din exemplele 7.5.1 şi7.5.2.
Se obţin rezultatele din tabela 7.4. Buna comportare a metodei pasului dublu se justific̆a
prin aceea c̆a obţine doŭa valori proprii dintr-o dat̆a. ♦
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Algoritmul 7.9 Iteraţie QR cu dublu pas şi transformare Hessenberg
It := 0;
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a luiH
şi poziţia saj;
while m > tol do

It := It + 1;
X := H2 − (Hn−1,n−1 + Hn,n)H + (Hn−1,n−1Hn,n −Hn,n−1Hn−1,n)In;
Determin̆a descompunereaX = QR a lui X;
H := Hessenberg(QT HQ);
Determin̆a minimulm al modululelor elementelor de pe prima subdiagonală a lui
H şi poziţia saj;

end while
H1 := H1:j,1:j;
H2 := Hj+1:n,j+1:n;

#iteraţii ı̂n real #iteraţii ı̂n complex
ε alg. 7.6 alg. 7.8 alg. 7.6 alg. 7.8

1e-010 1 1 9 4
1e-020 9 2 17 5
1e-030 26 3 45 5

Tabela 7.4: Comparaţiile din exemplul 7.5.9
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8.1. Ecuaţii diferenţiale

Consider̆am problema cu valori iniţiale sau problema Cauchy1: să se determine o
funcţie cu valori vectorialey ∈ C1[a, b], y : [a, b]→ Rd, astfelı̂ncât

(PC)

{
dy

dx
= f(x, y), x ∈ [a, b]

y(a) = y0

(8.1.1)

Vom evidenţia doŭa clase importante de astfel de probleme:

(i) pentrud = 1 avem o singur̆a ecuţie diferenţială scalar̆a de ordinul I

{
y′ = f(x, y)
y(a) = y0

(ii) pentrud > 1 avem un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul I

{
dyi

dx
= f i(x, y1, y2, . . . , yd), i = 1, d

yi(a) = yi
0, i = 1, d

Reamintim urm̆atoarea teorem̆a clasic̆a referitoare la existenţă şi unicitate.

Teorema 8.1.1Presupunem c̆a f(x, y) este continŭa ı̂n prima variabil̆a pentrux ∈
[a, b] şi ı̂n raport cu cea de-a doua variabilă satisface o condiţie Lipschitz uniformă

‖f(x, y)− f(x, y∗)‖ ≤ L‖y − y∗‖, y, y∗ ∈ Rd, (8.1.2)

unde‖ · ‖ este o anumit̆a norm̆a vectorial̆a. Atunci problema Cauchy (PC) are o soluţie
unică y(x), a ≤ x ≤ b, ∀ y0 ∈ Rd. Mai mult,y(x) depinde continuu dea şi y0.

1

Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematician francez,
considerat p̆arintele analizei moderne. A fundamentat solid
analiza pe baza conceptului riguros de limită. Este de aseme-
nea creatorul analizei complexe,ı̂n care ,,formula lui Cauchy”
ocup̆a un loc central. Numele său este legat şi de contribuţii
de pionierat̂ın domeniul ecuaţiilor diferenţiale şi cu derivate
parţiale,̂ın particular legate de problema existenţei şi unicităţii.
La fel ca ı̂n cazul multor mari matematicieni din secolelele
al optsprezecelea şi al nouasprezecelea, lucrările sale au tratat
probleme din geometrie, algebră, teoria numerelor, mecanică,
dar şi fizic̆a teoretic̆a.
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Condiţia Lipschitz (8.1.2) are singur loc dacă toate funcţiile∂f i

∂yj (x, y), i, j = 1, d

sunt continuêın raport cu variabileley şi sunt m̆arginite pe[a, b] × Rd. Aceasta este
situaţiaı̂n cazul sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare liniare, unde

f i(x, y) =
d∑

j=1

aij(x)yj + bi(x), i = 1, d

şi aij(x), bi(x) sunt funcţii continue pe[a, b].
De multe ori condiţia Lipschitz (8.1.2) are locı̂ntr-o vecin̆atate a luix0 astfelı̂ncât

y(x) să r̆amân̆a ı̂ntr-un compactD.

8.2. Metode numerice

Se face distincţiêıntremetode de aproximare analiticeşi metode discrete. În cadrul
primei categorii sêıncearc̆a s̆a se ğaseasc̆a aproximaţiiya(x) ≈ y(x) ale soluţiei exacte,
valabile pentru oricex ∈ [a, b]. Acestea de obicei au forma unei dezvoltări ı̂ntr-o serie
trunchiat̆a, fie dup̆a puterile luix, fie ı̂n polinoame Ceb̂aşev, fiêıntr-un alt sistem de
funcţii de baz̆a. În cazul metodelor discrete, seı̂ncearc̆a s̆a se ğaseasc̆a aproximaţiiun ∈
Rd ale lui y(xn) pe o gril̆a de punctexn ∈ [a, b]. Absciselexn pot fi predeterminate
(de exemplu puncte echidistante pe[a, b]), sau mai convenabil sunt generate dinamic ca
parte a procesului de integrare.

Dac̆a se doreşte, se pot obţine din aceste aproximante discrete {un} aproximante
yn(x) definite pêıntreg intervalul[a, b], fie prin interpolare, sau mai natural, printr-un
mecanism de continuare conţinutı̂n metoda de aproximareı̂ns̆aşi. Ne vom ocupa numai
de metode discrete cu un pas, adică metodêın careun+1 este determinat cunoscând
numaixn, un şi pasulh pentru a trece de laxn la xn+1 = xn + h. Într-o metod̆a cu
k paşi(k > 1) este necesară cunoaşterea ak − 1 puncte adiţionale(xn−j, un−j), j =
1, 2, . . . , k − 1 pentru a obţine o noŭa component̆a a soluţiei.

Când se descrie o metodă cu un pas este suficient să ar̆at̆am cum se trece de la un
punct generic(x, y), x ∈ [a, b], y ∈ Rd la punctul urm̆ator(x+h, ynext). Ne vom referi la
aceasta ca fiinddescrierea local̆a a unei metode cu un pas. Aceasta include de asemenea
o discuţie a preciziei locale, adică ĉat de apropiat esteynext de soluţiêın x+h. O metod̆a
cu un pas pentru rezolvarea problemei Cauchy (8.1.1) generează efectiv o funcţie gril̆a
{un}, un ∈ Rd, pe o gril̆a a = x0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = b ce acoper̆a
intervalul [a, b], prin care se intenţionează caun să aproximeze soluţia exactă y(x) ı̂n
x = xn. Punctul(xn+1, un+1) se obţine din punctul(xn, un) aplicând o metod̆a cu un
pas, av̂and un pashn = xn+1 − xn adecvat ales. Ne vom referi la aceasta cadescrierea
globală a unei metode cu un pas. Chestiunile de interes aici sunt comportarea erorii
globaleun − y(xn), ı̂n particular stabilitatea, convergenţa şi alegerea luihn pentru a
trece de la un punct al grileixn, la urm̆atorul,xn+1 = xn + hn.
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8.3. Descrierea local̆a a metodelor cu un pas

Dându-se un punct genericx ∈ [a, b], y ∈ Rd, definim un pas al metodei cu un pas
prin

ynext = y + hΦ(x, y; h), h > 0. (8.3.1)

FuncţiaΦ : [a, b] × Rd × R+ → Rd poate fi ĝandit̆a ca un increment aproximativ
pe unitatea de pas sau ca o aproximare a diferenţei divizateşi ea defineşte metoda.
Împreun̆a cu (8.3.1) considerăm soluţiau(t) a ecuaţiei diferenţiale (8.1.1) ce trece prin
punctul(x, y), adic̆a problema locală cu valoarea iniţială

{
du
dt

= f(t, u)
u(t) = y t ∈ [t, t + h]

(8.3.2)

Vom numi u(t) soluţie de referinţ̆a. Se intenţioneaz̆a ca vectorulynext din (8.3.1) s̆a
aproximezeu(x+h). Cu ĉat succes se realizează aceasta se m̆asoar̆a prin eroarea locală
de trunchiere, definită dup̆a cum urmeaz̆a.

Definiţia 8.3.1 Eroarea de trunchierea metodeiΦ ı̂n punctul(x, y) este definit̆a prin

T (x, y; h) =
1

h
[ynext − u(x + h)]. (8.3.3)

Eroarea de trunchiere este o funcţie cu valori vectoriale ded+2 variabile. Utiliẑand
(8.3.1) şi (8.3.2) o putem scrie sub forma

T (x, y; h) = Φ(x, y; h)− 1

h
[u(x + h)− u(x)], (8.3.4)

ceea ce arată c̆a T este diferenţâıntre incrementul aproximativ şi cel exact pe unitatea
de pas.

Definiţia 8.3.2 MetodaΦ se numeşteconsistent̆a dac̆a

T (x, y; h)→ 0 cândh→ 0, (8.3.5)

uniform pentru(x, y) ∈ [a, b]× Rd.

Conform lui (8.3.4) şi (8.3.3) avem consistenţă dac̆a şi numai dac̆a

Φ(x, y; 0) = f(x, y), x ∈ [a, b], y ∈ Rd. (8.3.6)

O descriere mai fin̆a a preciziei locale este furnizată de definiţia urm̆atoare, bazată
pe conceptul de eroare de trunchiere.
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Definiţia 8.3.3 Spunem c̆a metodaΦ are ordinul p dac̆a pentru o anumit̆a norm̆a vec-
torială ‖ · ‖

‖T (x, y; h)‖ ≤ Chp, (8.3.7)

uniform pe[a, b]× Rd, cu constantaC independent̆a dex, y şi h.

Aceast̆a proprietate se mai poate exprima sub forma

T (x, y; h) = O(hp), h→ 0. (8.3.8)

De notat c̆a p > 0 implică consistenţa. De obiceip ∈ N∗. El se numeşteordin exact,
dac̆a (8.3.7) nu are loc pentru nici unp mai mare.

Definiţia 8.3.4 O funcţieτ : [a, b]× Rd → Rd care satisfaceτ(x, y) 6≡ 0 şi

T (x, y; h) = τ(x, y)hp + O(hp+1), h→ 0 (8.3.9)

se numeştefuncţie de eroare principală .

Funcţia de eroare principală determin̆a termenul principal (dominant) al erorii de
trunchiere. Num̆arulp din (8.3.9) este ordinul exact al metodei deoareceτ 6≡ 0.

Toate definiţiile precedente sunt formulateı̂n ideea c̆ah > 0 este un num̆ar mic. Cu
câtp este mai mare, cu atât metoda este mai precisă.

8.4. Exemple de metode cu un pas

Unele dintre metodele cele mai vechi sunt motivate prin consideraţii geometrice
simple asupra pantei definite de membrul drept al ecuaţiei diferenţiale.În aceast̆a cate-
gorie intr̆a metoda lui Euler şi metoda lui Euler modificată. Alte metode mai precise şi
mai sofisticate se bazează pe dezvoltarea Taylor.

8.4.1. Metoda lui Euler

Euler a propus metoda saı̂n 1768, lâınceputul istoriei calculului diferenţial şi inte-
gral. Ea const̆a pur şi simplûın a urma pantâın punctul generic(x, y) pe un interval de
lungimeh

ynext = y + hf(x, y). (8.4.1)

(vezi figura 8.1).
Astfel Φ(x, y; h) = f(x, y) nu depinde deh şi conform lui (8.3.6) metoda este

consistent̆a. Pentru eroarea de trunchiere avem conform lui (8.3.3)

T (x, y; h) = f(x, y)− 1

h
[u(x + h)− u(x)], (8.4.2)
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Figura 8.1: Metoda lui Euler – soluţia exactă (linie continŭa) şi soluţia aproximativ̆a
(linie punctat̆a)

undeu(t) este soluţia de referinţă definit̆a de (8.3.2). Deoareceu′ = f(x, u(x)) =
f(x, y), putem scrie, utiliẑand formula lui Taylor

T (x, y; h) = u′(x)− 1

h
[u(x + h)− u(x)] = (8.4.3)

= u′(x)− 1

h
[u(x) + hu′(x) +

1

2
h2u′′(ξ)− u(x)] =

= −1

2
hu′′(ξ), ξ ∈ (x, x + h),

presupun̂and c̆a u ∈ Cr[x, x + h]. Aceasta este adevărat̆a dac̆a f ∈ C1([a, b] × Rd).
Diferenţiind acum total (8.3.2)̂ın raport cut şi făĉandt = ξ, suntem conduşi la

T (x, y; h) = −1

2
h[fx + fyf ](ξ, u(ξ)), (8.4.4)

undefx este derivata parţială a lui f ı̂n raport cux şi fy este jacobianul luif ı̂n ra-
port cu variabilay. Dac̆a ı̂n spiritul teoremei 8.1.1, presupunem că f şi toate derivatele
sale parţiale de ordinul I sunt uniform mărginite ı̂n [a, b] × Rd, exist̆a o constant̆a C,
independent̆a dex, y şi h astfelı̂ncât

‖T (x, y; h)‖ ≤ Ch. (8.4.5)
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Astfel, metoda lui Euler are ordinulp = 1. Dac̆a facem aceeaşi presupunere şi despre
derivatele parţiale de ordinul doi ale luif avem

u′′(ξ) = u′′(x) + O(h)

şi de aceea din (8.4.3) rezultă

T (x, y; h) = −1

2
h[fx + fyf ](x, y) + O(h2), h→ 0, (8.4.6)

ar̆at̂and c̆a funcţia eroare principală este dat̆a de

τ(x, y) = −1

2
[fx + fyf ](x, y). (8.4.7)

Except̂and situaţia ĉandfx + fyf ≡ 0, ordinul exact al metodei lui Euler estep = 1.

8.4.2. Metoda dezvolt̆arii Taylor

Am văzut c̆a metoda lui Euler se bazează pe trunchierea dezvoltării Taylor a soluţiei
de referinţ̆a dup̆a cel de-al doilea termen. Este o idee naturală, propus̆a ı̂ncă de Euler, de
a utiliza mai mulţi termeni din dezvoltarea Taylor. Aceasta necesit̆a calculul succesiv al
,,derivatelor totale“ ale luif ,

f [0](x, y) = f(x, y)

f [k+1](x, y) = f
[k]
x (x, y) + f

[k]
y (x, y)f(x, y), k = 0, 1, 2, . . .

(8.4.8)

care determin̆a derivatele succesive ale soluţiei de referinţău(t) a lui (8.3.2)ı̂n virtutea
relaţiei

u(k+1)(t) = f [k](t, u(t)), k = 0, 1, 2, . . . (8.4.9)

Acestea, pentrut = x devin

u(k+1)(x) = f [k](x, y), k = 0, 1, 2, . . . (8.4.10)

şi sunt utilizate pentru a scrie dezvoltarea Taylor conform cu

ynext = y + h

[
f [0](x, y) +

1

2
hf [1](x, y) + · · ·+ 1

p!
hp−1f [p−1](x, y)

]
, (8.4.11)

adic̆a

Φ(x, y; h) = f [0](x, y) +
1

2
hf [1](x, y) + · · ·+ 1

p!
hp−1f [p−1](x, y). (8.4.12)
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Pentru eroarea de trunchiere, utilizând (8.4.10) şi (8.4.12) şi presupunând c̆a f ∈
Cp([a, b]× Rd) se obţine din teorema lui Taylor

T (x, y; h) = Φ(x, y; h)− 1

h
[u(x + h)− u(x)] =

= Φ(x, y; h)−
p−1∑

k=0

u(k+1)(x)
hk

(k + 1)!
− u(p+1)(ξ)

hp

(p + 1)!
=

= −u(p+1)(ξ)
hp

(p + 1)!
, ξ ∈ (x, x + h),

aşa c̆a

‖T (x, y; h)‖ ≤ Cp

(p + 1)!
hp,

undeCp este o margine a derivatei totale de ordinp a lui f . Astfel metoda are ordinul
exactp (ı̂n afar̆a de cazul ĉandf [p](x, y) ≡ 0) şi funcţia eroare principală este

τ(x, y) = − 1

(p + 1)!
f [p](x, y). (8.4.13)

Necesitatea calculului multor derivate parţialeı̂n (8.4.8) a fost un factor descurajant
ı̂n trecut, ĉand se f̆acea cu m̂ana. Dar̂ın zilele noastre această sarcin̆a poate c̆adeaı̂n
seama calculatorului, astfelı̂ncât metoda a devenit din nou o opţiune viabilă.

8.4.3. Metode de tip Euler̂ımbunătăţite

Exist̆a prea mult̆a inerţieı̂n metoda lui Euler: nu se urmează aceeaşi pantă peı̂ntreg
intervalul de lungimeh, deoarece de-a lungul acestui segment de dreaptă panta defi-
nită de ecuaţia diferenţială se schimb̆a. Aceasta sugerează mai multe alternative. De
exemplu am putea să reevalŭam panta la mijlocul segmentului – să luăm pulsul ecuaţiei
diferenţiale – şi apoi s̆a urm̆am panta actualizată peı̂ntreg intervalul (vezi figura 8.2).
Formula este

ynext = y + hf

(
x +

1

2
h, y +

1

2
hf(x, y)

)
(8.4.14)

sau

Φ(x, y; h) = f

(
x +

1

2
h, y +

1

2
hf(x, y)

)
(8.4.15)

Observaţi ,,imbricarea” necesară aici. Pentru programarea acestei metode este indicat să
se scrie

K1(x, y) = f(x, y)
K2(x, y; h) = f

(
x + 1

2
h, u + 1

2
hK1

)

ynext = y + hK2

(8.4.16)
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f

y
next

x x+h

Figura 8.2: Metoda lui Euler modificată

Cu alte cuvinte,̂ıncerc̆am s̆a luăm doŭa pante de testK1 şi K2, unaı̂n punctul iniţial
şi a douâın apropiere şi apoi s-o alegem pe ultima ca pantă final̆a. Metoda se numeşte
metoda lui Euler modificată .

Putem la fel de bine să luăm o a doua pantă deı̂ncercare(x + h, y + hf(x, y)), dar
atunci, deoarece trebuie să aştept̆am prea mult̂ınainte de a reevalua panta, luăm ca pant̆a
finală media celor doŭa pante

K1(x, y) = f(x, y)

K2(x, y; h) = f(x + h, y + hK1)

ynext = y +
1

2
h(K1 + K2).

(8.4.17)

Aceast̆a metod̆a se numeştemetoda lui Heun. Efectul ambelor modific̆ari este creşterea
ordinului cu 1, aşa cum se va vedeaı̂n continuare.

8.5. Metode Runge-Kutta

Se caut̆aΦ de forma:

Φ(x, y; h) =
r∑

s=1

αsKs

K1(x, y) = f(x, y)

Ks(x, y) = f

(
x + µsh, y + h

s−1∑

j=1

λsjKj

)
, s = 2, 3, . . . , r

(8.5.1)
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Este natural s̆a impunem̂ın (8.5.1) condiţiile

µs =
s−1∑

j=1

λsj, s = 2, 3, . . . , r,
r∑

s=1

αs = 1, (8.5.2)

unde primul set de condiţii este echivalent cu

Ks(x, y; h) = u′(x + µsh) + O(h2), s ≥ 2,

iar a doua este condiţia de consistenţă (8.3.6) (adic̆aΦ(x, y; h) = f(x, y)).
Vom numi metoda (8.5.1)metod̆a Runge-Kutta explicită ı̂n r stadiideoarece necesită

r evalŭari ale funcţieif din membrul drept al ecuaţiei diferenţiale. Condiţiile (8.5.2)
conduc la un sistem neliniar. Fiep∗(r) ordinul maxim pentru o metodă Runge-Kutta
explicită ı̂n r stadii. Kutta 2 a ar̆atatı̂n 1901 c̆a

p∗(r) = r, r = 1, 4.

Se pot considerametode Runge-Kutta implicitecu r stadii

Φ(x, y; h) =
r∑

s=1

αsKs(x, y; h),

Ks = f

(
x + µsh, y +

r∑

j=1

λsjKj

)
, s = 1, r,

(8.5.3)

ı̂n care ultimeler ecuaţii formeaz̆a un sistem de ecuaţii (ı̂n general neliniar) cu necu-
noscuteleK1, K2, . . . , Kr. Deoarece fiecare dintre necunoscute este un vector dinRd,
ı̂nainte de construirea incrementului aproximativΦ trebuie s̆a rezolv̆am un sistem de
rd ecuaţii curd necunoscute.Metodele Runge-Kutta semiimplicite, la care limitele de
sumare merg de laj = 1 la j = s necesit̆a un efort mai mic. Se ajunge la un sistem de
r ecuaţii, fiecare av̂andd necunoscute, componentele luiKs. Volumul considerabil de
calcule necesar̂ın metodele implicite şi semiimplicite se justifică numaîın ı̂mprejur̆ari

2

Wilhelm Martin Kutta (1867-1944), matematician german, cu
preocup̆ari ı̂n domeniul matematicilor aplicate. Cunoscut pen-
tru lucr̆arile saleı̂n domeniul rezolv̆arii numerice a ecuaţiilor
diferenţiale ordinare, a avut şi contribuţii al aplicarea trans-
formărilor conforme la probleme de hidro şi aerodinamică (for-
mula Kutta-Jukovski).



8.5. Metode Runge-Kutta 235

speciale, de exemplu la rezolvarea problemelor stiff. Motivul este acela c̆a metodele
implicite pot avea ordin mai mare şi proprietăţi de stabilitate mai bune.

Parametrii se aleg astfel ca ordinul să fie ĉat mai mare posibil.

Exemplul 8.5.1. Fie
Φ(x, y; h) = α1K1 + α2K2 ♦

unde

K1(x, y) = f(x, y)

K2(x, y; h) = f(x + µ2h, y + λ21hK1)

λ21 = µ2

Avem deci 3 parametriα1, α2, µ. Un mod sistematic de a determina ordinul maxim
p este de a dezvolta atâtΦ(x, y; h) cât şih−1[u(x + h)− u(x)] dup̆a puterile luih şi s̆a
impunem coincidenţa a cât mai multor termeni posibili, făr̆a a impune restricţii asupra
lui f . Pentru a dezvoltaΦ avem nevoie de dezvoltarea Taylor a unei funcţii vectoriale
de mai multe variabile

f(x + ∆x, y + ∆y) = f + fx∆x + fy∆y+

+
1

2
[fxx(∆x)2 + 2fxy∆x∆y + (∆y)T fyy(∆y)] + · · · ,

(8.5.4)

undefy este jacobianul luif , iar fyy = [f i
yy] este vectorul matricelor hessiene ale luif .

În formula de mai sus toate funcţiile şi derivatele parţiale se evaluează ı̂n (x, y). Pun̂and
∆x = µh, ∆y = µhf obţinem

K2(x, y; h) = f + µh(fx + fyf)

+
1

2
µ2h2(fxx + 2fxyf + fT fyyf) + O(h3)

(8.5.5)

1

h
[u(x + h)− u(x)] = u′(x) +

1

2
hu′′(x) +

1

6
u′′′(x) + O(h3) (8.5.6)

unde

u′(x) = f

u′′(x) = f [1] = fx + fyf

u′′′(x) = f [2] = f [1]
x + f [1]

y f = fxx + fxfyf + fyfx + (fxy + (fyf)y)f =

= fxx + 2fxyf + fT fyyf + fy(fx + fy)f

undeı̂n ultima ecuaţie s-a utilizat

(fyf)yf = fT fyyf + f 2
y f
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Avem

T (x, y; h) = α1K1 + α2K2 −
1

h
[u(x + h)− u(x)]

ı̂n carêınlocuim (8.5.5) şi (8.5.6). Ğasim

T (x, y; h) = (α1 + α2 − 1)f +

(
α2µ−

1

2

)
h(fx + fyf)+

+
1

2
h2

[(
α2µ

2 − 1

3

)
(fxx + 2fxyf + fT fyyf)− 1

3
fy(fx + fyf)

]
+ O(h3) (8.5.7)

Nu putem impune asupra coeficientul luih2 condiţia ca el s̆a fie zero deĉat dac̆a
impunem restricţii severe asupra luif . Astfel ordinul maxim este 2 şi el se obţine pentru

{
α1 + α2 = 1
α2µ = 1

2

Soluţia

α1 = 1− α2

µ =
1

2α2

depinde de un parametru,α2 6= 0, arbitrar.
Pentruα2 = 1 avem metoda lui Euler modificată, iar pentruα2 = 1

2
metoda lui

Heun.
Vom menţiona formula Runge-Kutta clasică de ordinp = 4.

Φ(x, y; h) = 1
6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

K1(x, y; h) = f(x, y)
K2(x, y; h) = f

(
x + 1

2
h, y + 1

2
hK1

)

K3(x, y; h) = f
(
x + 1

2
h, y + 1

2
hK2

)

K4(x, y; h) = f(x + h, y + hK3)

(8.5.8)

Dac̆af nu depinde dey, atunci (8.5.8) coincide cu formula lui Simpson. Runge3 a avut
ideea de a generaliza formula lui Simpson la ecuaţii diferenţiale ordinare. El a reuşit

3

Carle David Tolḿe Runge (1856-1927) matematician german,
membru al şcolii matematice de la Götingen şi unul dintre
pionierii matematicii numerice. Este cunoscut pentru meto-
dele Runge-Kutta din domeniul rezolvării numerice a ecuaţiilor
diferenţiale ordinare, ale căror idei de baz̆a i se datoreaz̆a. A
avut contribuţii notabile şîın domeniul aproxim̆arilor ı̂n planul
complex.
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doar parţial, formula sa avândr = 4 şi p = 3. Metoda (8.5.8) a fost descoperită de
Kutta ı̂n 1901 printr-o c̆autare sistematică.

În cazul ĉandf nu depinde dey, atunci (8.5.8) se reduce la formula lui Simpson.
Metoda Runge-Kutta clasică de ordinul 4 pentru o grilă deN + 1 puncte echidistante
este dat̆a de algoritmul 8.1.

Algoritmul 8.1 Metoda Runge-Kutta de ordinul 4
Intrare: capetelea, b ale intervalului;̂ıntregulN ; valoarea iniţial̆aα.
Ieşire: N + 1 absciset şi aproximantelew ale lui valorilor luiy ı̂n t.

h := (b− a)/N ;
t0 := a;
w0 := α;
for i := 0 to N − 1 do

K1 := hf(ti, wi);
K2 := hf(ti + h/2, wi + K1/2);
K3 := hf(ti + h/2, wi + K2/2);
K4 := hf(ti + h,wi + K3);
wi+1 := wi + (K1 + 2 ∗K2 + 2 ∗K3 + K4);
ti+1 := ti + h;

end for

Exemplul 8.5.2. Utiliz ând metoda Runge-Kutta de ordinul 4 pentru a aproxima soluţia
problemei Cauchy

y′ = −y + t + 1, t ∈ [0, 1]

y(0) = 1,

cuh = 0.1, N = 10 şi ti = 0.1i se obţin rezultatele din tabelul 8.1. ♦

Se obişnuieşte să se asocieze unei metode Runge-Kutta cur stadii (8.5.3) tabloul

µ1 λ11 λ12 . . . λ1r

µ2 λ21 λ22 . . . λ2r

...
...

... . . .
...

µr λr1 λr2 . . . λrr

α1 α2 . . . αr

(
ı̂n formă matricial̆a

µ Λ

αT

)

numit tabel̆a Butcher. Pentru o metod̆a explicit̆aµ1 = 0 şi Λ este triunghiular̆a inferior,
cu zerouri pe diagonală. Putem asocia primelorr linii ale tabelei Butcher o formulă de
cuadratur̆a

∫ µs

0
u(t) dt ≈∑r

j=1 λsju(µj), s = 1, r şi ultimei linii formula de cuadratură
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ti Aproximante Valori exacte Eroarea
0.0 1 1 0
0.1 1.00483750000 1.00483741804 8.19640e-008
0.2 1.01873090141 1.01873075308 1.48328e-007
0.3 1.04081842200 1.04081822068 2.01319e-007
0.4 1.07032028892 1.07032004604 2.42882e-007
0.5 1.10653093442 1.10653065971 2.74711e-007
0.6 1.14881193438 1.14881163609 2.98282e-007
0.7 1.19658561867 1.19658530379 3.14880e-007
0.8 1.24932928973 1.24932896412 3.25617e-007
0.9 1.30656999120 1.30656965974 3.31459e-007
1.0 1.36787977441 1.36787944117 3.33241e-007

Tabela 8.1: Rezultate numerice pentru exemplul 8.5.2

∫ 1

0
u(t) dt ≈ ∑r

s=1 αsu(µj). Dac̆a gradele de exactitate respective suntds = qs − 1,
1 ≤ s ≤ r + 1 (ds = ∞ dac̆a µs = 0 şi toţi λsj = 0) atunci din teorema lui Peano
rezult̆a c̆a ı̂n reprezentarea restului apar derivatele de ordinulqs ale luiu şi deci pun̂and
u(t) = y′(x + th) se obţine

y(x + µsh)− y(x)

h
−

r∑

j=1

λsjy
′(x + µjh) = O (hqs) , s = 1, r

şi

y(x + h)− y(x)

h
−

r∑

s=1

αsy
′(x + µsh) = O

(
hqr+1

)
.

Pentru metoda Runge-Kutta clasică de ordinul patru (8.5.8) tabela Butcher este:

0 0
1
2

1
2

0
1
2

0 1
2

0

1 0 0 1 0
1
6

2
6

2
6

1
6

8.6. Descrierea global̆a a metodelor cu un pas

Descrierea metodelor se face cel mai bineı̂n termeni de grile şi funcţii gril̆a.
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O gril ă pe intervalul[a, b] este o mulţime de puncte{xn}Nn=0 astfelı̂ncât

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = b, (8.6.1)

cu lungimile grilei definite prin

hn = xn+1 − xn, n = 0, 1, . . . , N − 1. (8.6.2)

Fineţea grilei este m̆asurat̆a prin

|h| = max
0≤n≤N−1

hn. (8.6.3)

Vom utiliza literah pentru a desemna colecţia de lungimih = {hn}. Dac̆a h1 = h2 =
· · · = hN = (b − a)/N , grila se numeşteuniformă, iar ı̂n caz contrarneuniform̆a.
O funcţie cu valori vectorialev = {vn}, vn ∈ Rd, definit̆a pe grila (8.6.1) se numeşte
funcţie grilă. Astfel,vn este valoarea funcţieiv ı̂n punctulxn al grilei. Orice funcţiev(x)
definit̆a pe[a, b] induce o funcţie gril̆a prin restricţie. Vom desemna mulţimea funcţiilor
grilă pe[a, b] prin Γh[a, b] şi pentru fiecare funcţie grilăv = {vn} definim norma sa prin

‖v‖∞ = max
0≤n≤N

‖vn‖, v ∈ Γh[a, b] (8.6.4)

O metod̆a cu un pas – de fapt orice metodă discret̆a – este o metod̆a care produce o
funcţie gril̆a u = {un} astfel ı̂ncât u ≈ y, undey = {yn} este funcţia gril̆a indus̆a de
soluţia exact̆a a problemei Cauchy. Fie metoda

xn+1 = xn + hn

un+1 = un + hnΦ(xn, un; hn)
(8.6.5)

undex0 = a, u0 = y0.
Pentru a clarifica analogia dintre (8.1.1) şi (8.6.5) vom introduce operatoriiR şi Rh

care acţioneaz̆a peC1[a, b] şi respectiv peΓh[a, b]. Aceştia sunt operatorii reziduali

(Rv)(x) := v′(x)− f(x, v(x)), v ∈ C1[a, b] (8.6.6)

(Rhv)n :=
1

hn

(vn+1 − vn)− Φ(xn, vn; hn), n = 0, 1, . . . , N − 1, (8.6.7)

undev = {vn} ∈ Γh[a, b]. (Funcţia gril̆a {(Rhv)n} nu este definit̆a pentrun = N ,
dar putem lua arbitrar(Rhv)N = (Rhv)N−1). Atunci problema Cauchy şi analogul său
discret (8.6.5) se pot scrie transparent ca

Ry = 0 pe [a, b], y(a) = y0 (8.6.8)

Rhu = 0 pe [a, b], u0 = y0 (8.6.9)
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De notat c̆a operatorul rezidual (8.6.7) este strânsı̂nrudit cu eroarea locală de trun-
chiere (8.3.3) ĉand aplic̆am operatorul̂ıntr-un punct(xn, y(xn)) pe traiectoria soluţiei
exacte. Atunci,̂ıntr-adev̆ar, soluţia de referinţău(t) coincide cu soluţiay(t) şi

(Rhy)n =
1

hn

[y(xn+1)− y(xn)]− Φ(xn, y(xn); hn) =

= −T (xn, y(xn); hn). (8.6.10)

8.6.1. Stabilitatea

Stabilitatea este o proprietate numai a schemei numerice (8.6.5) şi nu are nimic de-a
face apriori cu puterea de aproximare. Ea caracterizează robusteţea schemeiı̂n raport
cu perturbaţii mici. Totuşi stabilitatea combinată cu consistenţa conduce la convergenţa
soluţiei numerice c̆atre soluţia adev̆arat̆a. Definim stabilitateâın termeni de operatori
reziduali discreţiRh ı̂n (8.6.7). Ca de obicei, presupunem că Φ(x, y; h) este definit̆a pe
[a, b]× Rd × [0, h0], undeh0 > 0 este un num̆ar pozitiv adecvat.

Definiţia 8.6.1 Metoda (8.6.5) se numeştestabil̆a pe[a, b] dac̆a exist̆a o constant̆a K >
0 care nu depinde deh astfel ı̂ncât pentru o gril̆a arbitrară h pe [a, b] şi pentru doŭa
funcţii grilă arbitrarev, w ∈ Γh[a, b] are loc

‖v − w‖∞ ≤ K (‖v0 − w0‖∞ + ‖Rhv −Rhw‖∞) , v, w ∈ Γh[a, b] (8.6.11)

pentru oriceh cu |h| suficient de mic̆a. În (8.6.11) norma este definită prin (8.6.4).

Vom numi ı̂n continuare (8.6.11)inegalitatea de stabilitate. Motivaţia ei este
următoarea. S̆a presupunem că avem doŭa funcţii grilău,w ce satisfac

Rhu = 0, u0 = y0 (8.6.12)

Rhw = ε, w0 = y0 + η0, (8.6.13)

undeε = {εn} ∈ Γh[a, b] este o funcţie gril̆a cu‖εn‖mic şi‖η0‖ este de asemenea mic.
Putem interpretau ∈ Γh[a, b] ca fiind rezultatul aplic̆arii schemei numerice (8.6.5) cu
precizie infinit̆a, ı̂n timp cew ∈ Γh[a, b] ar putea fi soluţia lui (8.6.5)̂ın aritmeticâın
virgulă flotant̆a. Atunci, dac̆a stabilitatea are loc, avem

‖u− w‖∞ ≤ K(‖η0‖∞ + ‖ε‖∞), (8.6.14)

adic̆a, schimbarea locală ı̂n u este de acelaşi ordin de mărime ca şi eroarea reziduală
local̆a {εn} şi eroarea iniţial̆a η0. Trebuie apreciat, totuşi, că prima ecuaţiêın (8.6.13)
spune

wn+1 − wn − hnΦ(xn, wn, hn) = hnεn,

ı̂nsemn̂and c̆a erorile de rotunjire trebuie să tind̆a c̆atre zero atunci ĉand|h| → ∞.
Interesant, pentru stabilitate este necesară doar o condiţie Lipschitz asupra luiΦ.



8.6. Descrierea globală a metodelor cu un pas 241

Teorema 8.6.2Dacă Φ(x, y; h) satisface o condiţie Lipschitzı̂n raport cu variabilay,

‖Φ(x, y; h)− Φ(x, y∗; h)‖ ≤M‖y − y∗‖ pe [a, b]× Rd × [0, h0], (8.6.15)

atunci metoda (8.6.5) este stabilă.

Vom preğati demonstraţia prin urm̆atoarea lem̆a utilă.

Lema 8.6.3 Fie {en} o secvenţ̆a de numere,en ∈ R, ce satisface

en+1 ≤ anen + bn, n = 0, 1, . . . , N − 1 (8.6.16)

undean > 0 şi bn ∈ R. Atunci

en ≤ En, En =

(
n−1∏

k=0

ak

)
e0 +

n−1∑

k=0

(
n−1∏

ℓ=k+1

aℓ

)
bk, n = 0, 1, . . . , N (8.6.17)

Adopt̆am aici convenţia uzuală c̆a un produs vid are valoarea 1 şi o sumă vidă are
valoarea 0.

Demonstraţia lemei 8.6.3.Se verific̆a c̆a

En+1 = anEn + bn, n = 0, 1, . . . , N − 1, E0 = e0.

Sc̆aẑand aceasta din (8.6.16) se obţine

en+1 − En+1 ≤ an(en − En), n = 0, 1, . . . , N − 1.

Acum, e0 − E0 = 0, aşa c̆a e1 − E1 ≤ 0, căci a0 > 0. Prin inducţie, mai general,
en − En ≤ 0, deoarecean−1 > 0. �

Demonstraţia teoremei 8.6.2.Fie h = {hn} o grilă arbitrar̆a pe[a, b] şi v, w ∈ Γh[a, b]
doŭa funcţii grilă cu valori vectoriale arbitrare. Din definiţia luiRh putem scrie

vn+1 = vn + hnΦ(xn, vn; hn) + hn(Rhv)n, n = 0, 1, . . . , N − 1

şi similar pentruwn+1. Sc̆aẑandu-le obţinem

vn+1 − wn+1 = vn − wn + hn[Φ(xn, vn; hn)− Φ(xn, wn; hn)]+

+ hn[(Rhv)n − (Rhw)n], n = 0, 1, . . . , N − 1. (8.6.18)

Definim acum

en = ‖vn − wn‖, dn = ‖(Rhv)n − (Rhw)n‖, δ = ‖dn‖∞. (8.6.19)
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Utiliz ând inegalitatea triunghiuluîın (8.6.18) şi condiţia Lipschitz (8.6.19) pentruΦ
obţinem

en+1 ≤ (1 + hnM)en + hnδ, n = 0, 1, . . . , N − 1 (8.6.20)

Aceasta este inegalitatea (8.6.16) cuan = 1 + hnM , bn = hnδ. Deoarecek =
0, 1, . . . , n− 1, n ≤ N avem

n−1∏

ℓ=k+1

aℓ ≤
n−1∏

ℓ=0

aℓ =
N−1∏

ℓ=0

(1 + hℓM) ≤
N−1∏

ℓ=0

ehℓM

= e(h0+h1+···+hN−1)M = e(b−a)M ,

undeı̂n a doua inegalitate a fost utilizată inegalitatea clasică1 + x ≤ ex, din lema 8.6.3
se obţine c̆a

en ≤ e(b−a)Me0 + e(b−a)M

n−1∑

k=0

hkδ ≤

≤ e(b−a)M(e0 + (b− a)δ), n = 0, 1, . . . , N − 1.

De aceea

‖e‖∞ = ‖v − w‖∞ ≤ e(b−a)M(‖v0 − w0‖+ (b− a)‖Rhv −Rhw‖∞),

care este (8.6.11) cuK = e(b−a)M max{1, b− a}. �

Am demonstrat de fapt stabilitatea pentru orice|h| ≤ h0, nu numai pentruh suficient
de mic.

Toate metodele cu un pas utilizateı̂n practic̆a satisfac o condiţie Lipschitz dacă f
satisface o astfel de condiţie şi constantaM pentruΦ poate fi aproximat̆a cu ajutorul
constanteiL pentruf . Este evident pentru metoda lui Euler şi nu este dificil de de-
monstrat pentru celelalte. Este util de observat că Φ nu este nevoie să fie continŭa ı̂n
x; continuitatea pe porţiuni fiind suficientă at̂at timp ĉat (8.6.15) are loc pentru orice
x ∈ [a, b], luând limitele lateralêın punctele de discontinuitate.

Vom folosi urm̆atoarea aplicaţie a lemei 8.6.3, relativă la o funcţie gril̆av ∈ Γh[a, b]
ce satisface

vn+1 = vn + hn(Anvn + bn), n = 0, 1, ..., N − 1, (8.6.21)

undeAn ∈ Rd×d, bn ∈ Rd, şi hn este o grila arbitrară pe[a, b].

Lema 8.6.4 Presupunem c̆a ı̂n (8.6.21)

‖An‖ ≤M, ‖bn‖ ≤ δ, n = 0, 1, . . . , N − 1, (8.6.22)

unde constanteleM , δ nu depind deh. Atunci, exist̆a o constant̆a K > 0, independent̆a
deh, dar depinẑand de‖v0‖, astfelı̂ncât

‖v‖∞ ≤ K. (8.6.23)
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Demonstraţie.Lemma rezult̆a observ̂and c̆a

‖vn+1‖‖ ≤ (1 + hnM)‖vn‖+ hnδ, n = 0, 1, . . . , N − 1,

care este chiar inegalitatea (8.6.19) din demonstraţia teoremei 8.6.2, deci

‖vn‖ ≤ e(b−a)M{‖v0‖+ (b− a)δ}. (8.6.24)

�

8.6.2. Convergenţ̆a

Stabilitatea este un concept puternic. Ea implică aproape imediat convergenţa şi este
un instrument de deducere a estimării erorii globale. Vom̂ıncepe prin a defini precis ce
ı̂nseamn̆a convergenţa.

Definiţia 8.6.5 Fie a = x0 < x1 < x2 < · · · < xN = b o grilă pe[a, b] cu lungimea
grilei |h| = max

1≤n≤N
(xn − xn−1). Fie u = {un} o funcţie gril̆a definit̆a aplicând metoda

(8.6.5) pe[a, b] şi y = {yn} funcţia grilă indus̆a de soluţia exactă a problemei Cauchy.
Metoda (8.6.5) se numeşteconvergent̆a pe [a, b] dac̆a are loc

‖u− y‖∞ → 0, când|h| → 0 (8.6.25)

Teorema 8.6.6Dacă metoda (8.6.5) este consistentă şi stabil̆a pe[a, b], atunci ea con-
verge. Mai mult, dac̆a Φ are ordinulp, atunci

‖u− y‖∞ = O(|h|p) când|h| → 0. (8.6.26)

Demonstraţie.Din inegalitatea de stabilitate (8.6.11) aplicată funcţiilor grilă v = h şi
w = y din definiţia 8.6.5 avem pentru|h| suficient de mic

‖u− y‖∞ ≤ K(‖u0 − y(x0)‖+ ‖Rhu−Rhy‖∞) = K‖Rhy‖ (8.6.27)

deoareceu0 = y(x0) şi Rhu = 0 conform (8.6.5). Dar din (8.6.10)

‖Rhy‖∞ = ‖T (·, y; h)‖∞ (8.6.28)

undeT este eroare de trunchiere a metodeiΦ. Din definiţia consistenţei

‖T (·, y; h)‖∞ → 0, când|h| → 0,

ceea ce demonstrează prima parte a teoremei. Partea a doua rezultă imediat din (8.6.27)
şi (8.6.28), deoarece ordinulp, prin definiţiaı̂nseamn̆a c̆a

‖T (·, y; h)‖∞ = O(|h|p), când|h| → 0. (8.6.29)

�
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8.6.3. Asimptotica erorii globale

Deoarece funcţia eroare principală descrie contribuţia termenului principal al erorii
locale de trunchiere este de interes să identific̆am termenul dominantı̂n eroarea globală
un − y(xn). Pentru a simplifica lucrurile vom presupune că avem o gril̆a de lungime
constant̆a h, deşi nu este dificil s̆a lucr̆am cu o gril̆a de lungime variabilă de forma
hn = ϑ(xn)h, undeϑ(x) este o funcţie continŭa pe porţiuni şi0 < ϑ(x) < θ pentru
a ≤ x ≤ b. Astfel, consider̆am c̆a metoda cu un pas având forma

xn+1 = xn + h

un+1 = un + hΦ(xn, un; h); n = 0, 1, . . . , N − 1

x0 = a, u0 = y0,

(8.6.30)

defineşte o funcţie grilă u = {un} pe o gril̆a uniform̆a pe[a, b]. Suntem interesaţîın
comportarea asimptotică a luiun − y(xn) cândh → 0, undey(x) este soluţia exactă a
problemei Cauchy {

dy

dx
= f(x, y) x ∈ [a, b]

y(a) = y0

(8.6.31)

Teorema 8.6.7Presupunem c̆a

(1) Φ(x, y, h) ∈ C2
(
[a, b]× Rd × [0, h0]

)
;

(2) Φ este o metod̆a de ordinp ≥ 1 ce admite o funcţie de eroare principală τ(x, y) ∈
C
(
[a, b]× Rd

)
;

(3) e(x) este soluţia problemei Cauchy

{
de
dx

= fy(x, y(x))e + τ(x, y(x)), a ≤ x ≤ b
e(a) = 0

(8.6.32)

Atunci, pentrun = 0, N,

un − y(xn) = e(xn)hp + O(hp+1), când h→ 0. (8.6.33)

Înainte de a demonstra teorema, facem următoarele observaţii:

1. Semnificaţia precis̆a a lui (8.6.33) este

‖u− y − hpe‖∞ = O(hp+1),

undeu, y, e sunt funcţiile gril̆au = {un}, y = {y(xn)} şi e = {e(xn)}.
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2. Datorit̆a consistenţeiΦ(x, y; 0) = f(x, y), condiţia (1) din enunţ implic̆a f ∈
C2([a, b]×Rd), ceea ce este mai mult decât suficient pentru a garanta existenţa şi
unicitatea soluţieie(x) a lui (8.6.32) pêıntreg intervalul[a, b].

3. Faptul c̆a anumite componente, dar nu toate ale luiτ(x, y) ar putea s̆a fie identic
nule nu implic̆a faptul c̆ae(x) se anuleaz̆a de asemenea, deoarece (8.6.32) este un
sistem cuplat de ecuaţii diferenţiale.

Demonstraţia teoremei 8.6.7.Vom ı̂ncepe cu un calcul ajutător, estimarea lui

Φ(xn, un; h)− Φ(xn, y(xn); h). (8.6.34)

Conform teoremei lui Taylor (pentru funcţii de mai multe variabile), aplicat̆a celei de-a
i-a componente a lui (8.6.34), avem

Φi(xn, un; h)−Φi(xn, y(xn); h) =
d∑

j=1

Φiyj (xn, y(xn); h)
[
uj

n − yj(xn)
]

+
1

2

d∑

j,k=1

Φiyjyk (xn, un; h)
[
uj

n − yj(xn)
] [

uk
n − yk(xn)

]
,

(8.6.35)

undeun este pe segmentul ce uneşteun şi y(xn). Utilizând teorema lui Taylor̂ıncă o
dat̆a, ı̂n variabilah, putem scrie

Φi
yj(xn, y(xn); h) = Φi

yj(xn, y(xn); 0) + hΦi
yjh

(
xn, y(xn); h̄

)
,

unde0 < h̄ < h. Deoarece, conform consistenţei,Φ(x, y; 0) ≡ f(x, y) pe [a, b] × Rd,
avem

Φi
yj(x, y; 0) = f i

yj(x, y), x ∈ [a, b], y ∈ Rd,

şi condiţia (1) ne permite să scriem

Φi
yj(xn, y(xn); h) = f i

yj(xn, y(xn)) + O(h), h→ 0. (8.6.36)

Observ̂and acum c̆aun− y(xn) = O(hp), ı̂n virtutea teoremei 8.6.6 şi utilizând (8.6.36)
şi (8.6.35), obţinem conform ipotezei (1),

Φi(xn, un; h)− Φi(xn, y(xn); h) =
d∑

j=1

f i
yj (xn, y(xn))

[
uj

n − yj(xn)
]
+

O(hp+1) + O(h2p).

DarO(h2p) este de ordinulO(hp+1), căcip ≥ 1. Astfel, ı̂n notaţie vectorial̆a,

Φ(xn, un; h)− Φ(xn, y(xn); h) = fy (xn, y(xn)) [un − y(xn)] + O(hp+1). (8.6.37)



246 Rezolvarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale ordinare

Acum, pentru a evidenţia termenul dominantı̂n eroarea globală, definim funcţia gril̆a
r = {rn} prin

r = h−p(u− y). (8.6.38)

Atunci

1

h
(rn+1 − rn) =

1

h

[
h−p (un+1 − y(xn+1))− h−p (un − y(xn))

]
=

= hp

[
1

h
(un+1 − un)− 1

h
(y(xn+1)− y(xn))

]
=

= h−p {Φ(xn, un; h)− [Φ(xn, y(xn); h)− T (xn, y(xn); h)]} ,

unde am utilizat (8.6.30) şi relaţia (8.6.10) pentru eroarea de trunchiereT . De aceea,
exprimândT cu ajutorul funcţiei eroare principală τ , obţinem

1

h
(rn+1 − rn) = h−p

[
Φ(xn, un; h)− Φ(xn, y(xn); h) + τ(xn, y(xn))hp

+ O(hp+1)
]

Pentru primii doi termeni din paranteză utilizăm (8.6.37) şi definiţia luir (8.6.38) pentru
a obţine

1
h
(rn+1 − rn) = fy (xn, y(xn)) rn + τ(xn, y(xn)) + O(h), n = 0, N − 1

r0 = 0.
(8.6.39)

Acum pun̂and
g(x, y) = fy(x, y(x))y + τ(x, y(x)) (8.6.40)

interpret̆am (8.6.39) scriind

(
REuler,g

h r
)

n
= εn, n = 0, N − 1, εn = O(h),

undeREuler,g
h este operatorul rezidual discret (8.6.7) corespunzător metodei lui Euler

aplicat̆a lui e′ = g(x, e), e(a) = 0. Deoarece metoda lui Euler este stabilă pe[a, b] şi g
fiind liniară ı̂n y satisface o condiţie Lipschitz uniform̆a, avem conform inegalităţii de
stabilitate (8.6.11)

‖r − e‖∞ = O(h),

şi conform lui (8.6.38)
‖u− y − hpe‖∞ = O(hp+1),

aşa cum trebuia arătat.�
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8.7. Monitorizarea erorilor şi controlul pasului

Vom ı̂ncerca s̆a realiz̆am monitorizarea erorilor globale, cel puţin asimptotic,im-
plement̂and rezultatul din teorema 8.6.7. Aceasta necesită evaluarea matricei jacobiene
fy(x, y) de-a lungul saûın apropierea traiectoriei soluţiei; acest lucru este natural, deoa-
recefy(x, y) guverneaz̆a, ı̂ntr-o primă aproximare, efectul perturbaţiilor prin ecuaţia
diferenţial̆a variaţional̆a (8.6.32).̂In aceast̆a ecuaţie tonul este dat de funcţia de eroare
principal̆a, evaluat̆a de-a lungul traiectoriei, aşa că estimarea erorii locale de trunchiere
(mai exact a funcţiei de eroare principală) este de asemenea necesară ı̂n aceast̆a abor-
dare. Pentru simplitate vom presupune că grila are o lungime constantă.

8.7.1. Estimarea erorii globale

Ideea estim̆arii este de a integra ,,ecuaţia variaţională“ (8.6.32)̂ımpreun̆a cu ecuaţia
principal̆a (8.6.31). Deoarece avem nevoie dee(x) ı̂n (8.6.31) numaîın limita unei
erori deO(h) (orice termen de eroareO(h) din e(xn), ı̂nmulţit cu hp, fiind absorbit
de termenulO(hp−1)), putem utilizaı̂n acest scop metoda lui Euler, care va furniza
aproximaţia dorit̆avn ≈ e(xn).

Teorema 8.7.1Presupunem c̆a

(1) Φ(x, y; h) ∈ C2
(
[a, b]× Rd × [0, h0]

)
;

(2) Φ este o metod̆a de ordinp ≥ 1 ce admite o funcţie de eroare principală τ(x, y) ∈
C1
(
[a, b]× Rd

)
;

(3) este disponibil̆a o estimaţier(x, y; h) pentru funcţie de eroare principală ce sa-
tisface

r(x, y; h) = τ(x, y) + O(h), h→ 0, (8.7.1)

uniform pe[a, b]× Rd;

(4) odat̆a cu funcţia gril̆a u = {un} gener̆am funcţia gril̆a v = {vn} ı̂n modul
următor

xn+1 = xn + h;

un+1 = un + hΦ(xn, un; h)

vn+1 = vn + h [fy(xn, vn)vn + r(xn, un; h)]

x0 = a, u0 = y0, v0 = 0.

(8.7.2)

Atunci pentru oricen = 0, N − 1,

un − y(xn) = vnh
p + O(hp+1), când h→ 0. (8.7.3)
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Demonstraţie.Demonstaţiâıncepe cu stabilirea urm̆atoarelor estim̆ari

fy(xn, un) = fy(xn, y(xn)) + O(h), (8.7.4)

r(xn, un; h) = τ(xn, y(xn)) + O(h). (8.7.5)

Din ipoteza (1) observ̆am pe baza consistenţeif(x, y) = Φ(x, y; 0) că f(x, y) ∈
C2
(
[a, b]× Rd

)
. Ţinând cont de teorema 8.6.6, avemun = y(xn) + O(hp), şi deci

fy(xn, un) = fy(xn, yn) + O(hp),

relaţie ce implic̆a (8.7.4), deoarecep ≥ 1. În continuare, deoareceτ(x, y) ∈
C1
(
[a, b]× Rd

)
, conform ipotezei (2) avem

τ(xn, un) = τ(xn, y(xn)) + τy(xn, ūn)(un − y(xn))

= τ(xn, y(xn)) + O(hp)

şi apliĉand apoi ipoteza (3) obţinem

r(xn, un; h) = τ(xn, un) + O(h) = τ(xn, y(xn)) + O(hp) + O(h),

din care rezult̆a imediat (8.7.5).
Fie (a se compara cu (8.6.40))

g(x, y) = fy(x, y(x))y + τ(x, y(x)). (8.7.6)

Ecuaţia pentruvn+1 ı̂n (8.7.2) are forma

vn+1 = vn + h(Anvn + bn),

undeAn sunt matrice m̆arginite şibn sunt vectori m̆arginiţi. Conform lemei 8.6.6, avem
mărginirea luivn,

vn = O(1), h→ 0. (8.7.7)

Înlocuind (8.7.4) şi (8.7.5)̂ın ecuaţia luivn+1 şi ţinând cont de (8.7.7) obţinem

vn+1 = vn + h [fy(xn, y(xn))vn + τ(xn, y(xn)) + O(h)]

= vn + hg(xn, vn) + O(h2).

Astfel, cu notaţia utilizat̆a ı̂n demonstraţia teoremei 8.6.7
(
REuler,g

h v
)

n
= O(h), v0 = 0.

Deoarece metoda lui Euler este stabilă,

vn − e(xn) = O(h),
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undee(x) este, ca maîınainte, soluţia ecuaţiei

e′ = g(x, e)

e(a) = 0

Deci, conform lui (8.6.33)

un − y(xn) = e(xn)hp + O(hp+1).

�

8.7.2. Estimarea erorii de trunchiere

Pentru a aplica teorema 8.7.1 avem nevoie de estimări r(x, y; h) ale funcţiei de
eroare principal̆a τ(x, y) care s̆a aib̆a preciziaO(h). Vom descrie doŭa dintre ele,̂ın
ordinea cresc̆atoare a eficienţei.

Extrapolare Richardson la zero

Aceasta funcţionează pentru orice metod̆a cu un pasΦ, dar de obicei este considerată
prea costisitoare. DacăΦ are ordinulp, procedura este urm̆atoarea

yh = y + hΦ(x, y; h),

yh/2 = y +
1

2
hΦ

(
x, y;

1

2
h

)
,

y∗
h = yh/2 +

1

2
hΦ

(
x +

1

2
h, yh/2;

1

2
h

)
,

r(x, y; h) =
1

1− 2−p

1

hp+1
(yh − y∗

h) .

(8.7.8)

De notat c̆a y∗
h este rezultatul aplic̆arii lui Φ pentru doi paşi consecutivi, fiecare de lun-

gime h/2, pe ĉat̆a vremeyh este rezultatul aplic̆arii lui Φ pentru un pas de lungime
h.

Să verific̆am acum c̆ar(x, y; h) dat grupul de formule (8.7.8) este o estimaţie accep-
tabilă. Pentru aceasta trebuie să presupunem căτ(x, y) ∈ C1

(
[a, b]× Rd

)
. Conform lui

(8.3.4) şi (8.3.8), utiliẑand soluţia de referinţau(t) ce trece prin(x, y) avem

Φ(x, y; h) =
1

h
[u(x + h)− u(x)] + τ(x, y)hp + O(hp+1). (8.7.9)

Mai mult,

1

h
(yh − y∗

h) =
1

h
(yh − yh/2) + Φ(x, y; h)− 1

2
hΦ

(
x +

1

2
h, yh/2;

1

2
h

)

= Φ(x, y; h)− 1

2
Φ

(
x, y;

1

2
h

)
− 1

2
hΦ

(
x +

1

2
h, yh/2;

1

2
h

)
.
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Aplicând (8.7.9) fiec̆arui termen din membrul drept găsim

1

h
(yh − y∗

h) =
1

h
[u(x + h)− u(x)] + τ(x, y)hp + O(hp+1)

− 1

2

1

h/2

[
u

(
x +

1

2
h

)
− u(x)

]
− 1

2
τ(x, y)

(
1

2
hp

)
+ O(hp+1)

− 1

2

1

h/2

[
u (x + h)− u

(
x +

1

2
h

)]
− 1

2
τ

(
x +

1

2
h, y + O(h)

)(
1

2
hp

)

+ O(hp+1) = τ(x, y)(1− 2−p)hp + O(hp+1).

În consecinţ̆a
1

1− 2−p

1

h
(yh − y∗

h) = τ(x, y)hp + O(hp+1), (8.7.10)

aşa cum s-a dorit.
Sc̆aẑand (8.7.10) din (8.7.9), rezultă incidental c̆a

Φ∗(x, y; h) := Φ(x, y; h)− 1

1− 2−p

1

h
(yh − y∗

h) (8.7.11)

defineşte o metod̆a cu un pas de ordinp + 1.
Procedura (8.7.8) este costisitoare. Pentru un proces Runge-Kutta de ordinul 4 sunt

necesarêın total 11 evalŭari ale luif pe pas, aproape de trei ori mai mult decât pentru un
pas Runge-Kutta. De aceea, extrapolarea Richardson este utilizat̆a numai dup̆a fiecare
doi paşi ai luiΦ, adic̆a se continŭa ı̂n conformitate cu formulele

yh = y + hΦ(x, y; h), (8.7.12)

y∗
2h = yh + hΦ(x + h, yh; h)

y2h = y + 2hΦ(x, y; 2h).

Atunci (8.7.10) ne d̆a

1

2(2p − 1)

1

hp+1
(y2h − y∗

2h) = τ(x, y) + O(h), (8.7.13)

aşa c̆a expresia din membrul drept este un estimator acceptabil allui r(x, y; h). Dac̆a cei
doi paşi din (8.7.12) conduc la o precizie acceptabilă (a se vedea subsecţiunea 8.7.3),
atunci pentru un proces Runge-Kutta de ordinul 4 procedura necesit̆a numai trei evalŭari
adiţionale ale luif , deoareceyh şi y∗

2h trebuie calculat oricum. Vom vedea că exist̆a
scheme mai eficiente.
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Metode scufundate (imbricate)

Ideea de baz̆a a aceste abordări este urm̆atoarea: se consideră o metod̆aΦ de ordinul
p şi o metod̆aΦ∗ de ordinulp∗ = p + 1 şi se defineşte

r(x, y; h) =
1

hp
[Φ(x, y; h)− Φ∗(x, y; h)]. (8.7.14)

Acesta este un estimator acceptabil, aşa cum rezultă sc̆aẑand relaţiile

Φ(x, y; h)− 1

h
[u(x + h)− u(x)] = τ(x, y)hp + O(hp+1)

Φ∗(x, y; h)− 1

h
[u(x + h)− u(x)] = O(hp+1)

şi ı̂mpărţind rezultatul cuhp.
Cheia problemei este de a face această procedur̆a eficient̆a. Urm̂and o idee a lui

Fehlberg, putem̂ıncerca s̆a facem aceasta incluzând un proces Runge-Kutta de ordinul
p ı̂n altul de ordinp + 1. Mai concret, fieΦ o metod̆a Runge-Kutta explicit̆a ı̂n r stadii

K1(x, y) = f(x, y)

Ks(x, y; h) = f

(
x + µsh; y + h

s−1∑

j=1

λsjKj

)
, s = 2, 3, . . . , r

Φ(x, y; h) =
r∑

s=1

αsKs

Atunci pentruΦ∗ alegem un proces simiları̂n r∗-stadii, cur∗ > r, astfelı̂ncât

µ∗
s = µs, λ∗

sj = λsj, pentrus = 2, 3, . . . , r.

Estimarea (8.7.14) costă atunci dinr∗ − r evalŭari suplimentare ale luif . Dac̆a r∗ =
r + 1 putemı̂ncă s̆a mai facem economii de evaluări suplimentare, selectând (dac̆a este
posibil)

µ∗
r = 1, λ∗

rj = αj pentruj = 1, r∗ − 1 (r∗ = r + 1) (8.7.15)

Atunci, ı̂ntr-adev̆ar,K∗
r va fi identic cuK1 pentru pasul urm̆ator.

Perechi de astfel de formule Runge-Kutta imbricate(p, p + 1) au fost dezvoltate
la sf̂arşitul anilor ’60 de E. Fehlberg[16, 17]. Este un grad considerabil de libertate
ı̂n alegerea acestor parametri. Alegerile lui Fehlberg au fost ghidate dêıncercarea de
a reduce m̆arimea coeficienţilor tututor derivatelor parţiale careintervin ı̂n funcţia de
eroare principal̆a τ(x, y) a lui Φ. El a reuşit s̆a obţin̆a pentru parametriip, r, r∗ valorile
dateı̂n tabela 8.2

Pentru procesul de ordinul 3 (şi numai pentru acesta) se potalege parametrii astfel
ca s̆a aib̆a loc şi (8.7.15).
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p 3 4 5 6 7 8
r 4 5 6 8 11 15
r∗ 5 6 8 10 13 17

Tabela 8.2: Formule Runge-Kutta imbricate

8.7.3. Controlul pasului

Orice estimarer(x, y; h) a funcţiei de eroare principală τ(x, y) implică o estimare

hpr(x, y; h) = T (x, y; h) + O(hp+1) (8.7.16)

a erorii locale de trunchiere, care poate fi utilizată pentru a monitoriza eroarea de trun-
chiereı̂n timpul procesului de integrare. Totuşi, trebuie avutı̂n vedere faptul c̆a eroarea
local̆a de trunchiere este chiar diferită de eroarea globală, eroare pe care vrem de fapt
să o control̆am. Pentru a obţine o mai bună cunoaştere a relaţiei dintre aceste două erori
reamintim teorema urm̆atoare, care cuantifică continuitatea soluţiei problemei Cauchy
ı̂n raport cu valorile iniţiale.

Teorema 8.7.2Fie f(x, y) continŭa ı̂n x ∈ [a, b] şi care satisface o condiţie Lipschitz
cu constantaL, uniform pe[a, b]× R, adică

‖f(x, y)− f(x, y∗)‖ ≤ L ‖y − y∗‖ .

Atunci problema Cauchy

dy

dx
= f(x, y), x ∈ [a, b],

y(c) = yc

(8.7.17)

are o soluţie unic̆a pentru oricec ∈ [a, b] şi oriceyc ∈ Rd. Fiey(x, s) şiy(x; s∗) soluţiile
lui (8.7.17) ce corespund luiyc = s şi respectivyc = s∗. Atunci, pentru orice norm̆a
vectorial̆a ‖.‖,

‖y(x; s)− y(x; s∗)‖ ≤ eL|x−c| ‖s− s∗‖ . (8.7.18)

Rezolvarea numerică a problemei (8.6.31) printr-o metodă cu un pas (nu neapărat
constant)̂ınseamn̆a ı̂n realitate c̆a se urm̆areşte o secvenţă de ,,piste ale soluţiei“ (expre-
sia este din [20]) prin carêın fiecare punct al grilei se sare de la o pistă la urm̆atoarea
cu o cantitate egală cu eroarea de trunchiereı̂n xn (vezi figura 8.3). Aceasta rezultă
din definiţia erorii de trunchiere, soluţia de referinţă fiind una din pistele soluţiei. Mai
concret, an-a pist̆a,n = 0, N , este dat̆a de soluţia problemei Cauchy
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dvn

dx
= f(x, vn), x ∈ [xn, b], (8.7.19)

vn(xn) = un,

şi

un+1 = v(xn+1) + hnT (xn, un; hn), n = 0, N − 1. (8.7.20)

a=x
0

x
1

x
2

x
3

x
N−1

x
N
=b

∫ ∫

∫ ∫

h
0
T

0

h
1
T

1

h
2
T

2

Figura 8.3: Acumularea erorilorı̂ntr-o metod̆a cu un pas

Deoarece conform lui (8.7.19) avemun+1 = vn+1(xn+1), putem aplica teorema
8.7.2 soluţiilorvn+1 şi vn, luândc = xn+1, s = un+1, s∗ = un+1 − hnT (xn, un; hn)
(conform lui (8.7.20)) şi astfel obţinem

‖vn+1(x)− vn(x)‖ ≤ hne
L|x−xn| ‖T (xn, un; hn)‖ , n = 0, N − 1. (8.7.21)

Acum

N−1∑

n=0

[vn+1(x)− vn(x)] = vN(x)− v0(x) = vN(x)− y(x), (8.7.22)
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şi deoarecevN(xN) = uN , luândx = xN , obţinem din (8.7.21) şi (8.7.22) că

‖uN − y(xN)‖ ≤
N−1∑

n=0

‖vn+1(xN)− vn(xN)‖

≤
N−1∑

n=0

hne
L|xN−xn+1| ‖T (xn, un; hn)‖ .

De aceeea, dacă ne asigur̆am c̆a

‖T (xn, un; hn)‖ ≤ εT , n = 0, N − 1, (8.7.23)

atunci

‖uN − y(xN)‖ ≤ εT

N−1∑

n=0

(xn+1 − xn)eL|xN−xn+1|.

Interpret̂and suma din dreapta ca o sumă Riemann pentru o integrală definit̆a, obţinem
ı̂n final aproximarea

‖uN − y(xN)‖ ≤ εT

b∫

a

eL(b−x)dx =
εT

L

(
eL(b−a) − 1

)
.

Astfel, cunoaşterea unei estimări pentruL ne va permite s̆a ğasim unεT

εT =
L

eL(b−a) − 1
ε, (8.7.24)

care s̆a ne garanteze o eroare‖uN − y(xN)‖ ≤ ε. Ceea ce are loc pentruı̂ntreaga gril̆a
pe [a, b] are loc, desigur, pentru orice grilă pe subintervalul[a, x], a ≤ x ≤ b. Astfel,
ı̂n principiu, d̂andu-se precizia dorită ε pentru soluţiay(x), putem determina un ,,nivel
de toleranţ̆a“ εT (din (8.7.24)) şi putem asigura precizia dorită p̆astr̂and eroarea locală
de trunchiere sub limitaεT (a se compara cu (8.7.23)). De notat că dac̆a L → 0, avem
εT → ε/(b − a). Aceast̆a valoare limit̆a pentruεT ar fi adecvat̆a pentru o problem̆a de
cuadratur̆a, dar nu pentru o ecuaţie diferenţială veritabil̆a, undeεT , ı̂n general, trebuie
ales mult mai mic deĉat eroarea finalăε.

Consideraţii ca acestea motivează urm̆atorul mecanism de control al pasului: fiecare
pas de integrare (de laxn la xn+1 = xn + hn) const̆a din urm̆atoarele p̆arţi:

1. Estim̆amhn.

2. Se calculeaz̆aun+1 = un + hnΦ(xn, un; hn) şi r(xn, un; hn).
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3. Se testeaz̆a dac̆a hp
n‖r(xn, un; hn)‖ ≤ εT . Dac̆a testul este satisfăcut se trece la

pasul urm̆ator. Dac̆a nu, repet̆am pasul cu unhn mai mic, p̂an̆a ĉand testul este
satisf̆acut.

Pentru a estimahn, presupunem c̆a n ≥ 1, astfel ca estimatorul din pasul prece-
dent,r(xn−1, un−1; hn−1) (sau cel puţin norma sa) să fie disponibil. Atunci, negliĵand
termenulO(h),

‖τ(xn−1, un−1‖ ≈ ‖r(xn−1, un−1; hn−1)‖,
şi deoareceτ(xn, un) ≈ τ(xn−1, un−1), ı̂n plus.

‖τ(xn, un)‖ ≈ ‖r(xn−1, un−1; hn−1)‖.
Ceea ce dorim este

‖τ(xn, un)‖hp
n ≈ θεT ,

undeθ este un factor de siguranţă (s̆a zicemθ = 0.8). Eliminândτ(xn, un) găsim

hn ≈
{

θεT

‖r(xn−1, un−1, hn−1)‖

}1/p

.

De notat c̆a din pasul precedent avem

hp
n−1‖r(xn−1, un−1; hn−1)‖ ≤ εT ,

aşa c̆a
hn ≥ θ1/phn−1

şi tendinţa este de creştere a pasului.
Dac̆a n = 0, proced̆am la fel, aleĝand o valoare iniţial̆a h

(0)
0 a lui h0 şi calcul̆am

r(x0, y0; h
(0)
0 ) pentru a obţine

h
(1)
0 =

{
θεT

r(x0, y0; h
(0)
0 )

}1/p

.

Procesul se poate repeta odată sau de doŭa ori pentru a obţine estimarea finală a luih0

şi r(x0, y0; h
(0)
0 ).

Pentru o descriere sintetică a metodelor Runge-Kutta cu pas variabil tabela Butcher
se completeaz̆a cu o linie suplimentară care serveşte la calculul luiΦ∗ (şi deci a lui
r(x, y; h)):

µ1 λ11 λ12 . . . λ1r

µ2 λ21 λ22 . . . λ2r
...

...
... . . .

...
µr λr1 λr2 . . . λrr

α1 α2 . . . αr

α∗
1 α∗

2 α∗
r α∗

r+1
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Ca exemplu,̂ın tabela 8.3 d̆am tabela Butcher pentru o metodă de ordinul 2-3. Pentru
deducerea elementelor tabelei a se consulta [41, paginile 451–452].

µj λij

0 0
1
4

1
4

0
27
40
−189

800
729
800

0

1 214
891

1
33

650
891

0

αi
214
891

1
33

650
891

0

α∗
i

533
2106

0 800
1053

− 1
78

Tabela 8.3: O pereche 2-3

Tabela 8.4 este tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Shampine [6]. Ea st̆a la baza
rezolvitoruluiode23 din MATLAB .

µj λij

0 0
1
2

1
2

0
3
4

0 3
4

0

1 2
9

3
9

4
9

0

αi
2
9

3
9

4
9

0

α∗
i

7
24

1
4

1
3

1
8

Tabela 8.4: Tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Shampine

Un alt exemplu important este DORPRI5 sau RK5(4)7FM, o pereche cu ordinele
4-5 şi cu 7 stadii (tabela 8.5). Aceasta este o pereche foarte eficient̆a, ea st̂and la baza
rezolvitoruluiode45 din MATLAB , dar şi a altor rezolvitori importanţi.

Algoritmul 8.2 ı̂ncearc̆a s̆a dea sugestii pentru implementarea unei metode Runge-
Kutta cu pas variabil ĉand se cunoaşte tabela Butcher.ttol este produsul dintretol si
factorul de siguranţă (0.8 sau 0.9).
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Algoritmul 8.2 Fragment de pseudocod ce ilustrează implementarea unei metode RK
cu pas variabil

done := false;
loop

K1,: := f(x, y);
for i = 2 to s do

w := y + hK:,1:i−1λ
T
i,1:i−1;

K:,i := f(x + µih,w);
end for
δ := h max

(∣∣(α∗ − α)T K
∣∣); {estimarea erorii}

β := (δ/ttol)1/(1+p); {raport lung. pas}
if δ < tol then
{acceptare pas}
y := y + h(KαT ); {actualizarey}
x := x + h;
if done then

EXIT {terminare şi ieşire}
end if
h := h/ max(β, 0.1); {predicţie pas urm̆ator}
if x + h > xend then

x := xend − x; {reducere pas la capăt}
done := true;

end if
else
{respingere pas}
h := h/ min(β, 10); {reducere pas}
if done then

done := false;
end if

end if
end loop
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µj λij

0 0
1
5

1
5

0
3
10

3
40

9
40

0
4
5

44
45

−56
15

32
9

0
8
9

19372
6561

−25360
2187

64448
6561

−212
729

0

1 9017
3168

−355
33

46732
5247

49
176

− 5103
18656

0

1 35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

0

αi
35
384

0 500
1113

125
192

−2187
6784

11
84

0

α∗
i

5179
57600

0 7571
16695

393
640

− 92097
339200

187
2100

1
40

Tabela 8.5: Perechea inclusă RK5(4)7FM (DORPRI5)



CAPITOLUL 9

Aproximări ı̂n mai multe variabile

Cuprins
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Problema aproxim̆arii funcţiilor de mai multe variabile şi cea a aproximării integra-
lelor multiple sunt deosebit de importante atât din punct de vedere teoretic cât şi practic,
ele intervenind at̂at ı̂n probleme matematice abstracte cât şi ı̂n modele ale diverselor fe-
nomene sau procese din natură şi societate.

Vom nota cuPn
m mulţimea polinoamelor̂ın n variabile şi de grad global cel multm.

Fie D ∈ Rn, f : D → R. Fie de asemeneaF1f , F2f , . . . , Fpf informaţii despref (de
regul̆a valori ale funcţiei sau ale unor derivate parţiale ale acestora). Se pune problema
ca pe baza informaţiilorFk, k = 1, p, s̆a se determine o funcţieF , astfelı̂ncât f ≈ F ,
ı̂ntr-un sens precizat,ı̂n domeniulD.

De exemplu, dac̆a Pi ∈ D, i = 1, s, iar Fif = f(Pi), i = 1, s se ajunge la o
problem̆a de interpolare polinomială.

Dac̆aFif = f(Pi), i = 1, s, iar f ∈ Pn
m se determin̆a astfel̂ıncât

s∑

i=1

[F (pi)− f(Pi)]
2 → min

se obţine o problem̆a de aproximare discretă ı̂n sensul celor mai mici p̆atrate.

259
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9.1. Aproximarea funcţiilor de mai multe variabile pe un
domeniu rectangular

Ne vom ocupâın continuare de aproximarea funcţiilor definite pe un domeniu rec-
tangular şi de extinderea unor procedee unidimensionale.

Fie D =
∏n

k=1[ak, bk] ⊂ Rn şi Fn o mulţime de funcţii den variabile indepen-
dente definite peD. Notăm prinPi : Fn → Gi, i = 1, n o mulţime den proiectori ce
acţioneaz̆a asupra funcţieif ∈ Fn, fiecarêın raport cu variabilaxi, iar prinRi = I−Pi,
undeI este operatorul identic, operatorul rest corespunzător. OperatorulRi : Fn → Hi

este de asemenea proiector.
Cu ajutorul operaţiei deprodus tensorial(compunere) se pot construi operatorii

PiPj, i, j = 1, n, care, ı̂n caz c̆a oricare doi comută sunt de asemenea proiectori,
deoarece(PiPj)

2 = PiPj. Deoarece suma a doi proiectoriPi + Pj nu este proiector
((Pi + Pj)

2 6= Pi + Pj)), se lucreaz̆a cusuma boolean̆a Pi⊕Pj = Pi + Pj −PiPj, care
este proiector.

Datorit̆a propriet̆aţii de asociativitate a produsului şi a sumei booleene, aceste
operaţii se pot extinde la trei sau mai mulţi operatori. Putem defini proiectorii

P := P1P2 . . . Pn,

S := P1 ⊕ P2 ⊕ · · · ⊕ Pn =
n∑

i=1

P̃i,

cu

P̃1 = P1, P̃i = Pi −
(

i−1∑

k=1

P̃k

)
Pi, i = 2, n,

adic̆a produsul şi suma booleană a celorn proiectori consideraţi. De exemplu, pentru
trei proiectori avem

P1P2P3 = P1(P2P3),

P1 ⊕ P2 ⊕ P3 = P1 + P2 + P3 − P1P2 − P1P3 − P2P3 + P1P2P3.

Fie P mulţimea format̆a din proiectoriiP1, . . . , Pn şi toţi proiectorii obţinuţi din
aceştia cu ajutorul operaţiilor de produs şi sumă boolean̆a.

ImagineaQf a unei funcţiif ∈ Fn prin orice elementQ ∈ P poate fi considerată o
aproximant̆a a luif . De exemplu, dac̆a Pi este operatorul de interpolare LagrangeLxi

mi

relativ la nodurilexi0 , . . . , ximi
ce acţioneaz̆a asupra variabileixi atunci

(
Lxi

mi
f
)

=

mi∑

k=0

ℓk(xi)f(x1, . . . , xi−1, xik , xi+1, . . . , ximi
),
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unde

ℓk(xi) =
(xi − xi0) . . . (xi − xik−1

)(xi − xik+1
) . . . (xi − ximi

)

(xik − xi0) . . . (xik − xik−1
)(xik − xik+1

) . . . (xik − ximi
)
,

este o aproximantă a funcţieif . Mai mult, putem scrie una din expresiile termenului rest
din aceast̆a aproximare. Astfel, utiliẑand forma cu diferenţe divizate pentru rest, avem

(
Rxi

mi
f
)

= u(xi)[xi, xi0 , . . . ximi
, f(x1, . . . , xi−1, ·, xi+1, . . . , ximi

)].

Operatorul de diferenţă divizat̆a acţioneaz̆a asupra funcţieif ı̂n raport cu variabilaxi,
iar u(xi) = (xi − xi0) . . . (xi − ximi

).
Pentru a compara aproximantele generate de elementele luiP se defineşte peP o

relaţie de ordine parţială.

Definiţia 9.1.1 PentruX,Y ∈ P, X ≤ Y ⇔ XY = X.

Dac̆a produsul a oricare doi proiectori este comutativ, adicăPiPj = PiPj, i 6= j, atunci
(P ,≤) este o latice distributiv̆a. Din relaţiile

P = P1 . . . Pn ≤ X, X ∈ P

şi

Y ≤ S = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn, Y ∈ P,

rezult̆a c̆aP este element minimal, iarS element maximal al laticei(P ,≤).

Definiţia 9.1.2 Fief ∈ Fn. AproximantaPf a funcţieif se numeştealgebric minimal̆a,
iar aproximantaSf se numeştealgebric maximal̆a.

Pentru exemplificare, fien = 2 şi P1 = Lx
r , P2 = Ly

s operatorii de interpolare
Lagrange unidimensionali relativ la nodurilex0, . . . , xr, repectivy0, . . . , ys. Dac̆a f ∈
F2, atunci aproximanta algebric minimală este

(Lx
rL

y
sf) (x, y) =

r∑

i=0

s∑

j=0

ℓi(x)ℓ̃j(y)f(xi, yj), (9.1.1)

iar cea algebric maximală este

(Lx
r ⊕ Ly

sf) (x, y) =
r∑

i=0

ℓi(x)f(xi, y) +
s∑

j=0

ℓ̃j(y)f(x, yj)

−
r∑

i=0

s∑

j=0

ℓi(x)ℓ̃j(y)f(xi, yj),

(9.1.2)



262 Aproximări ı̂n mai multe variabile

undeℓi(x) şi ℓ̃j(y) sunt polinoamele fundamentale Lagrange corespunzătoare.
Prin verificare direct̆a pentru produs se obţine

(Lx
rL

y
sf) (xi, yj) = f(xi, yj), i = 0, r, j = 0, s,

iar pentru suma booleană

(Lx
r ⊕ Ly

sf) (xi, y) = f(xi, y), i = 0, r, y ∈ [a2, b2],

(Lx
r ⊕ Ly

sf) (x, yj) = f(x, yj), j = 0, s, x ∈ [a1, b1].

Să consider̆am grila{(xi, yj) : i = 0, r, j = 0, s}. Interpolarea algebric minimală

a1

a2

b1

b2

...
...

...
...

. . .

. . .

x0 x1 x2 xr−1 xr

y0

y1

ys−1

ys

Figura 9.1: Interpretarea geometrică a interpolanţilor produs tensorial şi sumă boolean̆a

este o interpolare discretă (punctual̆a); ea reproduce valorile funcţiei numai pe noduri.
Interpolarea algebric maximală este ointerpolare transfinit̆a sauinterpolare blending;
funcţia interpolatoare reproduce valorile luif pe segmentele{(xi, y) ∈ R2 : a2 ≤ y ≤
b2}, i = 0, r şi {(x, yj) ∈ R2 : a1 ≤ x ≤ b1}, j = 0, s (figura 9.1).

Revenind la operatorii restRi = I−Pi, i = 1, n se observ̆a c̆a mulţimea format̆a din
Ri şi operatorii obţinuţi din aceştia prin produs tensorial şi sum̆a boolean̆a, formeaz̆a
şi ei ı̂n raport cu relaţia ,,≤” (dată ı̂n definiţia 9.1.1) tot o latice (dacă produsul este
comutativ).̂In aceast̆a laticeR1R2 . . . Rn este element minimal, iarR1⊕R2⊕ · · ·⊕Rn

este element maximal. Avem de asemenea următoarele descompuneri pentru operatorul
identic

I = P1 . . . Pn + R1 ⊕ · · · ⊕Rn

I = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn + R1 . . . Rn,
(9.1.3)
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numitedescompunere minimală şi respectivmaximal̆a. Dac̆a f ∈ Fn, pe baza descom-
punerilor anterioare avem formulele de aproximare

f = P1 . . . Pnf + R1 ⊕ · · · ⊕Rnf (9.1.4)

f = P1 ⊕ · · · ⊕ Pnf + R1 . . . Rnf, (9.1.5)

numite formulă de aproximare algebric minimală şi respectivformulă de aproximare
algebric maximal̆a.

Pentru exemplificare să consider̆am din nou cazul bidimensional şi operatorii de
interpolare LagrangeLx

r şi Ly
s . Operatorii rest corespunzători vor fi Rx

r = I − Lx
r şi

Ry
s = I − Ly

s . Pentru formula algebric minimală se va obţine

f = Lx
rL

y
s + Rx

r ⊕Ry
s , (9.1.6)

iar pentru cea algebric maximală

f = Lx
r ⊕ Ly

s + Rx
rR

y
s . (9.1.7)

Cunosĉand expresiile termenului rest al formulei de interpolare Lagrange şi presu-
pun̂and c̆a exist̆a toate derivatele parţiale ale luif necesare şi c̆a acestea satisfac
condiţiile de continuitate cerute, obţinem

(Rx
r ⊕Ry

sf) (x, y) =
ur(x)

(r + 1)!

∂r+1

∂xr+1
f(ξ1, y) +

us(y)

(s + 1)!

∂s+1

∂ys+1
f(x, η1)

− ur(x)us(y)

(r + 1)!(s + 1)!

∂r+s+2

∂xr+1∂ys+1
f(ξ2, η2),

cu ξ1, ξ2 ∈ [α1, α2], η1, η2 ∈ [β1, β2],

(Rx
rR

y
sf) (x, y) =

ur(x)us(y)

(r + 1)!(s + 1)!

∂r+s+2

∂xr+1∂ys+1
f(ξ3, η3),

cu ξ3 ∈ [α1, α2], η3 ∈ [β1, β2], α1 = min{x, x0, . . . , xr}, α2 = max{x, x0, . . . , xr},
β1 = min{y, y0, . . . , ys}, β2 = max{y, y0, . . . , ys}. De notat c̆a termenul rest se poate
exprima şi sub form̆a integral̆a şi cu ajutorul diferenţelor divizate.

Exemplul 9.1.3. Dac̆a luăm r = s = 1 şi nodurile 0 şi 1 dup̆a fiecare coordonată,
operatorii Lagrange unidimensionali sunt:

Lx
1(x, y) = (1− x)f(0, y) + xf(1, y)

Ly
1(x, y) = (1− y)f(x, 0) + yf(x, 1),
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iar pentru operatorii produs tensorial şi sumă boolean̆a se obţin expresiile

(Lx
1L

y
1) (x, y) = (1− x)(1− y)f(0, 0) + (1− x)yf(0, 1) + x(1− y)f(1, 0) + xyf(1, 1)

şi respectiv

(Lx
1 ⊕ Ly

1) (x, y) = (1− x)f(0, y) + xf(1, y) + (1− y)f(x, 0) + yf(x, 1)−
(1− x)(1− y)f(0, 0)− (1− x)yf(0, 1)− x(1− y)f(1, 0) + xyf(1, 1).

Prima aproximant̆a reproduce valorile funcţiei doarı̂n vârfurile p̆atratului[0, 1]× [0, 1],
pe ĉand ce-a de-a doua reproduce valorile funcţiei pe frontiera p̆atratului. Dac̆a exist̆a
derivatele parţiale p̂an̆a la ordinele necesare, expresiile corespunzătoare pentru rest sunt

(RP f)(x, y) = (Rx
1R

y
1) (x, y) =

x(x− 1)

2

∂2

∂x2
f(ξ1, y) +

y(y − 1)

2

∂2

∂y2
f(x, η1)

− x(x− 1)

2

y(y − 1)

2

∂4

∂x2y2
f(ξ2, η2).

şi respectiv

(RSf)(x, y) = (Rx
1 ⊕Ry

1) (x, y) =
x(x− 1)

2

y(y − 1)

2

∂4

∂x2y2
f(ξ, η),

undeξ, η, ξ1, η1, ξ2, η2 ∈ (0, 1). Dac̆af este de clas̆aC2,2, au loc delimit̆arile

‖RP f‖∞ ≤
1

8

[∥∥∥∥
∂2

∂x2
f

∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥
∂2

∂y2
f

∥∥∥∥
∞

+
1

8

∥∥∥∥
∂4

∂x2y2
f

∥∥∥∥
∞

]
,

‖RSf‖∞ ≤
1

64

∥∥∥∥
∂4

∂x2y2
f

∥∥∥∥
∞

. ♦

Exemplul 9.1.4. Să consider̆am funcţiaf : [−2, 2]× [−2, 2]→ R, f(x, y) = xe−x2−y2
.

Graficul ei este dat̂ın figura 9.2. Graficele aproximantelor algebric minimală, respectiv
algebric maximal̆a de tip Lagrange şi ale resturilor corespunzătoare aper̂ın figura 9.3.
S-au considerat cinci noduri echidistante după fiecare coordonată, xk, yk = −2 + k,
k = 0, 4. ♦

În concluzie, formula de aproximare generată de produsul operatorilorP1, . . . , Pn

este algebric minimală, iar formula generată de suma booleană a acestor operatori este
algebric maximal̆a, propriet̆aţi datorate calit̆aţii operatorilor produs şi sum̆a boolean̆a de
a fi element minimal, respectiv maximalı̂n laticea(P ,≤).

Se va dâın continuare şi o altă interpretare a celor două formule de aproximare
extremal̆a, av̂and ı̂n vedere ordinul de aproximare al operatorilor unidimensionali Pi,
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Figura 9.2: Graficul funcţieif : [−2, 2]×[−2, 2]→ R, f(x, y) = xe−x2−y2
din exemplul
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(d) rest sum̆a boolean̆a

Figura 9.3: Aproximarea algebric minimală (figura 9.3(a)), cea maximală (figura 9.3(b))
şi resturile corespunzătoare (figura 9.3(c) şi respectiv 9.3(d))
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i = 1, n de la care se porneşte. Această interpretare va permite extinderea procedeelor
de mai sus şi la alţi operatori care nu sunt proiectori.

Dac̆a not̆am prinmi ordinul de aproximare al operatoruluiPi, i = 1, n, atunci din
(9.1.4) rezult̆a c̆a ordinul de aproximare al operatorului produs tensorial este

ord(P ) = min{ord(P1), . . . ord(mn)}, (9.1.8)

iar din (9.1.5) rezult̆a c̆a ordinul de aproximare al operatorului sumă boolean̆a este

ord(S) = ord(P1) + . . . ord(Pn). (9.1.9)

Pentru doŭa variabile formula de aproximare algebric minimală (9.1.6) are ordinul de
aproximaremin(r, s) + 1, ı̂n timp ce ordinul formulei de interpolare algebric maximale
(9.1.7) ester + s + 2.

Prin urmare, proprietăţile de extremalitate ale celor doi operatori sunt caracterizate
şi prin ordinul de aproximare, operatorul produs având ordinul de aproximare minim, iar
operatorul sum̆a boolean̆a av̂and ordinul de aproximare maxim̂ın mulţimeaP a tuturor
operatorilor generaţi dinP1, . . . , Pn cu ajutorul celor doŭa operaţii.

Deşi operatorul sum̆a boolean̆a are un ordin mare de aproximare,ı̂n expresia sa

Sf = (P1 + · · ·+ Pn − P1P2 − · · · − Pn−1Pn + . . . P1P2 . . . Pn)f, (9.1.10)

vor interveni termeni care sunt funcţii den − 1, n − 2, . . . , 1 variabile. O astfel de
formulă este aplicabilă doar atunci ĉand se cunosc valorile funcţieif sau ale unor de-
rivate parţiale ale ei pe hiperfeţele luiD sau pe secţiuni ale domeniuluiD paralele cu
aceste hiperfeţe. Acesta este un dezavantaj major al aproximării blending. El poate fi
ı̂nlăturat apliĉand funcţieif pe hipersuprafeţele respective ale luiD alţi operatori liniari
de aproximare. Continuând acest prodeu din aproapeı̂n aproape se ajunge după cel mult
n − 1 etape la o aproximare scalară (numeric̆a), adic̆a la o aproximare ce conţine nu-
mai valori ale luif pe puncte ale luiD. Evident c̆a restul unei astfel de formule de
aproximare, obţinută din formula blending conţine mai mulţi termeni. Pentru ilustrare,
să consider̆am cazul unei funcţii de două variabile, definit̆a pe[a1, b1]× [a2, b2]. Consi-
der̂and operatoriiP 1

1 , P 1
2 , ı̂n care indicele superior indică num̆arul nivelului (etapei) de

aproximare, obţinem la prima etapă

f = (P 1
1 + P 1

2 − P 1
1 P 1

2 )f + R1
1R

1
2f, (9.1.11)

undeP 1
1 f conţine pex2 ca variabil̆a liber̆a, iarP 1

2 pex1. Aplicând pe al doilea nivel lui
P1f operatorulP 2

2 , iar lui P 1
2 f operatorulP 2

1 , obţinem formula de aproximare scalară:

f = (P 1
1 P 2

2 + P 2
1 P 1

2 − P 1
1 P 1

2 )f + (P 1
2 R2

1 + P 1
1 R2

2 + R1
1R

1
2)f. (9.1.12)

Restul acestei formule conţine trei termeni. Singura proprietate a tuturor operatorilor
folosiţi este comutativitatea produsului. Avem mai multeposibilităţi de alegere a opera-
torilor de pe al doilea nivel. Ei depind̂ın primul r̂and de informaţiile disponibile asupra
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lui f . O cale naturală de alegere este aceea ca ordinul de aproximare al formulei ori-
ginale (9.1.11) s̆a fie p̆astrat. O astfel de formulă de aproximare se va numiformulă
consistent̆a. De exemplu, aleĝand ı̂n (9.1.12) pe post deP 1

1 şi P 1
2 operatorii de inter-

polare LagrangeLx
1 şi Ly

2 relativi la nodurilea1, b1 şi a2, b2, iar ı̂n locul lui P 2
1 şi P 2

2

operatorii de interpolare HermiteHx
3 şi Hy

4 relativi la nodurile dublea1, b1 şi respectiv
a2 triplu şi b2 dublu se obţine

f = (Lx
1H

y
4 + Hx

3 Ly
1 − Lx

1L
y
1)f + (Ly

1R
x
3 + Lx

1R
y
4 + Rx

1R
y
1)f. (9.1.13)

Cum ordinele de aproximare ale operatorilorL1, H3 şi H4 sunt 2, 4 şi 5, rezultă c̆a
ordinul formulei de aproximare blending

f = Lx
1 ⊕ Ly

2 + Rx
1R

y
2f (9.1.14)

este 4, iar ordinul de aproximare al lui (9.1.13) este tot 4, căci

‖(Ly
1R

x
3 + Lx

1R
y
4 + Rx

1R
y
1)f‖ ≤ ‖Rx

3f‖+ ‖Ry
4f‖+ ‖Rx

1R
y
2f | =

= c1(b1 − a1)
4 + c2(b2 − a2)

5 + c3(b1 − a1)
2(b2 − a2)

2

= (c1 + c2h + c3)h
4, undeh = b1 − a1 = b2 − a2.

Deci (9.1.13) este consistentă.
Deoarece ordinul de aproximare al formulei iniţiale nu poate fi mărit, este preferabil

ca operatorii folosiţîın următoarele nivele de aproximare să fie astfel aleşîıncât termenii
din expresia restului formulei finale să aib̆a acelaşi ordin de m̆arime. Formula numeric̆a
astfel obţinut̆a se va numiomogen̆a.

Formula (9.1.13) nu este omogenă deoarece‖Rx
3f‖ = O(h4), ‖Rx

1R
y
1‖ = O(h4),

dar ‖Ry
4f‖ = O(h5). Pentru a deveni omogenă trebuie ca operatorulHy

4 folosit pe al
doilea nivel s̆a fieı̂nlocuit printr-un operator cu ordinul de aproximare 4, de exempluHy

3 .
Astfel, din formula original̆a (9.1.14), am dedus urm̆atoarea formul̆a numeric̆a omogen̆a

f = (Lx
1H

y
3 + Hx

3 Ly
1 − Lx

1L
y
1)f + (Ly

1R
x
3 + Lx

1R
y
3 + Rx

1R
y
1)f.

9.2. Integrarea numeric̆a a funcţiilor de mai multe varia-
bile

FieD ⊆ Rn, funcţiaf : D → R, punctelePi ∈ D, i = 0,m şi w o funcţie pondere
nenegativ̆a, definit̆a peD.

Definiţia 9.2.1 Formula
∫
· · ·
∫

D

w(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn =
m∑

i=0

Aif(Pi) + Rmf (9.2.1)
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se numeşteformulă de integrare numerică a funcţieif sauformulă de cubatur̆a. Para-
metrii Ai se numesccoeficienţii formulei, punctelePi se numescnodurileei, iar Rm

termenul rest.

Problema construirii unei formule de cubatură const̆a ı̂n determinarea coeficienţilor
şi a nodurilor ei, folosind condiţii corespunzătoare.În funcţie de condiţiile folosite,
formulele de cubatură pot fi clasificatêın deterministe şi nedeterministe, iar cele deter-
ministeı̂n formule de tip interpolator, de tip Gauss, optimale, etc.

O metod̆a eficient̆a de construire a formulelor de cubatură ı̂n cazul ı̂n careD
este un domeniu rectangular, constă ı̂n exprimarea parametrilor acesteia cu ajutorul
coeficienţilor, respectiv a nodurilor unei formule de cuadratur̆a unidimensionale. Pentru
simplificare ne vom limita la cazul bidimensional. FieD = [a, b] × [c, d], ∆x diviziu-
neaa = x0 < x1 < · · · < xm = b, ∆y diviziuneac = y0 < y1 < · · · < yn = d,
w(x, y) = 1, ∀(x, y) ∈ D.

În acest caz formula (9.2.1) devine
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
m∑

i=0

n∑

j=0

Aijf(xi, yj) + Rm,n(f). (9.2.2)

Se poate obţine o astfel de formulă pornind de la formula de interpolare Lagrange (bi-
dimensional̆a)

f = Lx
mLy

nf + Rx
m ⊕Ry

nf.

Dac̆af ∈ Cm+1,n+1(D), prin integrare termen cu termen se obţine
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
m∑

i=0

n∑

j=0

AiBjf(xi, yj) + Rmn(f) (9.2.3)

unde

Ai =

∫ b

a

ℓi(x) dx, Bj =

∫ d

c

ℓ̃j(y) dy,

iar

Rm,n(f) =

∫ b

a

∫ d

c

(Rx
m ⊕Ry

n)f(x, y) dx dy

=
1

(m + 1)!

∫ b

a

∫ d

c

um(x)f (m+1,0)(ξx, y) dx dy

+
1

(n + 1)!

∫ b

a

∫ d

c

un(y)f (0,n+1)(x, ηy) dx dy

− 1

(m + 1)!

1

(n + 1)!

∫ b

a

∫ d

c

um(x)un(y)f (m+1,n+1)(ξ̃x, η̃y) dx dy.

Dac̆a∆x şi ∆y sunt diviziuni uniforme ale intervalului[a, b] şi respectiv[c, d], atunci
formula de cubatură (9.2.3) se numeşte de tipNewton-Cotes.
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Cazuri particulare Pentrum = n = 1 se obţine formula de cubatură a trapezului.

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
(b− a)(d− c)

4
[f(a, c) + f(a, d) + f(b, c) + f(b, d)]

+ R11(f),

unde

R11(f) = −(b− a)3(d− c)

12
f (2,0)(ξ1, η1)−

(b− a)(d− c)3

12
f (0,2)(ξ2, η2)

− (b− a)3(d− c)3

144
f (2,2)(ξ3, η3).

Pentrum = n = 2 se obţine formula de cubatură a lui Simpson.

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
(b− a)(d− c)

36

{
f(a, c) + f(a, d) + f(b, c) + f(b, d)

+ 4

[
f

(
a + b

2
, c

)
+ f

(
a + b

2
, d

)
+ f

(
a,

c + d

2

)
+ +f

(
b,

c + d

2

)]

+ 16f

(
a + b

2
,
b + c

2

)}
+ R22(f),

unde

R22(f) = −(b− a)5(d− c)

2880
f (4,0)(ξ1, η1)−

(b− a)(d− c)5

2880
f (0,4)(ξ2, η2)

− (b− a)5(d− c)5

28802
f (4,4)(ξ3, η3).

Partiţion̂and intervalele[a, b] şi [c, d] se pot obţine formule de cubatură repetate. Vom
ilustra pentru formula lui Simpson. Să presupunem că [a, b] esteı̂mpărţit ı̂n m parţi
egale, iar[c, d] ı̂n n părţi egale, obţin̂andu-se o diviziune cumn dreptunghiuri. Vom
ı̂mpărţi fiecare dreptunghiı̂n patru p̆arţi egale câın figura 9.4 (v̂arfurile dreptunghiului
sunt indicate prin cercuri negre, iar punctele intermediare cu cercuri mai albe).

Fie

h =
b− a

2m
, k =

d− c

2n
.

Punctele diviziunii vor avea coordonatele

xi = x0 + ih, x0 = a, i = 0, 2m

yj = y0 + jk, y0 = b, j = 0, 2n.
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...

...

a=x0

c=y0

y1

y2

y2n−2

y2n−1

y2n=d

x1 x2 x3 x4 x2m−2 x2m−1 x2m=b

Figura 9.4: Diviziunea pentru formula repetată a lui Simpson

Introducem notaţiaf(xi, yj) = fij. Aplicând formula lui Simpson fiecărui dreptunghi
al diviziunii avem

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
hk

9

m∑

i=0

n∑

j=0

[
f2i,2j + f2i+2,j + f2i+2,2j+2

+ f2i,2j+2 + 4(f2i+1,2j + f2i+2,2j+1 + f2i+1,2j+2 + f2i,2j+1)

+ 16f2i+1,2j+1

]
+ Rm,n(f).

Reduĉand termenii asemenea se obţine

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =
hk

9

m∑

i=0

n∑

j=0

λi,jfij + Rm,n(f),

undeλij sunt daţi de matricea

Λ =




1 4 2 4 2 . . . 4 2 4 1
4 16 8 16 8 . . . 16 8 16 4
2 8 4 8 4 . . . 8 4 8 2
...

...
...

...
...

. ..
...

...
...

...
2 8 4 8 4 . . . 8 4 8 2
4 16 8 16 8 . . . 16 8 16 4
1 4 2 4 2 . . . 4 2 4 1




.

În [8, 38], pentruf ∈ C4,4(D) se d̆a urm̆atoarea form̆a a restului

Rmn(f) = −(b− a)(d− c)

180

[
h4f (4,0)(ξ1, η1) + k4f (0,4)(ξ2, η2)

]
,
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cu ξ1, η1, ξ2, η2 ∈ D.
Se pot da formule de cubatură de tip Gauss bidimensionale. De exemplu, dacă xi,

i = 0,m şi yj, j = 0, n sunt r̆ad̆acinile polinomului Legendre relativ la intervalul[a, b]
şi respectiv[c, d], se obţine formula de cubatură Gauss-Legendre,ı̂n care

Ai =
[(m + 1)!]4(b− a)2m+3

[(2m + 2)!]2(xi − a)(b− xi)[u′(xi)]2
, i = 0,m

Bj =
[(n + 1)!]4(b− a)2n+3

[(2n + 2)!]2(yj − c)(d− yj)[u′(yj)]2
, j = 0, n,

iar dac̆af ∈ C2m+2,2n+2(D)

Rmn(f) = (d− c)λmf (2m+2,0)(ξ1, η1) + (b− a)λnf
(0,2n+2)(ξ2, η2)

− λmλnf
(2m+2,2n+2)(ξ3, η3),

unde

λm =
[(m + 1)!]4(b− a)2m+3

[(2m + 2)!]3(2m + 3)
, λn =

[(n + 1)!]4(b− a)2n+3

[(2n + 2)!]3(2n + 3)
.

Pentru detalii a se vedea [10].
În cazulm = n = 0 se obţine o formul̆a de cubatur̆a cu un singur nod, analoagă

formulei dreptunghiului
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy = (b− a)(d− c)f

(
a + b

2
,
c + d

2

)
+ R00(f),

unde

R00(f) =
(b− a)3(d− c)

24
f (2,0)(ξ1, η1) +

(b− a)(d− c)3

24
f (0,2)(ξ2, η2)

− (b− a)3(d− c)3

576
f (2,2)(ξ3, η3).

Utilizarea metodelor de aproximare de mai sus nu este limitată la domenii rectan-
gulare. De exemplu, tehnica de la formula de cubatură a lui Simpson se poate modifica
pentru a fi aplicabil̆a la aproximarea unor unor integrale de forma

∫ b

a

∫ d(x)

c(x)

f(x, y) dx dy

sau

∫ d

c

∫ b(y)

a(y)

f(x, y) dx dy.
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a a + h b

c(a)

d(a)

c(b)

d(b)

c(b)+d(b)
2

k(a)

k(b)k(a+h)

Figura 9.5: Formula lui Simpson pentru un domeniu simpluı̂n raport cux

Pentru o integrală de primul tip pasul dup̆a x va fi h = b−a
2

, dar cel dup̆a y va varia
odat̆a cux (vezi figura 9.5)

k(x) =
d(x) + c(x)

2
.

Se obţine
∫ b

a

∫ d(x)

c(x)

f(x, y) dx dy≈

≈
∫ b

a

k(x)

3
[f(x, c(x))+ 4f(x, c(x)+ k(x))+ f(x, d(x))] dx

≈ h

3

{
k(a)

3

[
f(a, c(a)) + 4f(a, c(a) + k(a)) + f(a, d(a))

]

+ 4
k(a + h)

3

[
f(a + h, c(a + h)) + 4f(a + h, c(a + h) + k(a + h))

+ f(a + h, d(a + h))
]

+
k(b)

3
[f(b, c(b)) + 4f(b, c(b) + k(b)) + f(b, d(b))]

}
.

Dac̆a domeniul de integrareD este curbiliniu, construim un dreptunghiR ⊃ D,
ale c̆arui laturi s̆a fie paralele cu axele de coordonate (figura 9.6). Se consideră funcţia
auxiliar̆a

f ∗(x, y) =

{
f(x, y), dac̆a (x, y) ∈ D;
0, dac̆a (x, y) ∈ R\D;.
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D

R

Figura 9.6:̂Incadrarea unui domeniu curbiliniuı̂ntr-un dreptunghi

Evident ∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫

R

f ∗(x, y) dx dy

Ultima integral̆a se poate aproxima printr-o tehnică cunoscut̆a.

9.2.1. Consideraţii de implementare

Fie domeniul de integrare

D = [a, b]× [c, d].

Integrala de aproximat se poate scrie sub forma

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx =

∫ b

a

F (x) dx,

unde

F (x) =

∫ d

c

f(x, y) dy.

Să presupunem că adquad este o o rutin̆a de cuadratură unidimensională adaptiv̆a
de forma

function adquad(f : functie, a, b : real, ε : real) : real

Ideea este de a folosi această aceast̆a rutin̆a pentru a calcula valorile luiF definite mai
sus şi de a folosi din nou rutina pentru a integraF . Descrierea este dată ı̂n algoritmul
9.1.
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Algoritmul 9.1 Aproximarea unei integrale duble pe dreptunghi
Intrare: funcţiaf , intervalele[a, b] şi [c, d], rutinaadquad, eroareaε
Ieşire: Valoarea aproximativ̆a a integralei

function dblquad(f, a, b, c, d, adquad, ε) : real
Q := adquad(integint, a, b, ε, f, c, d, quadf);
function integint(x, f, c, d, ε, adquad) : real
{integrala interioar̆a}
for eachx do

F (x) := adquad(f(x, ·), c, d, ε);
end for
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numeric̆a şi teoria aproxim̆arii , vol. III, Presa Universitar̆a Clujean̆a, Cluj-Napoca,
2002, coordonatori D. D. Stancu şi Gh. Coman.

[3] R. Barrett, M. Berry, T. F. Chan, J. Demmel, J. Donato, J. Dongarra, V. Eijkhout,
R. Pozo, C. Romine, H. van der Vorst,Templates for the Solution of Linear Sys-
tems: Building Blocks for Iterative Methods, 2nd ed., SIAM, Philadelphia, PA,
1994, disponibila prin www,http://www.netlib.org/templates.
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aproximant̆a algebric minimal̆a, 259
axioma fundamentală a aritmeticii in
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sive
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formulă de cubatur̆a, 266
a lui Simpson, 267
a trapezului, 267
Newton-Cotes, 266

formula de aproximare
a lui Bernstein, 126

formula Euler-MacLaurin, 172
formula lui Newton progresivăa, 108
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inegalitatea de stabilitate, 238
integrare numeric̆a, 154
interpolare blending,Vezi interpolare

transfinit̆a
interpolare Hermite, 87
interpolare Lagrange, 85

metoda lui Aitken, 104
metoda lui Neville, 103

interpolare polinomial̆a, 83
interpolare spline, 112
interpolare transfinit̆a, 260
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O, 17
Ω, 17
Θ, 17

număr de condiţionare, 30
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