CAPITOLUL 2

PROIECTAREA FILTRELOR DIGITALE
CU RASPUNS FINIT LA IMPULS

Un filtru digital sau numeric este un sistem discret care scaleaza

si/sau defazeaza in mod selectiv componentele spectrale ale semnalului
discret de intrare, oferind la iesire un semnal discret optim pentru scopul
dorit. Scopul filtrarii este de a Tmbunatati calitatea semnalului (de a
reduce sau inlatura zgomotul), de a extrage informatii sau de a separa
doud sau mai multe semnale combinate.

Filtrarea numerica este preferata celei analogice datoritd unuia sau

mai multora din urmdtoarele avantaje:

1.

Filtrele numerice pot avea caracteristici imposibil de realizat cu
filtrele analogice, (de exemplu, faza perfect liniard, in cazul
filtrelor FIR).

Spre deosebire de filtrele analogice, performantele celor digitale
nu variazd cu variabilele mediului, de exemplu, temperatura.
Aceasta elimina necesitatea calibrarii periodice.

Réspunsul 1n frecventd poate fi ajustat automat prin
implementarea filtrelor cu procesoare programabile, motiv pentru
care se folosesc in filtrarea adaptivd, mai eficient decat cele
analogice.

Diferite semnale de intrare pot fi filtrate de un singur filtru digital,
fara modificarea structurii hard, prin multiplexare.

Atat datele filtrate cat si cele nefiltrate pot fi stocate pentru o
prelucrare ulterioara.

Folosind avantajele tehnologiei VLSI, aceste filtre pot fi realizate
la dimensiuni mici, putere mica, pret scazut.

In practica, precizia unui filtru analogic este limitatd, atenuarea in
banda de oprire pentru filtrele active fiind 1n jur de 60 + 70 dB, la
filtrele digitale, aceasta este limitatd numai de lungimea
cuvantului folosit, ajungandu-se in mod curent la 80-100 dB.
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sunt:

Performantele filtrelor digitale sunt repetabile de la procesor la
procesor, fard necesitatea reglajelor.

Filtrele digitale pot fi folosite la frecvente foarte scazute, unde
cele analogice nu sunt utilizabile, acoperind un larg domeniu de
frecvente prin simpla schimbare a frecventei de esantionare.
Dezavantajele importante ale filtrarii digitale fata de cea analogica

Limitarea vitezei. Latimea de banda a semnalelor pe care le poate
prelucra un filtru digital in timp real este mult mai mica in
comparatie cu cele analogice. In functionarea in timp real,
conversia analog/digitala (A/D) si digital/analogica (D/A)
introduce restrictii de viteza. Timpul de conversie al CAD si CDA
limiteazi frecventa maxima care poate fi procesata. In plus, viteza
operatiei depinde de viteza procesorului digital si de numarul de
operatii pe care trebuie sa le execute.

Efectele lungimii finite in reprezentarea numerelor. Filtrele
digitale suferd de zgomotul de cuantizare al CAD si de cel de
rotunjire, aparut in timpul calculelor, care conduc la degradarea
performantelor acestora.

Timp mare de proiectare si dezvoltare. Timpul de proiectare si
implementare hard este mult mai mare in comparatie cu cel
necesar filtrelor analogice. Unele programe de proiectare asistata
de calculator pot insa realiza usor acest lucru.

2.1. Consideratii generale asupra cauzalitatii si
implicatiile ei

In Capitolul 1 s-au prezentat caracteristicile filtrelor ideale si s-a

aratat ca astfel de filtre sunt necauzale si, prin urmare, nerealizabile fizic.
In continuare, problema cauzalitatii si implicatiile ei este tratatd in detaliu.

Hn]

Se considera un FTJ ideal, al carui raspuns in frecventa este

1, <o
H(w)= | | ¢ (2.1)
0, o, <w<rxm
Raspunsul sau la impuls se determina cu transformata Fourier inversa
@,
1% 1 sin,n o =0
—— Joon — Jjon — e _ 71'
> j H(w)e'do > j e dw — o, s 22)
- -0, —~——— n=#0
T @n
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O reprezentare a lui A[n] pentru @, = /4 este data in figura 2.1.

Acest filtru este necauzal si, deci, nu poate fi realizat practic. In
plus, A[n] nu este absolut sumabil si, in consecinta, este instabil. Cu cat

latimea de banda a filtrului creste, raspunsul la impuls devine mai ingust,
si invers. Pentru @, =7 filtrul devine trece tot (FTT) si raspunsul sau la

impuls devine impulsul unitate.

h[n]
10,25

-rh-“-'rTr- T[ h -TTT-“-*‘H-h
0 T 3 T3 7 20 o

Figura 2.1. Raspunsul la impuls al unui FTJ ideal

Daca raspunsul la impuls este intdrziat cu n, esantioane,

raspunsul in frecventa devine
h[n—n, )« H(w)e (2.3)

Se observa ca acest filtru are faza liniara. Oricum, nici o valoare
finita a intdrzierii nu va avea ca rezultat un filtru cauzal. O solutie
posibila de realizare ar fi de a introduce o intarziere n, mare in A[n] si a
impune h[n]=0, pentru n<mn,. Evident, filtrul obtinut nu va fi ideal.
Desi analiza de mai sus s-a referit la un filtru trece jos ideal, concluziile
obtinute sunt valabile si pentru celelalte tipuri de filtre ideale [30].

Conditiile necesare si suficiente pe care trebuie sa le satisfaca
raspunsul in frecventa al unui filtru, pentru a fi cauzal sunt statuate de
teorema Paley - Wiener, enuntata in continuare. Demonstratia acesteia
depaseste cadrul prezentului material, motiv pentru care nu este
prezentata [68].

Daca h[n] este de energie finita si A[n]=0 pentru n <0, atunci

T|1n|H(a))||da) <o (2.4)

Reciproc, daca |H (a))| este de patrat integrabil si daca integrala

din (2.4) este finita, atunci se poate asocia lui |H (a))| un raspuns de faza
55



O(w), astfel incat filtrul rezultat, cu raspunsul in frecventa |H (a))|ejg(“’) ,

sa fie cauzal.

O concluzie importanta ce rezulta din aceasta teorema este ca
modulul |H (a))| poate fi zero la unele frecvente, dar nu poate fi zero pe un
domeniu de frecvente, deoarece integrala devine infinita. In consecinta,
orice filtru ideal este necauzal.

Cauzalitatea implica existenta unei relatii intre partile reala,
H,(w), si imaginara, H,(w), ale lui H(w). Pentru a ilustra aceasta
dependenta, se descompune A[n] in partea sa para, h[n], si impara,
h [n], adica

h[n) = h,[n]+h,[n] 2.5)
unde h.[n]= %[h[n] + h[-n]] (2.6)
;i b, )= )~ -] @7

Daca h[n] este cauzal, este posibila refacerea acestuia din partea
sa para, h,[n], pentru 0 <n <o sau din partea sa impara, h [n], pentru
1<n <o, lucru care se va arata in continuare. Din (2.6) rezulta

h[n]=2h[nlu[n]—h,[0]0[n], n=0 (2.8)
si din (2.7) rezulta
h[n]=2h,[nlu[n]+ h[0]0[n], n=0 (2.9)

Deoarece h, [n]=0 pentru n=0, nu se poate reface A[0] din 4, [n]
si, deci, A[0] trebuie cunoscut. Din (2.8) si (2.9) se observa ca pentru
n>1, exista o relatie foarte puternica intre A [n] si h[n], adica
h,[n]=h,[n]. Daca h[n] este absolut sumabil (stabil in sens MIME [63]),
raspunsul 1n frecventa exista si

) H(w)=Hy(w)+ jH,(0) (2.10)

In plus, daca A[n] este real si cauzal, proprietatile de simetrie ale
transformatei Fourier implica [63]

h.[n]<— Hy (@) @.11)
h,[n]«——H (@)

Atat timp cat h[n] este complet determinat de 4, [n], rezulta ca

H(w) este complet determinat daca se cunoaste H ,(w). Similar, H(®)
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este complet determinat daca se cunoaste H,(w) si h[0]. Aceasta implica
o legatura intre H ,(w) si H,(w) pentru sisteme cauzale. Cu alte cuvinte,
in cazul sistemelor discrete, liniare, cauzale raspunsul de amplitudine si
raspunsul de faza ale sistemului sunt dependente. Fiind dat H,(®),
pentru o secventa 4 [n] reala, para, absolut sumabila se poate determina
H(w).

Exemplul 2.1.
Fie un sistem liniar invariant in timp, stabil, cu raspunsul la

impuls real si par. Sa se determine H(w) daca
l—acosw
H,(w)= , lal<1.
2(@) 1-2acosw+a’ i
Solutie. Se determina intai &, [n].

-1
zZ+z
H,(w)=H, (z)|z:ejw ,COS@ =

z=e/®
l—a(z+z")/2 B z—a(z* +1)/2
l—a(z+z"Y+a® (z—a)(1-az)
Se observa ca polii sunt p,=a si p,=I1/a. Sistemul fiind stabil,
cercul unitate este cuprins 1n regiunea de convergenta, care va fi un inel

Hy(z)=

circular cuprins intre p, si p, care contine cercul unitate |a| < |z| < 1/|a|. In

consecinta, /,[n] este o secventa bilaterala in care polul p,=a determina

o parte cauzala, iar polul p,=I/a, o parte necauzala. Aplicand
transformata Z inversa lui H,(z), se obtine

h[n]= %a'”' +%5[n] 2.12)

Inlocuind (2.12) in (2.8), rezult relatia
hn)=a"u[n]
a carei transformata Fourier este
H(w)=———
l—ae™”

Relatia 1intre partile reald si imaginara ale componentelor
transformatei Fourier pentru o secventa absolut sumabild, cauzala si reala
se poate obtine plecand de la relatia (2.8), careia i se aplica transformata
Fourier.
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H(w) = Hy(0)+ jH (@) = F{2h,[n]u[n] = h,[n]o[n]} =
2Fh,[n]} = Fiuln]} = h,[0] = 2H ( (0) *U(@) =k [0] = (2.13)

L, (- aydz-h o]
T

unde U(w) este transformata Fourier a treptei unitate u[n] [35].

U(w) = mo(w) + b 7o(w) +

l—e/® _e( je  -je -Je
e2 ez_ez ez_ez

2 ..
cos — + jsin —
=”5(0))+—=ﬂ5(a))+%—chtg£, —r<w<rx (2.14)

2 s 2 2
jsin >
Inlocuind (2.14) in (2.13) si identificind partile imaginare rezulta
relatia dintre H,(w) si H,(®)

H,(0) = —i [H, (xl)ctng_idxi 2.15)

de unde se observa cd H,(w) este unic determinat de H , (@) prin (2.15).
Integrala din (2.15) se numeste transformata Hilbert directa.
In concluzie, cauzalitatea are implicatii foarte importante in
proiectarea filtrelor selective de frecventa, si anume:

1. Réaspunsul in frecventd H(w) nu poate fi zero, decit cu exceptia
unui numar finit de puncte.

2. Modulul | H(w)| nu poate fi constant in orice domeniul finit de
frecvente si tranzitia de la banda de trecere la cea de oprire nu
poate fi infinit de abrupta (aceasta este o consecintd a fenomenului
Gibbs, care rezultd din trunchierea lui A[n] pentru a se obtine
cauzalitatea) [38]

3. Partile reald si imaginara ale lui H(w) sunt interdependente, ele
fiind legate prin transformata Hilbert directd. In consecint,
modulul | H(w) |si faza 8(w)a lui H(w) nu pot fi alese arbitrar.
In paragrafele urmatoare se va face referire numai la clasa SDLIT

cauzale descrisa de ecuatia cu diferente

y[n]:—iaky[n—k]anbkx[n—k] (2.16)
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al caror raspuns 1n frecventa este

Zbke"f‘“k
H(w)= "=°N— (2.17)

l+2ake”’”k

k=1
2.2. Tipuri de filtre digitale

Filtrele digitale pot fi Tmpartite in doua clase, filtre cu raspuns
finit la impuls (RFI) sau FIR (Finite Impulse Response) si filtre cu
raspuns infinit la impuls (RII) sau IR (Infinite Impulse Response).
Oricare din aceste doua tipuri poate fi reprezentat prin raspunsul la impuls
h[n], (n € N pentru filtre cauzale).

Intrarea si iesirea filtrului sunt legate prin suma de convolutie,
datd de relatia

Mnl= S Hk - k] (2.18)
pentru filtre FIR si -

Vn]= i h{k1x[n —k] (2.19)
pentru filtre IIR. -

Evident, pentru filtrele IIR raspunsul la impuls este de durata
infinita si pentru filtrele FIR raspunsul la impuls are numai M valori. in
practicd, pentru filtrele IIR nu se foloseste forma (2.19), pentru ca
lungimea filtrului este teoretic infinita, ci se foloseste ecuatia cu diferente,
in forma recursiva [63]

y[n] = i Wklx[n—k]= —ﬁ: a,yln—kl+ ibk x[n—k] (2.20)

unde aj, bj sunt coeficientii filtrului, iar M si N reprezintd gradul

polinomului numaratorului, respectiv numitorului functiei de transfer.
Ecuatia (2.18) este ecuatia cu diferente pentru filtre FIR si (2.20) este
ecuatia cu diferente pentru filtre IIR.

O alta reprezentare pentru filtrele FIR si IIR se poate face folosind
functiile de sistem

H(z)= leh[k]z”‘ (2.21)
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pentru filtrele FIR si

M
Zbkz_k
H(z)=—"—— (2.22)
1 Zakz"k
k=1
pentru filtre IIR, care rezultd prin aplicarea transformatei Z relatiilor
(2.18), respectiv (2.20).

+

2.3. Filtre realizabile fizic, selective de frecventa

Cerintele filtrelor digitale sunt in mod obisnuit specificate in
domeniul frecventa si sunt exprimate prin amplitudinea sau/si faza sau
intarzierea raspunsului dorit. In cazul filtrului trece jos (FTJ), rispunsul in
amplitudine dorit este de obicei dat de

H () 1 pentruwe[0,w,] (2.23)
) = .
¢ 0 pentruw e [a)S , 7r]

unde o, siw, reprezintd frecventele unghiulare corespunzatoare

capatului benzii de trecere si inceputului benzii de oprire.

Desi pentru un filtru real sunt de dorit caracteristicile filtrelor
ideale prezentate in sectiunea 1.7.1, acestea nu sunt absolut necesare in
multe din aplicatiile practice. Renuntand la conditiile pe care trebuie sa le
posede un filtru ideal, este posibil a se obtine un filtru a carui
caracteristica sa se apropie de cea ideald si sa satisfaca cerintele de
proiectare. Relaxarea conditiilor se referd la acceptarea faptului ca

modulul |H (a))| sd nu fie constant in Intreaga banda de trecere, un riplu

mic fiind acceptabil. Similar, nu este absolut necesar ca |H (a))| sa fie zero

in banda de oprire, unde, de asemenea, este tolerabil un riplu mic.

In caracteristica de amplitudine, trecerea de la banda de trecere la
cea de oprire determind banda de tranzitie sau regiunea de tranzitie a
filtrului.

Modulul normalizat al functiei de transfer al unui filtru trece jos
realizabil fizic este prezentat in figura 2.2, sub forma unei scheme de
toleranta. Semnificatia marimilor de pe figura este urmatoarea:

o, - defineste frecventa corespunzitoare capatului benzii de trecere

(limita superioara a benzii de trecere);
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o, - defineste frecventa corespunzatoare inceputului benzii de oprire
(limita inferioara a benzii de oprire);

o, —, - defineste latimea benzii de tranzitie;

o, - reprezintd riplul din banda de trecere, modulul | H ()| variind
intre 1£6,;

0, - reprezinta riplul din banda de oprire.

Hijol riphil diri banda

| de trecere
1+5

1-55/\/\«\

banda de

handa de trayzitie .
trecers 0 bhanda de oprre
T » " »
i)
5 AV _
fog [ a £

Figura 2.2. Limitele de toleranta pentru aproximarea raspunsului in amplitudine a unui
filtru trece jos real

Latimea benzii de trecere determind Tn mod obisnuit ldtimea de
banda a filtrului. Se doreste ca in banda de trecere a filtrului, intervalul
[0, o], sd fie pastrate componentele de semnal, iar cele rejectate sd fie in
intervalul [, 7], numit banda de oprire a filtrului. Caracteristica filtrului
trece jos reprezintd raspunsul in amplitudine acceptabil cand aceasta se
afla in limitele 143, In banda de trecere si mai mic sau egal cu J; in banda
de oprire. Pentru a face posibila aproximarea cat mai apropiata de functia
doritd, specificatiile includ o banda de tranzitie, w, —®, care nu este
zero, ca in cazul ideal, 1n care raspunsul filtrului scade de la valoarea 1 in

banda de trecere la zero in banda de oprire.
In cazul filtrelor cu coeficienti reali, datoritd simetriei si

periodicitatii raspunsului in amplitudine |H (a)], este suficient a se

specifica cerintele filtrului numai pentru intervalul 0 < © < 7.
In practica, se foloseste de multe ori o scald logaritmicd pentru
modulul |H(w)|, reprezentandu-se 20log,,|H(®)|, cu unitatea de
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masurd dB . In loc de & , se poate indica abaterea maxima a atenuarii in

banda de trecere

1+06
A, = 2010g10[#j [dB] (2.24)

P
si, similar, in loc de o, se poate specifica atenuarea maxima in banda de
oprire
A4, =-20log,,(5,) [dB] (2.25)
Ambele cantitati sunt pozitive.

In unele aplicatii, este necesar sa se mentina forma semnalului de
la intrare, lucru care se realizeaza daca raspunsul de faza al filtrului este
aproximativ liniar in banda de trecere [0, wp], adicd ArgH (a)) =0(w) este
o functie liniard de @ 1n intervalul [0, wp], adica

Ow)=r,0+1,, (2.26)
unde 7, si 7, pot fi arbitrari.

Pentru a analiza liniaritatea fazei, In loc de raspunsul de faza, se

poate folosi intarzierea de grup, definitd cu relatia
__dArgH (o)

= 2.27
. o (2.27)
sau Intarzierea de faza, definitd cu relatia
. Argl (@) 228)
@

De multe ori, acestea au o forma de reprezentare mai simpla decat
a raspunsului de faza si sunt adesea mai usor de interpretat.
Fie H, (a)) functia dorita, W(a)) functia de ponderare a erorii de

aproximare §i E (aJ) valoarea functiei eroare ponderatd, definite dupa

cum urmeaza:

H,(0)= {Hdp () pentruw e X, (2.29)
0 pentruw e X
w, (a)) pentruw € X,
W(o)= % W.(w)pentru w € X, (2.30)
si E,(0)=W(0)[H(0)-H,(o)] (2.31)

unde X, si X; indica reuniunea benzilor de trecere si, respectiv, de oprire.
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In cazul cel mai general, existdi mai multe benzi de trecere si de
oprire pentru filtru, si eroarea de aproximare acceptabild depinde de w In
fiecare banda. In acest caz, specificatiile pot fi declarate ca

H, (w)- £, (w)< |H(a))| <H, (w)+ £, (w) pentruw e X, (2.32)

|H(a)] <¢,(w) pentruweX, (2.33)

unde
()= % 234
e, \@)= Wp(a)) (2.34)

este deviatia permisa fata de raspunsul dorit din banda de trecere, H ,, (w)
s

e (w)= W5(Sw) (2.35)

S

este deviatia fatd de zero, admisa in regiunea benzii de oprire.

Cu ajutorul relatiilor (2.29), (2.30), (2.31), (2.34) si (2.35) in
limitele benzilor de trecere si de oprire, specificatiile din relatiile (2.32),
(2.33) pot fi descrise astfel:

—0,<W, (wﬂH(a}) -H, ()1 < 0, pentruweX  (2.36)
/8 (a)lH(a)l <6, pentruwe X, (2.37)

Specificatiile din ecuatiile (2.36) si (2.37) pot fi combinate pentru a
obtine urmatoarea forma unificatd, care este utilizatd in multe tehnici de
proiectare a filtrelor

|Ep(w]£§ pentruwe X =X  UX (2.38)

cu
£=90, (2.39)
Daca valoarea absolutd maxima a functiei eroare ponderate este mai
mica sau egald cu £ in X, atunci |H (a)l va indeplinii criteriul de gabarit.
De exemplu, 1n cazul filtrelor trece banda, specificatiile sunt uzual
declarare ca

1-6, £|H(a)]£1+5p pentru w e [a)pl,a)p2 (2.40)
|H(a))| <0, pentruwe [0, o, ]u [a)s2 ,72] (2.41)

Aceste conditii pot fi scrise in forma unificatd data de relatia (2.38),
utilizand relatiile:
X =[0,0,]u|0,.0,,|u]o,.7] (2.42)
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1  pentru a)e[a)l,a)2
H = Py 24
d(a)) {0 pentru w € [O,a)sl]u[a)xz,ﬂ] (2-43)

1 pentru we [a)

= é‘
W(a)) 5—p pentru a)E[O,a)sl]U[a’sz’”]

s

pl? pr

(2.44)

si rela:gia (2.39).

B v

In orice problema de proiectare de filtre, trebuie sa se specifice:

Riplul maxim tolerabil in banda de trecere;

Riplul maxim tolerabil in banda de oprire;

Frecventa de capat a benzii de trecere @, ;

Frecventa corespunzatoare inceputului benzii de oprire @, .
Masura in care H(w) aproximeaza specificatiile impuse depinde

in buna parte de criteriul folosit in alegerea coeficientilor {a, }si {b,}, ca

si de numarul acestor coeficienti.

etape:

e

2.3.1. Etape in proiectarea filtrelor digitale
Proiectarea unui filtru digital presupune parcurgerea urmatoarelor

Specificarea cerintelor filtrului;

Calculul coeficientilor filtrului, (aproximarea functiei de transfer);
Stabilirea unui criteriu de calitate pentru raspunsul filtrului obtinut
in comparatie cu raspunsul dorit;

Realizarea filtrului intr-o structurd potrivita, care realizeaza
aceastd functie de transfer. Realizarea presupune cuantizarea
coeficientilor la un numar finit de biti si efectuarea operatiilor
aritmetice cu o precizie finita;

Analiza efectelor lungimii finite asupra performantelor filtrului;
Implementare soft si/sau hard.

Aceste etape nu sunt independente si unele dintre ele pot fi reluate

iterativ.
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2.4. Filtre cu raspuns finit la impuls de faza liniara

Unul dintre cele mai simple tipuri de filtre ce poate fi proiectat
este filtrul FIR de faza liniara. Asa cum va rezulta ulterior, numai filtrele
FIR pot avea faza liniara, conditie ceruta in multe aplicatii practice, cum
ar fi comunicatiile digitale.

Un filtru FIR de lungime M are raspunsul in frecventa, respectiv
functia de transfer de forma

M-1 ) M-1 )
H(w)=Y b,e’™ = hnle’™ (2.45)
=0 n=0

unde coeficientii filtrului, {b,}, sunt valorile raspunsului la impuls al
filtrului, adica
b,,0sn<M-1
h[n]= (2.46)

0, In rest

Functia de transfer H(w), periodica in frecventd cu perioada 2,
poate fi exprimatd in mai multe moduri, dupa cum urmeaza:
H(w)= |H(a))|e"9(‘”’ (2.47)
Trecerile prin zero ale functiei de transfer conduc la salturi de faza
de 7 radiani, asa incat &(w) are discontinuitati in acele puncte. Din acest
motiv se prefera urmatoarea forma pentru functia de transfer:

H(w) =tH (o)’ = H,(w)e’” (2.48)

unde 0(w)=g(0)+ 0,(0),0(0)=Arg{H, ()] (2.49)
Principalele proprietati ale functiei de transfer sunt:

1. In cazul in care filtrul FIR are coeficientii A[n] reali (asa

cum se intampld 1n majoritatea situatiilor ce prezintd interes din punct de
vedere practic), caracteristica de modul |H(a)) | este o functie para, iar
cea de fazd ¢ w) sau & ) este o functie impara.

2. Functia Hp(w) din relatia (2.48) denumitd functie de
transfer de faza zero este o functie reald si continud, putand lua atat valori
pozitive cat si negative. Functia ¢w) este, de asemenea, o functie
continud.

3. Functia & w) prezintad salturi de 7 radiani la frecventele la
care Hp(w) are treceri prin zero, numite frecvente de rejectie. Acestea pot
fi usor identificate pe caracteristica de faza.
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4. In proiectarea filtrelor FIR se preferd exprimarea functiei
de transfer in forma (2.48), datoritd continuitatii functiilor Hr(®) si ¢ @)
in intervalul fundamental @ € [-7; 7].

Conditia de faza liniard se obtine prin impunerea unei conditii de
simetrie pard sau pozitiva asupra raspunsului la impuls al filtrului, numita
uneori, simplu, conditie de simetrie, adica

hn]=hM —-1-n] (2.50)
sau a unei conditii de simetrie impara sau negativa asupra raspunsului la
impuls al filtrului, adica

h[n]l=—-h[M —1-n] (2.51)
numita si conditie de antisimetrie.

In continuare, se va arita ci, daca raspunsul la impuls al filtrului
indeplineste una din conditiile din (2.50) sau (2.51), filtrul are faza liniara.

Filtru de tipul 1. Simetrie pozitiva (para), M impar

h[0]=h[M —1],

h[1]=h[M -2]
h[M_l} =h{M_1} (2.52)
2 2
Tinand seama de relatiile (2.45) si (2.52) raspunsul in frecventa devine

1| -i—o

H(w) = Afh[n]e””’” = H[0]+ A[1]e™ + H[2]e > +...+ h{MT_}e 7y

Fot AM =2]e /MDY L )M —1]e /M =

'Ew —_ Ew —'Ew —_ . .
e 2 {h{%}+h[0]{el 2" e 2 ]+...+h{M2 3}(e’“+e"’“’)}=

M-3

_iM-t _ 2 _ _M
e 2 h[Mz 1}+22h[n]cosw($—nj —e 2 Hp (o)
n=0

(2.53)
Termenul din paranteza este real pentru toate valorile lui @ si se
noteazd cu H ,(w), adica
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H,(0)= h{ } ZZh cosa)(M l—nj (2.54)
Realizand schimbarea mdlcelul de sumare
m= MT_I —n (2.55)
si apoi revenind la indicele 7, expresia functiei de transfer devine
- < M -1 M -1
H(w)=e ? ;2/{7 - n} cos(an)+ h{T} (2.56)

Introducand notatiile
Cl[O] = h|:MT_1:|’ a[l’l] = 2h|:MT_1 _ n:l cu n= 1’771 (257)

se poate scrie

M-1
M2
H@)=e > a[n]cos(an) (2.58)
n=0
Tinand cont de relatiile (2.47) + (2.49), din (2.53), (2.54) si (2.58), rezulta
M-1
H, (o) = Za Jcos(am); @(w)= —MT_la)
M

——_la), daca H,(w)=0
O(w) = M2 (2.59)
—T_a)+7z, dacd H,(w)<0

Filtru de tipul 2. Simetrie parda, M par
h[0]=h[M —1]
h[1]=hM -2]

h[ﬂ - 1} = h[%} (2.60)
2 2

Urmand aceleasi etape de calcul, se obtine
M

H(w)= P ZZ h[n]cos a)(MT_l -~ nj (2.61)

n=0
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Termenul din paranteza este real si se noteaza cu H , (), adica
M

& M-1
H (0)=2 h[n]cosw S (2.62)
n=0
Intrucat (M-1)/2 ¢ Z se opereaza schimbirile de indice de sumare
mz%—n si m-—n (2.63)
cu care, functia de transfer devine
M
Mo
H(w)=e = 22}{% - n} cos[a)(n — %ﬂ (2.64)
n=l1
Cu notatia
bln]= 2h{M - n} pentru n= 1,M (2.65)
2 2
rezulta
M
H(w)=e 2 Zb[n]cos|:a)£n —EH (2.66)
n=l1
Tinand cont de relatiile (2.47) + (2.49), din (2.61), (2.62) si (2.66) rezulta
M-1
2 _
H (@) = Zb[n]cos[w[n - %ﬂ  po) =" o,
n=1
—Ea}, dacd H,(w)=0
O(w) = 2.67
@=1 (2.67)

—Ta)+7r, daca H,(w) <0

Se observa ca, atat pentru M impar cét si pentru M par, (@) si
¢(w) sunt acelasi, fiind functii liniare de @ .

Filtru de tipul 3. Simetrie impard, M impar
h[0]=—-h[M —1]
1] =—-h[M —-2]

{5
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> Hnle " = HOJ+ H{lle ™ +...+ h{M ‘l}e"“’

M= (M- _ ‘f?w A ML
A MM =207 L M =T =e 2 " [H0]

M=3
— . . —'Ea) T —
...+h{M2 3}(6’“’—6’”)]: je' 2 2Zh[n]sina{M l—nJ
n=0

2

M-1

o {#53)
=je  Hy@=¢" * VH, (@)

M-3
2 —
Hy(w)=2 Zh[n]sin a)(Mz L nj
n=0
Efectuand schimbarea de indice din (2.55) si notand

c[n]=2h{MT_l—n} cu nzl,M_1

functia de transfer devine

unde

(2.70)

@2.71)

H(w) = ej[z_z_w)ic[n]sin(a)n)

(2.72)
in acest caz

S

1

HR(a)):

-

cn]sin(an); o(w)

M -1

Tz M-1

2 2

3
1l

[N

w,dacd H,(®w) =0
M -1

5 ,dacd H,(w)<0

)=

(2.73)

t\.>|‘§ ®o

Filtru de tipul 4. Simetrie impard, M par
h[0]=—h[M —1]

(2.74)
-4
2 2
Urmand un mers de calcul similar cu cel de la filtrul de tipul 3,
rezultd
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H)=je ? "H (o) = ej[_T_mE]HR () (2.75)
unde
H,(0)= 222h[n]sin w(Mz_l - nj (2.76)

Cu schimbarea indicelui de sumare ca in (2.63), rezulta

,[/r M-1

M
M) 2
H(w) = e’ 27 2 ]Zd[n]sin|:a)(n - %jj| (2.77)
n=l1
unde
d[n]= 2}{% - n} pentru n = 1,% . (2.78)
In acest caz
M
2 —
HR(a))=Zd[n]sina)[n-lj; (/)(a))zz—M—la) (2.79)
n=l1 2 2 2
Z—Ea), daca H, >0
O(w) =1 2 (2.80)

3—”—Ea), dacd H, <0
2 2

Se constata ca si pentru cazul in care raspunsul la impuls prezinta
simetrie impara raspunsul de faza este o functie liniard de @ .

Aceste formule generale obtinute pentru raspunsul in frecventa pot
fi folosite in proiectarea filtrelor FIR de faza liniara al cdror raspuns la
impuls prezintd simetrie pard sau impard. Lungimea filtrului, M, este
functie de caracteristicile filtrului (Iatimea benzii de tranzitie, riplurile din
benzile de trecere si oprire), si in literatura de specialitate exista relatii
empirice cu ajutorul carora se determina aceastd marime [32].

In toate cazurile considerate raspunsul de fazi s-a exprimat in
forma

p(w)=p35-aw (2.81)
M -1 5 : : L
unde o = — =0 pentru raspuns la impuls simetric si f=1 pentru

raspuns la impuls antisimetric. Cu alte cuvinte, pentru filtrele de tipul 1 si
2 caracteristica de faza este cu trecere prin origine, iar pentru filtrele de
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tipul 3 si 4, caracteristica de faza este o dreapta care nu mai trece prin
origine. In toate cazurile timpul de intirziere de grup normat este
tg(a))z—mza (2.81°)
do
Observatii.
1. Pentru filtrele de tipul 1 si 3, cu M impar, functia Hr(®), are un
corespondent fizic in timp si anume

hln]=F" {H(a))ejMzw} = ;{n + Mz_ 1} (2.82)

hg[n] fiind o secventd necauzala, simetrica la tipul 1, respectiv

antisimetrica la tipul 3 in raport cu ordonata. Pentru filtrele de

tipul 2 si 4 nu mai exista acest corespondent fizic, deoarece in
acest caz, (M-1)/2 nefiind Intreg, nu mai este permisd deplasarea

data de relatia (2.82).

2. Din expresiile (2.59), (2.67), (2.73) si (2.79) se observa ca functia
de transfer de faza zero Hr(w) este o functie para pentru filtrele de
tipul 1 si 2, respectiv impara pentru filtrele de tipul 3 si 4, care nu
are componenta continud pentru tipurile 3, 4.

3. Analizénd expresiile (2.59), (2.67), (2.73) si (2.79) ale functiilor
de faza zero Hp(w) in cele patru cazuri se constatd ca functia de
fazd zero este periodicd de perioadd 27z pentru filtrele de tipul 1
sau 3, in schimb pentru filtrele de tipul 2 sau 4, perioada este 47 si
Hy(w) prezinta simetrie de rotatie (pe a doua jumatate a perioadei
repetd evolutia dar cu semn schimbat). Aceastd observatie este
utild la proiectarea filtrelor pentru impunerea corecta a conditiilor
in domeniul frecventa.

In Tabelul 2.1 sunt prezentate in rezumat cele 4 tipuri de filtre FIR
de faza liniard Tmpreund cu anumite particularitati semnificative care
justifica utilizarea sau neutilizarea fiecaruia in realizarea unor anumite
tipuri de caracteristici de filtrare: filtre trece jos (FTJ), trece sus (FTS),
trece banda (FTB), opreste banda (FOB), transformator Hilbert (TRH) si
diferentiatoare (DIF).

Alegerea conditiei de simetrie sau antisimetrie pentru raspunsul la
impuls depinde de aplicatie.
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Tabelul 2.1

FIR cu

Valoarea lui Hx(w),

fazad | H(w)| si H(o) la: Este indicat Nu poate fi
liniara Lungi— Secven'ga la folosit la
Hy (w) ¢7(a)) . .
de mea M h[n] =0 ®=r proiectarea: proiectarea:
tipul:
M-
L | impara 2 M- i Park P TRH
h[n]=h[M-1-n] Z a[n] COS(” w ) 7 constrdn- | constran- FOB DIF
=0 geri geri
M
2 pard < 1 M1 fard 0 FTJ FTS, FOB
Z b[n] cos(n - Ja) - w A FTB TRH
h[n]=h[M-1-n] | 43 2 2 constran- DIF
geri
M-1
= T M-1 FTB FTJ
3 impard | h[n]=-h[M-1-n] 2 R — 0 0
; TRH FT
h[(M-1)/2]=0 z c[n]sin(nw) | 2 2 oIE FO]SB
n=1
M
5 2. T M-1 <
’ m 22: d[n] Sin[n - ljw 5, ¢ ’ e FTTSRFHT ’ FTJ
=_ -1- constran-
h[n]=-h[M-1-n] | = 2 geri DIF FOB




De exemplu, pentru raspuns la impuls cu simetrie impara si M
impar, din (2.73) rezultd H,(0) =0 siH,(x) =0 si, in consecinta, relatia
(2.73) nu va fi potrivitd pentru proiectarea de FTJ sau FTS. Similar,
pentru raspuns la impuls cu simetrie impard si M par, H,(0) =0, caz in
care, aceasta conditie nu va putea fi folosita in proiectarea unui FTJ FIR
de faza liniara. In schimb, conditia de simetrie pard permite obtinerea
unui FTJ cu raspuns diferitde 0 la @ =0.

M-3
M-1] & .
HR(O)=h[T}+2Zh[n],M impar, (2.83)
n=0
L
H,(0)=2> h[n], M par, (2.84)
n=0

Fiecare din conditiile (2.54), (2.62), (2.70) si (2.76) constituie un
set de ecuatii liniare din care pot fi determinati coeficientii filtrului.
In cazul filtrelor al caror raspuns la impuls prezinta simetrie pard

este necesard specificarea raspunsului in frecventd in puncte

pentru M impar si % pentru M par. Desi valorile lui @ pot fi alese

arbitrar, de obicei acestea se aleg ca puncte echidistante in domeniul
0<w< . Astfel, daca

wk:%,k:O,l,...,$, M impar

(2.85)
M
k=0,1,...,7—1, M par

si se defineste

a,, =2cosa)k( —nj, st a,, =1 pentru n= sitoti £ (2.86)
ecuatiile liniare (2.54) si (2.62) pentru filtre FIR cu raspuns la impuls

simetric devin
M-1

2
Hy (o)=Y a,hln], k=0,l..

n=0

M -1

pentru M impar (2.87)

73



M

2
Hy(o,)= Y a,hn], k=o,1...%—1, pentru M par. (2.88)
n=0

In cazul raspunsului la impuls cu simetrie impard este necesara

specificarea raspunsului in frecventa in puncte pentru M impar si

% puncte pentru M par. Deoarece (2.70) si (2.76) implicd H,(0)=0

independent de alegerea Iui A[n], evident, punctul @ =0 nu va putea fi
folosit in specificarea raspunsului in frecventd. Pentru M impar nu este
nici o problema, deoarece se poate specifica H,(w) in (M-1)/2 puncte
echidistante 1n domeniul fundamental de frecventd, de forma
w, =2k /M pentru k=1, 2, ..., (M-1)/2. Cand M este par sunt necesare
M/2 frecvente, astfel incat, dacd nu se poate folosi @ =0, se va folosi
o = 7. In acest caz se definesc frecventele o,

1) =%,k=1,...,M—_1, M impar
M 2
v (2.89)
k= 1,...,7, M  par

O alternativa in alegerea frecventelor @, care inlitura complet
raspunsul nul la @ =0 (51 @ =7) este

o, :W,k :0,1,...,MT_1, M impar

(2.90)
k=01,..,——-1, M par

Acest set de frecvente se obtine din (2.85) prin deplasarea fiecarei
V4
frecvente cu —.
M

Se definesc coeficientii

b, = ZSina)k(Mz_l —nj (2.91)
Cu (2.91), ecuatiile liniare (2.70) si (2.76) devin
M-3
2 M -1 :
Hy (o)=Y b,hnl, k =1,2...T, M impar (2.92)
n=0
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M
2

Hy (o)=Y b,hln], k= 1,2...%, M par (2.93)
n=0
Exemplul 2.2.
Sa se determine raspunsul la impuls A[#n] al filtrului FIR de faza
liniara de lungime M=4 pentru care H,(0)=1 s1 H, (%) = % .

Solutie. Din (2.88) rezulta sistemul de ecuatii
agh0]+ayh[l]=H,(0)=1

a,h[0]+a, h[l]=H, (%) = %

in care ay, =2, a, =2, a,, =2, a, =2
In forma matriceald se poate scrie compact

[Al[h]=[H,]
2 0 1
unde [4]= [\/— \/—} [h]= {[1]]} [HR]=H
2

Solutia este

0] = V2 -1)=0,0732232 = 43
(0] \/—( )= [3]

H1]=——=/2 +1)=0,4267766 = h[2]

m

Raspunsul in frecventa al acestui filtru este

3o

H(w)=H (w)e
unde H (@)= g{(ﬁ - 1)0053760 + (\/5 + 1)cos§}

in exemplul de mai sus, s-a considerat un filtru de lungime foarte
mica. In practicd, in functie de aplicatie, sunt necesare filtre FIR a ciror
lungime este mult mai mare (ordinul zecilor), situatie in care A[n] poate fi
calculat numai cu ajutorul calculatorului.

Observatie. Pentru filtrele FIR cu faza liniara, pentru orice M (par
sau impar), existd o singurd valoare a intarzierii de grup normate, si
anume
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M -1
7, (@)=~ o) __dpo) _, M-1 (2.94)
. do do 2
In figura 2.3 este reprezentata alura raspunsurilor la impuls pentru

cele patru tipuri de filtre FIR cu faza liniara.

! d
| simelre | e
I =9 Iy M=3
[' (a) |
i ! |
LU L]
345J7$ﬂ D'I{E'MJﬁ'Tn
' i
| d I d
h[n] | ana;'{:i.tn:tﬁe | antisimetric
M=19 M=35
e e
Jz,l.ﬂ]w [ _'4 :
0l [34{ 6 l n | 3| o
| I

Figura 2.3. Raspunsurile la impuls pentru cele patru tipuri de filtre FIR cu faza liniara:
(a) tipul 1; (b) tipul 2; (c) tipul 3; (d) tipul 4.

2.4.1. Zerourile functiei de transfer a filtrului FIR cu faza
liniara

Conditia de simetrie sau antisimetrie a raspunsului la impuls A[#],
care determind faza liniard a filtrului FIR, implicd si o pozitionare

particulara a zerourilor functiei de transfer H(z) a acestuia. Inlocuind in
M-1

H(z)=Y hnlz™" (2.95)
n=0
zcuz', se obtine
M-1
H(z")=Y h[n)z" (2.96)
n=0



Efectuand schimbarea indicelui de sumare m=M-1-n si utilizand
conditia de simetrie pozitiva din (2.50) rezultd urmatoarea relatie valabila
pentru filtrele FIR de tipul 1 si 2.

M-l M-1
H(z")= S AM —1=n]" " = 2 N )z = 2 H(z)  (2.97)
n=0 n=0
Procedand similar pentru filtrele de tipul 3 si 4 cu utilizarea
conditiei de antisimetrie (2.51), se gaseste relatia

M-1 M-1
H(z)= Y AIM ~1=n]z" " = 2N Bnlz " = =2 H(z) (2.98)
n=0 n=0
Reunind (2.97) si (2.98) rezulta ca functia de transfer a oricarui filtru FIR
cu faza liniara satisface relatia
H(z") = +"H(z) (2.99)
Din relatia (2.99) rezultd urméatoarele concluzii:
1. Daca z; este un zerou al lui H(z), atunci si 1/z; este de asemenea un
zerou al acestuia;
2. Deoarece, in general, coeficientii 4[n] ai polinomului H(z) sunt
reali, zerourile complexe ale acestuia apar in perechi conjugate.
Ca urmare, sunt posibile urmatoarele configuratii de zerouri
exprimate in coordonate polare ale acestora.
a) zy=re’, cur#1,0,20,0, # 7
Caracterul real al coeficientilor determind existenta zeroului
z, =z, =re”’" iar liniaritatea fazei, conform relatiei (2.99), implici
existenta zerourilor z3 si z4, simetrice fata de cercul unitate
z, = 1 = le""‘e‘ si z, = S = le"‘e'
Zh Z; h
Acestei configuratii 1i corespunde factorul elementar H(z) in
functia de sistem H(z):

4
H,(z)= H(l — z*lz,.): 1- 2[4 + :]cosﬁlzl +
i=1 1

(2.100)
+(r,2 +L2+4cos6’l Jzz —2(7’1 +1]cosﬁlz3 +z7*

n n
Evident, secventa h[n] = Z ! {H(2)} este simetricd. Constelatia
celor patru zerouri este datd in figura 2.4 cu marcarea intre paranteze a
coordonatelor polare.
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Figura 2.4. Pozitiile zerourilor pentrur; # 1 §i0#0,0 #

b) r1=1si61¢0,91¢n

Prezenta zeroului z, =e’” implici automat si zeroul z, =e
care este complex conjugatul lui z;. Fiind pe cercul unitate, zerourile z; si
zp reprezintd si propriile lor simetrice fatd de cercul unitate. Factorul
elementar corespunzator in H(z) va fi

H(z)= (1 —z7e/ Xl —z'e M )= 1-2cos0,z”"' +z7

c) n=lsif;=0

Zeroul z; =1 fiind real, implica doar simetricul sau fata de cercul
unitate z, = 1/r si, deci, factorul elementar

e e i (e e
g h

d) I # 1 $1 91 =T
Analog cazului ¢), se obtine

-jb

Z,=—1Hh =>z,= L si Hl(z)z 1 +(}’1 -‘r-l]Z_l +z7?
n n
e) rn=1si0;,=0saur;=1s10,=xn
Zeroul z; = 1 (sau z; = -1) este simultan propriul lui conjugat si
simetric fatd de cercul unitate. Factorii elementari corespunzatori acestora
sunt
Hi(z) = 1" respectiv Hy(z) = 1+
Utilizand relatiile
H(o),=H()..; H@),, =H()., @101

si coreland particularitatile functiei H(w) din Tabelul 2.1 cu configuratiile
de zerouri posibile ale functiei H(z) de fazd liniara, se desprind
urmatoarele observatii:
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Intrucat zerourile mentionate la a), b), ¢), d) apar in numar par, in
cazul filtrelor cu lungime para (tipurile 2 si 4), care implica ordinul M-1
impar pentru sistem, este necesara prezenta factorilor de tipul e) cu ordin
de multiplicitate impar. Astfel, la filtrele de tipul 2 este obligatorie
prezenta zeroului z=-1 cu multiplicitate impara pentru a realiza anularea
lui H(w) la o=, in timp ce la filtrele de tipul 4 este obligatorie prezenta
zeroului z=1 cu multiplicitate impara pentru a realiza anularea lui H(w) la
@=0. La filtrele de tipul 3, cu ordinul M-1 par, este obligatorie prezenta
simultand a zerourilor z=1 si z=-1 pentru a anula H(w) In 0=0 i o=r.
Imparitatea functiei Hr(w) necesitda multiplicitate impara atat pentru z=1,
cat si pentru z=-1. La #ipul 1, cu ordinul M-1 par, aparitia zerourilor in
z=1 si z=-1 nu este obligatorie. Se pot introduce, daca alura caracteristicii
de filtrare necesitda anularea ei la frecventele 0 si/sau m, dar atunci
obligatoriu cu multiplicitate para pentru fiecare, aceasta pentru a respecta
ordinul par al filtrului si paritatea caracteristicii Hz(w).

Tindnd seama de aceste observatii, in figura 2.5 se prezinta
constelatiile tipice ale zerourilor celor patru tipuri de filtre FIR cu faza
liniara.

Tm(z) Im(z)

Tipul 1 Tipul 2
M=9 M= 10
N Relz) _ il Re(z)

Im(z) Im(z)

T . Tipul 4
/ Tipul 3 M= 10

o

1 Re(z) N | 1  Eelz)
Figura 2.5. Constelatiile tipice de zerouri pentru cele 4 tipuri de filtre FIR cu faza liniara

— | &
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2.5. Proiectarea filtrelor FIR cu faza liniara prin
metoda ferestrelor

In aceasta metodad se incepe cu specificarea raspunsului dorit in
frecventa, H ,(w), care este o functie periodicd de perioada 2 si se poate

dezvolta in serie Fourier

H,(0)= ihd [n]e~" (2.102)
Réspunsul la impuls se deduce cu tra;lsformata Fourier inversa
1 jon
h,[n]= o [ H,(0}™ do (2.103)

Raspunsul la impuls #,[n] este, In general, infinit ca duratd si

trebuie trunchiat la un numar de puncte n=M-1 pentru a obtine un filtru
FIR de lungime M. Functia de transfer a filtrului numeric FIR ce trebuie
sintetizat este

M-1
H(w)=" h[n]e’ (2.104)
n=0
Efectuand identificarea intre termenii sumelor care reprezinta
functia de transfer dorita si cea reald a filtrului FIR, rezulta
h[n]=h,[n], n=0,..,M -1 (2.105)
Lungimea filtrului se presupune cunoscuta, cel putin aproximativ,
din cerintele de proiectare. Decizia asupra tipului de filtru ales se ia
considerand restrictiile sintetizate in Tabelul 2.1.
Intrucat se doreste ca filtrul rezultat sa aiba caracteristica de

amplitudine impusa |H J (a))| si caracteristica de faza liniara, in H ,(w) se
nelude s s liniarg o5

include si factorul de faza liniara e ,unde S =0 pentru filtre de
tipul 1 si 2 si £ =1pentru filtre de tipul 3 si 4. Astfel,

_,-[ ﬁz,ﬁwj
H,(0)=H 4 (w)e " > > (2.106)
in cazul filtrelor de tipul 1 si 2 H (@) este o functie pard de @,

iar pentru filtrele de tipul 3 si 4, impara. Alegerea unui filtru de tipul 3 sau
4 se justifica numai daca H,(0)=0.
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Functia de fazd zero H,(w) din (2.106) se poate alege ca fiind

functia de faza zero a filtrului ideal pe care il aproximeaza sau, in cazul
filtrelor de tipul 1 si 2, cand aceasta prezinta simetrie para,

Hy(0)=|H,(0), 0 e[-7,7] (2.107)
iar in cazul filtrelor de tipul 3 si 4, cand aceasta prezinta simetrie impara,
H,(0), wel0,7]
H g (0)={-H,(0), @e[-70], (2.108)
0, w=0

In concluzie, pentru filtrele de tipul 1 si 2

M-l
H,(0)=H (o) > (2.109)
iar pentru filtrele de tipul 3 si 4

(7 M-1
e
H,(0)=H (@) () (2.110)
Dupa stabilirea lui H,(®), se descompune acesta in serie Fourier
pentru a rezulta secventa infinitd /,[n]. Coeficientii filtrului sintetizat se

aleg ca in relatia (2.105). Trunchierea raspunsului la impuls poate fi
privitd si ca o inmultire a secventei de lungime infinitd cu o fereastra
temporald de lungime M, notata w[n], adica
h[n]= h,[n]w[n] (2.111)
cu proprietatea
w[n]=0,pentru n¢[0,M-1] (2.112)
Produsului algebric in timp discret din (2.111) ii corespunde in
frecventd, convolutia transformatelor Fourier. Datoritd periodicitatii de
27 a transformatelor Fourier, convolutia se efectueaza pe un interval egal
cu perioada fundamentald, egal cu 27 .

H(w) = F{h[n]} = in (0)* () 2.113)

care, evident, nu coincide, in general, cu H, (a))

In cazul sintezei filtrelor cu fazi liniara, functia fereastrd w[n]
trebuie sa Indeplineasca conditia de simetrie
wn]l=wM —-1-n] (2.114)
adicd este un raspuns la impuls de tipul 1 sau 2, in functie de paritatea lui
M si
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oM
W(w)=W,(w)e " > (2.115)
unde ,(w) este functia de fazi zero a ferestrei.
Relatia (2.113) devine

H(w)= i [, (AW (0-1)dr =

T M-1

(m M1 M
@ o e @
2z

_ Al i [ H (AW (0 A2
2z

Rezultd ca trunchierea filtrului FIR de faza liniard conduce la o
functie de transfer de fazd zero, Hr(w), datd de convolutia periodica,
continud dintre raspunsul dorit de faza zero si functia de transfer de faza
zero a ferestrei, adica

Hy(0) =5 [Ha AW (0= 202 == Ho(0) () - 2117)

plw—h) A

Hap () 2

Figura 2.6. a) Operatia de convolutie implicatad de trunchierea raspunsului la impuls
ideal, b) Aproximarea raspunsului in frecventa al filtrului rezultatd din trunchierea
raspunsului la impuls ideal

Din relatia (2.117) rezultd ca daca W,(w) este un puls foarte
ingust centrat pe @ =0 (ideal, o functie Delta) In comparatie cu H , (@),

atunci H,(w) aproximeaza foarte fidel pe H ,(w). Aceasta implica
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functia fereastra de lungime M foarte mare (ideal w{n]=1 pentru toti n,
deci lipsa trunchierii, caz in care W (w) este un tren periodic de impulsuri
de perioadd 27 ). Pe de altd parte, lungimea M a ferestrf:i ar trebui sa fie
cat mai mica pentru reducerea complexitatii calculului. In figura 2.6 sunt
ilustrate H (@), W,(w) si convolutia periodica dintre ele, H ,(®).

Exemplul 2.3.

Sa se proiecteze doud FTJ cu fazd liniard cu lungimea M=38,
respectiv. M=39, frecventa de taiere fiind F.=5 kHz, iar frecventa de
esantionare F,=40 kHz.

Solutie. Frecventa de taiere normata este

F
o, =2rte_9g S 7 (2.118)
F, 40 4
1, |o| <
Cu definitia lui Hsr(w) pentru FTJ ideal, H ,(w) :{ ‘i’| o, ’
0, in rest

care este o functie pard, utilizand (2.109) si (2.103), cu valorile din enunt,
se obtine raspunsul la impuls cu lungimea infinita

7r . M- o, M-
hd[”]:_:[erR(w)elwﬁglejm =i_;[cej [ ’ Jda)=

M -1

sinw_ | n—
o, ( 2 j 1. K M—ljﬂ}
= ZZSII’IC n——

(2.119)

2 )4

sin x

unde s-a folosit functia sincx =
X

Trunchierea raspunsului necauzal A4{n] conform relatiei (2.105)
permite determinarea celor M valori ale raspunsului la impuls A[n], pentru
n=0,1,...,M-1, reprezentand coeficientii filtrului FIR proiectat. Secventele
h[n] obtinute sunt date 1n figura 2.7.

Particularizand relatiile din Tabelul 2.1 care dau caracteristicile
functiei de transfer H( ), rezulta

pentru M=39

go(a)) =—19w; Hy(®)= ia[n]cos(na)) unde

n=0
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M -1
a[O] = h|:Tj| =

pentru M=38
19

o) = —%w; H () = Zb[n]cos[zn
n=l1

b[n] = 2h[M - n} = lsincizn -1 ”j
2 2

l; a[n] =2h E—n :lsincﬂ,nzl,w
4 2 2 4

-1 a)j unde

2 4
: Awa de stmetnie
1
————————— M=39
Uizs Tipul 1

s 1¢ T[ h 111 a1

TS D TN e TR
h[n] ! Axa de simetrie

1
————————— M=33
Ui | Tipul 2

|

[.

|
e, _lt [ , B TS
D *F LlL IIE J.lJ- PR 37 n

I
Figura 2.7. Raspunsurile la impuls ale FTJ din exemplul 2.3.

Reprezentarile grafice ale functiei de fazd zero si modulului
functiei de transfer sunt prezentate in figura 2.8, (a) si (c) pentru M=39 si
(b) si (d) pentru M=38. Se pot remarca proprietatile de simetrie para ale
tuturor caracteristicilor si, de asemenea, simetria de rotatie, de perioada
4m §i trecerea prin zero la w=tm a functiei Hp(w) a filtrului de tipul 2
(figura 2.8b).

Observatii
1. Metoda ferestrelor de timp se mai numeste si metoda dezvoltarii
in serie Fourier deoarece relatia (2.104) reprezinta dezvoltarea in serie
Fourier a functiei H(w), periodicd, de perioada 2m.

2. Proiectarea poate fi facutd si fard a introduce factorul de faza
liniard, ca in relatia (2.109), determinand raspunsul la impuls, de lungime
infinita, corespunzator functiei de faza zero a filtrului ideal
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a)C

W] = —— [1-e" dew = ==sinc(w,n) (2.120)
2 o V4
Acest raspuns, simetric fata de ordonata, se trunchiaza simetric pentru
a avea de asemenea faza zero si lungimea M. In acest caz, rispunsul
trunchiat este
M-1 M -1

@, .
KO [n] = 7smc(a)cn) pentru - 5 <n< 5 2.121)

0 in rest

Se deplaseaza apoi secventa la dreapta cu (M-1)/2 pentru a realiza
cauzalitatea filtrului, obtinand secventa

o, . M -1
hy [n]= hj(l})[n - —Mz_ 1} =\ Smc[(n _Tjwc }’0 sn=M-l (2.122)

0, inrest

care este, evident, aceeasi cu cea obtinuta prin prima procedura bazata pe
relatiile (2.103) si (2.109).

o
g
ad D,S . E
u{ii. 0e i 3
S04 |- g
m g
20,2 | B
'—51 i "”"v’\_r‘::\.- sranasdoana ) ._,l‘:!\_,“u""'
-0.5 0 _ 0,5 -1 -0,5% 1] 0,5 1
{a) frecventd normalizatd (b} frecventd normalizatd
1 'r“'--"-..n"\--'fL
. m
@ 0,
H 0,
&,
a5 0 s 1 a5 0 05 1
(c)frecventd normalizats (d) frecvents normalizatd

Figura 2.8 Caracteristicile in domeniul frecventd ale FTJ din exemplu dat,
M=39 (asic); M=38 (bsid).
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Aceastd metoda este operationald pentru filtrele de lungime
impara (tipurile 1 si 3), in schimb, pentru cele de lungime para (tipurile 2
si 4) ea devine incomoda, secventa de lungime para neputand fi obtinuta
printr-o simpla deplasare dintr-o altd secventd simetricd sau antisimetrica
in raport cu originea deoarece (M-1)/2#Z, motiv pentru care este
recomandabil sd se determine coeficientii filtrului cu relatiile (2.103) si
(2.106), asocierea factorului de faza liniara din (2.106) avand doua
avantaje mari:

e se opereaza cu H(w), de perioada 27 pentru toate tipurile de filtre;
e trunchierea asigurd localizarea raspunsului de lungime finitd M,
direct pe suportul 0 <n <M-1.

2.5.1. Tipuri de ferestre

Pentru ferestrele uzuale, caracteristica de amplitudine are un lob
principal, centrat pe @ =0, si un numar de lobi secundari cu tendinte de
descrestere.

Efectul trunchierii asupra caracteristicii obtinute, cunoscut sub
numele de fenomen Gibbs, [63] se poate constata in special in zonele de
tranzitie rapida a caracteristicii. Se constata doud aspecte:

1. Aparitia unei benzi de tranzitie de latime finitd, care este cu atat
mai mare, cu cat largimea lobului principal al ferestrei este mai
mare;

2. Aparitia unor ripluri sau oscilatii atat in banda de trecere cat si in
cea de oprire a caror amplitudine si vitezd de scddere sunt
determinate de amplitudinea si viteza de scddere a lobilor
secundari ai spectrului ferestrei. Aceste ripluri cresc catre
marginile benzilor de trecere si oprire, in apropierea punctelor de
discontinuitate ale caracteristicii ideale.

In concluzie, pentru a se obtine o bandd de tranzitie cit mai
ingustd si ripluri cat mai reduse, functia fereastra utilizata trebuie sa
indeplineasca urmatoarelor cerinte:

1. Functia de transfer de faza zero a ferestrei sa aiba lobul principal
cat mai ingust si lobi secundari cat mai mici;

2. Lobul principal sd contind cea mai mare parte din energia
ferestrei;

3. Energia lobilor secundari sd fie cat mai uniform distribuitd intre
acestia.

La limita, aceste conditii ar fi indeplinite de
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Wi (o) =2m6(w) (2.123)
rezultat fara valoare practica, deoarece in acest caz w[n]=1, constant
pentru orice n, deci lipseste fereastra. In general, cele trei cerinte nu pot fi
satisfacute de nici o fereastra deoarece cerintele 1 si 2 sunt contradictorii.

Din considerentele prezentate anterior rezultd modalitatea de
specificare a caracteristicii de amplitudine a filtrului sub forma unor cote
de gabarit. Astfel, in cazul proiectarii unui filtru trece jos, in banda de
trecere functia de faza zero oscileaza in jurul valorii ideale 1, riplul
maxim fiind notat cu §,, iar in banda de oprire, in jurul valorii ideale 0,
riplul maxim fiind notat cu ds, cum se arata in figura 2.20.

Daca se reprezinta modulul functiei de faza zero si se duc paralele
la abscisa prin 1-8,, respectiv ds, intersectiile acestora cu graficul definesc
banda de trecere efectivd we[0,m,] (B.T.) si banda de oprire efectiva
(B.O.) we[ws,n], cu semnificatia din figura 2.9. Zona situata intre o, si s
reprezintd banda de tranzitie a filtrului (B. Tr.). Zonele interzise sunt
hasurate pe figura.
| HRILm:I|

wa L

1-8p

~
=
[~
]
[

\
\
A\

B. Tk

= 0]

S
\
N
N

AN

mp Wy mom

Figura 2.9. Caracterizarea modulului functiei de faza zero a unui FTJ sub forma unor
cote de gabarit

2.5.1.1. Fereastra dreptunghiulara

Fereastra dreptunghiulard cauzala este definita prin relatia

wy[n] =14 € 0.0 1] (2.124)
0, In rest
Transformata Fourier a acesteia conduce la expresia
M-1 _mjoM oMl
WD(a))z Zeﬁ/’m zle—__ze 7 M (2.125)
prs 1—e™” sin(w/2)

&7



de unde rezulta termenul de faza zero
sin((M /2)w
Wik (a)) = ¥ =S, (a))
sin(w/ 2)
Functia Wpr(w) este pard, de perioadd 2m pentru M impar,
respectiv 4m cu simetrie de rotatie pentru M par si

0 pentru M =2k
Wik (a)] o0 =M ; Wik (a)] o=r (_ 1)k pentru M = 2k +1

(2.126)

(2.127)

Woe(w,)=0= o, =k2ﬁ” cukeZ-{pM}, peZ.

Frecventele la care se anuleazd Wpr(w) reprezintd nuluri
spectrale.

In figura 2.10 este reprezentati functia de faza zero Wpr( @) pentru
M=11, care seamana cu o sinusoida amortizata avand un lob principal cu
latimea 4m/M, dubla fatd de cea a lobilor secundari. Lobul principal se
defineste, in general, ca regiunea dintre primele nuluri spectrale aflate de
o parte si de cealaltd a originii. Cu cresterea lui M, latimea lobului
principal descreste, iar inaltimea sa creste. La fel se intdmpla si pentru
lobii laterali, aria de sub fiecare ramanand constanta.

Conform relatiei (2.117), valoarea lui Hg(w) pentru filtrul FIR cu
M impar este datd, In cazul unui filtru trece jos cu raspunsul dorit
Hiw)=1 si, corespunzator, Hsr(w)=H« w)=1, pentru we[-w.,0,], de
integrala

H,(0)= i JSWDR (w—-2)dA  pentru wel-7,7] (2.128)
x()

M=11

ao~_ N\ /N i

NS4 2n 2n in w

I M il M

Figura 2.10 Functia de transfer de faza zero a ferestrei dreptunghiulare
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Interpretarea relatiei (2.128) se face grafic in figura 2.11.

30 ; ’ ; 30

i T T ' LW
. E | 10 L jw=wg-2w M
2 4 T4 2 0 2 4
k)
_ _ 30
- : 4. ] I —f T
0 ” 5 "w‘.mmvi. ] M T 5]
10 I :::..J=0.J,:-t}2?tﬂ'-.-'1_ 10 : i 0l =7
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
c) d)

Figura 2.11 Explicarea fenomenului Gibbs prin convolutie

Pe masurda ce W,,(w—A) trece peste o discontinuitate a lui
H,(4), cu cresterea lui o, integrala din (2.117) va oscila, dupd cum
fiecare lob din W, (w— 1) traverseaza discontinuitatea. Deoarece aria de
sub fiecare lob ramane constanta, cu cresterea lui M, oscilatiile devin mai
rapide, dar nu descresc in amplitudine. Aceste oscilatii se numesc
fenomen Gibbs si se datoreaza trunchierii seriei Fourier [63].

Pentru a aprecia valoarea integralei (2.128) si a pune in evidenta
efectul Gibbs, se examineaza variatia lui Hr(w) pe intervalul (0, m),
aceasta fiind o functie para obtinutd ca rezultat al convolutiei a doua
functii pare. Se considera patru situatii semnificative ©=0, ®=w.—-21/M;
0=0+271/M; o=1 (0.=101/M, M=25) [28]. Astfel, pentru ©=0, din
figura 2.11a rezulta
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H (a)xw 0 5 JWDR A)dA = Py W (@)do =
1 V4 —,
= j W, (0)deo - j W, (o da)+ j W (oMo |= (2.129)

=wWyl0]-oc=1-0

Din relatia (2.129) se observa ca valoarea functiei Hg(w) la ®=0
este datd de suma ariilor (cu tot cu semn) lobului principal si lobilor
laterali ce cad in dreptul benzii de trecere a filtrului sau, altfel spus, la
®=0 valoarea integralei se obtine scdzand din 1 suma ariilor lobilor
secundari ce nu cad 1n dreptul benzii de trecere. De aici rezultd ca atat
timp cat lobul principal al ferestrei baleiazd zona de trecere a filtrului
ideal, valoarea functiei Hg(w), corespunzatoare secventei trunchiate,
oscileaza in jurul valorii 1, marimea oscilatiilor fiind dictatd de suma
ariilor lobilor secundari ce nu intra in intervalul (-®., ®.).

Valoarea cea mai mare a lui Hz(w) in banda de trecere (deci si
riplul maxim) se obtine la frecventa m=w.—21/M, care corespunde pozitiei
ferestrei din figura 2.11b, pentru care aria mare datd de (2.128) se
datoreaza excluderii primului lob lateral din dreapta (cu arie mare
negativa). Odatd cu intrarea lobului principal in dreptul benzii de oprire,
numai lobii secundari raman in dreptul intervalului (—w., ®.), astfel ca
valoarea lui Hp(w), egald cu suma ariilor acestor lobi, oscileaza in jurul
valorii 0. Cea mai mare oscilatie in banda de oprire se obtine la
0=0.+21/M, cand primul lob lateral stdnga, cu arie negativd mare,
rdmane in dreptul benzii de trecere, situatie corespunzatoare figurii 2.11c.
Cea mai mica oscilatie se obtine la ®=n, deoarece acum numai lobii
secundari cei mai mici au ramas in dreptul zonei de trecere, cum se arata
in figura 2.11d.

La frecventa de tdiere teoreticd (w=w), jumatate din lobul
principal a iesit din intervalul (—o., ®.), astfel cd valoarea lui Hp(w) este
aproximativ 2, deoarece integrala din Wpg(@) pe un interval de latime 2w
este unitara si poate fi consideratd aproximativ egala cu integrala lobului
principal.

Observatii.

e Riplurile, atat cele din banda de trecere, cat si cele din banda de
oprire, sunt datorate lobilor secundari.
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e Distanta dintre frecventele unghiulare la care apar riplurile
maxime din banda de trecere si banda de oprire este egalda cu
latimea lobului principal al ferestrei

, +2—”—(wc—2—”j=4—ﬂ (2.130)
M M

Ca atare, latimea zonei de tranzitie, mai micd decat distanta dintre
cele doua frecvente, este dictatd de latimea lobului principal. Cresterea
lungimii M a filtrului reduce zona de tranzitie, impingand riplurile
maxime din cele doua benzi spre frecventa teoretica de taiere, neputandu-
le nsé reduce sub 8,9% [28].

Explicarea fenomenului Gibbs efectuatda mai sus evidentiaza
cerintele functiei fereatra prezentate la inceputul paragrafului 2.5.1.

Acestea conduc la urmatoarele performante pentru filtrul
proiectat:

1. Zona de tranzitie Ingusta;

2. Ripluri mici ale raspunsului in frecventa;

3. Uniformizarea riplurilor, in scopul evitarii situatiei in care energia
lobilor secundari este concentratd in principal in primii lobi
secundari.

In figura 2.12 sunt prezentate caracteristicile de amplitudine, in
modul si normate, in decibeli, pentru fereastra dreptunghiulara cu M= 25,
iar in figura 2.13 aceleasi caracteristici ale FTJ proiectat prin ponderarea
cu aceasta fereastrd, cu frecventa de taiere m.=2m/5, pe abscisa fiind luata
frecventa normalizata.

0.2 04 03 a 0,2 04 05
frecventd normatd frecventd normatd

Figura 2.12 Raspunsul in frecventa al ferestrei dreptunghiulare cu M = 25
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Figura 2.13. Réspunsul in frecventd al FTJ cu /27 = 0,2 ponderat cu fereastra
dreptunghiulara cu M =25

Normarea lui |WD (a)] se face In raport cu valoarea sa maxima M,

obtinutd la ®=0. Amplitudinile lobilor secundari nu pot fi reduse prin
cresterea lui M. Se presupune M suficient de mare, 1Incat
sin(Mw/ 2) variaza mult mai rapid decat sin(w/2). Maximul (in modul)
se obtine cand sin(M®/2) ==*1. Prima frecventa la care este indeplinita
aceasta conditie este Mw/2=x+7x/2, deci o =37/M . Amplitudinea
normata a primului lob secundar este
Wy () !

1
—w L=
w,(0)] M| DR(w)‘@% M

sinGz/2) | 2 65 s
sin(37/2M) 3z

N—ox

3z

deci amplitudinea normata, in dB, este 20 1g(2/(3n)) = —13 dB pentru M
foarte mare (figura 2.12). Aceasta implicd o atenuare minima de doar 21
dB in banda de oprire si o variatie maxima a atenuadrii in banda de trecere
de 1,6 dB pentru FTJ proiectat (figura 2.13).

Reducerea riplurilor in cele doud benzi se poate realiza utilizand
alte tipuri de ferestre, mai putin abrupte decat cea dreptunghiulara.

2.5.1.2. Familia de ferestre Hamming

O relatia prin care se defineste familia de ferestre Hamming este

2m
w, [n] = a—(l—a)cosM_l,pentru 0<n<M-I (2.132)

0, in rest
. . M -1
Seobservaca wy,[0]=W,[M -1]=2a-1 si wy, 5 =1.
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Dacd a=0,54 fereastra este denumitda Hamming propriu - zisa, iar
dacd a=0,5 este denumitd Hanning (sau fereastra Ilui von Hann, mai
corect).

Determinarea spectrului Wygr(w) se poate face exprimand wyg[n]
ca produsul dintre o fereastrd dreptunghiulard necauzald wpg[n] si
semnalul periodic x[7]

m_ (2.133)

x[n]=05+(1—05)cosM_1

adica

W] = wop[nlx{n] = wp, [n]{a +(1—a)cos Ajﬂiﬂ (2.134)

Multiplicdrii in domeniul timp a semnalelor w,,[n] si x[n] ii
corespunde in domeniul frecventd convolutia circulara a transformatelor
lor Fourier, W, (@) si X(®). Cum x[n] se compune dintr-un termen

. . . . C 2
constant si unul in cosinus de frecventda unghiulard a):ﬁ,

transformata sa Fourier se poate exprima ca o suma de trei functii Delta,
dupa cum urmeaza:

X(w)=a7r5(w)+l_—azr5(a)— = j+1_—a7r§(a)+ 27 j(2.135)
2 M -1 2 M -1

Din convolutia spectrelor rezulta spectrul ferestrei, de forma
- 2r - 2z
Wpl\o)=aW o)+ ——W,,| o— +——Wp| @+ (2.136)
()= (0)+ S 0= W w0
Se observa ca spectrul ferestrei Hamming este format din suma a
trei termeni care reprezintd, fiecare, versiuni ale spectrului ferestrei
rectangulare, W, (), scalate si deplasate pe pozitiile impulsurilor Delta,

situatie ilustrata in figura 2.14. Deplasérile determinate de impulsurile din
functia cosinus pozitioneazd lobii laterali ai spectrului W,,(®), astfel
incat acestia tind sa se anuleze, ceea ce conduce la reducerea marimii
lobilor laterali ai spectrului rezultat, W, ().

Prin  insumarea termenilor dispar  zerourile  ferestrei
dreptunghiulare de la £27/M, rezultand un lob principal cu latimea dubla
fata de cea a lobului principal al ferestrei dreptunghiulare. Amplitudinile
lobilor secundari sunt considerabil mai mici comparativ cu cele ale lobilor
secundari ai ferestrei dreptunghiulare. in plus, intre 47/(M-1) si 61/(M-1)
(s1 simetric in stanga) s-a creat prin insumare un zero pentru Wpyg(®),
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scindand astfel in doud primul lob secundar, care este de obicei cel mai
puternic. Pentru 0=0,54 (fereastra Hamming), 99,96% din energia totala a
ferestrei este continutd in lobul principal, iar lobul secundar cel mai
puternic are amplitudinea cu 41 dB mai mica decat lobul principal. Pentru
filtrele proiectate prin metoda ferestrei cu ponderare Hamming, cresterea
latimii lobului principal determina cresterea latimii zonei de tranzitie, in
timp ce descresterea amplitudinilor lobilor laterali determind ripluri mai
mici in zona de oprire si in zona de trecere.

: itz.M A =15
: : i a=054
apda)

6 | M i )

: Dy
g () ; ‘..
4 i R ] 1 o
1o : ! VW lmaw e g
T%Rfmfézfﬂﬂ-ﬂb-a f 11‘?..-'7 DR
2 B R 1
S \
P2 1

0 L P et S
e VY @

A SELE, a
A i

ol T i LV I I Y : i

-4 3 -2 A4_2x 0 2x 1 2 3 4

A7 A7

Figura 2.14. Functia de faza zero a ferestrei Hamming.

2.5.1.3. Fereastra Kaiser

In 1974 Kaiser [24] a propus o noud fereastrd, care ii poartd
numele, bazata pe aproximarile in timp discret ale asa-numitei clase de
functii sferoidale (functii cu suport finit In timp, dar cu energie minim
posibild localizata in afara unui interval de frecventa selectat).

Fereastra Kaiser este definita ca
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wilnl= ,pentru0<n< M —1 (2.137)

0 in rest

unde o =

si [y(x) este functia Bessel modificata de ordinul zero, ce

Io(x)=1+ki: @ =1+i@

k! = (k)

poate fi calculata cu ajutorul seriei de puteri
& 2

| =

(2.138)

In proiectirile de filtre FIR cu aceasti fereastrd sunt disponibili
doi parametri M si B, prin alegerea cdrora se poate ajusta banda de
tranzitie si nivelul lobilor secundari ai spectrului. Obisnuit, parametrul 3
ia valori 1n plaja [4, 9] si pentru x€[0, B] sunt suficienti circa 20 termeni
in suma (2.138) pentru a obtine esantioanele lui wg[n] cu destula
acuratete.

Nu exista o expresie compacta pentru transformata Fourier Wx( ),
dar aceasta nu este necesara 1n proiectarea filtrului.

Pe masura ce valoarea lui £ creste, atenuarea minima in banda de
oprire a filtrului proiectat creste, de asemenea, pretul platit fiind largirea
benzii de tranzitie. Parametrul flexibil g poate fi ales astfel incat sa se
realizeze atenuarea minima doritd in banda de oprire a filtrului, dupa care
lungimea M poate fi aleasd pentru a satisface latimea Af=wA2r) a benzii
de tranzitie. Pentru =0, se obtine fereastra rectangulara.

Kaiser a determinat empiric formule pentru determinarea cu
precizie satisfacatoare a parametrilor f si M in functie de atenuarea
minimad din banda de oprire si latimea benzii de tranzitie, A/=Aw/2x, a
FTJ proiectat. Astfel, cunoscand valoarea lui 4, =-20lgd,, in dB,

parametrul  este dat de relatia [32]
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0,1102(4, —8,7) pentru A4, > 50dB
B =10,5842(4, —21)"* +0,07886(4, —21) pentru 21dB < A, < 50dB
0 pentru A, <21dB

(2.139)
Kaiser a gasit [24] urmatoarea formuld pentru estimarea lungimii
M a ferestrei:
Moo= A8 (2.140)
14,36Af
Daca raspunsul in frecventa al filtrului astfel obtinut nu satisface
restrictiile impuse pentru A, si Af, se maresc putin valorile lui 8 si M,
verificand din nou raspunsul. In general prin doua sau trei incerciri, dupa
calculul preliminar al lui £si M, se ajunge la solutia buna.
In Tabelul 2.2 sunt prezentate performantele ferestrei Kaiser in
functie de parametrul f.

Tabelul 2.2.

Parametrul Latimea Atenuarea Performantele FTJ proiectat
B lobului primului lob
principal [dB] | secundar [dB] Factorul Atenuarea
D=AfM | minimi [dB]
2 4t/M -19 1,5 29
3 6m/M -24 2,0 37
4 &n/M -30 2,6 45
5 10ntM -37 3,2 54
6 12/M -44 3,8 63
7 14/M -51 4,5 72
8 16m/M -59 5,1 81
9 18m/M -67 5,7 90
10 20t/M -74 6,4 99
Exemplul 2.4.

Sa se determine parametrii B si M ai ferestrei Kaiser necesari
proiectarii unui FTJ cu riplul din banda de oprire &, = 0,001, stiind ca

frecventele benzilor de trecere §i de oprire sunt , =047,

respectivw, = 0,67 .
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Solutie. Se determind mai intai latimea zonei de tranzitie normate

Af:
pp=Be _067=047 A, =-201gd, =—20-1g(0,001) = 60dB
2z 2z

Apoi se calculeaza parametrul 3 cu relatia (2.139) si M cu (2.140).

£ =0,1102(60-8,7)=15,653, M {MHJ =37
14,36-0,1

Relatia (2.140) mai poate fi scrisd in forma

A=8+14,36(M-1)Af =8+14,36D  cu D=MAf

Cum D depinde de doi factori, M si Af, inseamna ca exista doud
situatii, una cu lungime mare a filtrului si banda de tranzitie ingusta,
respectiv lungime mica si tranzitie largd, ce conduc la acelasi factor D,
obtinandu-se aceeasi valoare pentru atenuarea minima din banda de oprire
a filtrului proiectat.

2.5.1.4. Fereastra Bartlett

Ferestra Bartlett este o fereastra triunghiulara definitd cu relatia [2]
2 M —1|

_ n—
M -1 2
Fereastra triunghiulara poate fi definita si cu alte relatii, rezultatele
fiind apropiate pentru lungimi mari ale filtrului. Aceastd fereastra are
performante scazute in sinteza filtrelor FIR, fiind utilizatd mult in
domeniul analizei spectrale a semnalelor. Latimea lobului principal este
aceeasi ca In cazul ferestrelor Hamming (87 /M), dar lobii secundari

sunt mult mai mari. [28].

w,[n]=1 , 0<n<M-1 (2.141)

2.5.1.5. Fereastra Blackman

Din cele prezentate pand acum s-a vazut necesitatea de a realiza
ferestre cu tranzitii lente in timp, pentru a asigura un nivel scazut al
lobilor secundari, dar si cu o latime mare a lobului principal. Fereastra
Blackman se obtine tot din familia de ferestre in cosinus ridicat, ca
ferestrele Hamming si Hanning prin addugarea unui termen suplimentar
fatd de fereastra Hamming care conduce la largirea si mai mult a lobul
principal. O posibilitate de a defini fereastra Blackman este data de relatia
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wy, [n]=0,42-0,5 cos{ 27

win] =

n} ++0,08 cos{ 4z

n},OSnSM

-1

(2.142)
Din analiza spectrului acestei ferestre, obtinut intr-un mod similar
celui prezentat la fereastra Hamming, se observa ca latimea lobului
principal este de trei ori mai mare decat in cazul ferestrei dreptunghiulare
(127 /(M —1)), iar amplitudinea lobilor secundari prezintd o atenuare de

58 dB fata de cel principal [28].

Alte doua tipuri de ferestre folosite in practica sunt
Fereastra Lanczos, definita ca [48]

sin{27z(n - Mz_ 1)/(M - 1)}
27[(11 - M;lj (M —1)

Fereastra Tukey [48]

L

w,[n] = ,L>0

1, n—M_1|SaM_1, O<a<l

2 | 2
U eod Pm+dM -1)/2 ,aM—ISn_M—1|SM—1
2 (1—a)(M -1)/2 2 2 |7 2

In Tabelul 2.3 sunt centralizate functiile pondere impreuni cu
functiile de transfer de fazd zero corespunzatoare ale ferestrelor
prezentate. In tabelul 2.4 sunt redate performantele ferestrelor exprimate
prin latimea lobului principal si atenuarea relativa in dB a primului lob
lateral. De asemenea, sunt prezentate performantele FTJ cu faza liniara
proiectat prin metoda ferestrelor, performante exprimate prin latimea
zonei de tranzitie sau, echivalent, prin factorul D si atenuarea minima in
zona de oprire.
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Tipuri de ferestre utilizate in proiectarea filtrelor FIR

Tabelul 2.3

Nr. Denumirea Definitia ferestrei cauzale w[n]
) ) Functia de faza zero Wg(w)
crt. ferestrei 0<n<M-1; M par sau impar
. sin(2L
1 Dreptunghiulard 1 Wie(e’) = ( 2 )
s1n(¢’)
Triunghiulara oM
2 s 1—ﬁ|n—%| ! Sm—(z) ; M impar
(Bartlett) M sin*(2)’
3 | Hanning (Hann) 0,5—0,5cos 2= 0,5 p (@) +0,25W (0 + 25 ) + 0,250, (00 — 2=
4 Hamming 0,54 — 0,46 cos 2= 0,540 (@) + 0,23 (@0 + 22 )+ 0,230, (0 — 2=
0,42 —0,5cos 22 + 0,420 1 () +0,25W 1 (0 +-25 )+ 0,250, (0 — 22 )+
5 Blackman
+0,08cos Lz + 0,040 (0 + 222 )+ 0,040 (0 — =)
I [ Y1-(=2) }
6 Kaiser o[ # ( “ ) o = M Nu exista formuld compacta
="
1,(8)
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Proprietatile ferestrelor din Tabelul 2.3

Tabelul 2.4

Performantele FTJ cu faza liniard proiectat

Nr. Latimea Atenuarea Latimea Factorul Atenuarea
crt. . . lobului P r1m1(111u1 15)]5 benzii D Aw M=A minima 1n zona
Tipul ferestrei principal secundar [dB] tranzitie Ao Ton M de oprire [dB]
S 4z 1,84
1 Dreptunghiulara — -13 0,92 221
M M
. . kY4 3,687
2 Triunghiulara -25 1,84 -25
M -1 M
. 8 6,227
3 Hanning -31 3,11 -44
M -1 M
. kY4 6,647
4 Hamming -41 3,32 -54
M -1 M
127 11,27
5 Blackman — -58 5,6 -74
M -1 M
2z 15,73n 10,127
6 | Kai B=7.865 — = -57 5,06 -80
aiser cu p=/, M M | (reglabil cu p) M (reglabil cu p) (reglabil cu p)
(reglabil cu B) (reglabil cu B)
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Din cele prezentate pana acum se desprind urmatoarele observatii:
Cu exceptia ferestrei Kaiser, pentru care factorul D este reglabil cu
ajutorul parametrului B, pentru celelalte ferestre factorul D este
fix, ceea ce justifica denumirea de ferestre fixe pentru acestea. Din
acest motiv la ferestrele fixe existd o valoare fixd a atenuarii
minime in banda de oprire a filtrului proiectat, specifica fiecarei
ferestre, in timp ce la fereastra Kaiser se poate obtine orice valoare
a atenuarii minime prin alegerea adecvata a lui 3;

Performantele filtrelor proiectate cu ferestrele dreptunghiulara,
Hamming, Blackman pot fi obtinute folosind ferestre Kaiser cu
=0, p=5,4414, respectiv, p=8,885;

In cazul in care FTJ proiectat are benzile de trecere si oprire egale,
riplurile 3, si & in cele doua benzi sunt egale. Cand benzile nu
sunt egale riplurile difera putin si nu pot fi controlate independent.
Riplul & rezulta cu precizie din 4, impus la proiectare, in schimb
dp va rezultd automat in functie de J si raportul benzilor de trecere
si oprire.

doua benzi reprezinta o limitare a metodei ferestrelor.

2.5.2. Exemple si concluzii la metoda ferestrelor

In figurile 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 sunt prezentate functiile pondere

w[n] pentru tipurile de ferestre prezentate, precum §i caracteristicile de
amplitudine 1n dB ale ferestrelor si filtrelor trece jos (de lungime M=51 cu
frecventa de taiere normatd w.=n/4), proiectate cu ferestrele Hamming,
Blackman si Kaiser.

Din aceste reprezentari se pot observa performantele ferestrelor si

filtrelor proiectate:

1.

Valorile in dB ale atenudrii primului lob secundar al ferestrelor
Hamming, Blackman si Kaiser cu =10, sunt: -43 dB, -58 dB, si
-74 dB;

Atenuarile minime din banda de oprire pentru filtrele proiectate cu
aceste ferestre sunt: 54 dB, 74 dB, 100 dB.
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Figura 2.16. Caracteristicile de frecventd In dB ale a) ferestrei Hamming si b) filtrului
proiectat cu fereatra Hamming, pentru M=51 si £=0,125
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Figura 2.17. Caracteristicile de amplitudine in dB ale a) ferestrei Blackman si b) filtrului
proiectat cu fereatra Blackman, pentru M=51 si £=0,125
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Figura 2.18. Caracteristicile de amplitudine in dB ale a) ferestrei Kaiser si b) filtrului
proiectat cu fereatra Kaiser, pentru M=51 si £,=0,125, B=10.

Avantajele metodei ferestrelor sunt date de:

e Simplitate;

e Obtinerea de formule compacte pentru calculul coeficientilor;

e Nu necesitd proceduri de optimizare.

Dezavantajele metodei ferestrelor constau in:

e Necesitatea unei exprimari analitice compacte pentru raspunsul in
frecventa impus la proiectare, adica pentru functia doritd Hy(w). In
lipsa acestei exprimari nu se obtine o expresie compactd pentru

coeficientii neponderati /A4n], utilizarea ferestrelor devenind
diﬁcilé

specificarii cu exactitate a frecven‘gelor limitd ale benzilor de
trecere si oprire efective w, si s La proiectare se impune
frecventa teoreticd de taiere ®, a lui H (w), dar ponderarea cu o
functie fereastra are ca efect imprastierea discontinuitatii in
domeniul frecventa, ca efect al convolutiei dintre spectrul dorit si
cel al ferestrei, efect ce depinde de tipul ferestrei utilizate. Desi 1n
multe aplicatii efectul de Tmprastiere poate fi compensat prin
alegerea lui o, ca medie aritmeticd a lui o, s1 o, in cazul filtrelor
cu tranzitie abruptd controlul lui ®, si os nu este asigurat cu
precizie satisfacatoare.
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2.6. Metoda esantiondrii in frecventa

In proiectarea filtrelor FIR prin metoda esantionarii in frecventa se
specifica raspunsul in frecventa dorit H ,(®) intr-un set de M frecvente

uniform distantate in intervalul [0, 2x], fie acestea
2 .
W, = —”(k +a),k=01..(M-1)/2, M impar
M (2.143)
k=0l..[(M/2)-1], M par :
a=0 sau 1/2,
si din aceste specificatii se calculeaza raspunsul la impuls al filtrului
sintetizat, care sa Indeplineasca cerintele de proiectare. Suportul teoretic
al acestei metode il constituie Transformata Fourier Discreta.
Impunand identitate intre raspunsul filtrului dorit si cel sintetizat
la frecventele specificate, se poate scrie
2
Hk +a]= H(Vﬂ(k + a)j - H, (a))< b =

o=(k+a)—

m (2.144)

n=0
Relatia (2.144) reprezintd un sistem de M ecuatii cu M
necunoscute, {#[n]},n=0,1,..,M —1. Pentru a obtine solutia in forma
compactd a acestui sistem, se inmultesc ambii membri ai relatiei (2.144)

27k
cue M si se sumeazd dupd k de la 0 la M-1. Coeficientii A[n] ai

filtrului in functie de termenii H[k + ] sunt

2
j(k+a)—7rn
e M

M-1 -
h[n]=iZH[k+a] :n=0,M-1 (2.145)
M k=0

Se observd cd pentru « =0, relatia (2.144) reprezintd
Transformata Fourier Discretd (DFT) a secventei A[n], iar relatia (2.145)

se reduce la Transformata Fourier Discreta Inversa (IDFT). Avantajul
celui de-al doilea tip de alegere a esantioanelor in frecventd, care

. 1 e a :
corespunde lui @ = 5 ar putea apdrea in situatia In care acest set de valori

pentru @ ar duce la o precizie mai stransa a limitelor benzii de trecere si
oprire efective, in sensul plasdrii unor esantioane cat mai spre marginile
acestor benzi.
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Functia de sistem H(z) a filtrului proiectat este
M-l =
— Y Hlk+ale M |z (2.146)
M =

Interschimband ordinea de sumare si efectudnd sumarea dupa n, se

M-1

H(z)= Z_lh[n]z’” = Z

n=0 n=0

obtine
& 1 e )
H(z)=)Y Hlk+a]—>|e Mz'| |=
k=0 M n=0
_ (2.146%)
1=z M Hlk+a]
M= e_/'(k+0!)i7”z_1
Evaluand functia de sistem pe cercul de unitate, se obtine
i /f+a) SinMLa) 27[“]
oMy TR 1Y
Hwy=e "2 Y Hiktale 2 M (2.147)
— M 1 ( 2ra 2 )
sin—|w————k—
M M
Cu notatia
. 2ra 2w
1 sm? “- M M 1 2o, 2w
P(a),k+a):— = Su(a)—__k_J
M M

M . 1( 2rwa Zﬁj H
smE o————k—

M M
(2.148)
functia de transfer H(w) se poate exprima in forma
oMy -[a,kﬂj”
H@)=¢ "7 Y Hlk+ale "/ (1) Plok+a) (2.149)
k=0

Pentru a evidentia cum se obtine raspunsul in frecventa al filtrului
sintetizat in functie de esantioanele prescrise pentru raspunsul dorit, se
considerd, de exemplu, ca se doreste proiectarea unui filtru FIR de faza
liniara de tipul 1 sau 2, caz in care esantioanele H[k + «] vor fi de forma

M1 ey 2D

Hlk+al=H,(@)e " * = H [k +ale M (2.150)

2z
w=(k+a)—
¢ )M
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unde H [k + o] reprezinta esantioanele / ,[k + ] ale functiei de transfer
de fazd zero a modelului ideal, H [k + o] = H ,[k + «].

In aceste conditii, inlocuind (2.150) in (2.149), rezulta

oM M-

H@)=e  * Y H,lk+alP(ok+a) (2.149")
k=0
de unde se obtine functia de faza zero a filtrului proiectat

H (@) =A§Hd[k+a]P(a),k+a)=
wi (2.151)
_ kZ(;Hd[kjLa]%Sa(a)—___

Relatia (2.151) precizeazd modul in care se obtine raspunsul in
frecventd Hgz(w) prin interpolarea raspunsului in frecventa esantionat, si
anume: fiecare esantion H [k + ] pondereaza o functie S, (w)centraté,
in domeniul frecventd, pe esantionul k+ ¢ . Prin sumarea celor M-1
functii S, (a)) ponderate, rezultd functia de transfer de fazd zero a filtrului

proiectat. asa cum este ilustrat in figura 2.19.

AN
oW A ‘:\\\/9;’\-"\}*‘65""’;\ % 2T @

Figura 2.19. Raspunsul de faza zero al filtrului dorit si cel real

La frecventele considerate se va obtine identitate intre
caracteristica rezultata si cea dorita, adica eroarea de aproximare este zero
la = (k+a)27/M , dar nu exista control direct asupra erorilor ce apar
la alte frecvente, rezultand oscilatii atat in banda de trecere, cat si in cea
de oprire, cum se arata in figura 2.19. Amplitudinea acestor oscilatii poate
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fi mare, daca se impune o banda de tranzitie foarte mica (mai mica decat
27/ M ). Riplurile pot fi reduse daca se acceptd o banda de tranzitie mai
larga sau se impun valori intermediare intre banda de trecere si cea de
oprire. O alta solutie este de a lasa nespecificate valorile unor esantioane
din banda de tranzitie, care devin variabile auxiliare ce vor fi utilizate
intr-o procedura de optimizare pe calculator a solutiei, procedura ce
urmareste minimizarea erorii dintre caracteristica dorita si cea sintetizata.

Dacd h[n] este real, esantioanele caracteristicii de frecventa
satisfac conditia de simetrie

Hlh+al=H'[M -k-a] (2.152)
care, impreund cu conditia de simetrie pentru #k[n] poate reduce
specificatiile de frecventd de la M la (M-1)/2 puncte pentru M impar si la
M)2 punte pentru M par.

Experimental s-a constatat ca [31]:

e Un esantion in zona de tranzitie, folosit ca variabila auxiliara,

conduce la o atenuare minimd in banda de oprire de ordinul 45 +

55 dB;

e Doud esantioane in zona de tranzitie conduc la o valoare a
atenuarii minime in intervalul 65 = 75 dB;

e Trei esantioane in zona de tranzitie asigura o atenuare minima ce
ajunge la 85 + 95 dB.

Metoda esantiondrii in frecventa este aplicabild pentru filtre cu
orice caracteristica de faza, prin generarea secventei H[k+a] si
aplicarea transformatei Fourier discrete inverse. Metoda esantionarii 1n
frecventd poate fi combinatd cu metoda ferestrelor, ponderarea secventei
h[n] cu o fereastra w[n] de tip Hamming, Blackman sau Kaiser reducand
foarte mult riplurile in cele doud benzi ale filtrului.

2.7. Proiectare filtrelor optimale echiriplu FIR de faza
liniara

Metoda de proiectare descrisa in acest paragraf este formulata ca o
problema de aproximare Cebisev. Aproximarea de tip Cebisev este vazuta
ca un criteriu de proiectare optim, in sensul cd eroarea de aproximare
ponderatd dintre raspunsul in frecventd dorit si cel obtinut este intinsa
uniform peste banda de trecere si cea de oprire §i apoi se minimizeaza
eroarea maxima.
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Filtrele obtinute prin folosirea acestui criteriu sunt cunoscute sub
denumirea de filtre optimale.

In tabelul 2.1 au fost prezentate functiile de transfer de faza zero
pentru cele 4 tipuri de filtre FIR cu faza liniara. Cu ajutorul identitatilor
trigonometrice, fiecare dintre ele poate fi adusa la forma

H(0) = Q(0)P(w) (2.153)
unde P(w) este o combinatie liniard de termeni in cos(nw), iar Q(w) o
functie specifica fiecaruia din cele patru tipuri de filtre.

Pentru filtre FIR de tipul 1(raspuns la impuls simetric i M impar)

M h{—M; 1}, n=0
H,(0) = Za cos(nw), a[n] = M v @159
2h ———-nl|,n=12,..,
2
de unde rezulta direct
M-1
2
Olw)=1;, Pw)= z ]cos na) (2.155)
n=0
Pentru filtre FIR de tipul 2 (raspuns la impuls simetric si M par)

M

H,(w)= ib[n]cos[n —%ja), b[n]= 2h[% - n}, n= 1,2,...,% (2.156)

n=1

Considerand n=0,..., M/2 — 1 in identitatea
E[n] cos[%) cos(n a)) = %E[n]{cos(n + %)a) + cos(n — %)w} (2.157)

si adunand membru cu membru cele M/2 egalitdti, se obtine identitatea

cos{%}iz[n] cos(nw) = ib[n] cosﬁn - %)a)}
cub[l] = %B[l] +b[0]; (2.158)

B[] =%(Z[n]+5[n—l])n 230y -1 b[M]_— [ 1]
Cu ajutorul relatiei (2.158), relatia (2 156) poate fi scrisa in forma
H, ()= cos( ij Jcos(nw) (2.159)
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Comparand (2.159) cu (2.153) rezulta

Q(a))—cos[ J P(w) = Zb[n]cos(na)) (2.160)

Pentru filtre FIR de tipul 3 (raspuns la impuls antisimetric i M
impar)
M -1 M -1
H, (o) = Zc Isin(nw); c, 2/{7—;1} n= 1,2,...,T (2.161)
n=l1

Dand lui n valorile n=0,..., (M-3)/2 in identitatea trigonometrica

E[n] sin a)cos(na)) = %E[n]{sin(n + 1w —sin(n — l)a)} (2.162)
si adundnd membru cu membru cele (M-1)/2 egalititi, se obtine
identitatea

Al 3 M-1

sin @ Z Jcos(nw) = ZZ: c[n]sinon cu 1] = E[O] - 52[2] ;

n=1

on] =%(E[n—1]—z[n+1]),n —23,.,M5; (2.163)

)= el el ] = el

Cu ajutorul relatiei (2.163), relatla (2.161) poate fi scrisa in forma
M-3

H,(w) =sin a)z Jcos(nw) (2.164)

Comparand (2.164) cu (2. 153) rezulta
M-3
2

O(w)=sinw; P(w)= Zz[n]cos(na)) (2.165)

n=0
Pentru filtre FIR de tipul 4 (raspuns la impuls antisimetric si M
par)

H, (o) = Zzld[n]sin[n —%)a}, d[n]= 2h[% - n}, n= 1,2,...,% (2.166)

Dand lui n valorile n=0,..., M/2 — 1 in identitatea trigonometrica

E[n]sintgj cos(na)) = %E[n]{sin[m + %)a) - sin[n - %)a)} (2.167)
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si adunand membru cu membru cele M/2 egalitati, se obtine identitatea
M

sin(%) ZZLE[n] cos(nw) = ZZ: d[n] cos[[n - %)a}}

cu d[1] = d[0] -%3[]] -d[n] = %(Z[n —1]-d[n])n= 2,3,...,% “1; (2.168)

alel= 1]

Cu ajutorul relatiei (2.168), relatia (2.166) poate fi scrisd in forma
M

Hy(w)= sin[%)ig[n]cos(na)) (2.169)
Comparand (2.169) cu (2. 153n)_ rezulta
O(w) = sin(%j; P(w) = 2Z:E[n]cos(na)) (2.170)

Functiile O(w) si P(w) pentru cele patru tipuri de filtre FIR cu faza liniard
1, pentru tipul 1

cos%, pentru tipul 2 L
sunt Q(w) = sin o, pentru tipul 3 ; P(w)= ;an cos(nw) (2.171)

Sin%, pentru tipul 4

cu a, = a[n], b[n], c[n], d[n], pentru filtrele de tipul 1, 2, 3 si, respectiv,
4.
Parametrii «, ai filtrului sunt dependenti de raspunsul la impuls

al acestuia. Limita superioara a sumei, L, este L=(M-1)/2 pentru tipul 1,
L=(M-3)/2 pentru tipul 3 si L=(M/2)-1 pentru tipurile 2 si 4. Exprimarea
functiei Hp(w) in forma (2.153) permite tratarea unitard a celor 4 tipuri de
filtre FIR cu faza liniara.

In plus fatda de specificatiile facute asupra functiei de faza zero a
filtrului proiectat, se defineste functia de fazd zero, H ;, (@) , a raspunsului
dorit si functia de ponderare a erorii de aproximare, W (). Raspunsul dorit in
frecventa, H ,(w), cu valori reale, este considerat egal cu unitatea in

banda de trecere si zero in banda de oprire.
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Functia de ponderare a erorii, W(w), permite impunerea unor
valori diferite ale erorii in diferite benzi de frecventd (de exemplu, in
benzile de trecere si oprire ale filtrului).

In particular, este convenabil a normaliza W(®) la unitate in banda

S5

de oprire si a impune W(w) = in banda de trecere, adica

P

K= ﬁ, w 1n banda de trecere
W(w) = J,

1, @ in banda de oprire

(2.172)

Astfel, cu relatia (2.153) si considerand eroarea £(®)
E(@) = H 4 (0)~ H, (), (2.173)

eroarea ponderatd E,(w) va fi

E, (0)=W(0)E(0) = W(a))Q(a)){H"R—(a)) - P(a))} (2.174)
O(w)
Notand
(@) = W(@)0(®) si H () = 212 (2.175)
O(w)

eroarea ponderatd devine
E, (@) =W(0)[H j(0) - P(@)] (2.176)
Pentru un filtru FIR cu fazd liniard de tipul 1, pentru care
O(w)=1, semnificatia termenilor introdusi este
A (@)= Hy(0); P(0)=H,(0): W(@)=W(0) (2.177)
In cazul aproximarii in sens Cebisev a caracteristicii ideale Hy( o),
functia de transfer de fazd zero a filtrului proiectat, Hr(®), trebuie sa
oscileze ca in figura 2.20, astfel incat minimele si maximele sa fie la egala
distanta de caracteristica ideala.
Eroarea neponderatd E(w) satisface conditiile
E(w) e |_— 5p,5pJ pentru w € B.T.
E(w) e [— 55,5S] pentru @ € B.O.
Eroarea ponderatd E,(®) va avea extremele In banda de trecere
1)
E,. (0)= 578(1 S,)=+5, (2.179)

P

(2.178)
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In felul acesta, extremele lui £,(®) au aceeasi valoare in B.T. si in
B.O., proiectarea devenind mai comoda, intrucat un singur parametru, s,
controleaza eroarea 1n cele doua benzi.

(@)
NV AN77
N\ VARV ;

Zona de tranzitie

a"’/"\f\/'/?’/f\ v

— &ph

Ep(m)
55__7{;;_______?{\_____}%/7-;;_{{__/7_\:____,
TN 7 NS N

Figura 2.20 Functia de transfer de faza zero si functiile eroare
si eroare ponderata de tip Cebisev.

Observatie. Functiile eroare si eroare ponderatd prezintd valori
extreme si la frecventele limita ale celor doua benzi (w,, respectiv ws), ce
nu sunt puncte de extrem pentru Hz(®).

Conform relatiei (2.176), problema aproximarii in sens Cebisev a
caracteristicii dorite Hy(w) poate fi formulatd ca problema gasirii
coeficientilor polinomului P(w), astfel incat sa se realizeze minimizarea
maximelor modulului erorii ponderate E,(®) in benzile de trecere si oprire
efective, adica

E (o) = min {max (2.180)
£, @)=

(coef @) we
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unde S reprezintd reuniunea benzilor de frecventa peste care se face
optimizarea. Solutia acestei probleme apartine lui Parks si McClellan care
aplicd teorema alternantei, teorema ce va fi enuntatd, fara a fi, Tnsa, si
demonstrata [39].

Teorema alternantei afirma urmatoarele:

Dacd P(w) este o combinatie liniara de L+1 functii cosinusoidale

P(w) = ZL:an cos(nw) (2.181)

atunci conditia necesara si suficientd ca P(w) s realizeze cea mai buna
aproximare in sens Cebisev a unei functii continue H ,(®) intr-un

domeniu compact S apartinand intervalului [0, 7), este ca functia eroare

ponderatd E,(w) sa prezinte cel putin L+2 frecvente de extrem in S.
Aceasta inseamna ca trebuie sd existe L+2 frecvente ; distincte
M <M <®3<... <O < O, astfel Incat

E (0,)=-E, (@,) cui=1L+2
£, (@)| = max{E, (o)

(2.182)

Relatia (2.182) contine L+2 ecuatii ce permit, cel putin teoretic,
gasirea celor L+1 coeficienti a, ai polinomului P(w) si, de asemenea,
valoarea maxima a modulului erorii ponderate.

Este important a cunoaste numdrul maxim de puncte de extrem ale
functiei de transfer de faza zero Hz(w) pentru un filtru FIR cu faza liniara,
deoarece extremele lui Hg(w) sunt, de asemenea, puncte de extrem si
pentru eroarea E,(w). Addugand la acest numadr acele puncte de extrem
ale erorii ponderate E,(w), ce nu sunt extreme pentru Hp(w), se poate
determipa numarul maxim de extreme ale erorii E,( ).

In continuare se va ilustra procedura de determinare a numarului
maxim de extreme pentru filtrul de tipul 1, pentru care

L
H, (o) = Zan cos(nw) (2.183)
n=0
continand L+1 = (M+1)/2 functii cosinusoidale {cos(nw)}.

Functia Hp(w) poate fi transformatd intr-o functie polinomiald in
cosw de forma

cos(nw) = i B, (cos )" (2.184)

Introducand (2.184) in (2.183), rezulta
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Hy(w) = ZL:an Zn:ﬂkn (cosw) = ZL:a; (cosm)' (2.185)

Numarul de puncte de extrem pentru H,(w) se obtine din egalarea
cu zero a primei sale derivate. Aceasta este

L -1
dH; (@) _ - (n a, Xcos ®)'" sinw=->"(m+1a,, (cos®)" sinw
)

n=1 m=0

(2.186)
unde s-a efectuat schimbarea de variabila n-1=m.

Notand d,, =—(m+ D, ., sirevenind apoi la indicele #, derivata

m+1

devine
dH L-1
(@) _ (sinw)).d,(cosw)’ (2.187)
d(() n=0
Efectuand in (2.187) schimbarea de variabila
X =COS® (2.188)
derivata se poate scrie sub forma
H
WD) _ p(x) = F(0)F, (0) (2.189)
unde
L-1
F(x)=+1-x*; F,(x)=>d,x" (2.190)

n=0

Derivata se anuleaza in punctele in care se anuleaza functiile F(x)
si Fh(x). Functia Fi(x) se anuleazd in punctele x=1 si x=-1 care sunt
corespondentele punctelor w=0 s§i w=x prin transformarea (2.188).
Functia F»(x), fiind o functie polinomiald de gradul L-1, poate avea cel
mult L-1 zerouri reale in intervalul xe(-1, 1). Aceasta inseamna ca
Hp(w) poate avea cel mult L+1 puncte de extrem in intervalul inchis
we[ 0, n. Pentru filtrul FIR cu faza liniara de tipul 1, numarul de extreme
ale functiei Hg(w) in intervalul we[0, 7], notat cu N, trebuie sa satisfaca

relatia
N spe1=M1  MH

2 2

Rationand in mod similar pentru filtrele de tipul 2, 3 si 4, rezulta

(2.191)
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pentru filtrele de tipul 2 51 4
(2.192)

<

-1
2

Din figura 2.20, se poate constata cd daca aproximarea Cebisev
este realizatd intr-o reuniune de benzi din intervalul inchis we[0, 7],
atunci functia eroare poate avea cate un extrem la fiecare margine de
banda, care Insa nu este extrem pentru Hgz(w). Existd o exceptie de la
aceastd regula in situatia in care marginile benzilor sunt in @=0 sau in
o=, unde Hp(w) are de obicei extrem. Astfel, se poate afirma ca functia
eroare pentru un filtru trece jos cu raspuns finit la impuls de tipul 1, cu
benzile de interes [0, @] s1 [@y, 7] va avea maximum (M+1)/2 + 2 =
(M+5)/2 = L+3 extreme, In timp ce pentru un filtru trece banda, tot de
tipul 1, cu domeniul de aproximare S=[0, w;lul[@,, @,2]Jlay, 7,
functia eroare va avea (M+1)/2 + 4 = (M+9)/2 = L+5 extreme. Filtrele In
a cdror proiectare intervin mai mult de L+2 alterndri se numesc filtre
extra riplu, iar cand in proiectare se considerd numarul maxim de
alternante, filtrul se numeste filtru cu riplu maximal.

Cunoasterea numarului maxim de puncte de extrem ale functiei
eroare este importantd, deoarece procedurile de proiectare a filtrelor
optimale diferd in functie de numarul de extreme pe care il realizeaza,
numar ce trebuie sd fie cel putin egal cu cel solicitat de teorema
alternantei, L+2, si cel mult egal cu numarul maxim posibil. In cazul
filtrului trece banda de tipul 1, cu benzile mentionate mai sus, numarul de
puncte de extrem poate fi L+2, L+3, L+4 sau L+5, L+1 fiind numérul de
coeficienti ai lui P(w).

Existd mai multe proceduri de proiectare a filtrelor optimale,
dintre care cea mai folositd este metoda de schimb Remez, ce va fi
prezentata in continuare.

Teorema alternantei reprezinta suportul teoretic al acestei metode si
garanteaza unicitatea solutiei problemei de aproximare Cebisev.

Se alege un set initial de frecvente presupuse a fi cele L+2 frecvente
de extrem ale functiei eroare ponderatd E,(w). in functie de filtrul
proiectat, unele din aceste frecvente au o localizare bine precizata. De
pilda, in cazul unui filtru trece jos de tipul 1, din setul initial vor face
parte frecventele: 0, wp, s, m (ca figura 2.20). La frecventele setului
initial eroarea ponderatd, datd de relatia (2.176), este fortatd sa aiba
valoarea maxima 0=9;, semnul alternand conform relatiei
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W(w)[H y(@,)-P(@,)]=(-1)'6 pentru k=0,L+1 (2.193)
Aceste L+2 ecuatii cu L+2 necunoscute (o, cu n=0,....L si d) pot fi
exprimate In forma

W(aw,)
sau, echivalent

L
Zancos(na)k)+(—l)k Aé‘ :I:IdR(a)k) cu k=0,L+1 (2.195)
n=0 W(a)k)

in forma matriceald sistemul liniar (2.195) se scrie

1 cos(w,) .. cos(Lawy,) Vf/(la)o) - o) ]
-1 o H o,
1 cos(w) .. cos(Lw) Vé(—azl) a, A, ()
= (2.196)

1 cos(w,) .. cos(Lw,) (A_ ) L H (@)

W(a)LLH) L o i _I:IdR (C‘)Lﬂ )_
1 cos(a)L+1 ) .. cos(Law,,,) (A_L

L a)L+1 )_

Initial, nu se cunosc nici frecventele de extrem wy, nici parametrii
on si 8. Aflarea acestora cu ajutorul algoritmului Remez incepe prin a
presupune un set de frecvente de extrem . Determinarea coeficientilor
oy prin rezolvarea sistemului (2.196) ar fi utila daca, intr-adevar, toate
frecventele wy presupuse ar fi frecvente de extrem ale erorii, ceea ce,
evident, nu este adevarat. Din acest motiv se determina din sistem doar
parametrul § rezultat din fortarea functiei Hr(w) de a trece prin cele L+2

puncte de coordonate precizate. Din sistem rezultd 6 cu regula lui Cramer
L+1
2 7iH 4 (a)k )
AX
- =2 —, (2.197)
A L+ (_ 1)
z Vi =
k=0

W(a)k )

)
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vk fiind minorii cu tot cu semn ai determinantului principal A, dezvoltat
dupa ultima coloana.
Notand cu A; determinantul primei matrice din membrul stang al
relatiei (2.196), la care ultima coloana a fost inlocuita prin coloana
[cos((L+1)m,), COS((L+1)0)1),...008((L+1)0)L+1)]T si tinand cont de
faptul ca minorii y si A; pot fi adusi la o forma Vandermonde, se poate
scrie [28]
&_CLH 1
A, i=0 (cos w, —Ccos ;)
i#k
unde C este o constantd. Impartind prin CA; numaratorul si numitorul
fractiei (2.197) si folosind notatia

(2.198)

}/k L+1 1
a, = = 2.199
Yo, l,:()[ (cos W, —Cos a),.) ( )
izk
parametrul & devine
L+1

z a,H 4 (a)k )

== (2.200)

0 L

Dupa calcularea lui & ar trebui evaluate valorile lui P(w) si, deci,
E,(w) pe tot domeniul de aproximare S pentru a verifica dacd setul de
frecvente oy ales initial reprezintd punctele de extrem ale erorii E,(w).
Evaluarea lui P(w) ar necesita calculul coeficientilor o, din (2.196),
operatie dificila si, in acelasi timp, inutild deoarece este putin probabil ca
prima alegere a celor L+2 frecvente wy sd fie cea mai buna. Evaluarea
rapida a lui P(w) se poate face pe o alta cale, stiind ca P(w) | coswmx €Ste un
polinom de ordinul L in x, unic determinat de restrictia de a trece prin L+1
puncte de coordonate precizate. Expresia analiticd a acestuia poate fi
determinata cu ajutorul metodei de interpolare Lagrange.

L
Polinomul P(x)zZa'n x" este unic determinat de conditia ca
n=0

functia polinomiala sa treaca prin L+1 puncte de coordonate (xx, P(xx)) cu
k=0, ... ,L. Expresia analitica a lui P(x) ce satisface aceasta restrictie este
[48]

117



Plx)="2 "% oy p :ﬁ ! (2.201)
- ﬂk ¢ i=0 Xp —X;
— x_xk izk

Relatia (2.201) este valabila in cazul de fatd cu particularizarile
X =COS®; X, =COSW,

P(w,)=H ,(w,)—(-1) = ° k= 0,L (2.202)
W(w,

Expresia (2.201) este cunoscutd sub denumirea de formula de
interpolare a lui Lagrange in forma baricentrica. Dupa evaluarea lui J,
pentru determinarea unica a lui P(w) sunt necesare numai L+1 puncte, in
loc de L+2 puncte.

Evident, din conditiile (2.194), P(w) trece si prin al (L+2)-lea
punct, neluat in considerare in forma baricentrica (2.201). Evaluarea lui
E,(w) dat de (2.176), pe domeniul S, se realizeaza utilizand pentru P(w)
forma baricentrica (2.201), precum si un set dens de frecvente wseS. Ca
reguld generala, se apreciaza cd se realizeazd o bund evaluare a lui E,(®)
daca setul de frecvente ws€S contine 8M frecvente, adicd de 16 ori gradul
lui P(x).

Dupa aceastd evaluare se constatd ca nu toate frecventele wy ale
setului initial sunt extreme pentru E,(®), In sensul cd valorile maxime
absolute ale lui £,(®) sunt mai mari decat J, exceptand frecventele w=0,
=T, O=0p Si =5, asa cum se observa in figura 2.21.

In aceastd situatie se localizeaza noile puncte de extrem ale lui
E,(w), notate " pe figurd (cele ale setului initial au fost notate @.").

Pentru acest nou set de frecvente de extrem se repetd etapele parcurse,
determinand & ® si noile valori Ep(z)( ) etc.
Procedura este repetatd pand cand punctele .’ devin cu adevarat

extremele lui E,(w), ceea ce se traduce printr-o modificare
nesemnificativa a pozitiei frecventelor de extrem 1n noul ciclu, adica

‘a)lfi*l) - a),f")‘ <& pentru k=0,L+1 (2.203)

unde € este o abatere foarte mica impusa la proiectare.

In eventualitatea cd E,(w) are dupd una din iteratii mai mult de
L+2 puncte de extrem, atunci se retin dupa iteratia urmatoare acele L+2
frecvente la care E,(w) are cele mai mari valori (in valoare absoluta).
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Astfel, in cazul proiectdrii unui FTJ de tipul 1, numarul maxim de
extreme ale functiei £,(w) fiind L+3, al (L+3)-lea extrem, cu valoarea cea
mai mica va fi eliminat.

5“]
T
o
_sm|---
ﬂ’lgn . 4 Prirmul
ﬂ_?:ll= 58l o
e S R LT e — A o Aldoilea
o & &l o3} o} o A L AL

Figura 2.21 Functia eroare ponderatd, fortatd sa ia valorile + 8" la frecventele w,'"

cuk=0,..L+1=8

In general, sunt necesare 4 pani la 8 iteratii, pentru a obtine solutia
optima in cazul proiectarii unui FTJ. in proiectirile de filtre cu mai multe
benzi de trecere si oprire, numarul de iteratii este mai mare, fiind necesare
de doua pana la trei ori mai multe iteratii fata de proiectarea unui FTJ.

Cu relatiile (2.153) si (2.48) se calculeaza esantioanele H[k], dupa
care, aplicand transformarea Fourier inversa discreta, se gaseste secventa

h[n] = F"{H|[k]} (2.204)

Algoritmul iterativ Remez parcurge urmatoarele etape:

1. Se alege un set initial de L+2 puncte de extrem o"={w"”, ",
ves coL+1(1)} apartinand domeniului de aproximare S.

2. Se determina valoarea 5" prin rezolvarea sistemului liniar (2.193)
ce forteaza eroarea ponderatd si ia in cele L+2 puncte aceastd
valoare, cu semnul alternand de la un punct de extrem la altul.

3. Se evalueazd P(w,) la frecventele alese si apoi se calculeaza

P(w) prin interpolare Lagrange, dupd care se evalueaza eroarea
ponderata E;”(a)) , retindnd pentru noul ciclu de iteratie cele L+2

frecvente de extrem unde eroarea Inregistreazd cele mai mari
extreme in valoare absolutd, cu conditia ca semnul erorii sa
alterneze 1n punctele selectate.
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4. Daci |l ™ - 0| <¢ pentru orice k=0, 1,..., L+1 (g fiind o
abatere foarte mica impusa la proiectare), atunci procesul iterativ
este oprit, trecand la etapa a 5-a. In caz contrar, se alege noul set
de frecvente de extrem o si se reiau etapele 2 si 3.

5. Se calculeaza coeficientii 4[x] ai filtrului.

Prin alegerea setului de frecvente la iteratia (i+1) ca fiind
frecventele in care se obtin valorile de extrem ale erorii rezultante la
iteratia (i), eroarea 8" va creste fatd de 87, iar in final va converge citre
limita sa superioara ce corespunde solutiei aproximarii de tip minimax.

2.7.1. Relatii pentru estimarea lungimii filtrului

In practicd numirul de coeficienti ai filtrului este necunoscut. in
general, nu pot fi stabilite relatii analitice intre lungimea filtrului
proiectat, M, si datele impuse la proiectare referitoare la frecventele limita
op $1 @ precum si la riplurile permise in cele doud benzi: &, respectiv 0.
Totusi, pe baza ruldrii a numeroase exemple, au fost stabilite cateva
formule empirice pentru stabilirea ordinului filtrului optimal in functie de
performantele dorite.

Estimarea lungimii unui FTJ (Hermann [17])

M:M—f(a S5 )Af +1 (2.205)
Af P '

unde Af este latimea benzii de tranzitie, normalizatd cu frecventa de
esantionare.

D,(5,,5,)=1og,, 5,[a,(log,, 5,)* +a, log,, S, +a,]+
+la,(log,, 5,)* +a,log,, S, +a]
f(6,,6,)=11,01217+0,51244[log , 0, —log,, &, ]
a, = 5,309-10_3;412 = 7,114-10_2;03 =-4761-10";
a, =-2,66-10";a, =-5,941-10";a, =-4,278-10"
0, este riplul sau deviatia in banda de trecere si &, este riplul sau

deviatia In banda de oprire.

Estimarea lungimii unui FTB (Mintzer si Liu [43])
Cw (5 > 5\‘ )
M=—2"7" 5

T 2(5,,6)Af +1 (2.206)
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unde
C,(5,,9,) =log,, & [b,(log,, §p)2 +b,log,, 5, +b,]+

+[b,(log,, 5p)2 +bslog,, 6, +b]

517
2(5,,0,) =-146log,| | -169

b, =0,01201;6, = 0,09664;b, = —0,51325;
b4 = 09002039b5 = _0a5705,b6 = _0,443 14

si Af este latimea benzii de tranzitie, normalizatd cu frecventa de
esantionare.

2.7.2. Proiectarea diferentiatoarelor FIR prin metoda
Remez

Diferentiatoarele sunt folosite in multe sisteme analogice si
digitale pentru a obtine derivata unui semnal. Un diferentiator ideal are
raspunsul in frecventd proportional cu frecventa. Raspunsul in frecventa
al unui diferentiator digital ideal este

H,(w)=jo, - mr<wo<rx (11.207)
Raspunsul la impuls corespunzator lui H ,(w) este

1 ¢ o ) . cos/m
hyln) =—— j H (@)’ do=— j joedo === . (11208
—wo<n<oo,n#0

Se observa ca diferentiatorul ideal are raspunsul la impuls
antisimetric, adica h,[n]=—h,[-n] si, deci, h,[0]=0. Ca urmare, se vor
considera filtrele FIR de faza liniara de tipul 3 si 4 prezentate anterior,
pentru care h[n]=-h[M-1-n]. Ambele tipuri de filtre satisfac conditia
H ,(0) =0, pe care trebuie sa o indeplineasca diferentiatorul.

Este imposibil de obtinut un diferentiator pentru toatd banda cu un
filtru FIR cu numar impar de coeficienti, deoarece H ,(7)=0. In practica
aceste diferentiatoare de banda larga sunt foarte rar folosite. In cele mai
multe cazuri, caracteristica raspunsului dorit in frecventa trebuie sa fie
liniard numai intr-un domeniu limitat de frecvente, 0 < @ <27f , unde f,

este litimea de banda a diferentiatorului. In domeniul 27f ,S0<r,

raspunsul dorit poate fi neindicat sau se impune sa fie zero.
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In proiectarea diferentiatorului FIR pe baza criteriului de
aproximare Cebisev, functia de ponderare W(w) este specificati ca fiind

W(w) = é 0O<w<2qf, (11.209)

pentru ca riplul relativ in B.T. sa fie constant. Oricum, functia de
ponderare W(w) asigura faptul ca eroarea relativa

5= max W(w)w-H,(w)]}= max {1—HR—(“’)} (11.210)
(4]

0<w<27f, 0<w<27f,

este fixd In B.T. a diferentiatorului.
Parametrii importanti ai unui diferentiator sunt: lungimea M,
latimea de banda f,, marimea relativa & a erorii de aproximare. Relatiile

dintre acesti parametri pot fi reprezentate parametric. In particular,
valoarea 20log,, & functie de f, cu M parametru este ardtata in figura

2.22a pentru M par si in figura 2.22b pentru M impar. Aceste rezultate,
datorate lui Rabiner si Schafer [53] sunt utile in alegerea lungimii
filtrului.

20 IDngwa | | | . | 20 Iuagwa | | . |
~1p} Diferentiatorul FIR optim 1 ~1ot Diferentiatorul FIR aptim
-20F 1 20r s
-30F -30F
40 -a0t
50k -850+ 9
-BOF -B0F
-70F -70r 17
-B0F -B0F
-o0F -o0r 33
-100 -100f 65
-110 -110r
40 : . . -120 s . : - .
020 025 030 035 040 045 s 020 026 030 036 040 045 05
Frecventa de taiere in banda de trecere (fp) Frecventa de taiere in banda de trecere (fp)

a)

Figura 2.22 Valoarea 20log 10 O pentru parametrul a) M par si b) M impar

Comparand cele doua figuri, rezultd ca diferentiatorul pentru M
par prezintd o eroare de aproximare semnificativ mai micd decat cea
obtinuta cu diferentiatorul cu M impar. Dacd f, >0,45, nu pot fi folosite
diferentiatoarele cu M impar pentru ca raspunsul in frecventd Ia
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o=, (f =1/2)este zero. Cand f, <0,45, se pot folosi si acestea, dar cu

performante mai slabe decat diferentiatoarele cu M par, din punctul de
vedere al erorii de aproximare. In concluzie, in practici se prefera
diferentiatoare cu lungime para. in acest caz insa, intdrzierea introdusa de
un filtru FIR cu faza liniara este de (M-1)/2, care nu este un intreg pentru
M par. In multe aplicatii practice acest lucru nu este important, dar acolo
unde este, se foloseste M impar. Se poate proiecta un diferentiator cu faza
liniara si raspuns finit la impuls si folosind metoda esantionarii in
frecventa.

2.7.3. Proiectarea transformatorului Hilbert (T.H.)

Un transformator Hilbert ideal este un filtru trece tot care

introduce o deplasare cu 90° a fazei componentelor spectrale ale
semnalului de la intrare. Raspunsul in frecventa al unui T.H. ideal este
-j, 0<w<rw

H (o) ={ (2.211)

J, —t<w<0
Transformatorul Hilbert este frecvent folosit in sisteme de
comunicatii $i procesarea de semnal, ca de exemplu 1in generarea
semnalelor modulate cu banda laterala unica, procesarea semnalului radar,
procesarea semnalului vocal. Raspunsul la impuls al unui T.H. ideal este

dat de relatia
0

h,[n]= i j H,(0)e’"dw = i( j jel da — j je' dw) =
g 0

-

. (2.212)
B 2 sin (7m/2), 00
\z n
0, n=0

Asa cum era de asteptat, A, [n] este infinit In durata si necauzal. Se
observi ci h,[n] este antisimetric, situatie in care partea reali a
raspunsului in frecventa este H (@) =0 la ®=0, atat pentru M impar, cat
sipentru M parsila @ = 7, pentru M impar.

Din cele prezentate rezulta ca este imposibil a se proiecta un T.H.
digital trece tot. Din fericire, in aplicatiile practice de procesare de
semnal, nu este necesar un T.H. trece tot. Latimea de banda trebuie sa
acopere numai banda semnalului ce trebuie defazat. In consecinta,

raspunsul de faza zero dorit este
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Hyp(w)=1 2, <02, (2.213)
unde f, si f, sunt, respectiv, frecventele de tdiere inferioard si
superioard. Raspunsul la impuls #4,[n] al T.H. ideal, conform relatiei

(2.212), este zero pentru n par. In proiectare, aceastd proprietate se
foloseste impreuna cu conditiile de simetrie. Fie, in particular, filtru FIR

de tipul 3, pentru care
(M-1)/2
H (o)=Y c[n]sin(wn) (2.214)

n=l
si se presupune ca f,=0,5- f,. Aceasta asigura o B.T. simetrica fatd de
frecventa de mijlocul domeniului de frecventd =0,25. Daca exista aceasta
simetrie in raspunsul in frecventd, H ,(w) = H (7 — o) si relatia (2.214)
devine

(M-1)/2 (M-1)/2

z c[n]sin(wn) = Zc[n]sin nzr—w)=

! " (2.215a)

(M-1)/2 (M-1)/2
=— > dnlsinoncosm= ) c[n)(-1)"" sinon
n=1 n=1
sau, echivalent
(M-1)/2
D= (=) [n]sinwn =0 (2.215b)

n=1
adica c[n] trebuie sa fie egal cu zero pentru n = 0, 2, 4... Relatia intre
c[n] si raspunsul la impuls A[n] este

c[n]= Zh{——n} (2.216a)
sau, echivalent
h{— - n} = %c[n] (2.216b)

Daca c[n] este egal cu zero pentru n = 0, 2, 4 atunci (2.216b) devine

0, n=0,2,4,...pentru (M —1)/2 par

h[n]= ) (2.217)
0, n=13,5,...pentru (M —1)/2 impar

Din nefericire, relatia (2.217) este valabila numai pentru M impar,
nu si pentru M par. Aceasta inseamna ca pentru valori comparabile pentru
M, este preferabil cazul cu M impar, deoarece complexitatea calculului
este aproximativ pe jumatate fatd de M par. Cand proiectarea T.H. este
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realizata pe baza criteriului de aproximare Cebisev, folosind algoritmul
Remez, se selecteazd coeficientii filtrului pentru a minimiza eroarea
maxima de aproximare.

0= max [H,(o)-Hi(0)]= max [1-H,(0)], (2.218)

2nf, <w<2rf, 2nf, <w<2rf,
adicd functia de ponderare s-a luat egala cu unitatea si optimizarea s-a
realizat pe o singurd banda de frecventa, (banda de trecere a filtrului).
Rabiner si Schafer [53] au studiat caracteristicile T.H. pentru M par si M
impar. Dacé proiectarea filtrului este limitata la un raspuns in frecventa
simetric, exista trei parametri de interes , M , 6, f,. in figura 2.23 s-a

reprezentat 20log,, 0 functie de f, si M-parametru.

Se observd ca pentru valori comparabile ale Iui M, nu exista
avantaje ale performantelor obtinute pentru M par sau impar, dar
complexitatea calculelor in implementarea filtrului cu M impar este de
aproximativ doud ori mai scazutd decat pentru M par. Asadar, M impar
este preferabil 1n practica.

Existd o relatie aproximativd de estimare a unuia din cei trei
parametri ai filtrului, cand sunt specificati ceilalti [48]

Mf, =—0,61log,, 5 (2.219)

20100 & .
010 . 1re||nsfnrmatnrul Hilbert

- o ? d e
-0 ‘\

-100f
110} b4

-120 ' . : :
0 002 004 0O 008 010 092
Latimea henzii de tranzitie (Af)

Figura 2. 23 Valoarea 20log,,  pentru diversi parametri M reprezentata in functie de

63

latimea benzii de tranzitie
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T.H. poate fi, de asemenea, proiectat folosind metoda ferestrelor
sau a esantiondrii 1n frecventa. Diferentele ce apar intre coeficientii
obtinuti sunt mici, dar metoda optimala da rezultatele cele mai bune in
proiectare.
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