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FILTRUL KALMAN

Filtrul Kalman este un instrument matematic puternic care joaca un rol important
in grafica pe computer cand vrem sa reprezentdm lumea reald in sistemele de calcul.

De asemenea, filtrul Kalman este un bun estimator posibil pentru o clasa larga de
probleme.

1. Modele in spatiul starilor

Modelele in spatiul starilor sunt, in esentd, o conventiec de notatie pentru
problemele de estimare si control, dezvoltate pentru prelucrari matematice mai usoare.
Se considera un proces descris printr-o ecuatie cu diferente de ordin » (similard unei
ecuatii diferentiale) de forma

Vi =G, Y+ ¥ A, Vi U120 (1)

unde {u,} este un proces de tip zgomot alb, avand functia de autocorelatie
E(ui’uj):Ru :Q,-5,j (2)
unde E reprezintd operatorul de mediere statistica, iar valorile initiale {y,,y ,...,y ..}

sunt variabile aleatoare de medie zero cu o matrice de covarianta de dimensiuni nxn
cunoscuta
I)O=E(y_jay_k)ajake{oan_1}- (3)
Presupunand zgomotul statistic independent de procesul care urmeaza a fi
estimat, rezulta:

E(ui,y].)=E(ul.)~E(yj)=O, pentru —n+1< ;<0 §i i>0, €))
ceea ce asigurd ca
E(u,,y,)=0, pentru i > >0. (5)
Ecuatia cu diferente (1) poate fi rescrisa ca
Vi ay 4 ... a,, 4, Vi
V; 1 0 ... O 0 Yiy 0
[x.]=| »o |=]0 1 0 0 || ¥ | %[0 (6)
| Vicn2 | L 0 0 ... 1 0 AL Yienn —O—
%,—/
[4] [x] (]

care conduce la modelul in spatiul starilor:

[ ]=[4][x]+[C]w (7

y,=[1 0 ... 0][x] (8)
sau in forma mai generala

[xa]=[4][x]+[C]u, ©)

yi:[Hi][xi]’ (10)
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unde [H,| reprezintd matricea care descrie dependenta liniard a iesirii de starea
sistemului.

Ecuatia (9) reprezintd dependenta starii [x,,]| atdt de starea anterioard [x,], cat
si de un proces de zgomot u,. Ecuatia (10) descrie depedenta dintre observatiile y, si
starea interna [x,]. Ecuatiile (9) si (10) sunt adesea numite modelul de proces,

respectiv modelul de masurare. Descrierea 1n spatiul starilor a sistemului descris de
ecuatiile (9) si (10) este datd in Figura 1, unde se observa intrarea u,, starea [x]| la

momentele 7 §i i+1, precum si iesirea y, a sistemului.

u; [xi+1]

Vi
—> [G] z!

~| H] —>

[A]

[x]
(-
—

Figura 1. Descrierea in spatiul starilor a sistemului descris de ecuatiile (9) si (10)

2. Problema proiectarii observatorului

Existd o problema generald legatd de domeniul teoriei sistemelor liniare numita
problema proiectarii observatorului. Problema de baza este de a determina (estima)
starile interne ale unui sistem liniar, avand acces numai la iesirile sistemului. Acest
lucru este Inrudit cu problema ,,cutiei negre” unde este acces la unele semnale venind
din cutie (iesirile), dar nu se poate observa direct ceea ce este in interior.

Multe abordari la aceastd problema de bazd sunt tipic bazate pe modelul in
spatiul starilor prezentat in sectiunea anterioara. Tipic existd un model de proces care
modeleaza transformarea starii procesului. Acesta poate fi, de obicei, reprezentat ca o
ecuatie cu diferente stocastica liniard similard cu ecuatia (9):

(v =[]l [+ [Blw ]+ [w ] (11
unde [A] si [B] descriu dependenta starii curente de starea anterioard, respectiv de

intrarea curenta.

In plus existd o formd a modelului de masurare care descrie relatia intre starea
procesului §i masurarile efectuate. Acesta poate fi, de obicei, reprezentat cu o ecuatie
similara ecuatiei (10):

[ze]=1H ][x ]+ [v.] (12)

Zgomotul de proces [w,] si zgomotul de masurare [v, | sunt variabile aleatoare.
Din (10) si (12) se observa inlocuirea variabileiy, cu [z, ] pentru a specifica faptul ca

masurdrile nu sunt neaparat starile specificate, ci pot fi orice combinatie liniard a
acestora.
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Zgomotul de masurare si de proces

Zgomotul de masurare apare, de exemplu, In cazul masuratorilor cu ajutorul
unui senzor si datoriti imperfectiunilor aparatelor de masura. In functie de raportul
semnal util-zgomot trebuie sd se tind cont in estimare de informatia obtinutd din
masurare.

Deoarece nici transformarea prin care se obtine starea sistemului nu este
perfecta trebuie sa se tind cont in estimafii starii de un zgomot de proces.

3. Filtrul Kalman

In continuare se descrie filtrul Kalman unde masuratorile s§i starea sunt
considerate la momente discrete in timp.

3.1 Procesul care urmeaza a fi estimat

Filtrul Kalman considera problema generald a incercdrii de a estima starea
[x]e R” a unui proces controlat in timp discret care este guvernat de ecuatia cu

diferente stocastica liniara

(v ] =[]l [+ [Blw ]+ [w ], (13)
dintr-o masurare [z]e R” care este descrisa de ecuatia
[z ]=[A][x ]+ v ] (14)

Vectorii de variabile aleatoare [w,]| si [v,] reprezinta zgomotul de proces,
respectiv, zgomotul de masurare. Se presupune ca zgomotul de proces w, si cel de
masurare v, sunt independente, de tip zgomot alb, si cu distributii de probabilitate
normale

p([w])~ N(0.[Q]) (15)
p([v]) - N(0.[R]) (16)
unde [Q] si [R] sunt matricele de covarianta a zgomotului de proces, respectiv a

zgomotului de masurare, presupuse a fi constante.
Matricea [A4], de dimensiuni nxn, in ecuatia cu diferente (13), leaga starea la

momentul de timp anterior £ —1 de starea la momentul curent &, in absenta intrarii de
comanda [u,| si a zgomotului de proces [w,]. Se face observatia cd, in practica,

matricea [4] s-ar putea schimba cu fiecare moment de timp, dar aici se presupune ca
este constantd. Matricea [B], de dimensiuni nx/, leaga intrarea de control (optionald)
[u]e R' de starea [x]. Matricea [H], de dimensiuni mxn, in ecuatia de masurare (14),
leagd starea [x,] de masurarea [z,]. In practicd matricea [H] s-ar putea schimba cu

fiecare moment de timp, dar aici se presupune ca este constanta.
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3.2 Originile computationale ale filtrului

Se defineste |:.;kj|€ R" (se observa ,,super minusul”) ca fiind estimatul starii a
priori la momentul &, datd fiind cunostinta procesului anterior la momentul %, si
[;ck } e R" estimatul starii a posteriori la momentul & data fiind masurarea [z, . Se pot
defini atunci vectorii de eroare a estimatilor a priori si a posteriori ca fiind

[ekJ=[xk]—[;c;}, si (17)
[e,]=[x ]| x| (18)
Matricea de covarianta a erorii estimatului a priori este atunci
[ ]=ell]a] ), 19)
iar matricea de covariantd a erorii estimatului a posteriori este
(R]=E{le]le]] (20)
In obtinerea ecuatiilor pentru filtrul Kalman, scopul initial este gisirea unei
ecuatii care calculeaza un estimat al starii a posteriori [)Ack} ca o combinatie liniara

dintre un estimat a priori |:Xk:| si o diferentd ponderata intre masurarea actuala [z, ] si

o predictie a mésurarii [H | |:.;k:| , asa cum este aratat in ecuatia (21):

[;k]=[5ck}+[1<k]([zk]_[zf][;kD @1
Diferenta [z, |-[H ]|:.;k:|, in ecuatia (21), este numitd inovatia masurarii, sau

reziduul. Reziduul reflectd diferenta intre masurarea actuald [z, ] si masurarea prezisa

[H][;k]
Matricea [K,] de dimensiuni nxm in ecuatia (21) este numitd cdstigul sau

factorul de amestec minimizand urma matricei de covarianta a erorii a posteriori din
(20). Aceasta minimizare poate fi realizata astfel: mai intai se substituie ecuatia (21) in
definitia de mai sus pentru [e,| (relatia (18)), apoi se inlocuieste relatia obtinutd in
ecuatia (20), se realizeazd medierile indicate, se deriveaza urma matricei rezultate in
raport cu elementele matricei [K, |, se egaleaza rezultatul cu zero, si apoi se rezolva
ecuatia in [K,]. O formd a lui [K, | rezultat care minimizeaza urma matricei din (20)

este data prin

-1

(&) =[ £ ](a) ([H][ R ](H] +([R)) (22)
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Din (22) rezulta ca atunci cand matricea de covarianta a erorii de masurare [R]
se apropie de matricea nula, castigul K, |, care multiplica reziduul, ia valori din ce in

ce mai mari. Anume,
lim [K,]=[H]" (23)

[&]-[0]
Pe de alta parte, cidnd matricea de covariantd a erorii estimatului a priori [Pd

se apropie de matricea nula, castigul [K,| multiplicd reziduul cu valori din ce in ce

mai mici. Anume,
lim [K,]=0 (24)
[&’]—)0
Se poate conchide ca atunci cand matricea de covariantd a erorii de masurare

Py

[R] se apropie de matricea nuld, masurarea actuala este din ce in ce mai ,,credibila”, in
timp ce masurarea prezisd [H ]|:ij| este din ce in ce mai putin credibild, iar cand

matricea de covariantd a erorii estimatului a priori [P,;J se apropie de matricea nuld

masurarea actuald [z, ] este din ce in ce mai putin credibild, in timp ce masurarea

prezisa [H] [;c;} este din ce in ce mai mult credibila.

3.3 Algoritmul filtrului Kalman discret

Filtrul Kalman estimeaza un proces prin utilizarea unei forme de control cu
reactie: filtrul estimeaza starea procesului la un anumit moment de timp si apoi obfine
reactia in forma masurarilor (zgomotoase). Astfel, ecuatiile filtrului Kalman se impart
in doua grupe: ecuatii de actualizare in timp si ecuatii de actualizare a masurarii.
Ecuatiile de actualizare in timp sunt responsabile de determinarea estimatilor stérii
curente si a matricei de covariantd a erorii pentru a obtine estimatii a priori pentru
urmatorul moment de timp. Ecuatiile de actualizare a masurarii sunt responsabile de
reactie — adica de incorporarea unei noi masurari in estimatul a priori pentru a obtine
un estimat a posteriori imbunatatit.

Ecuatiile de actualizare in timp pot fi de asemenea gandite ca ecuatii predictor, in
timp ce ecuatiile de actualizare a masurarii pot fi gandite ca ecuatii corector. In-
tr-adevar algoritmul de estimare final seamana cu cel al unui algoritm de tip predictor-
corector pentru rezolvarea problemelor numerice asa cum este aratat in Figura 2.

Ecuatiile specifice pentru actualizdrile in timp si ale mdsurarii sunt prezentate
mai jos in Tabelele 1 si 2.

Actualizare in timp Actualizare a masurarii
(,,Predictie”) (,,Corectie”)

Figura 2. Ciclul filtrului Kalman discret

5
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Tabelul 1: Ecuatiile de actualizare in timp ale filtrului Kalman discret

[;;}[A][;k_.}w][u“ ] (25)
[B =4[ 014] +[0] (26)

Observam cum ecuatiile de actualizare in timp din Tabelul 1 determina
estimaftii starii a priori 1 a matricei de covariantd a erorii a priori la momentul £ in
functie de cele de la momentul de timp £ —1.

Tabelul 2: Ecuatiile de actualizare a masurarii ale filtrului Kalman discret

(k=2 [a] ([ 2 ][] +[R]) @7)
(] [;;}+[Kk][[zk]_[1{][;;D 28)
[ ]=(U1-[K[H])[ A ] (29)

Prima sarcind in timpul actualizarii masurarii este de a calcula castigul Kalman,
[K,]. Urmatorul pas este de a masura de fapt procesul pentru a obtine |z, ], si apoi de a

genera un estimat al starii a posteriori incorporand masurarea ca 1n (28). Pasul final
este de a obtine estimatul matricei de covarianta a erorii a posteriori prin (29).

Dupa fiecare pereche de actualizare n timp si de masurare, procesul este repetat
cu estimatii a posteriori anteriori pentru a face predictia pentru noii estimati a priori.
Aceastd naturd recursiva este una din caracteristicele foarte atractive ale filtrului
Kalman — facand implementarile practice mult mai fezabile decat (de exemplu) o
implementare a unui filtru Wiener, care este proiectat pentru a opera pe toate datele
direct pentru fiecare estimat. Filtrul Kalman, in schimb, conditioneaza recursiv
estimatul curent de toate masurarile trecute. Figura 3 ilustreazd complet functionarea
filtrului, combinand diagrama din Figura 2 cu ecuatiile din Tabelele 1 si 2.

In Figura 4 este dati diagrama bloc a sistemului, in ipoteza absentei intririi de
control, modelul de masurare si structura filtrului Kalman discret.

3.4 Parametrii filtrului si reglare

In implementarile reale ale filtrului, matricea de covarianta a zgomotului de
masurare [R] este de obicei masuratd inainte de functionarea filtrului. Masurarea

matricei de covariantd a erorii de masurare [R] este posibila, deoarece se poate masura

procesul in timpul functionarii filtrului luand cateva esantioane de masurare.
Determinarea matricei de covarianta a zgomotului de proces [Q] este in general

mai dificild cand, de fapt, nu exista posibilitatea de a observa direct procesul care se
estimeazd. Uneori un model de proces relativ simplu poate produce rezultate
acceptabile dacd se introduce destula incertitudine in proces prin selectia lui [Q]. In

acest caz se spera ca masurarile procesului sunt fiabile.
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RN

Actualizare in timp (,,Predictie”) Actualizare a masurarii (,,Corectie”)
1) Predictia starii a priori 1) Calculul castigului Kalman
A— ~ -1
5| =] B (K =[E 1aY ((#[ B ]iHT +[R)
2) Predictia matricei de 2) Actualizarea estimatului cu masurarea [zk]

covarianta a erorii a priori R - .
(2 )=z 4T +[0) (5 ][ et (-]
3) Actualizarea matricei de covarianta a erorii

(2]=(l7]-[&.][#]) & ]

Figura 3. O descriere completa a functionarii filtrului Kalman

A Ve ol :
| Wi b H |
i b + i - |
: + X : | + Zp i+ € + Xk :\
i hX : : H 1! Kk 3 i
- b e +
| v i ____________________ : Xk-1 Y |
! X 1 1 1
LA e | | H [¢ 4 < 7' |
| i ! Xk |

Figura 4. Diagrama bloc a sistemului, modelul de masurare si structura filtrului
Kalman discret

In orice caz, daca existd sau nu o bazi rationald pentru alegerea parametrilor,
adesea poate fi obtinutd o performantd superioara (statistic vorbind) prin reglarea
parametrilor filtrului [Q] si [R]. Reglarea este de obicei realizata inaintea estimarii, de
reguld cu ajutorul altui filtru Kalman intr-un proces numit, in general, identificare de
sistem.

In conditiile in care [Q] si [R] sunt constante, atit matricea de covariantd a

erorii [P,], cét si castigul Kalman [K,]| se vor stabiliza rapid si apoi vor riméane

constante (vezi ecuatiile de actualizare ale filtrului in Figura 3). Daca acesta este cazul,
acesti parametri pot fi pre-calculati, fie prin rularea filtrului premergator, fie, de
exemplu, prin determinarea valorii de stare stabild a lui [B].
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4. Exemple de estimare folosind o filtrare Kalman
3.1 Estimarea nivelului de curent continuu

Se presupune exemplul estimarii unui nivel de tensiune continua. Se presupune ca
existd posibilitatea de face masurari ale tensiunii continue, dar masurdrile sunt
perturbate de un zgomot de masurare alb cu valoarea deviatiei standard de 0.1 volti. In
acest exemplu, procesul este guvernat prin ecuatia cu diferente liniara

X, =X, tw, (30)
cu o masurare ze R' care este
2 =x,+v, 31)
Astfel In acest caz matricele devin scalari. Starea neschimbandu-se de la un pas la altul
rezultd A=1 si neexistand control asupra intrarii, rezultd u =0. Masurarea cu zgomot
este direct a starii, asaca H =1.
Ecuatiile de actualizare in timp sunt

A— A

Xk = Xk-1,
B =0,+0,
iar ecuatiile de actualizare a masurarii sunt
-1 P
K, =P (B +R) =—*—
P +R

@:a+K44_;)
B = (1 - K, )E;
Se presupune o variantd a procesului foarte micd, de exemplu Q=10". S-ar

putea seta QO =0, dar presupundnd o valoare mica, dar diferitd de zero, rezultd mai

multd flexibilitate in reglarea filtrului dupa cum se va demonstra in continuare. Se
presupune cd din experientd se stie cd valoarea adevarata a tensiunii continue are o
distributie de probabilitate normala standard, asa ca se Incepe cu presupunerea ca

tensiunea este 0. Cu alte cuvinte, inainte de incepere se seteaza X0 =0.

Similar este nevoie de alegerea unei valori initiale pentru P, ,, anume F,. Daca
este absolut sigur cd estimarea starii initiale xo=0 a fost corectd, se va seta P, =0.
Totusi data fiind incertitudinea in estimatul initial Xo , alegerea P, =0 ar cauza faptul
ca filtrul sa initializeze si apoi totdeauna sa creada tot timpul ca X« =0. Ca urmare,
alegerea alternativd nu este critica. S-ar putea alege orice P, #0 si filtrul eventual ar
converge. Filtrul va starta cu P, =1.

Valoarea tensiunii continue s-a considerat x=1. S-au simulat 50 de masurari
distincte z, care au avut erori distribuite normal in jurul lui zero cu o deviatie standard
de 0.1.

Programul pentru generarea tensiunilor continue, cu zgomot si estimate este dat
in continuare.
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% P_Kalman exl
clear;
clc;

% parametri initiali

n _iter = 50;

sz = n_iter; % dimensiunea vectorilor

b'd 1; % valoarea adevarata a tensiunii continue

z = x + 0.1l*randn(1l,sz); % observatii (normale raportat la x,

sigma=0.1)

Q = le-5; % varianta procesului

o\°

xhat = zeros(1l,sz); estimatul a posteriori a lui x

P = zeros(l,sz); % estimatul variantei erorii a
posteriori

xhatminus = zeros(l,sz); % estimatul a priori a lui x

Pminus = zeros(1l,sz); % estimatul variantei erorii a priori

o\°

K = zeros(1l,sz); castigul sau factorul de amestec

R = 0.01; % estimatul variantei masurarii, a se schimba pentru
a vedea efectul

% ghicirea initiala

xhat (1) = 0.0;

P(1) = 1.0;

for k=2:n _iter
% actualizare in timp
xhatminus (k) = xhat(k-1);

Pminus (k) = P(k-1)+0Q;

% actualizare a masurarii
K (k) Pminus (k) /( Pminus (k
)

- +R ) ;
xhat (k) = xhatminus (k) +K (k) * (

z (k) -xhatminus (k) ) ;

)

P(k) = (1-K(k))*Pminus (k) ;
end
valid iter = 1:n_iter;
figure (1)
clf;
plot(z,'-m*");
hold on;
plot (xhat, '-bv', "MarkerFaceColor', 'b'") ;
hold on;
plot(valid_iter,x*ones(l,sz),‘—gA‘,'MarkerFaceColor‘,'g‘);
grid on;
axis([1l n_iter min(z) max(z)]);
legend('masurari', 'starea estimata', 'valoare adevarata') ;

xlabel ('Iteratie!')
ylabel ('Tensiune')
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valid iter(1)=I[];

figure(2)

clf;

plot (valid iter,Pminus(valid _iter), '-
bv', 'MarkerFaceColor', 'b'")

grid on;

axis([1l n_iter 0 0.01]);

xlabel ('Iteratie (k) ')
ylabel (' (Tensiune) ™2 - P k')

In prima simulare s-a fixat varianta masurarii la R=(0.1)" =0.01. Rezultatele

sunt date in Figura 5.

——#—— masurari
—¥— starea estimata
valoare adevarata
| [
| [
I [y T
! [
| IR I
4= === 1
| T
N
[ IR R
N Y ||
| * I
N | el e
g i
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2 | b\ *
2 1 nl
5] 1 1"
= 1| Il
/it ity
| Il
|
il |
v I
* |
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/7 |
| |
| |
| |
| |
- ___v____r____+r____+____+____+____41____1____
T | |
| |
| |
| |
I I
40 45 50

Iteratie

Figura 5. Simularea cu R=(0.1)" =0.01

Cand s-a considerat alegerea lui P, de mai sus, s-a mentionat ca alegerea nu a
fost criticd cat timp P, #0 deoarece filtrul eventual ar converge. In Figura 6 s-a
reprezentat valoarea lui P, in functie de iteratie. Din alegerea initiala de 1, la a 50-a

iteratie valoarea s-a stabilit la aproximativ 0.0003 (Volti?).
In Figurile 7 si 8 de mai jos se poate vedea ceea ce se intampld cand R este

crescut sau scazut cu un factor de 100.
In Figura 7 s-a considerat cad varianta masurarii a fost de 100 de ori mai mare

(adicd R=1) asa ca raspunsul filtrului a fost mai ,lent” in a crede masurarile,
estimarile prezise devenind mai credibile. Rezultatul conduce la o variantd redusa a

semnalului estimat.

10
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Iteratie (k)

a initial ca fiind egala cu 1,

a ini

, aleas
s-a stabilit la aproximativ 0.0003 (Volti?)

£

a 50 de iteratii, covarianta erorii

Figura 6. Dup

valoare adevarata

—+— masurari
—%¥— starea estimata

aunisus |

Iteratie

Figura 7. Simularea cu R =1. Filtrul este mai lent in raspuns la masurari, rezultand

intr-o varianta redusa a estimatului.

A

In Figura 8 s-a considerat cd varianta masurarii a fost de 100 de ori mai mica

asurarile

de m

m a Cre

0.0001) asa ca raspunsul filtrului a fost mai ,,rapid” 1

(adica R
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zgomotoase, acestea devenind mai credibile. Prin urmare varianta semnalului estimat
este mai mare.

Desi estimarea unei tensiuni continue este relativ directa, aceasta demonstreaza
clar functionarea filtrului Kalman. In Figura 7, in particular, este evident ca in filtrarea
Kalman estimatul apare considerabil mai neted decat masurarile cu zgomot.

T T
——— masurari

—¥— starea estimata
valoare adevarata

Tensiune

15 20 25 30 35 40 45 50
Iteratie

Figura 8. Simularea cu R=0.0001. Filtrul raspunde rapid la masurari, crescand
varianta estimatului.

3.2 Sistem de urmarire prin radar a deplasarii unui vehicul

In acest sistem radarul emite impulsuri, iar semnalele returnate sunt procesate
prin filtrul Kalman pentru a determina deplasarea unui vehicul (presupusa cu viteza
aproximativ constantd) intr-un plan de coordonate xOy.

Se presupune cd vehiculul are viteza aproximativ constanta astfel incat ecuatiile
de modificare a vitezelor pe cele doud axe, v, [k] si v [k], sunt:

vo[k]=v [k =1]+w[]
v, [k]=v, [k=1]+w, [k]
unde w, [k] si w,[k], sunt zgomotele care modelelazd schimbarea vitezelor la

momentul &, presupuse de tip Gaussian cu medie nula.
Presupunénd pasul de deplasare intre doud momente de timp succesive ca fiind
egal cu T , ecuatiile de modificare a deplsasérilor pe cele doud axe sunt:

r|k]l=rk=1]+v [k-1]-T
ry[k]zry[k—l]+vy[k—l]-T

Astfel vectorul de stare este

12
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r.[k]
r, 1]
v, [K]
v, [£]
iar ecuatia de stare este

[x]=[4]-[x ]+ [w.],

[x.]=

unde
1 07T 0 0
01 0T 0
A = , =
[4] 00 1 0 [w] w[k]
0 0 0 1 w, [k]

Observatiile sunt valorile deplasarilor pe cele doua axe perturbate de zgomot
Gaussian de medie nula:

{Zx [kl =r.[k=1]+n[k]
z, [k] =7, [k - 1] +n, [k]
Definind vectorul de observatie [z, | = [zx (k] z, [k]]T , ecuatia de observatie in

timp discret este

[z ] =[H][x ]+ [m]

unde

1 0 00 T
1=y T o o] bl =Lnls) o lal]
Covarianta zgomotului de stare este

00 0 O

00 0 O
[Q]_ 0 0 G‘i 0 °

00 0 o

unde o, este varianta zgomotelor w,[k] si w [k], iar covarianta zgomotului de

masurare este

s 1)

unde o, este varianta zgomotelor n,[k] si n, [k].

Programul Matlab care da rezultatele pentru covariantele erorilor deplasarilor,
castigul Kalman si evolutiile deplasarii in sistemul de coordonate xOy este dat in
continuare. Este ardtatd convergenta elementelor de pe diagonalda ale matricei de
covariantd a erorii, valorile castigurilor Kalman selectate si de asemenea evolutia
deplasdrii. Valorile numerice folosite sunt: 7=1, o, =10", o, =0.1, B,=10-[1,], iar
ecuatiile deplsarilor pe cele doud axe sunt:

13
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r [k]=10-02-k
{ry [k]=—5+02-k

astfel incat vitezele de deplasare inisiale sunt
{vx [0]=-0.2

v,[0]=0.2

% P Kalman ex2
clear;
clc;

% parametri initiali

n _iter = 50;
sz = n iter;
T = 1;
x(:,:,1) = [10; -5; -0.2; 0.2]; % starea initiala
A=[10ToO;

01 0T;

001 0;

0 0 0 1]; % matricea care leaga starea curenta de cea
anterioara

% varianta zgomotului de proces (vitezele vx si vy)
sigma w2 = le-4;

wx sgrt (sigma w2) *randn(1l,sz) ; %
wy sgrt (sigma_w2) *randn(1l,sz) ;
H=[1000;
01 0 01; % matricea care leaga secventa de observatoe
de starea curenta

% variantele zgomotelor de masurare (pentru rx si ry)
sigma n2 = 0.1;

nx = sgrt(sigma n2) *randn(1l,sz) ;
ny = sqgrt(sigma n2) *randn(1l,sz);
z(:,:,1) = H*x(:,:,1) + [nx(1); ny(1l)]; % observatia initiala

)

% starile si observatiile la momentele urmatoare de timp
for k=2:s2

X(:,:,k) = A*x(:,:,k-1) + [0;0;wx(k-1);wy(k-1)1;
z(:,:,k) = H*x(:,:,k) + [nx(k); nx(k)];
end
Q = [0 00 0;
0 0 0 0;

0 0 sigma w2 0;

14



TEFO Lucrarea 7 Filtrul Kalman

0 0 0 sigma w2]; % matricea de covarianta a zgomotului de
proces

xhatminus = zeros(4,1,sz); % estimatul a priori a lui x
Pminus = zeros(4,4,sz); % estimatul erorii a priori
K(:,:,1) = zeros(4,2); % castigul sau factorul de amestec
initial

R = [sigma n2 0;
0 sigma_n2]; % matricea de covarianta a zgomotului de
masurare

)

% ghicirea initiala

xhat (:,:,1) = [5; 5; 0; 0]; % estimatul a posteriori a lui x
P(:,:,1) = 10*eye(4); % estimatul erorii a posteriori

for k=2:n iter
% actualizare in timp
xhatminus(:, :,k) = A*xhat(:,:,k-1);

Pminus(:,:,k) = A*P(:,:,k-1)*A'"+Q;

% actualizare a masurarii

K(:,:,k) = Pminus(:,:,k)*H'*inv( H*Pminus(:, :,k)*H'+R ) ;
xhat (:, :,k) = xhatminus(:,:,k)+K(:,:,k)*(z(:,:,k)-
H*xhatminus(:, :,k));
P(:,:,k) = (eye(4)-K(:,:,k)*H)*Pminus(:,:,k);
end
valid iter = [1l:n iter]-1;
figure (1) ;

clf;
for k=1:n iter

P rx(k)=P(1,1,k);
end

plot (valid iter,P rx,'--ko');

xlabel ('Iteratie') ;

ylabel ('Covarianta deplasarii r x');

grid on;

axis([min(valid iter) max(valid iter) 0 P_rx(2)])

figure(2);
clf;
for k=1:n iter
P ry(k)=P(2,2,k);
end

plot (valid iter,P ry,'--ko');
xlabel ('Iteratie!') ;
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ylabel ('Covarianta deplasarii r y');
grid on;
axis([min(valid iter) max(valid iter) 0 P_ry(2)])

figure(3) ;
clf;

for k=1:n iter
P_vx(k)=P(3,3,k);
end

plot (valid iter,P vx,'--ko');

xlabel ('Iteratie!') ;

ylabel ('Covarianta vitezei de deplasare v_x');

grid on;

axis([min(valid iter) max(valid iter) 0 10*min(P vx)])

figure(4) ;
clf;

for k=1:n iter
P_vy(k)=P(4,4,k);
end

plot (valid iter,P vy, '--ko');

xlabel ('Iteratie!') ;

ylabel ('Covarianta vitezei de deplasare v y');

grid on;

axis([min(valid iter) max(valid iter) 0 10*min(P vy)])

)

% figurile pentru castigurile Kalman
figure(5) ;
clf;

for k=1:n iter
K depl(k)=K(1,1,k);
end
plot (valid iter,K depl,'--ko');
xlabel ('Iteratie!') ;
ylabel ('Castigul Kalman al deplasarii r x');

grid on;
figure(6) ;
clft;
for k=1:n iter
K vit_depl(k)=K(2,2,k);

end

plot(valid iter,K vit depl,'--ko');
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xlabel ('Iteratie');
ylabel ('Castigul Kalman al deplasarii r y');
grid on;

valid iter = [1l:n _iter-1];
figure(7);
clf;
for k=1:n iter
rxhat depl (k)=xhat(1,1,k);
rx depl(k)=x(1,1,k)
zx_depl (k)=z(1,1,k);
ryhat depl (k)=xhat (2,1,k);
)
)

I

I

ry depl(k)=x(2,1,k
zy depl(k)=z(2,1,k

end

plot (rxhat depl, ryhat depl,'-ko',rx depl,ry depl, '-

go',zx _depl,zy depl,'-rx');

title('Evoluatia deplasarii');

legend('deplasare adevarata', 'deplasare estimata', 'masurari');
xlabel('r x');

ylabel('r y');

grid on;

5. Aplicatii propuse

1. Modificati programul din Sectiunea 3.1 astfel incat sa generati cate M =100 de
masurari la fiecare iteratie, din maxim 300 posibile, a filtrarii Kalman. Pentru fiecare
iteratie k calculati valoarea medie si varianta valorilor estimate x; din cele M
realizdri. Afisati, in functie de numadrul iteratiei &k, pe un grafic valoarea medie a
valorilor estimate si valoarea adevdrata, iar pe alt grafic varianta valorilor estimate si
limita inferioarda Cramer-Rao pentru estimatul nedeplasat al nivelului de curent
continuu. Pentru o mai bund vedere afisati graficele doar pentru urmatoarele valori lui
k: 10, 20, 30, ..., 300. Modificati valoarea variantei estimate a zgomotului de masurare
R si a variantei estimate a zgomotului de proces Q si observati cum variaza varianta

valorilor estimate xx comparativ cu limita inferioara Cramer-Rao.
2. O secventa aleatoare in timp discret este data de
Xy = Ax, W
unde 4=0.5, x, este o variabild aleatoare cu medie O si variantd 1, iar w, este zgomot
alb de medie O si varianta 1. Ecuatia de observatie este data de
Z, =X, 1tV
cu v, zgomot alb de medie 0 si variantd 1. Termenii x,, w, si v, sunt toti de tip
gaussian.

Sa se realizeze un program care sd dea secventa estimatd x; prin filtrare
Kalman. Se vor considera diferite valori pentru varianta estimata a masurarii.
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3. S&a se realizeze acelasi program ca la aplicatia 1 pentru cazul in care 4=1,
zgomotul w, are varianta 30, iar zgomotul v, are varianta 20. Restul parametrilor,
precum si ecuatiile raiman aceleasi.

4. Un canal cu fading multicale actioneaza asupra semnalului transmis pe acesta

ca un filtru cu raspuns finit la impuls avand coeficienti variabili in timp conform
ecuatiei:

y[k1=§hk[f1-u[k—i1 ,

unde u[k] este semnalul transmis pe canal, y[k] este semnalul receptionat de pe canal,

iar h[k]=[h[0].h[1],....h[p —1]]T este vectorul coeficientilor canalului la momentul
k. Se presupune cd acesti coeficienti se modifica lent in timp, conform ecuatiei de
stare

hlk]|=[A4]-h[k-1]+w[k],
[4] fiind o matrice cunoscuta si w[k] vectorul de zgomot de stare, presupus Gaussian
de medie nuld, cu matrice de covariantd [Q]. Iesirea canalului masuratd la momentul
k este descrisa de ecuatia de masurare:

z[k]=y[k]+v[K],
unde v[k] este zgomotul de masurare, presupus Gaussian de medie nula si variantd
o” . Sa se estimeze prin filtrare Kalman coeficientii canalului. Pentru implementarea in
0.99 0

0 0.999

o, =0.1, iar semnalul de intrare in canal se considera un semnal periodic cu perioada

Matlab se va considera cd p=2, [A]={ }, [O]=02-[1,], cu o’ =107,

10 de forma (pe o perioada):

0,0<5k<5,
ulk]=
1,55k<10
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