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¢ Ecuatia diferentiala a oscilatiilor mecanice fara rezistenta

* oscilatorul cu arc elastic

e pendulul matematic

* pendulul fizic

e Caracteristicile principale ale oscilatiilor armonice (amplitudinea, frecventa ciclica, frecventa, perioada).
¢ Energia oscilatiilor armonice.

e Exemple.
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« Dintre diferite tipuri de miscari mecanice, exista un tip caracterizat prin repetarea periodica a starii
mecanice a sistemului. Astfel de miscare se numeste oscilatie mecanica.

- [n aceasta categorie de miscari pot fi atribuite oscilatiile pendulelor, strunelor, diferitor detalii ale
masinilor si mecanismelor, constructiilor, podurilor, temeliilor, corabiilor, automobilelor si altele.

- In functie de forta care asigura miscarea oscilatorie deosebim oscilatii liniare si neliniare.

- In functie de caracterul deformatiei elementului rigid deosebim oscilatii: longitudinale, transversale, de
iIndoire, de rasucire...
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Oscilatiile libere (sau proprii), sunt miscari mecanice care au loc sub actiune unei forte, care este liniar
dependenta de deplasare. Aceasta forta se mai numeste de restabilire

Spre exemplu, forta de elasticitate, care satisface legea lui Hooke, actioneaza ca forta de restabilire si
creaza conditii pentru aparitia oscilatiilor in sistem.

Fie un corp de masa m suspendat de un arc elastic. Asupra corpului
actioneaza forta de greutate P si forta de reactiune a arcului elastic

F. = cA, unde c este coeficientul de elasticitate, iar 4 — alungirea
arcului.

Vom alege axa x orientata in jos, cu originea in pozitia de echilibru

. A = 1 o m
static (adica n punctul O, unde forta de greutate P este echilibrata de
reactiunea statica a arculul Fg; = cAg;
At —alungirea statica a arcului).
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Deosebim 2 pozitii:

1. Echilibru static (greutatea sta nemiscata). In acest caz P+ ﬁst = 0, sau in proiectii pe x:
P—Fy=P—clg=0; = P=clg (1.1)

Presupune o alta pozitie a corpului, cand acesta este deplasat la distanta x

de la starea de echilibru static.

reactiunea arcului va fi
F, =—cA=—cAg+x) =—P —cx (1.3)

In aceasta stare, coprul nu este in echilibru, iar rezultanta fortelor asigura
0 miscare accelerata. Conform legii Il a lui Newton:
P+ F., =ma (1.4)

Xyma, =P+ F.,, =P—P—cx =—cx

sau mi +cx =0 (1.5)
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Oscilatorul armonic

Asadar, mX + cx = 0 Forma comoda pentru aplicari tehnice

Vom nota k5 = ¢/m,

X = AO Sin(ao + kot)

¥+ kix=0 (1.6)

Ecuatia diferentiala liniara de ordinul doi cu coeficienti constanti, omogenad. -Ecuatia oscilatiilor armonice

Rezolvarea ecuatiei (1.6) poate fi realizata cu ajutorul ecuatiei caracteristice:
r24+k§=0; r,= tki (1.7)
I Radacinile complexe deja indica la faptul ca procesul este oscilatoriu.
Solutia generala a ecuatiei (1.6) poate fi scrisa sub mai multe forme:
Forma complexa
x = Cyetkol + C, e~ thot (1.8 )
unde C; si C, sunt constante de integrare, care se determina din conditiile initiale
Forma reala

x = Aqcoskyt + A, sinkgt (1.8 b)

(1.8 ¢)
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Caracteristicile principale ale oscilatiilor armonice

Faza oscilatiilor

Y =0« +k0t,

x = Ag sin(agy + kot)

unde ay se numeste faza initiala

(in momentul t = 0. Tn acest caz, ¢ = ¢, = a, )
Frecventa ciclica (sau pulsatia)

ko = \/c/m

reprezinta numarul de oscilatii in 21 secunde

Perioada

intervalul de timp in decursul caruia faza oscilatiilor variaza cu 2m

Frecventa
1
|
T

marimea inversa perioadei. Se masoara in Hz

M A\
ey N/ o
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Amplitudinea si elongatia
A, — amplitudinea oscilatiilor (valoarea maxima a deviatiei de la starea de echilibru)
X — elongatia (pozitia curenta a punctului material)

Daca oscilatiile libere sunt caracterizate prin frecventa ciclica k sau perioada T,
care nu depinde de conditiile initiale, atunci acestea (oscilatiile) se numesc
izocrone.

Viteza punctului in miscare de oscilatie
vom deriva (8c) dupa timp. x = Ag sin(ay + kot)
X = Aoko COS(ao + kot)

Acceleratia punctului Iin miscare de oscilatie

= —Aokg Sin(ao + kot)

P
(AN

x = Ag sin(ag + kot)
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De regula, miscarea unui sistem cu un singur grad de libertate poate fi descrisa prin 0 A
dependenta de timp a coordonatei X = X(t).

Exista Tnsa anumite cazuri, cum ar fi studiul oscilatiilor mecanice neliniare, cand este
mai convenabil de utilizat reprezentarea miscarii in planul fazic.

Starea sistemului Tn orice moment dat de timp t este determinata de o pereche de //
valori pentru elongatie X si vitezd v = x. \0

L/

Daca vom alege un sistem de coordonate cartezian cu axele X si v, fiecare pereche de
valori (X, v) poate fi reprezentata ca un punct pe acest plan.

Tn acest caz, planul (x, v) se numeste plan fazic.

In procesul de miscare valorile (X, V) variazi, deci, se schimba si pozitia
punctului pe planul fazic.

Astfel locul geometric al tuturor punctelor prin care trece sistemul se numeste
traiectorie fazica
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Exemplu

Fie un proces oscilatoriu descris prin ecuatia x(t) = Ay sin(kot + ag)
1. Viteza punctului v = x = Agkg cos(kot + ag)
2. Vom exclude timpul din aceste ecuatii: m

( r x\’ \
X Sinz(kot + ao) = <_)

sin(kot + ap) = ™ Ao
< v = 27
_ v v
cos(kot + ag) Aok cosz(kot + ap) =
L \ Aokg

X : v 2
<A_0) +<A0ko) -
- ecuatia traiectoriei fazice (elipsda). Semiaxele elipsei depinde de amplitudine si
pulsatie

L/
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Oscilatiile mecanice liniare sunt miscarile punctului material (sa ale unui sistem de puncte materiale,
rigid) care au loc sub actiune unei fortei de restabilire liniara

F(x) = cx, (c = const.)

De exemplu, un ponton (corp care pluteste pe suprafata apei).

In acest caz, forta de restabilire este rezultanta fortelor Arhimede Fy si de greutate mg, F=F+ mg. Astfel, corpul
va realiza oscilatii mici in vecinatatea starii de echilibru

) B F
V”) pa i
21t°
L
I O ) I T o e e i
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Fie cunoscute: rigiditatea arcului elastic c = 19.6 N/m si masa corpului suspendat m = 0.1 kg.

Determinati oscilatiile libere verticale ale acestui corp

Anterior am determinat ecuatia diferentiald a miscarii punctului suspendat liber de un arc elastic:
¥+ kéx =0

unde k& = c/m — frecventa ciclica. Calculim:

c 19,6 N
k3 =—==—"2=196——
m 0,1 mkg

Atunci ecuatia diferentiala devine:
X+ 196x =0
Ecuatia caracteristica
r*+196 =0; r, = t14i
Deci, solutia generala a ecuatiei diferentiale poate fi scrisa in forma:

x = Ay sin14t + A, cos 14t — elongatia
X = 144, cos 14t — 14 A, sin 14t — viteza
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Pentru determinarea constantelor de integrare A, si A,vom tine cont de conditiile initiale:

x = A; sin 14t + A, cos 14t — elongatia
x = 14A; cos 14t — 14 A, sin 14t — viteza
In cazul nostru, conditiile initiale sunt:

x(0) = —A (initial corpul se aflain pozitia de echilibru static)
— O) J Zay v a, = .
v5(0) = x%4(0) = 0 (in aceasta pozitie corpul are viteza = 0)

Daca Tnlocuim aceste valori Tn ecuatiile pentru elongatie si viteza, se obtine:

_ASt — Az, 0= 14‘141 = A1 — O,AZ — _/151- — _0,051 m

P mg _ 0,1kg+*10N/kg

' Amintim cd Ay = — = = 0,051m
c c 19,6 N/m
Raspuns:
Corpul va realiza oscilatii armonice descrise de ecuatia x(t) = —5 cos 14t,cm,

cu frecventa ciclicd ky = 14 s71,
pericada T = 2m/ky = 0,449 s si cu
amplitudinea Ay, = A = 5cm
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Conectare paralela
In acest caz, coeficientul de elasticitate echivalent este

c=¢C+c¢cy

Conectare n serie

In acest caz, coeficientul de elasticitate echivalent este

1 1 1
= +

cC 1 Cy
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Exemplu

Determinati coeficientul de elasticitate echivalent pentru configuratia din desen

C2,3 = Cy ~+ C3

1 1 1 1 1
-=—+ = +
C C1 €23 C1 Cy+C3
Sau
c1(c2+c3)
C p—

C1+Cy+C3
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In acest caz, forta de restabilire este proiectia fortei de greutate pe directia tangentei la

traiectorie.
Legea a Il a lui Newton:

mg+ T = md (3.1)

In proiectii pe axele sistemului de coordonate naturale (7, 7):

,
ma, = —mg sin @ mdv;/dt = —mg sin @ mlp = —mg sin ¢
< 2 = 2 = 2 (32)
mTz—mgcos<p+T mTz—mgcos<p+T mTz—mgcos<p+T
\

Unde ¢ este unghiul de deviatie a firului fata de verticala.

In prima ecuatie, vom realiza substitui v, = $, unde s este coordonata curbilinie.
Daca unghiul de deviatie ¢ se exprima n radiani,
atunci s = lop si v, = 1.
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Astfel, se obtine ecuatia diferentiala a oscilatiilor pendulului:

a; =—gsing >v;,+gsing =0 =
lp +gsinp =0

Aplicam aproximatia armonica, sin ¢ = @:
$+kép=0 (3.3)

I Aproximatia armonica este aplicabild pentru deviatii mici de la starea de
echilibru. In acest context, se estimeazi cd pentru ¢ = 20°, eroarea perioadei T
este de ~ 0.8%, iar pentru ¢ = 409 — de 3%.

T U " VU ; v/

unde constanta ¢, se determina din conditiile initiale ale miscarii: t = 0

Perioada oscilatiilor

2T [
T = k_o = 27 \/; (3-5)



’EG_UI:I IVAE o= SISTEME OSCILANTE. Pendulul fizic

Numim pendul fizic orice corp care, sub actiunea fortei de greutate, poate realiza

oscilatii Tn jurul unei axe orizontale O, care nu trece prin centrul sau de greutate C.
Notam:

* OC =1=a-—distanta de la axa de rotatie pana la centrul de greutate

* ¢ —unghiul de deviatie de la starea de echilibru

* m — masa pendulului.
Fie un moment aleatoriu de timp, Tn care pendulul este scos din starea de echilibru.

Asupra pendulului actioneaza momentul fortei:
M = —mgh = —mglsin @ (4.1)

Momentul M tinde sa readuca pendulul la starea de echilibru.

Ecuatia diferentiala a miscarii de rotatie a rigidului are forma:
M = IOE y (42)
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Ecuatia diferentiala a miscarii de rotatie a rigidului are forma:
M = 108, (42)

unde £ = d%¢/dt* — acceleratia unghiulara, iar I, — momentul de inertie
al pendulului Tn raport cu axa de suspendare O.

Astfel, pentru (4.2) se obtine

2
Iy C;T;p = —mgasin @ (4.3)

Pentru deviatii mici de la starea de echilibru, putem aplica aproximatia armonica,
sinp = @

Atunci (4.3) devine:

d*¢ mga
T2 + I @ =0 (4.4)
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2
C;T‘f + mIg “0 =0 (4.4) Atunci, formula (4.6) poate fi reprezentati ca:
0
Solutia ecuatiei (4.4) are forma: Ly
. T =2m |—
@(t) = Agsin(kgt + ag)  (4.5)

mga
unde k, = /Ig
0

Perioada pendulului fizic:

T =2n/ky =21 |—2 (4.6)

mga
Perioada pendulului matematic:

T=27T\/Z
g

Introducem notiunea de lungime redusa a pendulului fizic:

I
ma

(4.7)

L =
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Exemplu
Vom analiza un corp material legat de un resort, dupa cum este
aratat Tn desen.

La extinderea resortului cu x, acesta va raspunde cu o forta de
elasticitate orientata in sens opus extinderii:

F = cx, c — coef.de elasticitate
Conform legii a Il a lui Newton:
F =md
Daca vom proiecta pe axa X:

max=—F=—cxsauax+%x=08au5c'+k§x=0

unde k, = |— — pulsatia proprie a sistemului.
0 m P ,

Solutia ecuatiei diferentiale este:
x = Ag sin(kgt + ). (ecuatia oscilatorului armonic)
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Exemplu

e Viteza punctului material care realizeaza aceasta miscare:
v =x= Aykycos(kogt + ap) .

e Energia cinetica:

mv? 1
E, = = Emk(Z,AOZ cos?(kot + ap)

I Se observa ca energia cinetica variaza intre

1 C e
0 s1 ka(Z,AOZ cu frecventa ciclica 2k,

e Energia potentiala:

cx? C
Ep = T = 2 0 smz(kot + C(O)
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Asadar :
2
E, = m: = imk(Z,AO2 cos?(kot + ag)
cx? ¢ :
Ey==-= EAZ sin? (kot + ay)
: o : Z
Daca vom aplica transformarile trigonometrice 4
5 1+ cos(2a)
cos“ a = >
" 1+ cos(2a + m)
sin“ a =
2
Obtinem:
_ mkg§AG
E, = 2 [1 4+ cos(kyt + 2ap)],

cAg
E, = e [1 4+ cos(2kyt + 2a + m)]
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mk2 A2 v
Eie = 4 [1+ cos(2kot + 2a0)], I i i e
CA% 100+ — el

E, = e [1 + cos(2kot + 2a + m)] :\/\/\/\/ |

Ep(t)

Observatii : 1o — Ep = Ep(Y)
Energia cinetica si potentiala variaza de la 0 la valoarea /\AA/ \

maxima CU pulsatia 2k

E(t)

Energia potentiala este defazata in retard cu m fata de
energia cinetica

Energia totala a oscilatorului poate fi scrisa ca:
kA
MKy Ay

E=Ec+E=—

Energia totala a sistemului oscilant este 0 marime
constantd.
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1

= s % S AT -
e, -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 32
t, sec d)
100

‘|
— Ek = Ek(L)

Zkot + 2“0)],

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t, sec

ot + 2ay + )]

—— Ep = Ep(t)
mkiA3
2

Ep(t)

0.00 0.25 ‘0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
t, sec

7.51 —_— E = E(t)

E(t)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t, sec
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2
Exemplul 1. Oscilatiile libere ale pendulului fizic H. -Asq——~—~>
Determinati perioada oscilatiilor unui pendulului fizic reprezentat in desen. _“j_ _1l¢ 7
Se cunoaste m = 0,5 kg, | = 1m. Pendulul efectueaza oscilatii armonice
in jurul axei O. Fortele de frecare si rezistenta Se neglijeaza. ‘

2m
Rezolvare .
[
I
Formula de lucru: T =2m |—> y
mega x

Vom determina masa totald a sistemului (masa bilelor + masa barei) (m,)
me=m+2m+m=4m= 2kg.

Pozitia centrului maselor

1 Z m*o_m7l+_212nl l
a = — M X = = -
me <t 4m 8

Momentul de inertie total:

mi? 1\ 2 N2  5mi?
10—110+120+130—E+m(5) +2m(5) = e
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2
Exemplul 1. Oscilatiile libere ale pendulului fizic HE Zﬁg"“">
Determinati perioada oscilatiilor unui pendulului fizic reprezentat in desen. i _‘{l: _1l¢ 7
Se cunoaste m = 0,5 kg, | = 1m. Pendulul efectueaza oscilatii armonice
in jurul axei O. Fortele de frecare si rezistenta se neglijeaza.

m
Rezolvare ? <
4. Vom utiliza formula dedusa pentru perioada: \i/
2«

sml2
T =21 |—— =2r 4mgl—2n\/7—256sec
mga \ 39

o0}
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Exemplul 2. Oscilatiile libere ale pendulului fizic
Determinati perioada oscilatiilor unui pendulului fizic reprezentat in desen.

Se cunoaste m = 0,5 kg, | = 1m. Pendulul efectueaza oscilatii armonice ¥ e

in jurul axei O. Fortele de frecare si rezistenta se neglijeaza.

Rezolvare ® 27
Vom determina masa totala a sistemului (masa bilelor + masa barei) (m,)

m=m+2m+m=4m = 2 kg.

Pozitia centrului maselor
1 Z m*é+m71+2ml 31
a=-—),mx; = = —
me <t U 4m 4

Momentul de inertie total: Ip =1 + 1, + Lo

unde I- momentul de inertie al barei in raport cu axa O.
Teorema Huygeens Steiner:

1)2 mi2

+m(— —
2 3

|I— ml?
12
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Teorema Huygeens Steiner: a
ml? L 2 mi2 Y & m
12 2 3 T i
1\? _
Lip =m (E) — momentul de inertie al bilei m n raport cu axa O
I, = ml? - momentul de inertie al bilei 2m 1n raport cu axa O
2 2 . <
__ml l 31ml ]
lo=—-+m (2) + 2ml® 12 |
Y X

\Vom utiliza formula dedusa pentru perioada:

31ml?
T =21 |- =2x 131_27:/3 = 3,69 sec.
mga \ mg=- 929
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Exemplul 3. Oscilatiile libere ale unui corp plutitor j -
Fie un corp de masa m, care pluteste liber in apa. :f ____ —
Determinati perioada de oscilatie a corpului Tn plan vertical. 1Y —— —_—
Rezolvare I o = W
A - E-- P - —— -

Asupra corpului actioneaza forta de greutate mg si forta Arhimede (F).

In stare de echilibru, aceste doua forte formeaza un sistem echilibrat F
(F = —mg si F = mg). Y
Daca corpul este scos din aceasta stare (de ex. este scufundat putin), 2

forta Arhimede va creste, generand o rezultanta n sus.

Vom considera corpul paralelipiped. Forta suplimentara (Arhimede) care apare la
scufundarea lui cu x va fi orientata in sens opus vectorului unitar i (vezi desenul):

AF = —pSxT
unde p — densitatea apeli, S — suprafata sectiunii corpului la linia de plutire (waterline).
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= —
Legea a Il a lui Newton: AF = —pSxt De exemplu, un pod plutitor cu S = 20 m?
F +mg = 0 —1n stare de echilibru sim = 3*10* kg va oscila cu o perioda T

F + AF + mg = md - la deviatia cu x de laechilibru = 249 S€C

Din primul caz F = —mg si obtinem ecuatia:
AF = ma, sau —pSxt = ma,l

Ambele proiectii sunt pe axa X. —pSx = ma, sau mx + pSx = 0
Aducem ecuatia diferentiala la forma oscilatorului armonic:

5c'+%sx=0, X¥+kix=0

, S o
unde k, = % — frecventa ciclica

Asadar, corpul plutitor, va realiza oscilatii armonice cu perioada

T=2 e
= 4T pS
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N
B

Exemplul 4. Oscilatiile libere ale unui corp 2

Determinati frecventa oscilatiilor proprii ale greutatii Q de masa m, suspendata la
capatul unei bare elastice de lungime I. Corpul este suspendat de un resort cu
elasticitate c. Coeficientul de elasticitate la capdtul bare se determina conform 7y
formulei ¢; = 3EJ/13 (unde E este modulul de elasticitate, iar J — momentul de
inertie). Bara se considera imponderabila.

A

28 B M e B M5
Rezolvare q
Construim schema echivalenta a sistemului: C,
TInlocuim bara cu un resort echivalent,
cu coeficient de elasticitate ¢c; = 3EJ/13.
Se obtine un sistem format din doua resorturi C

C, si C, conectate in serie.
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Exemplul 4. Oscilatiile libere ale unui corp R ]
Determinati frecventa oscilatiilor proprii ale greutatii Q de masa m, suspendata la c
capatul unei bare elastice de lungime I. Corpul este suspendat de un resort cu /
elasticitate c. Coeficientul de elasticitate la capdtul bare se determina conform

formulei ¢; = 3EJ/13 (unde E este modulul de elasticitate, iar J — momentul de

inertie). Bara se considera imponderabila. p

Rezolvare

Coeficientul de elasticitate echivalent va fi:

cic _  3Ejc

ci+c  3EJ+cl3

Sistemul efectueaza oscilatii armonice. In acest caz, frecventa proprie de
pulsatie este:

Co =

b = Co 3E]c
"7 Nm ~ |m(3EJ + cl3)
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Exemplul 5. Oscilatiile libere ale unui corp scufundat

45 Un cilindru de greutate P, raza r si inaltime h este suspendat de resortul AB, fixat in
punctul de sus B. In pozitia de echilibru cilindrul este scufundat in apd pdnd jumdtate
din inaltimea sa. Apoi, fiind scufundat la 2/3 din h, este lasat, fara viteza initiald, sa
oscileze in directie verticala.

Coeficientul de elasticitate a resortului este egal cu c.

Considerand ca actiunea apei se rezuma doar la aparitia fortei Arhimede, determinati
ecuatia de miscare a cilindrului in raport cu pozitia de echilibru.

Densitatea apel se va considera p
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1. Setam axa de coordonate X Tn directia miscarii. Originea sistemului de

coordonate se va considera in pozitia de echilibru static al centrului maselor —

cilindrului (C). ft
2. In pozitie de echilibru static: 1

mg + Fy+ Fyy = 0 1 AE
3. Forta de elasticitate: 5 , Vi
For = cAg R N Y P _ j;/’-_-,,y
unde A,; este deformarea resortului in pozitie de echilibru static, iar x este deviatia — - - |7~ =7 7= = =777
(elongatia) cilindrului in timpul oscilatiei. Lo :‘VM}—»- -y
Forta Arhimede: x
2 h

Fp=p-nr >
In proiectii pe axa X:
5 (h
x)mg —p-nr (E)—C)lst =

Din aceasta ecuatie Se determina deviatia statica Ag;
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Fiin deviat cu x n jos de la pozitia de echilibru, cilindrul se va misca accelerat, sub §
A

actiunea rezultantei celor trei forte. Ecuatia diferentiala va fi: —
mxX =mg — Fp — Fy bkt
_ _ 2 (R
unde Fpy = c(Ag¢+x), Fy = p - tr (E + x) |
N A . e en . . 5
Inlocuind Tn ecuatia diferentiala, tinand cont de starea de echilibru static si 4 p
impartind la m obtinem: € , _I—[
- =11 ]----- - 1L F#Y
. c+ 'TL'T'Z L ST et D S £
x+p—x=0, unde m = - o _‘#_ o
m L N o ]
g V)C

Solutia ecuatiei diferentiala va fi cautata in forma:
x(t) = Ay sin(kyt + ayp)

Conditiile initiale: ¢ = 0:x, = =; %, = 0. Se obtine A = h/6, @y = /2. Atunci
solutia devine:

x(t) = %hcos kot, unde ky = \/% (c+p - mr?)
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