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Mecanica

MOMENTUL CINETIC AL SISTEMULUI MECANIC
(MOMENTRUL CANTITATII DE MISCARE).
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O Momentul de inertie

L Momentul cinetic al sistemului mecanic (momentul cantitaitii de miscare)
0 Momentul cinetic al sistemului mecanic in raport cu un punct si 0 axa

O Momentul cinetic al rigidului Tn miscarea de rotatie Tn jurul unei axe fixe
O Notiuni elementare despre momentele axiale de inertie a rigidului

O Variatia momentului cinetic a punctului material si a sistemului mecanic

O Legea conservarii momentului cinetic. Dinamica miscarii de rotatie a rigidului
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Pentru a caracteriza distributia maselor in sistemul mecanic sau in corpul solid, pe
linga centrul maselor se mai introduce notiunea de moment de inertie a sistemului (sau
rigidului) Tn raport cu un punct, axa sau cu un plan.

 Momentul de inertie polar

* Reprezinta momentul de inertie a punctului in raport cu centrul O si se defineste ca

produsul dintre masa punctului material si patratul distantei pina la centrul O,

Ip = mr? (1)

Fie m; — masa punctului M;, cu coordonatele x, v, zi si raza vectoare 7.
Pentru un sistem mecanic din n puncte materiale {M; },,, momentul de inertie
a sistemului este:

Ip = 71'}=1 mkrkz (2)
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Momentul de inertie in raport cu o axa

&

Se numeste moment de inertie a punctului in raport cu o axa | produsul dintre masa
punctului si patratul distantei pina la axa.

Il = mhz (3)

Momentele de inertie ale punctului n raport cu axele sistemului de coordonate carteziene:

Lo = m(y* + z%)
I, = m(x? + z%) (4)
I, =m(x? +y?)

( n
I, = Z my (v + 2z¢)
Momentul de inertie al unui sistem de puncte materiale ol
n raport cu axele sistemului cartezian de coordonate: /v = kzlmk(xﬁ +7i) (5)
n
I, = Z my(x7 + yi)
\ k=1
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Astfel, dacd vom suma momentele de inertie axiale, se obtine:

L+ 1, + 1, = 2m(x* + y* + z%), 2lp =L+ 1, + 1, (6)
In cazul corpurilor cu distributia continua a masei (omogene):
I, = j(yz +z%)dm, I, = j(x2 +z%)dm, I, = j(x2 + y%)dm @)
(M) (M) (M)

Momentul de inertie centrifug

Se numeste moment de inertie centrifugal al sistemului material Tn raport cu
0 pereche oarecare de coordonate produsul dintre masa punctelor si produsul
acestor coordonate.

 Pentru un punct material:

lyy = Iy =mxy, Iy, = I,y = mxz, Iy, =1, =myz (8)

unde Iy, Iz I, sunt momentele de inertie centrifugale ale punctului in raport cu
axele indicate prin indice.
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* Pentru un sistem de puncte materiale;:

Ly = Yk=1MkXkVk, lxz = Xi=1 MiXgZi L, = D=1 MYk Zk (9)

Momentele de inertie centrifugale pot fi avea valoarea pozitiva, negativa sau pot fi egale cu zero, in timp ce momentele
de inertie in raport cu axele pot fi doar pozitive.

 Pentru corpurile rigide omogene;:

10
f(M)xy dm, I, = f(M)xz dm, I,, = f(M)yZ dm (10)

Dimensionalitatea momentului de inertie: [I]g; = kg - m?
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AXELE DE INERTIE PRINCIPALE SI AXELE DE INERTIE CENTRALE

Axa de inertie centrald se numeste axa care trece prin centrul maselor corpului.

Axa de inertie principala a rigidului intr-un punct este axa de coordonate in cazul in care momentele de inertie
centrifugale, care contin indicile acestei axe, sunt zero.

Iy, =1,, =0, z— axa de inertie principala
Iy, = I, =0, x — axa de inertie principald

Iy, =1,, =0, y— axa de inertie principala

Daca axa trece prin centrul maselor si este axa de inertie principala,

atunci ea se numeste axda principala centrala de inertie a corpului.
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MOMENTELE DE INERTIE AXIALE PENTRU CORPURI DE FORMA SIMPLA
1. Inel subtire omomgen de masa m si raza R.

Vom delimita un element infinitezimal de mic dm. Acest element poate fi considerat punct material.
Momentul de inertie al intregului inel I, = R?>dm = R? [, . dm = mR?

f(M) f(M)

Momentul axial poate fi exprimat, din definitie, ca:
L,=1I;= f(M)(x2 + y?) dm = mR?

Fixam sistemul de coordonate cartezian cu originea in centrul inelului si axa z perpendicular pe plan.
Momentul de inertie al unui punct material Tn raport cu centrul de coordonate este:

200 =L+ 1, +1,

unde I, + I, = I = I,

Daca tinem cont de simetria corpului:

I, _ mR?

Ix=1y=;— > (11)
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MOMENTELE DE INERTIE AXIALE PENTRU CORPURI DE FORMA SIMPLA Z

2. Disc subtire omogen de masa m si raza R.

 Delimitam un inel subtire de raza r si grosime dr. Masa acestui element circular va fi

m

dm = —
TR

mr
L 2nr - dr = —-dr
R

« Momentul de inertie axial al acestei circumferinte de grosime dr in raport cu axa z
va fi;

dl, = dmr? = 2—"217‘3617*

« Momentul de inertie axial al Tntreg discului Tn raport cu axa z se obtine prin
integrare dupar.

R mR?2
— 3 — T
I, =—5 ]y r7dr ==
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MOMENTELE DE INERTIE AXIALE PENTRU CORPURI DE FORMA SIMPLA Z

« Vom tine cont de legatura dintre momentul de inertie Tn raport cu centrul
sistemului cartezian de coordonate si momentele de inertie axiale:

20 = I + I, + 1.

2 2
T i astfel I, + 1, = Ic = mf .

Am obtinut I, = [, =
Din considerente de simetrie a discului I,, = I,,.

Sau, Tn final, momentele de inertie ale discului Tn raport cu axele x, v, si z vor fi:

mR? mR? mR?
=" =" I =" (12)
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MOMENTELE DE INERTIE AXIALE PENTRU CORPURI DE FORMA SIMPLA

&

3. Bara subtire omogena de masa m si lungime |

Delimitam n lungul barei un element mic de lungime dy. Fiind foarte mic, acest element poate
fi considerat punct material de masa dm:

dm =?dy

Vom integra dupa volum omogen pentru determinarea momentelor de inertie axiale:

l 12
I, =[,(x*+y>)dm= [ }’2? y = mT

In raport cu axa centrald z., momentul de inertie se calculeaza schimbind limitele de integrare:

ml?

Le = [,(x2 + ydm = [ l/zy —dy = —
Corespunzator, din simetria desenului, se poate deduce ca in directia axel X

momentul de inertie va fi acelasi ca in directia z:

2
Le=l="=, 1,=0. (13)
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MOMENTELE DE INERTIE AXIALE PENTRU CORPURI DE FORMA SIMPLA

@

4. Sfera omogena 5. Cilindru circular omogen

Y
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MOMENTELE DE INERTIE IN RAPORT CU AXE PARALELE /

Teorema Huygeens — Steiner: .
Momentul de inertie ale sistemului mecanic (sau rigidului) Tn raport cu o axa oarecare ‘/dv

N

C - centrul maselor

@ m,

este egal cu suma momentelor de inertie Tn raport cu o axa paralela, care trece prin
centrul maselor, si produsul dintre masa sistemului si patratul distantei dintre axe. 0

I, = I,c + md? (16) x
Exemplu: X
» Determinati momentul de inertie al unei bare subtiri omogene, de masa M, n raport cu axa z,
care trece prin capatul barei.

(0 Az, Momentul de inertie Tn raport cu axa centrala z,
d Mlz
c d e =73

— 2 —
2 /> g Iz—Izc‘l‘md — 12 + M

2

| + Aplicind teorema lui Huygeens - Steiner:
**—J MI? (l)z MI?
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RAZA DE INERTIE

Pentru aplicatii tehnice, de regula n datele tehnice ale elementelor mecanismelor se indica si raza de inertie | a elementului
Tn raport cu anumita axa de rotatie. Astfel, momentul de inertie este reprezentat ca produsul:

I, = miZ (17)

Raza de inertie i este acea distanta de la axa, la care trebuie amplasat punctul material, cu masa egala cu masa intregului sistem,
pentru ca momentul sau de inertie sa fie egal cu momentul de inertie a Tntregului sistem.

Momentul de inertie este mdasura inertitatii corpului Tn miscare de rotatie, la fel cum masa caracterizeaza inertitatea corpului
la miscare de translatie.
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(MOMENTUL CANTITATII DE MISCARE)

1. Momentul cantitatii de miscare a punctului material Tn raport cu un centru.

Fie un punct material A de masa m care se deplaseaza 1n spatiunl Oxyz cu viteza v.

Cantitatea de miscare a punctului Q = mv.

Mairimea fizica vectoriala, egala cu produsul vectorial dintre raza vectoare a

punctului Tn raport cu centrul sistemului, si cantitatea de miscare a acestui

punct se numeste momentul cantitatii de miscare Tn raport cu centrul O.

[, =7x0=7xmb (18)
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(MOMENTUL CANTITATII DE MISCARE)

* Modulul vectorului lO este egal cu produsul dintre cantitatea de miscare si distanta de la

punctul O pina la linia de actiune a vectorului vitezei.
lo = Qh (19)
« Momentul cantitatii de miscare a punctului in raport cu centrul poate fi reprezentat in
i I 7k
forma matriciala: lo=rxmv=|x y z (20)
Uy Uy U

unde x, y, z sunt coordonatele punctului, iar vy, vy, v, sunt proiectiile vitezei punctului pe axe.
* Proiectiile vectorului TO vor fi deci:
le - m(yvz o Zvy); lOy - m(ZUx - XUZ); lOz - m(xvy _ yvx)' (21)
Directia vectorului TO se determina dupa regula surubului de dreapta
* |, = tmvh. Pozitiv — daca rotatia are loc Tn sens opus acelor de ceasornic,

Negativ — in sens direct.

« Tn Sistemul International, unitatea de masura a vectorului [, este [TO]SI = kg - m?/s.
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(MOMENTUL CANTITATII DE MISCARE)

2. Momentul cantititii de miscare a punctului material Tn raport cu o axa.

Se determina ca momentul proiectiei cantititii de miscare pe un plan perpendicular cu
axa de reper, in raport cu punctul de intersectie a planului cu axa.

3. Momentul cinetic al sistemului mecanic.

Fie un sistem mecanic din n puncte materiale care se deplaseaza in spatiul Oxyz.

Se numeste moment cinetic al sistemului mecanic (sau momentul principal al cantitatii de
miscare pentru toate punctele sistemului) Tn raport cu un centru sau cu o0 axa, suma
momentelor cantitatii de miscare a punctelor sitemului Tn raport cu acelasi centru sau axa.

n n

n
ZO =Z_>0k=ZFk><mk13k; LZ=ZIZ (22)

k=1 k=1 k=1

Proiectiile momentului cinetic al sistemului mecanic in raport cu un centru
pe axele de coordonate sunt egale cu momentele cinetice ale sistemului n
raport cu aceste axe, corespunzator:

Lox =Lx; Loy =1Ly, Loz=1L, (23)
I Daca sistemul mecanic formeaza un corp rigid, momentele cinetice se
vor determina prin integrare pe tot volumul corpului.



/—l,E-G_LJI-JMI; UNIVERSITATEA TEHNICK MOMENTUL CINETIC

(MOMENTUL CANTITATII DE MISCARE)

4. Momentul cinetic al corpului rigid.

 Fie un corp rigid de masa m, care poate realiza miscare de rotatie cu viteza unghiulara w n
spatiul Oxyz. Vom calcula momentul cinetic L, in raport cu axa de rotatie z.

* Delimitam un element infinitezimal de volum cu masa dm, care poate fi considerat

punct material in rotatie pe circumferinta de raza h = /x? + yZ.

Viteza punctului va fi v = wh, iar momentul cinetic al punctului:
dL, = dm - vh = dm - wh? = w(x? + y?)dm

« Momentul cinetic al rigidului, se obtine prin integrare pe tot volumul:
dL, = [,dL, = w [,(x* +y?) dm

» ! Se observa ca integrala [,(x* + y*) dm = I, este momentul de inertie axial.

Momentul cinetic al corpului Tn raport cu axa de rotatie este egal cu produsul

dintre momentul de inertie Tn raport cu aceasta axa si viteza unghiulara:
L,=1, w, (24)



’-G_LJ'JML: UNIVERSITATEA TEHNICA TEOREMA VARIATIEI MOMENTULUI CINETIC AL
— l l A MOLDOVEI

PUNCTULUI MATERIAL ST A SISTEMULUI MECANIC.

1. Punct material/ sistem de puncte materiale

« Fie miscarea sistemului mecanic format din {4 },, puncte materiale Tn sistemul inertial de
coordonate Oxyz.

* Punctul A, de masa my, se misca sub actiunea fortei ﬁ,f;’ (rezultanta fortelor exterioare,
ce actioneaza asupra punctului dat) si sub actiunea fortei ﬁ,\‘; (rezultanta fortelor interioare,
aplicate punctului). Conform legii a Il a lui Newton:

Tinind cont ¢a d, = dvy /dt, ecuatia dinamicii punctului ia forma:
mydy/dt = F¢ + F}

Inmultim ambele pirti ale egalititii cu 7 X

Fk X mkdﬁk/dt = Fk X ﬁ,f + Fk X F_}é
Partea stinga poate fi scrisa ca d (7, X m;vVy)/dt si se obtine:

d(? Xm"})) dz) 5 - > - - - >
k dtk k _ d::rkXFlf_I_rkxFlé:rkX(FIf-l'Flé)
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PUNCTULUI MATERIAL SI A SISTEMULUI MECANIC.

unde 7, x (F¢ +F.) = 7 x Fy = Mo(F) este momentul rezultantei fortelor aplicate
punctului Tn raport cu originea sistemului de coordonate.

In consecinti se obtine teorema variatiei momentului cinetic pentru fiecare punct material din

-

dlo
dt

sistem: =" My(Fy) (25)

sau, 1n proiectii pe axele de coodonate:

dl. < dl, < dl, ~
— = z My (Fi); d_: = Z My (Fi) d_tz = Z M, (Fy) (26) Y
k=1 k=1 k=1

« Teorema despre momentul cinetic al punctului material
Derivata dupa timp de la momentul cinetic al punctului n raport cu

un centru sau cu o axa este egala cu suma momentelor fortelor, care
actioneaza asupra punctului dat, Tn raport cu acelasi centru sau axa.
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PUNCTULUI MATERIAL ST A SISTEMULUI MECANIC.

Teorema despre momentul cinetic al sistemului mecanic n raport cu un centrul fix

Pentru tot sistemul de puncte materiale:

d dL : - . C : :
Notam Y} 1 dt = — k=1 lo = d—to- derivata dupa timp a momentului cinetic al sistemului

mecanic in raport cu centrul O.

In baza principiului actiunii si reactiunii, fortele interioare apar in perechi,

fiind egale intre ele ca modul si opuse ca sens. Astfel, fiecare pereche va genera

n
=2 .
k=

k=1

o rezultanta nula, si:
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PUNCTULUI MATERIAL ST A SISTEMULUI MECANIC.

In rezultat, se demonstreaza ca doar fortele exterioare aduc contributie la variatia momentului cinetic.

- n
dLO — -
o - Z o (F§) (28)
k=1
In proiectii pe axele de coordonate:
n n n
TE= ) MU X =) My E= ) M(F) (29)
k=1 k=1 k=1

« Teorema variatiei momentului cinetic al sistemului mecanic.

Derivata dupa timp de la momentul cinetic al sistemului mecanic in
raport cu un centru sau axa, este egala cu momentul principal al fortelor
exterioare aplicate sistemului n raport cu centrul sau axa data.
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Legea conservarii momentului cinetic
1. Daca momentul principal al fortelor exterioare in raport cu centrul sistemului de a),@ @
coordonate este egal cu zero, atunci momentul cinetic in raport cu acest centru se
conserva ca modul si directie. @:
n
> Mo (Fe) = 0= L = const. e e
k=1

2. Daca momentul principal al fortelor exterioare in raport cu o axa este zero, atunci
momentul cinetic al sistemului Tn raport cu aceasta axa Se conserva.

n
Z M, (F§)=0 = L, = const.
k=1

3. Daca sistemul consta din doua sau mai multe elemente ce se rotesc in
jurul aceleiasi axe de rotatie, din L, = I,w = const. rezulta ca

Iiwq + I,w, = 0. Deci, rotatia unui element va cauza rotatia celui de-al
doilea Tn sens opus, cu o viteza unghiulara proportionala cu raportul

. . I
momentelor de inertie w, = — 1—1 w;.
2
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Consecinte:

1. Daca corpul este rigid, iar actiunea fortelor exterioare nu genereaza moment in raport cu
axa de rotatie, atunci L, = I,w = const., adicd w = const. sau corpul se roteste uniform.
In acest caz, vectorul vitezei unghiulare va indica permanent in aceeasi directie a spatiului.

bbb
< Satih S

e

2. Daca sistemul mecanic este transformabil, din [,w = const. rezultd ca marirea ]
Aplicatii: giroscopul

momentului de inertie va duce la micsorarea vitezei unghiulare si invers (scaunul lui
Jukovschi).

* O experienta bine demonstrata cu scaunul lui Jukovski, consta in
urmatoarele:



@

* Omul sta pe platforma, tinind Tn miini haltere. Se comunica omului 0 miscare
initiala de rotatie, apoi miscarea continua dupa inertie.

 Momentele fortelor exterioare ce actioneaza asupra sistemului “om -
platforma” Tn raport cu axa vertical de rotatie sunt egale cu zero.

« De aceea momentul cantitatilor de miscare L, al sistemului Tn raport cu

aceastd axa isi pastreaza valoarea constanta.

* Admitem ca omul, tinind miinile cu haltere Tn pozitia drepti, Se roteste cu
viteza unghiulara w4 (Fig. a).
* Sa notam momentul de inertie al intregului sistem Tn aceasta pozitie cu ;.

Atunci vomavea L, = I; - w;.
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PUNCTULUI MATERIAL ST A SISTEMULUI MECANIC.

Daca omul, desfacind miinile cu haltere, le va tine la nivelul umerilor
(Fig. b), atunci momentul de inertie al Tntregului sistem n raport cu axa

de rotatie z se va mari (Se va mari distanta dintre haltere si axa z).

Sa notam noul moment de inertie cu I, si noua viteza unghiulard cu ws,.

Conform aceleeasi formule, in pozitianoua L, = I, - w,.

Deoarece momentul cantitatilor de miscare L, n raport cu axa de rotatie nu

se schimba, atunci a) b)
12'(1)2 :I]_'(l)l.
* Din aceasta egalitate rezulta ca w, < w; (doar I, > I).

Astfel, omul, ridicind miinile la nivelul umerilor, micsoreaza viteza

unghiulara a sa, iar la coborirea lor 0 mareste.
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Exemplul 1. Doua maimute de aceeasi masa stau agatate de capetele A si B ale unei funii, care este
trecuta peste un scripete imponderabil. Ce se va intimpla cu maimuta B, daca maimuta A va incepe
urcarea pe funie cu viteza relativa u fata de aceasta?

Rezolvare:

Vom analiza miscarea Tntregului sistem mecanic (scripete, funii, maimute) in raport cu sistemul de referinta

fix (Oxyz).

1. Fortele exterioare; fortele de greutate P, si Pg (P, = Pg = P).

2. Legaturi: rulmentul O al scripetelui. Indicam reactiunea R

3. Deci, sistemul se afla sub actiunea sistemului de forte
(P P Bo. {Fi}. )
unde {F¢} sunt fortele interioare (de frecare Tntre maimute

si funie, forta de elasticitate in funie s.a.)
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Aplicam teorema despre variatia momentului cinetic al sistemului mecanic n raport cu axa de rotatie a

scrietelui (axa z).

n

dL S

2= M, () =0
k=1

deci L, = const. Initial momentul cinetic era egal cu zero (sistemul Tn repaus).

Deci momentul cinetic total va ramine egal cu zero pe tot parcursul procesului. L, =0 = L, = 0.

« Vom alcatui momentul cinetic total in raport cu axa z:

L, = L,(A) + L,(B) — momentele cinetice ale maimutelor ih raport cu axa scripetelui

- . . = P, = P
« Cantitatea de miscare a maimutelor: Q4 = EvA’ Qp = EUB,

unde ¥, si Ug sunt viteza absoluta a maimutei A si B respectiv.

* Pentru determinarea vitezei absolute, vom aplica teorema
compunerii vitezelor:

Uy = Uy + Uy,
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unde ] = u si v = vy (vezi desenul). Proiecind pe axa y, se obtine:

VARIATIA MOMENTULUI CINETIC. EXEMPLU.

P
Vpgy = U — Up,; QAyzg(u_vB)

Momentul cinetic total va fi momentul cantitatilor de miscare @4, si Qp, Tn raport cu axa z:

- - P P
L, = MZ(QA) + MZ(QB) = _5 (u— VB)T + EVBT

Fortele P4 si Pg (P4 = Pg = P) sunt egale, iar reactiunea R, nu creaza moment rotational n raport cu
axa z. Deci,

P
L, = —E(u —vg)r+ EvBr = const.= L,y = 0.

De unde se obtine

u u
—U+ZUB=0=>UB=EUA=11—VB=;

Adica, vitezele cu care se deplaseaza maimutele In sistemul de referinta fixat
sunt egale intre ele si cu u /2.
Deci, asa cum la inceput erau agatate una n fata alteia, asa si vor continua

sa se ridice n sus, doar ca una din ele (A) va efectua lucru mecanic, iar
cealalta (B) — nu.
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« Fie un corp material care se roteste in raport cu axa z. Atunci momentul cinetic al corpului n raport cu aceasta axa va fi
L, = Lw.

* Tinind cont de teorema despre variatia momentului cinetic, obtinem:
n
d(l,w) S
dt z M (Fic)
k=1

Daca geometria corpului nu se schimba n proces de rotatie, atunci I, = const. si Se obtine

ecuatia diferentiala a miscarii de rotatie a corpului rigid:

d(w) =
Iz dt = ﬁlez(Fls) (30)
o - dw d?e ) i i _
Tinind cont cd £ = — = —, ecuatia de mal sus Ia forma:

Le=1,¢=3"_,M,(FE) - Ecuatia diferential:i 2 misciirii de rotatie
Z z P k=1""z\" k
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Ecuatiile diferentiale ale miscarii corpului rigid pot fi obtinute din teorema despre miscarea centrului maselor si teorema despre
variatia momentului cinetic.

Vom defini ecuatiile diferentiale pentru trei tipuri de miscari: de translatie, rotatie si plan-paralela.

Tn miscare de translatie, toate punctele rigidului se deplaseazi la fel.

Deci, determinind legea de miscare a oricari punct al rigidului, simultan aceasta va descrie si miscarea tuturor celorlalte puncte.
Tn calitate de punct se alege centrul maselor corpului, intrucit pozitia sa este determinati si teorema despre miscarea centrului
maselor se refera anume la acest punct.

1. Ecuatiile diferentiale de miscare a centrului maselor:  Mx = Y3_, F¢,; My =X, Fg,; Mz=X}_,Fg,

2. Ecuatia diferentiala a miscarii de rotatie: [, ¢ = ) ;i_; M,(FY)

3. Miscarea plan-paralela poate fi descompusa Tn miscarea centrului maselor (considerat ca pol) si miscarea de rotatie a rigidului
n jurul acestui punct.
Astfel, miscarea plan-paralela este descrisa de cele patru ecuatii diferentiale prezentate in punctele 1 si 2.
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Exemplul 2.

Rotorul unei masini freza, care se roteste cu viteza unghiulara w = wg, dupa deconectarea motorului electric incepe frinarea, sub
actiunea unui moment de frinare M.. Determinati numéirul de rotatii pina la momentul cind rotorul s-a oprit complet.
Determinati timpul de oprire.

Rezolvare:

Ecuatia diferentiala a rotatiei rotorului:
n
I, p = ZMZ(FI?) = —M;
k=1

I alte forte exterioare se neglijeaza. Momentul de frinare este orientat Tn sens opus miscarii.

Pentru determinarea timpului de oprire, vom aduce ecuatia diferentiala la forma:

dw

M
Zdt T
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Separam variabilele si integram definit, pe interval de timp de la inceputul franarii (t = 0, w = wy)
pina la momentul de oprire (t = t,, w = 0):
0 ty
I, fwo dw = —M; [ *dt

deunderezulta t, = L,wy/M;

Numirul de rotatii se calculeaza dupa formula N = ¢, /2m, unde ¢, unghiul de rotatie iTn momentul opririi.

Tn ecuatia IZZ—‘: = —M_, vom trece la derivata dupa unghi: IZZ—: . Z—‘f = —M,, dar Z—‘f = w. Atunci
IZ% = —M,sau I, wdw = —M,dp. Integrim: I, f(ﬁo wdw = —M, fo(pk do
Se obtine

_ Lo, _ g

P =%om, T o4nMy;
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EXEMPLU

Exemplul 3.

Asupra unui tambur de raza r, care se poate roti liber in jurul axei sale de simetrie, este aplicat un
moment motor M, = at, a = const. Pe tambur este infasurat un fir, de capatul caruia se atirna o
greutate m,. In momentul initial sistemul se afli in repaus. Determinati viteza unghiulari a
tamburului, considerind-ul cilindru omogen.

Rezolvare:

Momentul cinetic total al sistemului se va compune vectorial din momentul cinetic al tamburului si

al greutatii. Ca punct de reper vom considera momentul cinetic in raport cu centrul tamburului,

-

L, =Ly + Ly

unde LZl = 1125, §1 LZZ = 7:)2 X mzﬁz, IlZ > O,
deci L, este orientat Tn aceeasi directie cu w.

Directia vectorului L,, se determina dupa regula burghiului

de dreapta din produsul vectorial.
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7, este raza vectoare a greutitii m,. Din desen se observa ca L, va fi orientat tot in directia

vectorului w.

Tn modul:
L,y = 1w;

Ly; = 1,myv, sin(iy, U,) = myv,r

Atunci L, = I,,w + rm,v,

Firul este inextensibil, deci viteza greutatii va fi egala cu viteza tangentiala a tamburului.
Atunci v, = wr si rezulta ca:
L, =1,w0+ m,r?

Tamburul este cilindru omogen. Momentul sau de inertie Tn raport

w

mqr?
2

cu axa de rotatie va fi: I, =
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2
mqr mqi+2m
L, = ; w+ myriow = 1727‘2(1) (1

Pentru rezolvarea problemei, vom aplica teorema variatieci momentului cinetic:

dL,
dt

Tnlocuind (1) se obtine :

mq+2m dw =
T = Tk M (FY) (n

= 1]::1 MZ(FIE)

Vom desfasura partea dreapta a ecuatiei (I1):

Momentul principal al fortelor exterioare este egal cu momentul motor si momentul fortei de greutate a corpului m,,.

2113:1 Mz(ﬁlg) = M, —mygr

Atunci, ecuatia (I1) devine:

dow  2(My—mygr)

mq+2m, r2 dw
dt (mq+2my)r?

2 dt

= M, —m,gr;
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Exemplu

Separam Vvariabilele si integram:

w
dw j at — m,gr)dt
J (m1+2m2)r2 ( 297)

__at—2m,grt
(mq+2my)r?

Raspuns:
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