Integrale de suprafata de speta a doua

1. Suprafete orientate. Fie oo suprafata in spatiul R? frontiera careia este I'. Notam
cu P un punct arbitrar de pe o s1 cu n(P)- un vector unitar normal la o in acest punct.
Daca la deplasarea punctului P pe orice linie continue inchisd, care nu intersecteaza
frontiera I', vectorul n(P), schimbandu-se in mod continuu, revine la pozitia initiala,
atunci suprafata o se numeste bilaterala. Daca insa, miscandu-se pe o linie inchisa,
vectorul 7(P) isi schimba directia, atunci cand punctul P revine in pozitia initiala,

suprafata se numeste unilaterala.
Exemple de suprafete bilaterale sunt: planul, suprafata sferica, suprafata definita de
ecuatia z=z(x,y).(x.y)e D, unde z(x,y),z..z’ sunt functii continue pe domeniul D (fig. 1).

Un exemplu de suprafata unilaterala este foaia lui Mobius (fig. 2).

In cazul unei suprafete bilaterale se afirmi ca ea are doua fete. O suprafata bilaterala
se numeste orientatda, daca se alege o fatd a e1. Alegerea unei fete (orientarea suprafeter)
se poate face prin alegerea unui vector unitar normal la suprafata data in careva punct al
e1. Acest vector indica fata aleasa a suprafeter.

Pentru o suprafata sfericd avem fata mterioara si fata exterioard ale ei1 (fig. 3). Daca
suprafata este o parte dintr-un plan orizontal, atunci putem vorbi despre fata de sus si
fata de jos ale lui (fig. 4).

2. Definitia integralei de suprafata de speta a doua. Fie o este o suprafata
orientatd, neteda pe parti si marginitd de linia inchisa I', iar F este o functie vectoriala:

F(x,y,2)=P(x,y,2)i +Q(x,v,2)j + R(x, y,z)l?, (1)
definitd in toate punctele suprafetei o. Divizam, in mod aleator, suprafata oin » parti:
01,03, ...,0, cu ajutorul unor linit netede pe partt si notdim cu Ag;, aria partii o;,
i=1,2,....n. In fiecare o; alegem, la fel in mod intimplator, cite un punct Pi(x;y;z) si
notdm cu 7(P) vectorul unitar normal la o in punctul dat, directia caruia coincide cu
directia vectorului normal, care defineste fata aleasa a suprafeter o (fig. 5).



Suma
S (F(R).i(R)Ad;, (2)
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aict cu (F,n) este notat produsul scalar al acestor do1 vectori, se numeste suma

integrala a functier F pe suprafata o. Daca existd limita finitd a sumelor integrale cand
/=max{diamo;}—0, care nu depinde nict de modul de divizare a suprafeter o in parti,
nici de alegerea punctelor P, atunci aceastd itegrald se numeste integrala de suprafata

de speta a doua a functier vectoriale F pe suprafata orientatd o s1 se noteazd cu
IJG(F ,n)do. Din definitie rezulta ca

[, (F o = lim - (F(B)i(B)AT,. ()
==l

3. Sensul fizic al integralei de suprafata de speta a doua

Fie ca F(x,y,z) este viteza unui lichid in punctul arbitrar (x,y,z), care curge prin
suprafata orientatd o in directia pozitiva a ei, adica in directia indicatda de vectorul
normal 7. Atunct marimea

(F(R).i(R)) =|F(B)|[i(B)]- cos(F(B)"ii(R)) = |F (B)|cos(F (R ii(P))

este 0 valoare aproximativa a cantitatii (volumului) de lichid care trece prin o; intr-o
unitate de timp (fig. 6). Suma integrald (2) este o valoare aproximativa a cantitatu de
lichid care trece prin suprafata o in directia aleasa a ei. Pentru a obtine valoarea exacta a
acestel cantitatt @ trecem la limita sumelor integrale cand 2—0. In rezultat obtinem:

D= jU(F,fz)da. (4)

Marimea @ se numeste f/ux al vectorului F prin suprafata orientata o.




4. Proprietati

1. Daca schimbam orientarea suprafete1 o, atunci integrala de suprafatd de speta a
doua is1 schimba semnul, fara a-s1 schimba valoarea absoluta. Daca o fata a suprafete1 o
numim pozitiva $1 o notdm cu ¢, 1ar cealaltd fatd o numim rnegativa s1 o notam cu o,
atunci aceastd proprietate poate f1 scrisa in forma:

Il (F.ido =—[]_(F iydo.

Aceasta rezulta din faptul ca la schimbarea orientarii suprafeter is1 schimba directia in
directie opusd vectorul normal, care indica fata aleasa a suprafeter s1 dect produsul
scalar (F,7i) isi schimba semnul, fira a-si schimba valoarea absoluta.

Observatie. Integrala de suprafatd de speta intdia este ivarianta in raport cu alegerea
orientarn suprafete1 respective.

2 IJG(C-I:",ﬁ)clO': C-ﬂa(ﬁ,ﬁ)da, aic1 C este o constanta.
3. [ (FFy Mo =[] (F.ido+ [ (F.io .

4. Daca suprafata o este divizata in doua suprafete oy s1 o3, cu ajutorul unei lini
netede pe portiuni, care nu au puncte comune interioare, atunci

[ (F.ido = (F.ido+|[ (F.ido.

S. Teorema despre valoarea medie. Daca functia vectoriala F'(x,y,z) este continue
in toate punctele suprafetel netede o, aria cdreia este A(o), atunci existd un punct

P" e o astfel incat
[[_(E.iydo =(F(P")i(P")- A(0).



5. Integrala de suprafata de speta a doua in coordonate rectangulare.

Fie 7 vectorul unitar normal, care indica fata (orientarea) suprafeter o. Notam cu
(ii, Ox), (ii, Oy) si (i, Oz) unghiurile formate de vectorul /i cu axele de coordonate Ox, Oy
s1, respectiv Oz. Atunci

ii=cos(ii, Ox)i+cos(7i, Oy) j+cos( i, O2)k.
Din formula de calcul al produsului scalar al vectorilor, egalitatea precedenta, egalitatile
(1), s1 (3) rezulta egalitatea
[[_(F.i)do =[l{Peos(ii,” Ox y+Qcos(ii,” Oy)+Reos(ii, Oz)lda. (5)

Partea dreapta a egalitatii (5.5) se numeste integrala de suprafata de speta a doua in
coordonate rectangulare. Aceasta integrala reprezinta suma a trei integrale de suprafata
de speta a doua:

_[ L(ﬁ.ﬁ ydo = HcP(x,,1,’,z)cos( i, Ox Ydo+ HGQ(.\‘,}’,Z)COS( i, Oy)do+

+ [[oR(x,v,2)cos(7i, Oz)do: (6)

6. Calculul integralei de suprafata de speta a doua. Vom deduce formula de calcul
a integralei
HGR(.\'._\ v2)cos(ii, Oz)do. (7)
Fie ¢a suprafata o are ecuatia
z=z(x,y), (x,y)eD,,cOxy, (8)

unde D, este proiectia suprafeter o pe planul Oxy. Conform definitier integraler de
suprafatd de speta a doua avem
I/ 3=HUR(.\‘..\'.:) cos(7i, Oz)do=1lim Z:I,l R(x,.y,.2(x,,»,)) cos(n;, Oz)Ao;,

A0
unde 7, =7 (x;,1;,2(x;,:)). Deoarece cos(ii, Oz)Ao; = t|Aa,,
proiectiel pe planul Oxy a partii o; a suprafeteir o, avem

= . n " o Sl :
= i/{ln)lozi:lR(.\,.,),‘,..(.\,.,_\,.))‘AO'_\.".

i, unde |Ao,|; este aria

,_’7
unde A;=max{diam |/\(r,\,. i+, semnul "+” se obtine cand cos(7, 0z)=0 si "-" cand
cos(71, 0z)<0. Sumele integrale precedente sunt sume integrale ale functiei R[x,y,z(x,v)]
pe domeniul plan D,,cOxy, 1ar limita lor este o integrala dubla pe acest domeniu.



Deci
] R(x,y,z) cos(n [ O0z)do= i—ﬂD,\j.R [x,y,z(x,v) |dxdy. (9)

Similar se demonstreaza ca daca suprafata o are ecuatia
x=x(y,2), ,2)€D,-cOyz, (10)
atunci
HGP(.\‘,},’,Z) cos(n " Ox Ydo= +f[ py-P[x(y,2),y,z]dydz (11)
st daca suprafata o are ecuatia
y=9(x,2), (x,2)eD,.cOxz, (12)
atunci

] sQ(x,,z) cos( 7 N Oy)do= -_l-HD,\.:Q[.\‘,y(.\‘,z),z]d\‘dz (13)
Datorita formulelor (9), (11) st (13) integralele de suprafatd de speta a doua se
noteaza si astfel:
[l oP(x,,2) cos(7i, Ox)do= fl P(x,y,z)dydz,
[ls0(x,.2) cos(ii, Ov)do=[l0(x,y.2)dxdz, (14)
[IoR( x,,z) cos(ii, Oz)do= ] oR(x,y,z)dxdy,

Ha (F,i)do = HcP(.\',y,z)ch’dz +]] sQ(x,y,2)dxdz + Il R(x,y,2)dxdy.(15)



