
Çàäà÷à 1.

y′ + 2y = 4x � ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì
èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ + 2y = 4x, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ + 2u · v = 4x ⇔ v(u′ + 2u) + u · v′ = 4x (4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ + 2u = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ + 2u = 0 ⇔ du

dx
= −2u ⇔ du

u
= −2dx ⇔

∫
du

u
= −2

∫
dx ⇔ lnu = −2x ⇒

⇒ u = e−2x (5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

e−2x · v′ = 4x ⇔ v =

∫
4x · e2xdx.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
f · dg = f · g −

∫
g · df.

Ïîëó÷àåì: [
f = 4x, dg = e2xdx ⇒ df = 4dx, g =

1

2
e2x
]
⇒

v = 2x · e2x − 2

∫
e2xdx = 2x · e2x − e2x + C

(2)
=⇒ y = e−2x

(
2x · e2x − e2x + C

)
⇔

y = 2x− 1 + Ce−2x.

Îòâåò: y = 2x− 1 + Ce−2x.
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Çàäà÷à 2.

y′+2xy = x ·e−x2
� ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì

èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ + 2xy = x · e−x2

, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ + 2xu · v = x · e−x2 ⇔ v(u′ + 2xu) + u · v′ = x · e−x2

(4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ + 2xu = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ + 2xu = 0 ⇔ du

dx
= −2xu ⇔ du

u
= −2xdx ⇔

∫
du

u
= −2

∫
xdx ⇔ lnu = −x2 ⇒

⇒ u = e−x
2

(5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

e−x
2 · v′ = x · e−x2 ⇔ v =

∫
xdx = x2 + C

(2)
=⇒ y = (x2 + C) · e−x2

Îòâåò: y = (x2 + C) · e−x2
.
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Çàäà÷à 3.

y′ + 1− 2x
x2 y = 1 � ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì

èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ +
1− 2x

x2
y = 1, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ + 1− 2x

x2
u · v = 1 ⇔ v(u′ +

1− 2x

x2
u) + u · v′ = 1 (4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ + 1−2x
x2 u = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ +
1− 2x

x2
u = 0 ⇔ du

dx
= −1− 2x

x2
u ⇔ du

u
=

2x− 1

x2
dx ⇔

∫
du

u
=

∫
2x− 1

x2
dx ⇔

lnu = 2 ln x+
1

x
⇒ u = x2e

1
x (5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

x2e
1
x · v′ = 1 ⇔ v =

∫
1

x2
e−

1
xdx =

∫
e−

1
xd

(
−1

x

)
= e−

1
x + C

(2)
=⇒

y = x2e
1
x

(
e−

1
x + C

)
= x2 + Cx2e

1
x

Îòâåò: y = x2 + Cx2e
1
x .
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Çàäà÷à 4.

y′ = 1
2x−y2 ⇔ x′ = 2x− y2 � ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

x, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå x = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò y. Ïîëó÷àåì:

x′ = 2x− y2, (1)

x = u · v, (2)

x′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ − 2u · v = −y2 ⇔ v(u′ − 2u) + u · v′ = −y2 (4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ − 2u = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ − 2u = 0 ⇔ du

dy
= 2u ⇔ du

u
= 2dy ⇔

∫
du

u
=

∫
2dy ⇔

lnu = 2y ⇒ u = e2y (5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

e2y · v′ = −y2 ⇔ v =

∫
−y2e−2ydy.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
f · dg = f · g −

∫
g · df.

Ïîëó÷àåì: [
f = −y2, dg = e−2ydy ⇒ df = −2ydy, g = −1

2
e−2y

]
⇒

v =
1

2
y2e−2y −

∫
ye−2ydy[

f = y, dg = e−2ydy ⇒ df = dy, g = −1

2
e−2y

]
⇒

v =
1

2
y2e−2y − 1

2
ye−2y − 1

2

∫
e−2ydy =

1

2
y(y − 1)e−2y +

1

4
e−2y + C

Îòâåò: x = 1
2
y(y − 1) + 1

4
+ Ce2y.
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Çàäà÷à 5.

xy′− y
x+1

= x, y(1) = 0 � ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîýòîìó ðåøåíèå
áóäåì èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ − y

x(x+ 1)
= 1, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ − 1

x(x+ 1)
u · v = 1 ⇔ v(u′ − 1

x(x+ 1)
u) + u · v′ = 1 (4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ − 1
x(x+1)

u = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ − 1

x(x+ 1)
u = 0 ⇔ du

dx
=

1

x(x+ 1)
u ⇔ du

u
=

1

x(x+ 1)
dx ⇔

∫
du

u
=

∫ (
1

x
− 1

x+ 1

)
dx ⇔ lnu = lnx− ln |x+ 1| ⇒

⇒ u =
x

x+ 1
(5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

x

x+ 1
· v′ = 1 ⇔ v =

∫
x+ 1

x
dx =

∫ (
1 +

1

x

)
dx = x+ lnx+ C

(2)
=⇒

y =
x

x+ 1
(x+ lnx+ C)− îáùåå ðåøåíèå

Òàê êàê y(1) = 0, òî 0 = 1
1+1

(1 + ln 1 + C), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî C = −1.
Îòâåò: y = x

x+1
(x+ lnx− 1).
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Çàäà÷à 6.

y′+2xy = 2x3y3 � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì
èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ + 2xy = 2x3y3, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ + 2xu · v = 2x3u3v3 ⇔ v(u′ + 2xu) + u · v′ = 2x3u3v3 (4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ + 2xu = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ + 2xu = 0 ⇔ du

dx
= −2xu ⇔ du

u
= −2xdx ⇔∫

du

u
=

∫
(−2x) dx ⇔ lnu = −x2 ⇒

⇒ u = e−x
2

(5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

e−x
2 · v′ = 2x3e−3x

2

v3 ⇔
∫

dv

v3
=

∫
2x3e−2x

2

dx ⇔ −1

2
v−2 =

∫
2x3e−2x

2

dx.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
f · dg = f · g −

∫
g · df.

Ïîëó÷àåì:[
f = 2x2, dg = xe−2x

2

dx ⇒ df = 4xdx, g = −1

4

∫
e−2x

2

d
(
−2x2

)
= −1

4
e−2x

2

]
⇒

−1

2
v−2 = −1

2
x2e−2x

2

+

∫
xe−2x

2

dx = −1

2
x2e−2x

2 − 1

4

∫
e−2x

2

d
(
−2x2

)
=

= −1

2
x2e−2x

2 − 1

4
e−2x

2 − C

4
= −1

4
e−2x

2

(2x2 + 1 + Ce2x
2

) ⇒

v2 =
2e2x

2

2x2 + 1 + Ce2x2 ⇒ v =

√
2e2x2

2x2 + 1 + Ce2x2

(2)
=⇒

y = e−x
2

√
2e2x2

2x2 + 1 + Ce2x2 =

√
2

2x2 + 1 + Ce2x2

Îòâåò: y =
√

2

2x2+1+Ce2x2
.
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Çàäà÷à 7.

y′+ 2
xy =

2
√
y

cos2 x
� ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåì

èñêàòü â âèäå y = u · v, ãäå u è v ôóíêöèè îò x. Ïîëó÷àåì:

y′ +
2

x
y =

2
√
y

cos2 x
, (1)

y = u · v, (2)

y′ = u′ · v + u · v′. (3)

(3) è (2) ïîäñòàâëÿåì â (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

u′ · v + u · v′ + 2

x
u · v =

2
√
u
√
v

cos2 x
⇔ v(u′ +

2

x
u) + u · v′ = 2

√
u
√
v

cos2 x
(4)

Íàéäåì ôóíêöèþ u êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u′ + 2
x
u = 0. Ïîëó÷àåì:

u′ +
2

x
u = 0 ⇔ du

dx
= −2

x
u ⇔ du

u
= −2

x
dx ⇔∫

du

u
=

∫ (
−2

x

)
dx ⇔ lnu = −2 lnx ⇒

⇒ u =
1

x2
(5)

Ïîäñòàâëÿåì (5) â (4), ïîëó÷àåì:

1

x2
· v′ = 2

√
v

x cos2 x
⇒ dv√

v
=

2xdx

cos2 x
⇒ 2

√
v =

∫
2xdx

cos2 x

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
f · dg = f · g −

∫
g · df.

Ïîëó÷àåì: [
f = 2x, dg =

dx

cos2 x
⇒ df = 2dx, g = tg x

]
⇒

2
√
v = 2x tg x− 2

∫
tg xdx = 2x tg x+ 2

∫
d(cosx)

cosx
= 2x tg x+ 2 ln |cosx|+ 2C ⇒

v = (x tg x+ ln |cosx|+ C)2
(2)
=⇒ y =

1

x2
(x tg x+ ln |cosx|+ C)2

Îòâåò: y = 1
x2 (x tg x+ ln |cosx|+ C)2.
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