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4. ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ОПЕРАТОРЫ) 
 

4.1. Определение линейного отображения 
 

Рассмотрим два линейных пространства mn LL ,  размерностей п и т 

соответственно. 

Определение 4.1. Отображением   пространства nL  в пространство 

mL  называется закон, по которому каждому вектору nLx


 ставится в со-

ответствие единственный вектор mLy


. 

Обозначения: mn LL :   или  )(xy


 . 

Вектор )(xy


  называется образом вектора x


, а вектор x


 – прооб-

разом вектора y


 при отображении  . 

В дальнейшем рассматриваются лишь линейные отображения. 

Определение 4.2. Отображение mn LL :  называется линейным, 

если RLxx n  ,, 21


 выполняются равенства: 

1)  )()()( 2121 xxxx


  ;   2)  )()( 11 xx


  . 

Из определения 4.2 сразу следует, что линейная комбинация векто-

ров при линейном отображении   переходит в линейную комбинацию об-

разов с теми же коэффициентами, т.е. справедлива формула 
 

)(...)()()...( 22112211 kkkk xxxxxx


    (4.1) 
 

(получить самостоятельно из свойств 1), 2) определения 4.2). 

Если пространства mL  и nL  совпадают, т.е. т = п, то отображение 

называется преобразованием пространства nL . 

Теорема 4.1. При линейном отображении mn LL :  линейное 

подпространство nLL '  переходит в линейное подпространство 

mLLL  )'("  , причем размерность L" не превосходит размерности L , 

т.е. 'dim)'(dim LL  . 
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Доказательство. Пусть kfff


...,,, 21  – базис в L', тогда 'Lx


 имеем 





k

i
iikk fxxfxfxfxx

1

)1.4(

2211 ),()(...


  

следовательно, произвольный элемент множества )'(L  – образов всех 

векторов из L' есть линейная комбинация векторов )(...,),(),( 21 kfff


 , 

т.е. )'(L  – линейная оболочка этих векторов и значит, является линейным 

подпространством из пространства mL  (теорема 2.1). Размерность линей-

ной оболочки, очевидно, не превосходит числа векторов этой оболочки 

(теорема 2.2), т.е. 'dim)'(dim LL  . 

В частности, множество образов всевозможных векторов из простран-

ства nL  является подпространством в пространстве mL . Будем обозначать 

это подпространство )( nL , которое называется множеством значений 

отображения  , или образом пространства nL  при отображении  . 

 ( ) ( ),n m nφ L y L y φ x x L   
   

. 

Определение 4.3. Размерность образа пространства nL  при отобра-

жении   называется рангом этого отображения. 

Обозначения:  r,rang . Таким образом, )(dimrang n

def
L  . 

Теорема 4.2. Множество всех векторов из nL , переходящих при 

отображении   в нулевой вектор, является подпространством в nL . 

Доказательство. Если 0)( 1


x , 0)( 2


x , то по определению ли-

нейного отображения 4.2 можем записать: 

1) 000)()()( 2121


 xxxx  ; 

2) 00)()(, 11


  xxR . 
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Эти равенства означают, что множество всех векторов из nL , пере-

ходящих при отображении   в нулевой вектор, является подпростран-

ством в nL . 

Определение 4.4. Подпространство векторов из пространства nL , 

отображающихся в нулевой вектор, называется ядром отображения   и 

обозначается ker . 

Таким образом,   0)(|ker


 xLx n  . 

Ядро линейного отображения не может быть пустым, так как содер-

жит, по крайней мере, один вектор – нулевой. 

Действительно, ,0)(0)0()0(:


 xxLx n   т.е. при линей-

ном отображении нулевой вектор nL0


 переходит в нулевой вектор 

mL0


. 

Определение 4.5. Размерность ядра называется дефектом линейного 

отображения. 

Обозначение: def . Таким образом, )dim(kerdef 
def
 . 

 

4.2. Координатное представление линейных отображений 

 

Пусть )...,,,( 21 neeee


  – базис в nL , тогда образ произвольного век-

тора из пространства nL : 



n

j
nnjj exexexexx

1
2211 ...


 можно пред-

ставить в виде 

)(...)()()( 2211 nn exexexxy


  .                      (4.2) 

Пусть )...,,,( 21 mffff


  – базис mL , тогда каждый из векторов 

)( je


  можно разложить по базису  f 
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).,1(...)(
1

2211 njfafafafae
m

i
iijmmjjjj  



  

Если  mm fyfyfyxy


 ...)( 2211  то (4.2) можно переписать в 

виде (подставить )( je


  в (4.2)): 

 


m

i
iinn

m

i
ii

m

i
iimm faxfaxfaxfyfyfy

11
22

1
112211 ......


 

m

n

j
jmj

n

j
jj

n

j
jj fxafxafxa


































 

 1
2

1
21

1
1 ... , 

следовательно, 

 
 


n

j

n

j
jmjm

n

j
jijijj xayxayxay

1 11
11 ...,,...,, .            (4.3) 

Коэффициенты ija  – координаты векторов )( je


  в базисе f образуют 

матрицу A  размеров nm  





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211

 , которая называ-

ется матрицей линейного отображения   в паре базисов е и f. 

Матрица A  составлена из координатных столбцов образов базис-

ных векторов )(...,),(),( 21 neee


  в базисе  f. 

Если 









































mn y

y

y

Y

x

x

x

X

2

1

2

1

,  – координатные столбцы векторов x


 и y


 

соответственно, то равенство (4.3) в матричной форме принимает вид 

XAY                                                 (4.4) 
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При выбранных базисах е и f в пространствах nL  и mL  соответствен-

но каждая матрица размеров nm  служит матрицей некоторого линейного 

отображения mn LL : , т.е. выбор базисов устанавливает взаимно одно-

значное соответствие между линейными отображениями mn LL :  и 

матрицами размеров nm . 

Теорема 4.3. Ранг матрицы линейного отображения равен рангу это-

го отображения  rangrang A . 

Доказательство. Пусть rA rang  и rjj ...,,1  – номера столбов мат-

рицы A , в которых расположен базисный минор. Это значит, что векторы 

)(...,),(
1 rjj ee


  – линейно независимы и, следовательно, каждый вектор 

)( je


  ( nj ,1 ) есть их линейная комбинация (теорема о базисном миноре). 

Следовательно, образ любого вектора  x
  можно выразить только 

через векторы )(...,),(
1 rjj ee


 , т.е. эти векторы образуют базис в  nL   

– множестве значений отображения  , но их число равно размерности 

 nL , т.е. рангу отображения, следовательно, rrang . 

Теорема 4.4. Сумма ранга (размерности образа) и дефекта отображе-

ния (размерности его ядра) равна размерности отображаемого простран-

ства 

 rang)(dim;dim)dim(ker)(dim  nnn LnLL . 

Доказательство. Пусть rangr , kerx


, тогда по определению 

ядра линейного отображения    0|ker


 xLx n   и формуле (4.4) 

получаем  mOXA   – однородную систему линейных уравнений с n  не-

известными, здесь mO  – нулевой столбец высоты m. 

В соответствии с теоремой 4.4 rA rang  – ранг отображения. Пусть 

размерность ядра равна d . Из свойств множества решений однородной систе-
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мы уравнений вытекает, что rnd   (доказать самостоятельно, что множе-

ство решений системы (*) – линейное подпространство размерности rn  ). 

Общее решение системы (*) было представлено в виде 

rnrn XcXcXcX  ...2211 ,  где rnXXX ...,,, 21  – фундаментальная 

система решений, следовательно, kerx


, x


 – линейная комбинация 

векторов rnxxx 


...,,, 21 , т.е. 

rnrn xcxcxcx 


...2211 , 

координатные столбцы которых rnXXX ...,,, 21  – линейно независимы, 

следовательно, эти векторы тоже линейно независимы и, значит, 

rnxxx 


...,,, 21  – базис в ker , т.е. rnd )dim(ker . 

Таким образом,  nn LnrnrL dim)dim(ker)(dim   . 

 
4.3. Изменение матрицы линейного отображения  

при замене базисов 

 

Рассмотрим линейный оператор mn LL : , если в пространствах 

nL  и mL  выбраны базисы )...,,,( 21 neeee


 , )...,,,( 21 mffff


  соответ-

ственно, то   определяется матрицей A . Пусть )'...,,','(' 21 neeee


  и 

)'...,,','(' 21 mffff


  другая пара базисов в nL  и mL  соответственно, 

fe ,  связаны с fe,  матрицами переходов Т и Р, т.е. (см. раздел 1) 

.',' fPfeTe   

В базисах fe ,  оператор   имеет матрицу A . Как связаны матри-

цы A  и A ? 

Пусть:  )(, xyLx n


  – образ вектора x


 при отображении 

mLy


, ; Х, Х' – координатные столбцы вектора x


 в базисах е, е'; YY ,  – 

координатные столбцы вектора y


 в базисах ff , .  
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Из раздела 1 известно  

YPYXTX  , . 

Подставив X, Y в формулу (4.4), получим: 

XTAYPXTAXAY  )()(  . 

Так как матрица перехода всегда является невырожденной, то 1P . 

Умножим последнее равенство на матрицу 1P  слева, получим 
1( )φY P A T X  ,  но  XAY   , 

откуда получаем формулу преобразования матрицы линейного оператора 

при замене базисов 

TAPA 
1 .                                            (4.5) 

4.4. Изоморфизм линейных пространств 

 

Если mLm dimrang  , т.е. mn LL )( , то каждый вектор из mL  

является образом некоторого вектора из пространства nL . Отображение, 

обладающее этим свойством, называется сюръективным или наложени-

ем (говорят   – отображение nL  на mL ). Здесь 

nm LxLy 


,  такой, что )(xy
  . 

Определение 4.6. Отображение, при котором разные векторы имеют 

разные образы, называется инъективным или вложением. Здесь 

)()(, 221121 xyxyLxx n
   . 

Теорема 4.5. Отображение mn LL :  является инъективным тогда 

и только тогда, когда его ядро есть нулевое подпространство 

 }0{kerинъективно


  . 

Доказательство. ( ) Пусть   – инъективно и 0kerdim  , тогда в 

пространстве mL  существуют векторы, имеющие не один прообраз, а, по 

крайней мере, два. Таким является, например, нулевой вектор mL0


 (см. 
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определение 4.2 и теорему 4.2). Но это противоречит условию теоремы.  

( ) Пусть 0kerdim   и отображение не инъективно. Это значит, 

что существует вектор mLy


, который имеет два разных прообраза, т.е. 

существуют векторы nLxx 21,


 такие, что yxx


 )()( 21   и 21 xx


 .  

В этом случае ядро содержит, по крайней мере, один ненулевой вектор 

021


 xxx  (ядро – ненулевое подпространство), так как 

0)()()()( 2121


 yyxxxxx  , 

следовательно, 0kerdim  , что, опять-таки, противоречит условию тео-

ремы. Следовательно,   – инъективно. 

Из определения отображения  :  mn LyLx 


!,  ( !  – существует 

единственный) такой, что )(xy


 , если справедливо и обратное, т.е. каж-

дый mLy


 является образом только одного вектора nLx


, то отображе-

ние   называется взаимно однозначным или биективным.  

Иначе, если 2121 ,, xxLxx n


 ,  то  )()( 21 xx


  , или 

nm LxLy 


!,   такой, что  )(xy


 . 

Теорема 4.6. Отображение mn LL :  – взаимно однозначно (биек-

тивно) тогда и только тогда, когда размерности пространств совпадают и 

равны рангу отображения )rang(   mn . 

Доказательство. В этом случае отображение   является и наложе-

нием, т.е. rang  = т, и вложением, т.е. n  rang}0{ker


 (на ос-

новании теоремы 4.4). 

Определение 4.7. Взаимно однозначное отображение называется 

изоморфизмом. Если существует изоморфизм nL  на mL , то nL  и mL  

называются изоморфными. 

Теорема 4.7. Два пространства изоморфны тогда и только тогда, ко-

гда их размерности равны (см. теорему 4.4 и теорему 4.5). 
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Значение теоремы об изоморфизме состоит в том, что линейные про-

странства могут состоять из чего угодно: столбцов, многочленов, чисел, 

функций, матриц, направленных отрезков, дынь, арбузов, … – природа их 

элементов роли не играет, когда изучаются только свойства, связанные с 

операциями сложения и умножения на число. Все эти свойства у двух изо-

морфных пространств совершенно одинаковы. С алгебраической точки 

зрения два изоморфных пространства тождественны. Если условимся не 

различать эти пространства, то в силу теоремы 4.7 для каждой размерности 

найдется только одно линейное пространство. 

Пример 4.1. Определить ранг и дефект линейного преобразования, а 

также найти базисы образа и ядра 3L  при преобразовании  . 

),,2()( 2131321 xxxxxxxx 


 . 

Решение. Пусть в 3L  выбран базис )( 321 eeee


 , тогда в этом ба-

зисе матрица преобразования   будет иметь вид:  

















011

101

121

A . 

По определению 4.5 вектор y


 принадлежит образу 3L  при преобра-

зовании   в том и только том случае, когда найдется вектор 3Lx


 такой, 

что )(xy


 , или в координатной записи по формуле (4.4): 






















































































0

1

1

1

0

2

1

1

1

011

101

121

321

3

2

1

xxx

x

x

x

XAY  . 
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Это равенство означает, что образ 3L  совпадает с линейной оболоч-

кой системы векторов )0,1,1(),1,0,2(),1,1,1( 321  fff


, так как 

332211 fxfxfxy


 . Следовательно, ранг оператора  , который совпада-

ет с рангом его матрицы, равен двум. В качестве базиса можно взять лю-

бой базис линейной оболочки векторов 321 ,, fff


, например, 21, ff


 – они 

линейно независимы. 

Аналогично, вектор x


 принадлежит ядру тогда и только тогда, когда 

0)(


x , или, в координатной записи: 



















































0

0

0

011

101

121

3

2

1

x

x

x

XA . 

Это однородная система линейных уравнений, ранг которой равен 

двум, значит, она эквивалентна следующей системе: 











0

02

31

321

xx

xxx

,
 

полагая в которой, например, 13 x , получаем 1,1 21  xx , т.е. базис 

ядра состоит из одного вектора )1,1,1( p


. 

При этом по теореме 4.5 размерность ядра равна: 

123)(dimdim)dim(ker 33  LL  .
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5. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Определение 5.1. Если линейное отображение отображает простран-

ство само в себя, то оно называется линейным преобразованием, т.е. здесь 

mn LL         )( mn  . 

Все утверждения и теоремы раздела 4 справедливы и для преобразо-

ваний линейного пространства, но в общем случае при определении мат-

рицы линейного отображения mn LL :  выбирались разные базисы в 

пространствах nL  и mL . Если же nL  и mL  совпадают, то логично пользо-

ваться одним и тем же базисом и для образов, и для прообразов, следова-

тельно, некоторые определения и формулы изменятся. 

Определение 5.2. Матрицей линейного преобразования nn LL :  

в базисе )...( 21 neeee


  называется матрица, столбцы которой есть коор-

динаты векторов )(...,),(),( 21 neee


  в базисе е (координаты образов 

базисных векторов в том же базисе). 

Матрица линейного преобразования – квадратная порядка п. 

При переходе от базиса е к базису f матрица преобразования   будет 

иметь вид 

TATA 
1                            (5.1) 

(см. формулу (4.5):  TAPA 
1 , где теперь 11   TPTP ). 

Линейные преобразования обладают рядом специфических свойств, 

которые для отображений общего вида, вообще говоря, не справедливы. Это 

связано с тем, что образы и прообразы векторов лежат в одном простран-

стве, и мы получаем возможность говорить об их взаимном расположении. 

Определение 5.3. Ненулевой вектор nLx


 называется собственным 

вектором преобразования  , если xx


 )( , при этом число   называет- 

ся собственным значением (собственным числом) соответствующим 

собственному вектору x


. 
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Если в nL  выбран базис, то 

XXAxx   


)( . 

Пусть Е – единичная матрица порядка п, тогда последнее равенство 

можно записать в виде nOEXXA    или 

nOXEA  )(  .                        (5.2) 

В координатах это равенство выглядит так: 
















0)(...

0...)(
0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







 

– однородная система линейных уравнений порядка n. 

Если 0)det(  EA  , то система имеет единственное решение 

0...21  nxxx , 

но собственным вектором мы назвали ненулевой вектор, следовательно, 

для существования такого вектора необходимо потребовать, чтобы 

0)det(  EA  .                               (5.3) 

Это уравнение называется характеристическим уравнением. 

Левая часть равенства (5.3) – многочлен порядка п, который называ-

ется характеристическим многочленом преобразования  : 

)(...)1()1()det( 0
1

1
1  n

n
n

nnn PEA  


 ,  

где   n-1 = 11 + 22 + … + nn– след матрицы A ,  Adet0  . 

Теорема 5.1. Если A  и A  – матрицы преобразования   в разных 

базисах, то характеристические многочлены этих матриц совпадают (соб-

ственные числа преобразования   в разных базисах одинаковы, т.е. не за-

висят от выбора базиса!). 



5. Линейные преобразования 
 

 50

Доказательство. 

Если e  и f – два базиса в nL  и T  – матрица перехода от e  к  f, то по 

формуле (5.1)   

         TEATTETTATEA  
111 detdetdet  

     EAEA
T

T
TEAT     detdet

det

det
detdetdet 1  

т.е. характеристические многочлены матриц A  и A  совпадают, следова-

тельно, собственные числа одинаковы. 

Теорема 5.2. Если собственные векторы kxxx


...,,, 21  преобразования 

  соответствуют различным собственным значениям, то они линейно не-

зависимы. 

Доказательство. 

1) 1x


, 2x


 – два собственных вектора, соответствующих собственным 

числам 1 , 2 , 21   . 

Составим линейную комбинацию этих векторов и приравняем её к 0


  

02211


 xx  .                                              (*) 

Применим преобразование   к обеим частям этого равенства. 

Получим 

   02211


  xx ,       02211


 xx  ,   0222111


 xx  . 

Умножим (*) на 2 :   0222121


 xx  . 

Вычитая из одного равенства другое, получим   01211


 x . Так 

как 021    по условию, а 01


x  по определению, то 01  . 

Подставляем в (*) 01  , получаем 022


x , так как по определе-

нию 02


x , следовательно 02  , т.е. линейная комбинация должна быть 

тривиальной, значит, 1x


, 2x


 – линейно независимы. 
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2) Пусть утверждение справедливо для 1k  векторов, покажем, что 

тогда оно справедливо и для k  векторов. 

Пусть система векторов kxx


...,,1  удовлетворяет условию теоремы. 

Рассмотрим равную нулю линейную комбинацию этих векторов  

0...11


 kk xx  .                                        (**) 

Подействуем преобразованием   на это равенство, получим 

0...111


 kkk xx  . 

Умножим (**) на k :  0...11


 kkkk xx  . 

Вычитая эти два равенства, находим 

      0... 111222111


  kkkkkk xxx  , 

так как 11 ...,, kxx


 – линейно независимы, это значит, что в левой части ра-

венства записана тривиальная линейная комбинация, т.е. 

      0... 112211


  kkkkk  , 

по условию теоремы 01  k , 02  k , …, 01  kk  , следова-

тельно, 0... 121  k . 

Подставим 11 ...,, k  в (**), получим 0


kk x , следовательно, 

0k , так как по определению 5.3 0


kx . 

Таким образом, векторы kxx


...,,1  – линейно независимы. 

Следствие 5.1. Если преобразование   имеет п попарно различных 

собственных значений, то существует базис из собственных векторов этого 

преобразования! 

Теорема 5.3. Матрица линейного преобразования nn LL :  в  

базисе е имеет диагональный вид тогда и только тогда, когда все векторы 

базиса являются собственными векторами преобразования  . 
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Доказательство. )(  Пусть матрица линейного преобразования 

nn LL :  в базисе е имеет диагональный вид  

























n

A









0000

0000

0000

2

1









, 

тогда jjj eenj
   )(:,1 , следовательно, je


 – собственные векторы. 

 )(  Пусть ),1( nje j 


 – собственные векторы преобразования 

nn LL : , тогда jjj eenj
   )(:,1 , т.е. 

























n

A









0000

0000

0000

2

1









. 

Другая формулировка следствия 5.1. Если все корни характеристиче-

ского многочлена матрицы А различны, то существует невырожденная 

матрица Т ( 0det T ) такая, что матрица ATT 1  – диагональная (Т – мат-

рица перехода к базису из собственных векторов). 

6. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЕВКЛИДОВЫХ  
ПРОСТРАНСТВ 

 

Все результаты, приведенные в предыдущих разделах, остаются в 

силе и для преобразований евклидовых пространств, но здесь есть скаляр-

ное произведение, что позволяет выделить некоторые очень важные клас-

сы преобразований. 
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6.1. Сопряженные и самосопряженные преобразования 

 

Определение 6.1. Линейное преобразование   евклидова простран-

ства nE  называется сопряженным данному линейному преобразованию 

 , если nEyx 


,  имеет место равенство 

))(,()),(( yxyx


  .                                 (6.1) 

В более полных курсах доказывается, что любое преобразование 

имеет единственное сопряженное преобразование. 

Предположим, что данное преобразование   имеет сопряженное  . 

Выясним, как связаны их матрицы A  и A  в некотором базисе е. Исполь-

зуя равенство (3.2), перепишем (6.1) в матричной форме 

),()( YAXГYГXA ee  T  

где X, Y – координатные столбцы произвольных векторов eГyx ;,


 – матри-

ца Грама базиса е, отсюда 

0 YAГXYГAX ee 
TTT   или  0)(  YAГГAX ee 

TT , 

так как yx


,  произвольные, следовательно, должно выполняться равенство  

φ e e ψA Г Г A O T  или  AГГA ee 
T  , 

так как eГ  – невырожденная матрица, у нее существует обратная и значит 

последнее равенство равносильно тому, что 

.1
ee ГAГA T


                                           (6.2) 

Часто сопряженное преобразование обозначается * , т.е. *  , 

тогда матрица этого преобразования обозначается 
A . 

В частности, если базис е ортонормированный, то EГГ ee  1  и 

T
 AA                                                   (6.3) 
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Определение 6.2. Линейное преобразование   евклидова простран-

ства nE  называется самосопряженным, если   , т.е. 

 AAxxEx n  )()(:


, 

или из (6.1)  

)).(,()),((:, yxyxEyx n


   

Из формулы (6.3) получаем, что T
 AA   преобразование является 

самосопряженным тогда и только тогда, когда его матрица симметрическая 

(в любом базисе удовлетворяет условию T
 AA  ). 

В силу сказанного, часто самосопряженные преобразования называ-

ются симметрическими. 

Теорема 6.1. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то все его собственные числа действительные. 

Доказательство.  Рассмотрим частный случай  2n . Найдём соб-

ственные числа, т.е. решим уравнение  

0 EA  .                                               (*) 

   



21122211

2221

1211 aaaa
aa

aa





 

 2 2
11 22 11 22 12 211 ( )λ a a λ a a a a      , 

тогда (*) – квадратное уравнение. Пусть D  – дискриминант этого квадрат-

ного уравнения.   

   

  ,0444

24

2
12

2
221121122211

2
222211

2
1121122211

2
2211





aaaaaaa

aaaaaaaaaaD
 

так как   – самосопряжённое преобразование 2112 aa  ,   02
2211  aa  и 
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02
12 a , следовательно, 122211 ,, aaa : 0D , из чего заключаем, что корни 

действительные. 

Теорема 6.2. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то собственные векторы, соответствующие различным 

собственным значениям этого преобразования, ортогональны. 

Доказательство. Пусть ji  ,  – собственные числа самосопряжён-

ного преобразования  , ji   , а ix


 и jx


 – соответствующие им соб-

ственные векторы, т.е.   iii xx
   ,   jjj xx

   , тогда  

      ,,,, jiijiiji xxxxxx


   

         .,,,, jijjjijiji xxxxxxxx


   

Вычитая одно равенство из другого, получаем   jiji xx


,0   , 

где 0 ji   по условию, следовательно,   0, ji xx


, что означает, по 

определению скалярного произведения ji xx


 . 

Теорема 6.3. Если   – самосопряженное преобразование евклидова 

пространства nE , то в nE  существует ортонормированный базис из соб-

ственных векторов преобразования  . 

Эта теорема допускает матричную формулировку. 

Теорема 6.4. Если A – симметрическая матрица, то существует орто-

гональная матрица U такая, что AUU 1  – диагональная матрица.  

Здесь U – матрица перехода к ортонормированному базису из соб-
ственных векторов. 

 

6.2. Ортогональные преобразования 
 

Второй вид преобразований, которые следует рассмотреть, – это ор-

тогональные преобразования. 
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Определение 6.3. Преобразование   евклидова пространства nE  

называется ортогональным, если оно сохраняет скалярное произведение, 

т.е.  

),())(),((:, yxyxEyx n


  .                          (6.4) 

Условие (6.4) очень сильное. Из него, в частности, следует, что  

  – линейное преобразование. 

Действительно, рассмотрим произвольный вектор nEx


 и произ-

вольное число R , тогда, используя свойства скалярного произведения, 

получаем: 

 ))()(),()((|)()(| 2 xxxxxx


  

 ))(),(())(,((2))(),(( 2 xxxxxx


  

0),(),(2),(),(),(2),( 2222  xxxxxxxxxxxx


 , 

следовательно,  )()(,0)()( xxxx


   и свойство 1) в опреде-

лении линейного преобразования 4.2 установлено.  

Аналогично, nEyx 


, : 

 ))(),(())(),((|))()(()(| 2 xxyxyxyxyx


  

 ))(),((2))(),((2))(),((2))(),(( yxyyxxyxyy


  

 ),(2),(2),(2),(),(),( yxyyxxyxyyxxyxyx


 

 ),(2),(2),(2),(),(),(),(2),( yxyxxxyyxxyyyxxx


 

,0)()()(0),(2),(2  xxyxyxyy


  

т.е.  )()()( yxyx


   и свойство 2) в определении линейного преоб-

разования 4.2 также установлено, т.е. преобразование   – линейное!  

Теорема 6.5. В евклидовом пространстве nE  в ортонормированном 

базисе ортогональное преобразование имеет ортогональную матрицу, т.е. 

EAA 
T    T

 AA 1 . 
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Доказательство.  По формуле вычисления скалярного произведения 

в ортонормированном базисе   VUvu T


, , из формулы (6.4) получаем 

nEyx 


, :             YXyxYAXAyx TT 


,,  , YXYAAX TTT  , 

  0 YEAAX 
TT , так как yx


,  – произвольные векторы, то EAA 

T , 

следовательно, по определению A  – ортогональная матрица и T
 AA 1 .  

Пример 6.1. Пусть линейный оператор  , действующий в евклидо-

вом пространстве nE , имеет в ортонормированном базисе матрицу A . 

Построить в этом пространстве базис из собственных векторов оператора 

  и найти матрицу оператора   в этом базисе. 






















1442

4142

2217

A . 

Решение. 1) Найдем собственные числа оператора  , для чего со-

ставим и решим характеристическое уравнение (4.3): 

,0

1442

4142

2217

)det( 










 EA  

 )17(16)14(41616)14)(17()det( 2  EA  

 )18(8)16)14)((17()14(4 2   

 )18)(10)(17()18(8)18028)(17( 2   

).16227)(18()8)10)(17)((18()18(8 2    

Приравняв к нулю, находим: .18,9 3,21    

2) Находим собственные векторы, соответствующие найденным соб-

ственным значениям, для чего при каждом   составляем и решаем систему 

(5.2):  
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а) при 91   , получаем 

,

0

0

0

542

452

228

)9(

3

2

1























































x

x

x

XEA  

что равносильно системе (здесь 2)9rang(  EA ) 











0542

0452

321

321

xxx

xxx
  , 

полагая в которой, например, 11 x , находим 232  xx , таким образом, 

собственный вектор, соответствующий собственному значению 9, есть 

).2,2,1(1 f


 

б) при 183,2   , получаем 























































0

0

0

442

442

221

)18(

3

2

1

x

x

x

XE , 

что равносильно уравнению (здесь 1)18rang(  EA ) 

022 321  xxx , 

полагая в котором сначала, 0,1 32  xx , а затем , 1,0 32  xx  получаем 

еще два линейно независимых собственных вектора: 

)1,0,2();0,1,2( 32  ff


. 

3) Находим матрицу перехода к базису из собственных векторов и 

обратную к ней (столбцами матрицы перехода являются координатные 

столбцы векторов 321 ,, fff


 (см. раздел 1)): 

9441

102

012

221

det,

102

012

221



















 
 TT .
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,2
02

12
)1(,2

12

02
)1(,1

10

01
)1( 4

13
3

12
2

11  AAA  

,4
02

21
)1(,5

12

21
)1(,1

10

22
)1( 5

23
4

22
3

21 








 AAA  

.5
12

21
)1(,4

02

21
)1(,2

01

22
)1( 6

33
5

32
4

31 








 AAA  

4) Теперь по формуле (5.1) находим A  – матрицу линейного опера-

тора в базисе из собственных векторов 

1

1 2 2 17 2 2 1 2 2
1

2 5 4 2 14 4 2 1 0
9

2 4 5 2 4 14 2 0 1

φ φA T A T

        
     

              
     
             

 

.

1800

0180

009

16200

01620

0081

9

1

18018

01818

36369

542

452

221

9

1

















































 



















  

Таким образом, матрица линейного оператора в базисе из собствен-

ных векторов диагональная! 

 

7. БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 
 

7.1. Билинейные формы 
 

Определение 7.1. Отображение RREn  1:  называется число-

вой функцией, т.е. числовая функция – закон или правило, по которому 

каждому вектору nEx


 (каждой паре векторов nEyx 


, ) ставится в соот-

ветствие число из R. 

Определение 7.2. Числовая функция   называется линейной фор-

мой, если nEyx 


,  и R  справедливо: 

а) );()()( yxyx


        б) ).()( xx


   


