
                             Тема 7.2   Алгебраические линии второго порядка

§ 16. эллипс и его сВойстВа

В настоящем параграфе мы рассмотрим геометрические свой-
ства эллипса. Эта линия, наряду с гиперболой и параболой 
(их свойства будут рассмотрены в последующих параграфах), 
является алгебраической кривой второго порядка. Напомним, 
что в соответствии с определением, сформулированным в § 11, 
под алгебраической кривой второго порядка понимается линия 
на плоскости, уравнение которой в некоторой аффинной системе 
координат имеет вид

a x a xy a y a x a y a11
2

12 22
2

10 20 002 2 2 0+ + + + + = ,

где коэффициенты a11, a12 и a22 не равны одновременно нулю.
Свойства эллипса, гиперболы и параболы исследовались 

еще античными математиками, которые рассматривали эти кри-
вые как сечения конуса плоскостью. Эти свойства используются 
при изучении различных вопросов естествознания. Например, 
траектории движения планет вокруг солнца представляют собой 
эллипс. Оптические свойства параболы широко применяются 
в технике, в различных осветительных приборах.

Определение 1. Эллипсом называется множество всех точек 
плоскости, для каждой из которых сумма расстояний до двух 
фиксированных точек F1 и F2, принадлежащих той же плоско-
сти, является постоянной величиной, большей расстояния 
между F1 и F2.

Точки F1 и F2 называются фокусами эллипса. Обозначим рас-
стояние между фокусами через 2с, а сумму расстояний от точек эл-
липса до фокусов через 2a. Тогда, как следует из определения 1,

a c> .  (16.1)

Пусть М — точка эллипса, F1 и F2 — его фокусы (рис. 62). 
Из неравенства, связывающего длины сторон треугольника 
MF1F2, следует, что MF MF F F1 2 1 2+ > ,  что полностью согласу-
ется с неравенством (16.1). Ясно, что не существует точек пло-
скости, для которых MF MF1 2+ < < F F1 2 .  Если же потребовать, 
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чтобы MF MF F F1 2 1 2+ = ,  то  множе-
ство точек, удовлетворяющих этому 
условию, представляет собой отрезок 
F1F2. Таким образом, ограничения, 
наложенные неравенством (16.1), яв-
ляются естественными, вытекающи-
ми из  неравенства треугольника. Фо-
кусы F1 и  F2  могут совпадать. В  этом 
случае эллипс представляет собой 
окружность радиуса а, центр которой 
находится в точке F1. Поэтому в даль-
нейшем будем предполагать, что фокусы F1 и  F2 не  совпадают 
друг с другом.

Выведем уравнение эллипса. Для  этого выберем прямоу-
гольную декартову систему координат так, чтобы ее начало со-
владало с серединой отрезка F1F2, а ось абсцисс содержала фо-
кусы F1 и  F2 (рис.  62). Такая система координат называется 
канонической. В  этой системе запишем координаты фокусов: 
F1(–c; 0), F2(c; 0). Если точка М имеет координаты х и  у, то 

MF x c y1
2 2= + +( ) ,  MF x c y2

2 2= − +( ) .  Поэтому точка М при-
надлежит эллипсу в том и только в том случае, когда ее коорди-
наты удовлетворяют уравнению

( ) ( ) .x c y x c y a+ + + − + =2 2 2 2 2 	 (16.2)

Полученное выражение, по сути, и является уравнением эл-
липса. Для упрощения преобразуем его, перенеся один из ради-
калов в правую часть равенства:

( ) ( )x c y a x c y+ + = − − +2 2 2 22 .

Возведем обе его части в квадрат:

( ) ( ) ( ) .x c y a a x c y x c y+ + = − − + + − +2 2 2 2 2 2 24 4

Отсюда

x cx c a a x c y x cx c

a x c y a cx

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 4 4 2+ + = − − + + − +

− + = −

( ) ,

( ) .

Еще раз возведем обе части полученного равенства в квадрат:

a x c a y a a cx c x2 2 2 2 4 2 2 22( ) ,− + = − +

Рис. 62
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или

a x a cx a c a y a a cx c x

a c x a y a a c

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2− + + = − +

− + = −

,

( ) ( )).

Из  неравенства (16.1) следует a c2 2 0− > .  Поэтому разность 

a c2 2−  равна некоторому положительному числу. Положим

a c b2 2 2− = . 	 (16.3)

Тогда полученное уравнение приобретает вид b x a y2 2 2 2+ =   
= a2b2. Разделив обе части равенства на a2b2, окончательно полу-
чим

x

a

y

b

2

2

2

2
1+ = . (16.4)

Мы показали, что если точка принадлежит эллипсу, т.  е. 
ее координаты в канонической системе координат удовлетво-
ряют уравнению (16.2), то  они также служат решениями 
уравнения (16.4). Обратное не  является очевидным, так 
как в процессе перехода от первого уравнения ко второму мы 
дважды использовали неравносильное преобразование — воз-
ведение в  квадрат обеих частей уравнения. Покажем, что 
если координаты точки являются решением уравнения (16.4), 
то  они удовлетворяют (16.2), т.  е. точка лежит на  эллипсе. 
Тем самым будет доказано, что (16.4) — уравнение эллипса. 
Возьмем произвольную точку M(x;  y), координаты которой 
удовлетворяют уравнению (16.4). Обозначим через r1 и r2 рас-

стояния от  точки М до  точек F1 и  F2: r x c y1
2 2= + +( ) ,  

r x c y2
2 2= − +( ) .  Числа r1 и r2 носят название фокальных ра-

диусов точки М.  Из  уравнения (16.4) выразим y2 через x2: 

y b
a x

a
2 2

2 2

2
=

−
.  Поэтому

r x c y x c b
a x

a

a
a x a cx a c b a b x

1
2 2 2 2

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 21
2

= + + = + +
−

=

= + + + −

( ) ( )

==

= − + + +
1

22 2 2 2 2 2 2

a
a b x a cx a c b( ) ( ).
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Из  соотношения (16.3) следует, что a b c2 2 2− = ,  c b a2 2 2+ = .  
Отсюда

r
a

c x a cx a
a

cx a1
2 2 2 4 2 21

2
1

= + + = +( ) .

Таким образом,

r a
c

a
x1 = + . 	 (16.5)

Аналогично доказывается, что

r a
c

a
x2 = − . 	 (16. 6)

Покажем, что r r a1 2 2+ = .  Координаты точки М удовлетворя-

ют уравнению (16.4). Поэтому x a2 2≤ ,  т. е.

x a≤ . 	 (16.7)

Предположим сначала, что x ≥ 0.  Тогда a
c

a
x+ > 0,  отсюда

следует, что r a
c

a
x1 = + .  Теперь раскроем модуль в  соотноше-

нии (16.6). Из неравенства (16.7) получим: x a≤ .  Так как с — 
положительное число, то  cx ac≤ .  Но числа а и с удовлетворяют 

неравенству (16.1): c a< .  Поэтому ac a< 2,  следовательно, 

cx a< 2  или a
c

a
x− > 0.  Отсюда вытекает, что r a

c

a
x2 = − .  Таким 

образом, 

r r a
c

a
x a

c

a
x a1 2 2+ = + + − = .

Рассмотрим теперь случай, когда x < 0.  Тогда a
c

a
x− > 0,  т. е. 

r a
c

a
x2 = − .  Из неравенства (16.7) следует, что − <cx ca.  Поэтому, 

используя (16.1), получим − <cx a2  или a
c

a
x+ > 0.  Таким обра-

зом, r a
c

a
x1 = +  и  r r a1 2 2+ = .

Мы доказали, что точка в том и только в том случае принад-
лежит эллипсу, когда ее координаты удовлетворяют уравнению 
(16.4). Его называют каноническим уравнением эллипса. Оно 
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является алгебраическим второго порядка, поэтому эллипс пред-
ставляет собой алгебраическую кривую второго порядка.

Исследуем простейшие свойства эллипса. Из уравнения (16.4) 
следует, что x a≤ ,  y b≤ .  Поэтому все точки эллипса находятся 
внутри прямоугольника, ограниченного прямыми x a= ±   
и  y b= ±  (рис. 63). Пусть эллипс пересекает ось абсцисс в точке 

A x( )0 0; .  Тогда из  уравнения (15.4) следует, что 
x

a
0
2

1= ,  т.  е. 

x a0 = ± .  Таким образом, эллипс пересекает ось абсцисс в точках 
A a1 0( ; ),−  A a2 0( ; ).  Аналогично можно найти координаты точек 

пересечения эллипса с осью ординат: B b1 0( ; ),−  B b2 0( ; )  (рис. 63). 
Точки A1, A2, B1 и B2 называются вершинами эллипса, а числа а 
и b — его полуосями, причем а — большой, а b — малой полуосью 
эллипса1.

Рис. 63

Покажем, что эллипс симметричен относительно осей кано-
нической системы координат и центрально симметричен относи-
тельно ее начала. Возьмем произвольную точку M(x0; y0), при-

надлежащую эллипсу: 
x

a

y

b
0
2

2
0
2

2
1+ = .  Запишем координаты точек 

M1, M2 и M3, симметричных точке М соответственно относитель-
но осей абсцисс и ординат и относительно начала системы коор-
динат: M x y1 0 0( ; ),−  M x y2 0 0( ; ),−  M x y3 0 0( ; ).− −  Очевидно, коор-
динаты этих точек удовлетворяют уравнению (16.4), точки лежат 
на эллипсе.

Исходя из  доказанного, для  построения эллипса достаточно 
определить множество его точек в первой координатной четвер-
ти, а затем воспользоваться свойством симметричности относи-
тельно координатных осей. Если x ≥ 0  и  y ≥ 0,  то из уравнения 

1  Определения большой и  малой полуосей эллипса являются традиционными 
и никак не согласуются с понятием оси, приведенным выше. 
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(16.4) получаем: y
b

a
a x= −2 2 .  

Средствами математического ана-
лиза доказывается, что эта функ-
ция представляет собой гладкую 
непрерывную кривую. Эллипс 
изображен на рис. 63.

Из определения 1 вытекает спо-
соб построения эллипса, который 
может использоваться на  практи-
ке. Возьмем нить длиной 2а, за-
крепим ее концы в точках F1 и F2, натянем ее с помощью острия 
карандаша. Передвигая карандаш по  бумаге и  натягивая при 
этом нить, получаем рисунок эллипса (рис. 64).

Разберем еще один способ построения эллипса. Пусть A1, A2, 
B1 и B2 — вершины эллипса, О — его центр, а и b — полуоси. Про-
ведем оси канонической системы координат (рис. 65). Построим 
две окружности α и β с центром в точке О и радиусами а и b. Вер-
шины A1 и A2 лежат на окружности α, а B1 и B2 — на β. Проведем 
луч l с началом в точке О. Обозначим через t ориентированный 
угол между положительным направлением оси абсцисс и лучом l. 
Легко найти координаты точек Q и Р пересечения окружностей α 
и β с лучом l: Q a t a t( cos ; sin )  и  P b t b t( )cos ; sin .  Построим точку 
М пересечения двух прямых, одна из которых проходит через Q 
и  параллельна оси ординат, а  другая  — через Р и  параллельна 
оси абсцисс. Тогда координаты точки М равны ( cos ; sin ).a t b t  
Подставив их в каноническое уравнение эллипса, получим

a t

a

b t

b

2 2

2

2 2

2
1

cos sin
.+ =

Таким образом, точка М ле-
жит на  эллипсе. Меняя поло-
жение луча, можно получить 
любое количество точек эллип-
са. Уравнения

x a t

y b t

=
=





cos ,

sin

называются параметрически-
ми уравнениями эллипса.

Рис. 64

Рис. 65
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Рассмотрим так называемое директориальное свойство эл-
липса.

Определение 2. Эксцентриситетом эллипса называется 
число, равное отношению расстояния между фокусами к сумме 
фокальных радиусов любой его точки.

Эксцентриситет эллипса будем обозначать через ε. Так как 
F F c1 2 2=  а  r r a1 2 2+ = ,  то

	 ε =
c

a
. 	 (16.8)

Из неравенства (16.1) следует, что ε < 1. Так как полуоси а и b 
и половина расстояния между фокусами с связаны соотношени-

ем b a c2 2 2= −  (согласно (16.3)), то  b a2 2 21= −( ).ε  Отсюда следу-

ет, что если ε  = 0, то  b a2 2= ,  т.  е. эллипс представляет собой 
окружность. С  увеличением эксцентриситета от  0 до  1 отноше-

ние 
b

a
 уменьшается от 1 до 0, т. е. эллипс «сжимается» к оси Ох 

и «приближается» к отрезку. В дальнейшем будем предполагать, 
что ε ≠ 0.

Определение 3. Прямые

	 d x
a

1: = −
ε

,  d x
a

2: =
ε

	 (16.9)

называются директрисами эллипса.
Директрисы d1 и d2 параллельны оси ординат. В силу того, что 

a
a

ε
> ,  они не пересекают эллипс. Будем считать, что директриса 

d1 соответствует фокусу F1, а директриса d2 — фокусу F2. На ри-
сунке 66 изображен эллипс и его директрисы.

Рис. 66
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Вычислим расстояния ρ1 и ρ2 от произвольной точки M x y( ; )  
эллипса до директрис d1 и d2. Воспользуемся формулой для вы-
числения расстояния от точки до прямой, полученной в § 14:

	 ρ
ε

ε1 =
+a x

,  ρ
ε

ε2 =
−a x

. 	 (16.10)

Сравним найденные соотношения с формулами (16.5) и (16.6). 
Используя формулу (16.8), соотношения, выражающие фокаль-
ные радиусы точки через а и с, можно выразить через а и эксцен-
триситет ε: r a x1 = + ε ,  r a x2 = − ε .  Таким образом, если точка 

принадлежит эллипсу, то отношения 
r1

1ρ
 и 

r2

2ρ
 равны эксцентри-

ситету.
Покажем обратное. Пусть даны эллипс и  точка, отношение 

расстояния от которой до фокуса к расстоянию до соответствую-
щей директрисы равно эксцентриситету эллипса. Покажем, что 
эта точка лежит на эллипсе. Введем его каноническую систему 
координат. Обозначим через х и у координаты точки. Будем счи-

тать, что 
r2

2ρ
ε= ,  где r2 и ρ2 — расстояния от данной точки до фо-

куса F2 и до директрисы d2. Так как координаты F2 равны (c; 0), 

а уравнение директрисы d2 имеет вид x
a

=
ε

,  то  r x c y2
2 2= − +( ) ,  

ρ
ε

ε2 =
−a x

.  Поэтому

( ) .x c y a x− + = −2 2 ε

Возведем обе части этого равенства в  квадрат и  преобразуем 
полученное выражение, используя соотношения (16.3) и (16.8):

( ) ,

,

x c y a a x x

x cx c y a a
c

a
x

c

a
x

a c

a

− + = − +

− + + = − +

−

2 2 2 2 2

2 2 2 2
2

2

2

2 2

2

2 2

ε ε

22

2 2 2 2

2

2

2 2 2

x y a c

b

a
x y b

+ = −

+ =

,

.

Разделив обе части этого равенства на b2, окончательно полу-

чим 
x

a

y

b

2

2

2

2
1+ = .  Таким образом, точка М лежит на эллипсе. Ана-
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логично доказывается такое же утверждение для фокуса F1 и ди-
ректрисы d1. Мы доказали следующую теорему.

Теорема (директориальное свойство эллипса). Эллипс пред-
ставляет собой множество всех точек плоскости, для  кото-
рых отношение расстояния до  точки (фокуса) к  расстоянию 
до  прямой (директрисы), не  содержащей эту точку, является 
постоянным числом (эксцентриситетом), меньшим единицы.

Пример 1. Найти каноническое уравнение эллипса, если рас-
стояние между его фокусами равно 12, а уравнения директрис 

имеют вид x = ±
50

3
.

Решение. Так как  расстояние между фокусами равно 2с, 
то из условия следует, что с = 6. Уравнения директрис имеют вид 

x
a

= ±
ε

,  но  ε =
c

a
,  поэтому 

a

c

2 50

3
= .  Отсюда а2  = 100, а  = 10. 

По формуле (19.3) b a c2 2 2= − .  Поэтому b2 100 36 64= − = .  Таким 

образом, искомое уравнение имеет вид 
x y2 2

100 64
1+ = .

§ 17. Гипербола и ее свойства

В  настоящем параграфе мы познакомимся со  свойствами 
еще одной кривой второго порядка, так называемой гиперболой.

Определение 1. Гиперболой называется множество точек 
плоскости, для каждой из которых модуль разности расстоя-
ний до  двух фиксированных точек F1 и  F2, принадлежащих 
той  же плоскости, является постоянной величиной, меньшей 
расстояния между точками F1 и F2.

Точки F1 и F2, как и в случае эллипса, будем называть фокуса-
ми. Очевидно, следует предполагать, что фокусы не  совпадают 
друг с  другом. Пусть F F c1 2 2= ,  а  модуль разности расстояний 
от  точки гиперболы до  фокусов равен 2a. Тогда, как  следует 
из определения,

	 a c< . 	 (17.1)

Из неравенств, связывающих стороны треугольника, следует, 

что не существует таких точек М, для которых F M F M c1 2 2− < .  
Заметим, что эта разность равна 2с в том и только в том случае, 
когда точка М лежит на прямой F1F2 и не принадлежит отрезку 
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между фокусами. Будем также предполагать, что a ≠ 0. В против-
ном случае выполнялось  бы равенство F M F M1 2= ,  а  точки, 
удовлетворяющие этому условию, образуют серединный перпен-
дикуляр отрезка F1F2.

Выведем уравнение гиперболы. Как и в случае эллипса, вве-
дем прямоугольную декартову систему координат, которую так-
же будем называть канонической, ось абсцисс которой содержит 
фокусы F1 и  F2, а  ось ординат совпадает с  серединным перпен-
дикуляром отрезка F1F2 (рис. 67). В этой системе запишем коор-
динаты фокусов: F1(–c; 0), F2(c; 0). Точка M(x; y) в том и только 
в том случае лежит на гиперболе, когда ее координаты удовлет-
воряют уравнению:

	 ( ) ( ) .x c y x c y a+ + − − + =2 2 2 2 2 	 (17.2)

Рис. 67

Упростим это уравнение. Раскроем модуль: ( )x c y+ + −2 2  

− − + = ±( )x c y a2 2 2  и  «уединим» один из  радикалов: 

( ) ( ) .x c y x c y a+ + = − + ±2 2 2 2 2  Возведем обе части полученного 
уравнения в квадрат:

( ) ( ) ( )x c y x c y a x c y a+ + = − + ± − + +2 2 2 2 2 2 24 4 .

После упрощений получим cx a a x c y− = ± − +2 2 2( ) .  Еще раз 
возведем обе части в квадрат: 
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c x a cx a a x a cx a c a y2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 22 2− + = − + +

или

( ) ( ).c a x a y a c a2 2 2 2 2 2 2 2− − = −

В силу неравенства (17.1) c a2 2 0− >  поэтому существует чис-
ло b, для которого

	 b c a2 2 2= − . 	 (17.3)

Тогда b x a y a b2 2 2 2 2 2− = .  Разделив обе части этого равенства 
на b2, окончательно получим

	
x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . 	 (17.4)

Таким образом, координаты любой точки гиперболы удовлет-
воряют уравнению (17.4). Покажем обратное. Возьмем произ-
вольную точку M(x; y), координаты которой являются решением 
этого уравнения. Пусть r F M1 1= ,  r F M2 2= .  Эти числа будем на-
зывать фокальными радиусами точки М. Нам следует показать, 
что r r a1 2 2− = .  Из уравнения (17.4) следует, что

	 x a≥ , 	 (17.5) 

	 y
b

a
x a= −2 2 . 	 (17.6)

Так как  r x c y2
2 2= − +( ) ,  то, заменив в  этом выражении 

у по формуле (17.6), получим

r x c b
a x

a
2

2 2
2 2

2
= + +

−
( ) =

1
22 2 2 2 2 2 2 2 2

a
a x a cx a c b a b x− + + − = 

=
1

22 2 2 2 2 2 2

a
a b x a cx a c b( ) ( ).+ − + −

Из формулы (17.3) следует, что a b c2 2 2+ = ,  c b a2 2 2− = .  Поэ-
тому

r
a

c x a cx a
a

cx a2
2 2 2 4 2 21

2
1

= − + = −( ) .

Таким образом,

	 r
c

a
x a2 = − . 	 (17.7)
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Аналогично показывается, что

	 r
c

a
x a1 = + . 	 (17.8)

Раскроем модули в полученных формулах. Пусть x ≥ 0. Тогда 
c

a
x a+ > 0,  поэтому r

c

a
x a1 = + .  Из  неравенства (17.5) следует, 

что x ≥ а. Так как c > a, то, перемножая эти неравенства, получим 

сx ≥ а2. Отсюда следует, что 
c

a
x a− > 0.  Таким образом, r

c

a
x a2 = −  

и  r r a1 2 2− = .

Пусть x < 0. Тогда 
c

a
x a− < 0  и  r a

c

a
x2 = − .  Из  неравенства 

(17.5) следует, что –x ≥ a; перемножая это неравенство с неравен-

ством c > a, получим: − ≥cx a2  или 
c

a
x a+ < 0.  Таким образом, 

r
c

a
x a1 = − −  и  r r a1 2 2− = .  И в первом, и во втором случаях мо-

дуль разности фокальных радиусов постоянен и равен 2a. Урав-
нение (17.4) является уравнением гиперболы. Оно носит назва-
ние канонического.

Рассмотрим свойства гиперболы, которые позволят построить 
ее изображение. Вначале найдем ее точки пересечения с  осями 
канонической системы координат. Пусть точка A x y( ; )0 0  служит 
точкой пересечения гиперболы с осью абсцисс. Тогда из уравне-

ния (17.4) следует, что 
x

a
0
2

2
1= ,  т. е. либо x = a, либо x = –a. Гипер-

бола пересекается с осью абсцисс в двух точках A1(–a; 0) и A2(a; 0). 
Она не пересекает оси ординат. Действительно, если точка B(0; y0) 
лежит на  гиперболе, то  число y0 удовлетворяет уравнению 

y

b

2

2
1= − ,  которое не имеет действительных корней. Точки A1 и A2 

называются вершинами гиперболы, а числа а и b — ее действи-
тельной и мнимой полуосями.

Если точка M(x; y) лежит на гиперболе, то, как следует из ее 
канонического уравнения, точки M1(–x; y), M2(x; –y) и M3(–x; –y) 
также лежат на гиперболе. Отсюда следует, что гипербола сим-
метрична относительно осей и центрально симметрична относи-
тельно начала канонической системы координат. Поэтому доста-
точно построить точки гиперболы, лежащие в  первой 
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координатной четверти, а затем отразить их симметрично отно-
сительно осей и начала системы координат. Из формулы (17.6) 
следует, что в  этой четверти гипербола совпадает с  графиком 

функции y
b

a
x a= −2 2 .  Средствами математического анализа 

доказывается, что при x ≥ a эта функция является непрерывной, 
гладкой и  возрастающей. Кроме того, она имеет асимптоту. 
Как  доказывается в  курсе математического анализа, прямая 
y kx p= +  тогда и  только тогда служит асимптотой функции 

y f x= ( )  при x → ∞, когда k
f x

xx
=

→∞
lim

( )
,  p f x kx

x
= −

→∞
lim( ( ) ).  В дан-

ном случае

k
b x a

ax

b

a

a

x

b

a

p
b x a

a

bx

a

b

x x

x

=
−

= − =

=
−

− =

→∞ →∞

→∞

lim lim ,

lim( )

2 2 2

2

2 2

1

aa

x a x

x a xx
lim .

→∞

− −

− +
=

2 2 2

2 2
0

Таким образом, прямая y
b

a
x=  — асимптота гиперболы в пер-

вой координатной четверти. Так как гипербола симметрична от-
носительно координатных осей, то  эта  же прямая служит ее 

асимптотой в третьей четверти, а прямая y
b

a
x= −  — во второй 

и четвертой четвертях. Гипербола изображена на рис. 67.
Укажем способ построения точек гиперболы циркулем и ли-

нейкой. Пусть F1 и F2 — ее фокусы, A1 и A2 — точки пересече-
ния с  осью абсцисс. Построим окружность α с  центром в  точке 
F2 радиуса r. Затем увеличим раствор циркуля на длину отрезка 
A1A2 и построим окружность β с центром в точке F1 с радиусом 

r + A1A2. Ясно, что точки пересе-
чения окружностей α и  β лежат 
на  гиперболе. Меняя радиус r, 
можно построить любое число то-
чек гиперболы (рис. 68).

Гипербола, как  и  эллипс, об-
ладает директориальным свой-
ством.

Определение 2. Эксцентриси-
тетом гиперболы называется Рис. 68
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число ε, равное отношению расстояния между фокусами к моду-
лю разности фокальных радиусов любой точки гиперболы:

	 ε =
c

a
. 	 (17.9)

Из неравенства (17.1) следует, что для гиперболы ε > 1 (срав-
ните, для эллипса эксцентриситет меньше единицы). Выясним, 
как меняется форма гиперболы, если ее эксцентриситет прини-
мает значения от  1 до  + ∞. Тогда из  формулы (17.9) получим 

a
c

=
ε

.  Пусть ε → 1, тогда a → c. Как мы уже отмечали, в этом слу-

чае гипербола «сжимается», ее ветви приближаются к двум лу-
чам оси абсцисс, начала которых лежат в ее фокусах. При ε → +∞ 
a → 0, ветви гиперболы «распрямляются» к серединному перпен-
дикуляру отрезка F1F2, т. е. к оси ординат.

Определение 3. Прямые

	 d x
a

1: = −
ε

,  d x
a

2: =
ε

	 (17.10)

называются директрисами гиперболы.
Считается, что директриса d1 соответствует фокусу F1, а d2 — 

фокусу F2. Так как ε > 1, то 
a

a
ε

< .  Поэтому директрисы пересека-

ют ось абсцисс во  внутренних точках отрезка, заключенного 
между вершинами гиперболы (рис. 69). Докажем директориаль-
ное свойство гиперболы.

Рис. 69
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Теорема (директориальное свойство гиперболы). Гипербо-
ла представляет собой множество всех точек плоскости, для 
каждой из  которых отношение расстояния от  этой точки 
до  фокуса к  расстоянию до  директрисы, соответствующей 
этому фокусу, является постоянным числом, равным эксцен-
триситету.

Доказательство. Пусть дана гипербола. Будем предпола-
гать, что на плоскости выбрана ее каноническая система коор-
динат. Рассмотрим точку M(x; y), лежащую на гиперболе. Обо-
значим через ρ1 и  ρ2 расстояния от  нее до  директрис d1 и  d2. 
Из  формулы для  вычисления расстояния от  точки до  прямой 

(§ 14) следует, что ρ
ε

ε
ε1 = + =

+
x

a a x
,  ρ

ε
ε

ε2 = − =
−

x
a a x

.  Най-

дем отношения 
r1

1ρ
 и 

r2

2ρ
 где r1 и r2 — фокальные радиусы точки 

М. Из равенств (17.7)—(17.9) получим r a x1 = + ε  и  r a x2 = − ε .  

Поэтому 
r r1

1

2

2ρ ρ
ε= = .

Покажем обратное. Пусть отношение расстояния от  некото-
рой точки М до фокуса гиперболы к расстоянию от M до соответ-
ствующей директрисы равно эксцентриситету. Проверим, что 
точка лежит на гиперболе. Доказательство проведем для фокуса 
F1 и директрисы d1. Для вторых фокуса и директрисы рассужде-
ния проводятся аналогично. Пусть даны координаты точки: 

M(x; y). Тогда r MF x c y1 1
2 2= = + +( ) .  Расстояние ρ1 до дирек-

трисы d1 равно ρ
ε

ε1 =
+a x

.  Так как 
r1

1ρ
ε= ,  то  ( ) .x c y a x+ + = +2 2 ε  

Отсюда

( ) ( ) ,x c y a
c

a
x+ + = +2 2 2  

a x a cx a c a y2 2 2 2 2 2 22+ + +  = a a cx c x4 2 2 22+ + ,  

( ) ( ).c a x a y a c a2 2 2 2 2 2 2 2− − = −

Так как  по  формуле (17.3) b c a2 2 2= − ,  то  b x a y a b2 2 2 2 2 2− = ,  

или 
x

a

y

b

2

2

2

2
1− = .  Точка М принадлежит гиперболе, теорема дока-

зана.
Директориальные свойства эллипса и  гиперболы позволяют 

иначе подойти к определению этих кривых. Из доказанных те-



§ 17. Гипербола и ее свойства  131

орем следует, что если на плоскости даны прямая (директриса) 
и точка (фокус), которая не лежит на этой прямой, то множество 
всех точек плоскости, для каждой из которых отношение рассто-
яния до фокуса к расстоянию до директрисы равно постоянному 
числу, представляет собой эллипс, если это число меньше еди-
ницы, и гиперболу, если оно больше единицы. Ответ на вопрос, 
какой вид имеет это множество, если отношение равно единице, 
будет дан в следующем параграфе.

Пример 1. Доказать, что директрисы гиперболы проходят 
через основания перпендикуляров, опущенных из соответству-
ющих фокусов на асимптоты.

Решение. Пусть гипербола задана своим каноническим урав-
нением. Доказательство проведем для фокуса F2(c; 0) и асимпто-

ты l: y
b

a
x= .  Обозначим через n перпендикуляр, опущенный 

из F2 на l, а через N — точку пересечения l и n. Покажем, что N 

лежит на директрисе d2: x
a

=
ε

 (рис. 70). Уравнение асимптоты 

можно представить в виде bx ay− = 0.  Ее направляющий вектор 
имеет координаты 



p a b{ ; }  (лемма, § 13). Вектор 


p  служит нор-
мальным вектором прямой n. Этот перпендикуляр проходит че-
рез F2(c; 0). Составим его уравнение по точке и нормальному век-
тору (§ 14): a x c by( ) ,− + = 0  или ax by ac+ − = 0.  Найдем абсциссу 
точки пересечения прямых l и n. Для этого решим систему урав-
нений

bx ay

ax by ac

− =
+ − =





0

0

,

.

Умножая первое уравнение на b, а второе на а, и складывая 

их, получим ( ) .a b x a c2 2 2 0+ − =  Так как a b c2 2 2+ =  и ε =
c

a
 ((17.3) 

и (17.9)), то x
a c

a b

a

c

a
=

+
= =

2

2 2

2

ε
.  Точ-

ка N лежит на директрисе d2. Анало-
гично это же утверждение доказыва-
ется для  фокуса F2 и  асимптоты d1: 

y
b

a
x= − ,  а также фокуса F1 и асим-

птот y
b

a
x= ± .

Рис. 70
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§ 18. �Парабола, полярные уравнения 
кривых второго порядка

В предыдущих параграфах мы доказали директориальные свой-
ства эллипса и  гиперболы. Из  них следует, что кривая в  том 
и только в том случае является эллипсом или гиперболой, ког-
да для точек этих кривых выполнено такое условие: отношение 
расстояния до  фокуса к  расстоянию до  директрисы, соответ-
ствующей этому фокусу, является постоянным числом (эксцен-
триситетом). Для  эллипса эксцентриситет меньше единицы, 
а для гиперболы — больше. В настоящем параграфе мы ответим 
на вопрос, какой вид имеет множество точек, для каждой из ко-
торых отношение расстояния до точки к расстоянию до прямой, 
не содержащей эту точку, равно единице. Мы покажем, что такое 
множество точек хорошо известно из школьного курса алгебры, 
оно совпадает с параболой.

Определение 1. Множество точек плоскости, для  каждой 
из  которых расстояние до  фиксированной точки плоскости 
равно расстоянию до  фиксированной прямой, не  содержащей 
эту точку, называется параболой.

Точку и  прямую, которые упомянуты в  определении, будем 
называть соответственно фокусом и директрисой параболы. Бу-
дем также считать, что эксцентриситет параболы равен единице. 
Нетрудно выяснить, что представляет собой множество точек, 
удовлетворяющих определению 1, если фокус лежит на  дирек-
трисе. Если F — фокус, d — директриса, а М — точка множества, 
то в этом случае отрезок FM перпендикулярен d. Поэтому такое 
множество совпадает с прямой, проходящей через фокус и пер-
пендикулярной директрисе.

Выведем уравнение параболы. Для  этого выберем прямоу-
гольную декартову систему коор-
динат так, чтобы ось абсцисс про-
ходила через фокус F и  была 
перпендикулярна директрисе d 
параболы, а ее начало О совпадало 
с серединой отрезка, заключенно-
го между F и  точкой Q пересече-
ния оси абсцисс и  директрисы. 
Направление оси абсцисс опреде-

ляется вектором QF
 

 (рис. 71). Та-
кую систему координат будем на-Рис. 71
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зывать канонической. Обозначим через p длину отрезка FQ, 
Число р называется фокальным параметром параболы. Тогда 

в  канонической системе координаты фокуса F равны 
p

2
0; ,







  

а уравнение директрисы d имеет вид x
p

+ =
2

0.

Рассмотрим произвольную точку M(x; y). Расстояние р от М 

до F равно ρ = −





 +x

p
y

2

2
2 .  Длина δ перпендикуляра, опущен-

ного из  M на  директрису d, согласно формуле для  вычисления 

расстояния от  точки до  прямой (§  14), равна x
p

+
2

.  Поэтому 

из определения 1 следует, что точка М в том и только в том слу-
чае лежит на параболе, когда

	 x
p

y x
p

−





 + = +

2 2

2
2 . 	 (18.1)

Уравнение (18.1) представляет собой уравнение параболы. 
Нам необходимо его упростить. Для  этого возведем обе части 
в квадрат:

	 x
p

y x
p

−





 + = +








2 2

2
2

2

. 	 (18.2)

Отсюда следует, что

	 x px
p

y x px
p2

2
2 2

2

4 4
− + + = + + . 	 (18.3)

После приведения подобных членов получим

	 y px2 2= . 	 (18.4)

Таким образом, если точка принадлежит параболе, то ее ко-
ординаты удовлетворяют уравнению (18.4). Нетрудно убедиться 
в обратном. Если координаты точки М служат решением урав-
нения (18.4), то они удовлетворяют уравнениям (18.3) и (18.2). 
Извлекая квадратный корень из  обеих частей равенства (18.2), 
получим, что координаты точки М удовлетворяют (18.1). Точка 
лежит на параболе.

Уравнение (18.4) носит название канонического уравнения 
параболы. Отметим ее свойства. Начало О канонической систе-
мы координат лежит на параболе, так как x = y = 0 — решение 
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уравнения (18.4). Эта точка называется вершиной параболы. Па-
рабола симметрична относительно оси абсцисс и не симметрична 
относительно оси ординат канонической системы. Действитель-
но, если координаты точки M(x; y) удовлетворяют уравнению 
(18.4), то координаты точки M′(x; –y) также удовлетворяют урав-
нению (18.4), а координаты точки M″(–x; y) не являются реше-
нием этого уравнения. Таким образом, для построения параболы 

достаточно изобразить график степенной функции y px= 2 ,  
а  затем отобразить его симметрично относительно оси абсцисс. 
Средствами математического анализа доказывается, что эта 
функция непрерывная, гладкая и бесконечно возрастающая. Па-
рабола изображена на рисунке 71.

Рассмотрим способ построения точек параболы. Пусть F — ее 
фокус, а  d  — директриса. Проведем ось симметрии параболы, 
т. е. прямую l, содержащую F и перпендикулярную d. Затем по-
строим несколько прямых, перпендикулярных оси. На каждой 
прямой определим две точки пересечения с окружностью, центр 
которой находится в фокусе F, а радиус равен расстоянию между 

этой прямой и  директрисой (см. 
рис.  72). Ясно, что эти точки ле-
жат на параболе.

Пример 1. В  параболу вписан 
равнобедренный треугольник 
так, что его вершина, общая для 
боковых сторон, совпадает с вер-
шиной параболы. Доказать, что 
основание треугольника перпен-
дикулярно оси параболы. Найти 
длины сторон равнобедренного 
прямоугольного треугольника, 
вписанного указанным способом 
в параболу, заданную своим кано-
ническим уравнением y px2 2= .

Решение. Пусть ОАВ  — дан-
ный треугольник, где О — верши-
на параболы (рис.  73). Пусть ко-
ординаты вершин А  и  В  равны 
(x1;  y1) и  (x2; y2). Так как 

y px2 2=  — каноническое уравне-
ние параболы, то

Рис. 72

Рис. 73
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	 x1 0> ,  x2 0> . 	 (18.5)

В  канонической системе координат OA x y= +1
2

1
2 ,  

OB x y= +2
2

2
2 .  Из условия OA OB=  следует, что x y x y1

2
1
2

2
2

2
2+ = + .  

Точки А  и  В  лежат на  параболе, поэтому x px x1
2

1 2
22+ = +   

+ 2px2. Отсюда ( )( ) .x x x x p1 2 1 2 2 0− + + =  В силу неравенств (18.5) 

( ) ,x x p1 2 2 0+ + >  поэтому x1 = x2. Точки А и В лежат на прямой, 
параллельной оси ординат. Первое утверждение доказано.

Пусть ОАВ — равнобедренный прямоугольный треугольник. 

Тогда координаты точек А и В имеют вид A
y

p
y

2

2
; ,









  B

y

p
y

2

2
; .−









  

Скалярное произведение векторов OA
 

 и  OB
 

 равно нулю. Следо-

вательно, 
y

p
y

4

2

2

4
0− = .  Отсюда получим y p2 24=  и  координаты 

точек А  и  В  равны (2р; 2р) и  (2р; –2р). Таким образом, 

OA OB p= = 2 2 ,  AB p= 4 .
В § 9 были введены полярная система координат и полярные 

координаты точек плоскости. Выведем уравнения эллипса, ги-
перболы и параболы в полярной системе координат. Пусть кри-
вая  γ представляет собой эллипс, одну ветвь гиперболы, либо 
параболу. Пусть F — фокус, а d — директриса кривой γ, соответ-
ствующая этому фокусу. При этом будем предполагать, что в слу-
чае гиперболы фокус и директриса выбраны так, что рассматри-
ваемая ветвь кривой лежит в той же полуплоскости относительно 
d, что и фокус F. Будем также предполагать, что полюс полярной 
системы координат совпадает с F, a полярная ось l лежит на оси 
симметрии и  не  пересекает директрису d (рис.  74). Восставим 
в  точке F перпендикуляр к  l, 
Р  — точка его пересечения с  γ. 
Обозначим через р длину отрез-
ка FР. Число р будем называть 
фокальным параметром γ.

Обозначим через ρ и ϕ поляр-
ные координаты точки М. На-
помним, что в  нашем случае 
ρ = FM ,  а  ϕ  — ориентирован-
ный угол между полярной осью l 
и вектором FM

 

.  Обозначим че- Рис. 74
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рез Q и N проекции точек Р и М на директрису d, а через К — про-
екцию М на ось симметрии кривой γ (рис. 74). Тогда если R — 
точка пересечения директрисы d и  оси симметрии l, то 

NM RK RF pr FMl= = +
 

.  Так как проекция FM
 

 на l имеет вид 

pr FM FMl

   

= =cos cos ,ϕ ρ ϕ  а  RF QP= ,  то  NM QP= + ρ ϕcos .  
Воспользуемся директориальным свойством кривой второго по-

рядка. Если ε  — эксцентриситет γ, то 
p

QP NM
= =

ρ
ε.  Поэтому 

QP
p

=
ε

,  а  NM =
ρ
ε

.  Таким образом, 
p

ε
ρ
ε

ρ ϕ= + cos .  Помножив 

это соотношение на ε и выделив ρ, окончательно получим

	 ρ
ε ϕ

=
−

p

1 cos
. 	 (18.6)

Уравнение (18.6) называется полярным уравнением кривой 
второго порядка γ.

Пусть ε < 1. Тогда γ представляет собой эллипс. В этом случае 
1 0− >ε ϕcos  для любого ϕ. Так как полярный радиус всегда поло-
жителен, для любого угла ϕ существует значение ρ, определяемое 
формулой (18.6), для  которого точка M(ρ; ϕ) лежит на  эллипсе. 
Любой луч с началом в полюсе полярной системы координат пере-
секает эллипс (рис. 75). Если ε = 1, то γ представляет собой парабо-
лу. В  этом случае 1 0− ≥cosϕ  для  любого ϕ, причем 1 0− =cosϕ  
при ϕ = 0. Таким образом, в уравнении (18.6) ϕ принимает все зна-
чения на  полуинтервале (–π; π], за  исключением 0. Любой луч 
с началом в фокусе F, за исключением полярной оси, пересекает 
параболу (рис. 76). Рассмотрим случай, когда ε > 1. Тогда γ пред-
ставляет собой ветвь гиперболы. Как следует из уравнения (18.6), 
угол ϕ удовлетворяет неравенству 1 0− >ε ϕcos .  Отсюда

	 cos .ϕ
ε

<
1

	 (18.7)

Рис. 75 Рис. 76
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Решим это неравенство. Пусть cos .ϕ
ε0
1

=  Так как 

tg
cos

,2
0 2

0

1
1ϕ

ϕ
= −  то  tg2ϕ ε0

2 1= − .  Воспользуемся формулами, 

выражающими эксцентриситет гиперболы через ее полуоси 

и расстояние между фокусами (§ 17): tg ,2
0

2

2
ϕ =

b

a
 т. е. tg .ϕ0 = ±

b

a
 

Нетрудно видеть, что ϕ является решением неравенства (18.7) 

в том и только в том случае, когда arctg ,
b

a
< ≤ϕ π  − < <π ϕ arctg .

b

a
 

Геометрически это означает, что если угол ϕ принадлежит отрез-

ку [ −arctg ;
b

a
arctg

b

a
], то луч, составляющий угол ϕ с полярной 

осью и с началом в фокусе F, не пересекает ветвь гиперболы. От-
метим, что лучи, образующие с полярной осью углы, равные 

−arctg
b

a
 и arctg ,

b

a
 параллельны асимптотам гиперболы 

(рис. 77). Можно доказать, что если на плоскости введены обоб-
щенные полярные координаты (§ 9), то уравнение (18.6) в случае 
1 0− <ε ϕcos  задает вторую ветвь гиперболы.

рис. 77


