
ТЕМА 3

§ 1. скалярное произВедение ВектороВ

Мы переходим к изучению свойств скалярного, векторного 
и смешанного произведений векторов. Они впервые были опре-
делены в книге У. Гамильтона «Лекции о кватернионах», а так-
же в трудах немецкого математика Г. Грассмана. В дальнейшем 
их абстрактные математические исследования были успешно 
применены при изучении различных свойств физических объ-
ектов. Например, с помощью скалярного произведения векторов 
определяется работа силы при перемещении тела.

В настоящем параграфе мы рассмотрим свойства скалярного 
произведения векторов. Для этого нам потребуется ввести не-
сколько геометрических понятий.

Определение 1. Под углом между двумя ненулевыми вектора-
ми 



a  и 


b  будем понимать величину угла AOB, где OA a
 



= ,

OB b
 



= .  Если векторы 


a  и 


b  сонаправлены, то угол между ними 
равен 0, если же противоположно направлены, то π.

Угол между векторами 


a  и 


b  будем обозначать через ∠




ab.
Ясно, что это понятие не зависит от выбора точки О. Угол между 
ненулевыми векторами заключается в пределах от 0 до π:

0 ≤ ∠ ≤




ab π.  Если среди векторов содержится хотя бы один нуле-
вой, то будем считать, что угол между ними принимает произ-
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вольное значение в пределах от 0 до π. Для изучения свойств ска-
лярного произведения введем понятие проекции вектора на ось.

Определение 2. Под осью будем понимать прямую, для кото-
рой указан параллельный ей ненулевой вектор.

Будем говорить, что вектор оси задает ее направление. Бу-
дем также считать две оси равными друг другу, если они образо-
ваны одной и той же прямой, а векторы, определяющие их на-
правления, сонаправлены. Таким образом, нам не существенна 
длина вектора оси, мы будем использовать только его направ-
ление. Вектор оси, имеющий единичную длину, называется ее 
ортом.

Пусть в пространстве даны ось l и точка А. Проведем через А 
плоскость, перпендикулярную l. Точку пересечения этой пло-
скости с  осью будем называть ортогональной проекцией точ-
ки А на l.

Определение 3. Пусть даны вектор 


a  и ось l, АВ
 

 — произ-
вольный представитель 



a.  Тогда под  векторной проекцией


a
на l будем понимать вектор ′ ′A B

 

,  где A′ и B′ — ортогональные 
проекции точек А и В на l.

Векторную проекцию 


a  на l будем обозначать pr al


 

.  Ясно, что
она не зависит от выбора представителя вектора 



a.  Пусть 


e  —

орт оси, тогда pr a el


 





.  Так как 


e  — ненулевой вектор, то из тео-
ремы о  коллинеарных векторах (§  2) следует, что существует 

единственное число λ, удовлетворяющее условию pr a el


 



= λ .

Определение 4. Под проекцией вектора 


a  на ось l будем по-
нимать число, на  которое следует умножить орт оси, чтобы 
получить векторную проекцию 



a  на l.
Проекцию 



a  на l будем обозначать через pr al


.  Если 


e  — орт 
оси, то

pr a pr a el l


 

 

= . (4.1)

Легко видеть, что pr al


 > 0 тогда и только тогда, когда векто-

ры pr al


 

 и 


e  сонаправлены. В этом случае угол между векторами 


a  и 


e  острый (рис. 17, а); pr al


 =


0  в том и только в том случае, 

когда либо 


a  ⊥ 


e  (рис. 17, б), либо 




a = 0;  pr al


 < 0 тогда и только
тогда, когда векторы pr al



 и 


e  противоположно направлены. 
При этом угол между 



a  и 


e  тупой (рис. 17, в).
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Рис. 17

Свойство 1. Пусть l — ось, а 


e  — ее орт. Тогда для любого не-
нулевого вектора 



a  выполняется равенство

pr a a ael
  

= ∠cos( ). (4.2)

Доказательство. Предположим, что pr al




= 0.  Так как 




a ≠ 0,
то  в  этом случае 

 

a e⊥ .  Тогда cos( ) .∠ =


ae 0  Равенство (4.2) вы-
полнено.

Пусть pr al


> 0. Отложим от точки А вектор 


a:  AC a
 



= ,  обозна-

чим через AB
 

 векторную проекцию pr al


 

 (рис. 18, а). Треуголь-
ник АСВ  — прямоугольный. Так как  pr a a ael

  

= ∠ >cos( ) ,0

то из равенства (4.1) следует, что векторы AB
 

 и 


e  сонаправлены. 
Поэтому ∠ CAB = ∠



ae.  Из свойств прямоугольного треугольника 

АСВ следует AB AC CAB
   

= ∠cos( )  или pr a a ael
  

= ∠cos( ).  Равен-
ство (4.2) в этом случае доказано.

Наконец, рассмотрим случай, когда pr al


< 0.  Пусть AB pr al

 



 

= .  

Отложим от точки А вектор 


a:  AC a
 



=  (рис. 18, б). Треугольник

АВС — прямоугольный. Так как  pr al


< 0,  то  pr a ABl


 

= −  и векто-
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ры AB
 

 и 


e  противоположно направлены, а  значит, ∠ CAB  =
= π − ∠



ae.  Из свойств прямоугольного треугольника АВС следует 

AB AC CAB
   

= ∠cos( ).  Но  cos( ) cos( ) cos( ),∠ = − ∠ = − ∠CAB ae aeπ
 

поэтому AB AC ae
   



= − ∠cos( ),  − = − ∠pr a a ael
  

cos( ),  и  pr al


=
= ∠
 

a aecos( ).  Свойство доказано.

Рис. 18

Свойство 2. Пусть l — произвольная ось. Тогда для любых век-
торов 



a  и 


b  справедливо следующее соотношение:

pr a b pr a pr bl l l( ) .








+ = + 	 (4.3)

Доказательство. Отложим от точки А последовательно векто-

ры 


a  и 


b:  AB a
 



= ,  BC b
 



= ,  тогда AC a b
 





= + .  Проектируя точки А,

В и С на ось l, получим: ′ ′ =A B pr al

 



 

,  ′ ′ =B C pr bl

 


 

,  ′ ′ = +A C pr a bl

 





 

( )

(рис. 19). Тогда ′ ′ = ′ ′ + ′ ′A C A B B C
     

,  т. е.

pr a b pr a pr bl l l( ) .




 



 


 

+ = + (4.4)

Рис. 19

Если 


e   — орт оси, то,  согласно равенству (4.1), 

pr a b pr a b el l( ) ( ) ,




 







+ = +  pr a pr ael l


 



= ,  pr b pr bel l



 





= .  Подставив эти  
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соотношения в  выражение (4.4), получаем: pr a b e pr ael l( )




 

+ = +
+ pr bel





. Отсюда непосредственно следует соотношение (4.3). 
Свойство доказано.

Свойство 3. Пусть l  — произвольная ось. Тогда для  любого 
числа λ и вектора 



a  выполняется равенство

pr a pr al lλ λ
 

= . (4.5)

Доказательство. Равенство очевидно, если λ  = 0. В  дальней-
шем будем предполагать, что λ ≠ 0. Равенство легко проверить 

при pr al


  = 0. Действительно, в  этом случае либо 




a = 0,  либо 

∠ =


ae
π
2

.  Но тогда либо λ


a  — нулевой вектор, либо он перпенди-

кулярен оси. И в том, и в другом случае pr al


= 0.
Рассмотрим случай pr al



≠ 0.  Отложим векторы 


a  и  λ


a
от одной точки А оси l: AB a

 



= , AC a
 



= λ , AB pr al′ =
 



 

, AC pr al′ =
 



 

( ).λ  

Пусть λ > 0, тогда AB
 

↑↑ AC
 

AB′
 

↑↑ AC′
 

 (рис. 20, а). Легко ви-
деть, что прямоугольные треугольники АВВ′ и  АСС′ подобны 

между собой, при этом AC AB AC AB
       

: : .= ′ ′ = λ  Так как λ > 0  

и  AB′
 

↑↑ AC′
 

 то AC AB′ = ′
   

λ  или

pr a pr al lλ λ


 



 

= . 	  (4.6)

Рис. 20

Предположим теперь, что λ < 0, 




a ≠ 0.  Тогда AB
 

↑↓ AC
 

и  AB′
 

↑↓ AC′
 

 (рис.  20,  б). Из  подобия треугольников АВВ′  
и  АСС′ следует, что AC AB AC AB

       

: : .= ′ ′ = λ  Так как  λ < 0  

и  AB′
 

↑↓ AC′
 

 то  AC AB′ = ′
   

λ ,  в  этом случае также справедлива 
формула (4.6).
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Воспользуемся теперь равенством (4.1). Если 


e  — орт оси l, то 

pr a pr a el l( ) ( ) ,λ λ


 

 

=  pr a pr a el l


 

 

= ( ) .  Подставим эти равенства в фор-
мулу (4.6): pr a el ( )λ

 

 = λ( ) .pr a el
 

 Отсюда следует равенство (4.5).
Свойство доказано.

Свойства 1—3 служат основой для изучения скалярного про-
изведения векторов.

Определение 5. Под  скалярным произведением ненулевых
векторов 



a  и 


b  будем понимать число, равное произведению
длин этих векторов на косинус угла между ними. Если среди со-
множителей хотя  бы один совпадет с  нулевым вектором, 
то скалярное произведение равно 0.

Скалярное произведение векторов будем обозначать через 




ab.  

Таким образом, если 




a ≠ 0,  
 

b ≠ 0,  то













ab a b ab= ∠cos( ). 	 (4.7)

В определении 5 специально выделен случай нулевых сомно-
жителей, так как при этом угол между векторами не определен 
и формула (4.7) не имеет места.

Докажем следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Если 
 

b ≠ 0,  а l — произвольная ось, направление ко-
торой определено вектором 



b,  то для любого вектора 


a  спра-
ведливо соотношение



 



ab b pr al= . 	 (4.8)

Доказательство. Если 




a = 0,  то,  согласно определению ска-

лярного произведения векторов, 




ab   = 0. Но  в  этом случае 
pr al


 = 0. Равенство (4.8) выполнено.

Пусть 




a ≠ 0.  Воспользуемся свойством 1 проекции вектора 
на ось: pr a a ael

  

= ∠cos( ),  где 


e  — орт оси. Так как орт 


e  сона-

правлен с 


b,  то  ∠ = ∠
 



ae ab.  Поэтому pr a a abl
  



= ∠cos( ).  Подставив 
это равенство в соотношение (4.8), получим формулу (4.7). Лем-
ма доказана.

Рассмотрим свойства скалярного произведения векторов.

Свойство 1. Для  любых векторов 


a  и 


b  справедливо равен-
ство



 



ab ba= 	 (4.9)

(свойство коммутативности).
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Справедливость утверждения следует из формулы (4.7) и ра-

венства ∠ = ∠


 



ab ba.

Свойство 2. Для любых векторов 


a,  


b  и 


c  справедливы сле-
дующие равенства:

( ) ,




 





a b c ac bc+ = + 	 (4.10) 




 





a b c ab ac( ) .+ = + 	 (4.11)

Доказательство. Вначале докажем равенство (4.10). Если 




c = 0,  то 




 





ac bc a b c= = + =( ) ,0  равенство (4.10) выполнено. Пусть 




c ≠ 0.  Рассмотрим произвольную ось l, направление которой 
определено вектором 



c. Согласно доказанной лемме 1,

( ) ( ),




  



a b c c pr a bl+ = +  
  

ac c pr al= ,  


 



bc c pr bl= .  Воспользуемся 

свойством 2 проекции вектора на ось: 
 



  



c pr a b c pr a c pr bl l l( ) .+ = +  

Отсюда следует, что ( ) .




 





a b c ac bc+ = +
Для доказательства соотношения (4.11) воспользуемся свой-

ством 1 скалярного произведения векторов и доказанным равен-

ством (4.10): 








 



  





a b c b c a ba ca ab ac( ) ( ) .+ = + = + = +  Свойство 2 дока-
зано.

Замечание. Ясно, что свойство 2 распространяется на любое 

число слагаемых: ( ... ) ... ,
  















a a a b a b a b a bn n1 2 1 2+ + + = + + +  




a b( 1 +
+ + + = + + +
 













b b ab ab abn n2 1 2... ) ... .

Свойство 3. Для любых векторов 


a  и 


b  и числа λ справедливы 
следующие соотношения:

( ) ( ),λ λ








a b ab= (4.12) 








a b ab( ) .λ λ= 	 (4.13)

Доказательство. Вначале проверим равенство (4.12). Если
 

b = 0,  то  ( ) ( ) .λ λ






 

a b ab= = 0  Следовательно, равенство (4.12) вы-

полняется. Пусть 
 

b ≠ 0.  Рассмотрим произвольную ось l, направ-

ление которой определено вектором 


b. Воспользуемся доказан-

ной леммой 1. Из  соотношения (4.8) следует ( ) ( ).λ λ


 



a b b pr al=  
Теперь используем свойство 3 проекции вектора на ось. Согласно 

равенству (4.5), 






 



b pr a b pr a abl lλ λ λ= = .  Поэтому ( ) ( ).λ λ








a b ab=
Равенство (4.12) доказано.

Доказательство равенства (4.13) проведите самостоятельно 
по аналогии с доказательством соотношения (4.11) свойства 2.
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Свойство 4. Для любого ненулевого вектора 


a  справедливо не-
равенство

 

aa > 0. (4.14)

Доказательство. Так как 
    

aa a aa= ∠2
cos и  ∠ =

 

aa 0,  т.  е.

cos ,∠ =
 

aa 1  то 
  

aa a= 2
.  Но





a ≠ 0,  поэтому 
  

aa a= >2
0.

Скалярное произведение 
 

aa  обычно обозначают как 


a2.  Его
называют скалярным квадратом вектора. Мы получили, что 
 

a a2 2= .
Доказанные утверждения аналогичны соответствующим 

свойствам операции умножения чисел. На  первый взгляд ка-
жется, что свойства скалярного произведения векторов полно-
стью аналогичны свойствам чисел. Но такое мнение ошибочно. 
Например, скалярное произведение двух векторов равно нулю, 
когда либо один из сомножителей нулевой, либо, как вытекает 
из формулы (4.7), угол между ними прямой.

Пример 1. Найти угол между единичными векторами 


s  и 


t,  
если известно, что векторы 







m t s= −2  и 






n t s= + 3  перпендику-
лярны.

Решение. Определим значение косинуса угла между вектора-

ми 


s  и 


t. Так как












st s t st= ∠cos( )  и 




s t= = 1,  то  cos( ) .∠ =








st st

Векторы 


m  и 


n  перпендикулярны, 
 









mn t s t s= − + =( )( ) ;2 3 0  отсю-

да 2 3 5 02 2

 



t s st− + = .  Но 




t s2 2 1= = ,  поэтому 




st =
1

5
.  Искомый 

угол равен arccos .
1

5
Выведем формулы для вычисления скалярного произведения 

векторов в  координатах в  ортонормированном базисе. Пусть 

в пространстве дан ортонормированный базис 


i ,  


j,  


k,  координа-

ты векторов 


a  и 


b  в этом базисе: 


a{ ; ; },α α α1 2 3  


b{ ; ; }.β β β1 2 3  Тог-

да 


  

a i j k= + +α α α1 2 3 ,  


  

b i j k= + +β β β1 2 3 .  Так как  базис ортонор-

мированный, то 
  

i j k2 2 2 1= = = ,  
  



ij jk ik= = = 0.  Найдем скалярное 
произведение:




  

  
 

ab i j k i j k i j= + + + + = + +( )( )α α α β β β α β α β α β1 2 3 1 2 3 1 1
2

2 2
2

3 3



 


  




k

ij ik ij jk ki k

2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2

+

+ + + + + +α β α β α β α β α β α β jj.

Подставляя в  это равенство значения попарных скалярных 
произведений базисных векторов, окончательно получим
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



ab = + +α β α β α β1 1 2 2 3 3. 	 (4.15)

Аналогично выводится формула для вычисления скалярного 
произведения векторов плоскости через координаты сомножите-
лей. Если на плоскости в прямоугольном декартовом базисе за-
даны координаты векторов:





a b{ ; }, { ; },α α β β1 2 1 2

то




ab = +α β α β1 1 2 2. 	 (4.16)

Докажите это соотношение самостоятельно.
Формулы (4.15) и (4.16) часто используются в аналитической 

геометрии. Выведем с  их  помощью формулы для  вычисления 
длины вектора и косинуса угла между векторами через их коор-
динаты. Пусть в пространстве в ортонормированном базисе даны 

координаты векторов 


a{ ; ; },α α α1 2 3  


b{ ; ; }.β β β1 2 3  Так как 
 

a a= 2 ,  
то из (4.15) следует, что



a = + +α α α1
2

2
2

3
2 . 	 (4.17)

Из соотношения (4.7) получим, что для  ненулевых векторов 


a  и 


b  справедлива формула cos( ) .∠ =










ab
ab

a b
 Подставляя в  нее 

соотношения (4.15) и (4.17), получим

cos( ) .∠ =
+ +

+ + + +





ab
α β α β α β

α α α β β β
1 1 2 2 3 3

1
2

2
2

3
2

1
2

2
2

3
2

	 (4.18)

Аналогично, если на плоскости в ортонормированном базисе 

заданы координаты векторов 


a{ ; },α α1 2  


b{ ; },β β1 2  то



a = +α α1
2

2
2 , 	 (4.19) 

cos( ) .∠ =
+

+ +





ab
α β α β

α α β β
1 1 2 2

1
2

2
2

1
2

2
2

	 (4.20)

Формулы для вычисления скалярного произведения векторов 
можно вывести в  произвольном аффинном базисе, но  при этом 
они будут иметь гораздо более сложный вид, чем соотношения 
(4.15) и (4.16).
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§ 5. Ориентация плоскости и пространства

Рассмотрим задачу. На плоскости или в пространстве даны два 
базиса. Требуется найти зависимости между координатами одно-
го и того же вектора в этих базисах. Эти зависимости называются 
формулами перехода от одного базиса ко второму. Условимся ко-
ординаты вектора в первом базисе снабжать индексом 1, а во вто-

ром  — индексом 2; например, 


a{ ; } ;α α1 2 1



b{ ; } .β β1 2 2  Все рассу-
ждения проведем вначале для  случая плоскости, затем 
рассмотрим пространственный случай.

Пусть даны два базиса 


e1,  


e2  и 
′e1,  

′e2.  Известны координаты 
векторов второго базиса относительно первого: 

′e a a1 1 2 1{ ; } ;  
′e b b2 1 2 1{ ; } ;  при этом

     ′ = + ′ = +e a e a e e b e b e1 1 1 2 2 2 1 1 2 2; . 	 (5.1)

Эти координаты по сути определяют взаимное расположение 
базисов друг относительно друга и необходимы для решения по-
ставленной задачи. Так как векторы 

′e1  и 
′e2  линейно независи-

мы, то (§ 3)

a a

b b
1 2

1 2

0≠ . 	 (5.2)

Пусть 


a  — произвольный вектор плоскости. Запишем его ко-
ординаты относительно данных базисов: 



a{ ; } ,α α1 2 1


a{ ; } .′ ′α α1 2 2

Вектор 


а  представим в  виде 
  

a e e= ′ ′ + ′ ′α α1 1 2 2.  Заменим векторы 
второго базиса 

′e1  и 
′e2  на их разложения (5.1) по векторам пер-

вого:

     

a a e a e b e b e a b e a= ′ + + ′ + = ′ + ′ + ′α α α α1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( αα α1 2 2 2+ ′b e) .


В то же время, 
  

a e e= +α α1 1 2 2.  Из теоремы о разложении век-
тора плоскости по векторам базиса (теорема 2, § 3) следует, что

α α α
α α α

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

= ′ + ′

= ′ + ′




a b

a b

,

.
(5.3)

Соотношения (5.3) представляют собой искомые формулы 
перехода от первого базиса ко второму. Если известны коорди-
наты вектора 



a  во втором базисе, то с помощью этих соотноше-
ний можно вычислить его координаты в первом. Наоборот, если
даны координаты 



a  в первом базисе, то, рассматривая формулы
перехода (5.3) как систему двух линейных уравнений с неизвест-
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ными ′α1  и  ′α2  и  решая ее, можно найти координаты вектора
во втором. Заметим, что в силу условия (5.2) такая система всег-
да совместна.

Ведем следующее определение.

Определение 1. Даны два базиса. Матрица, столбцы кото-
рой равны координатам векторов второго базиса относитель-
но первого, называется матрицей перехода от  первого базиса 
ко второму.

Матрицу перехода от первого базиса B1 ко второму B2 будем 

обозначать ( ),B B1 2  а ее определитель — B B1 2 .  Таким образом, 
если B1: 



e1,  


e2;  B2: 
′e1,  

′e2  и 
′e a a1 1 2 1{ ; } ,  

′e b b2 1 2 1{ ; } ,  то

( ) .B B
a b

a b
1 2

1 1

2 2

=








  Если известна матрица перехода, то  можно 

составить формулы перехода (5.3). Из соотношения (5.2) следует 

B B1 2  ≠ 0.
Докажем свойства матриц перехода.

Свойство 1. Пусть даны базисы B1, B2, и B3. Тогда определи-
тель матрицы перехода от базиса B1 к базису B3 равен произве-
дению определителей матриц перехода от B1 к B2 и от B2 к B3:

B B B B B B1 3 1 2 2 3= ⋅ . 	 (5.4)

Доказательство. Пусть базисы B1, B2, и B3 состоят из векторов 
B1: 



e1,  


e2;  B2: 
′e1,  

′e2;  B3: 
′′e1,  

′′e2,  а матрицы перехода имеют сле-
дующий вид:

( ) ,B B
a b

a b
1 2

1 1

2 2

=








  ( ) .B B

c d

c d
2 3

1 1

2 2

=










Отсюда

  

  

′ = +
′ = +

e a e a e

e b e b e
1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

,

;
(5.5) 

  

  

′′ = ′ + ′
′′ = ′ + ′

e c e c e

e d e d e
1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

,

.
(5.6)

Подставим выражения (5.5) в (5.6):

     ′′ = + + + = + +e c a e a e c b e b e c a c b e c a1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ++
′′ = + + + = +

c b e

e d a e a e d b e b e d a d b
2 2 2

2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2

) ,

( ) ( ) (



    

11 1 1 2 2 2 2) ( ) .
 

e d a d b e+ +
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Мы получили коэффициенты разложения векторов 
′′e1

и 
′′e2 по  векторам первого базиса, поэтому ( )B B1 3 =

=
+ +
+ +











c a c b d a d b

c a c b d a d b
1 1 2 1 1 1 2 1

1 2 2 2 1 2 2 2

.  Полученная матрица совпадает с  про-

изведением

( )( )B B B B
a b

a b

c d

c d

c a c b d a d

1 2 2 3
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 2 1 1 1

=

















 =

=
+ + 22 1

1 2 2 2 1 2 2 2
1 3

b

c a c b d a d b
B B

+ +








 = ( ).

Из  курса алгебры известно, что определитель произведения 
двух матриц равен произведению их  определителей. Поэтому 
B B B B B B1 3 1 2 2 3= ⋅ .  Свойство доказано.

Свойство 2. Для любого базиса В

B B = 1. 	 (5.7)

Доказательство свойства непосредственно следует из того, что 
матрица ( )B B  — единичная. Проверьте самостоятельно.

Свойство 3. Пусть даны базисы B1 и B2. Тогда

B B
B B

1 2
2 1

1
= . 	 (5.8)

Доказательство. Из  равенства (5.4) получим 
B B B B B B1 2 2 1 1 1= .  Отсюда и из формулы (5.7) B B B B1 2 2 1 1⋅ = .  

Равенство (5.8) доказано.
Приступим к изучению понятия ориентации плоскости.

Определение 2. Два базиса называются одинаково ориенти-
рованными, если определитель матрицы перехода от  первого 
базиса ко второму положителен.

В этом случае будем также говорить, что ориентации базисов 
совпадают, или они имеют одну и ту же ориентацию. Если ба-
зисы не имеют одинаковой ориентации, то говорят, что их ориен-
тации различны или противоположны.

Пример 1. Дан треугольник АВС, О — точка пересечения его 
медиан. Найти матрицу перехода от  базиса 



 

e AB1 = ,  


 

e AC2 =
к базису 



 

′ =e OC1 ,  


 

′ =e OA2 .  Выяснить, имеют ли эти базисы оди-
наковую ориентацию.
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Решение. Найдем координаты 

векторов 


 

′ =e OC1 ,  


 

′ =e OA2  в  базисе


 

e AB1 = ,


 

e AC2 = .  Пусть М и N — се-
редины сторон АВ и  ВС (рис.  21). 

Тогда MC e e
 

 

= − +
1

2
1 2. Так как

OC MC
   

=
2

3
,  то  OC e e

 

 

= − +
1

3

2

3
1 2,  поэ-

тому 
′ −{ }e1

1

3

2

3
; .  Кроме того, 

AN e e
 

 

= +
1

2

1

2
1 2,  OA AN

   

= −
2

3
.  Следо-

вательно, OA e e= − −
1

3

1

3
1 2
 

 и 
′ − −{ }e2

1

3

1

3
; .  Искомая матрица пере-

хода имеет вид 
− −

−



















1

3

1

3
2

3

1

3

.  Ее определитель равен 
1

3
.  Так как он 

положителен, то базисы имеют одинаковую ориентацию.
Справедливо утверждение, которое позволяет по  чертежу 

определить, имеют ли два базиса одну и ту же ориентацию или 
она у  них различна. Отложим векторы 



e1  и 


e2  первого базиса 
от точки О, а второго 

′e1  и 
′e2  — от точки O′. Если кратчайшие по-

вороты от 


e1  к 


e2  и от 
′e1  к 

′e2  одновременно видны либо по ходу 
движения часовой стрелки, либо против ее движения, то ориен-
тации базисов совпадают. Если для одного базиса такой поворот 
виден по ходу движения часовой стрелки, а для другого — про-
тив ее движения, то их ориентации различны. Это утверждение 
примем без  доказательства. В  качестве упражнения примените 
его к базисам примера 1.

Определим на  множестве базисов следующее бинарное отно-
шение. Базис B1 находится в бинарном отношении ∆ с B2, если 
их ориентации одинаковы. Таким образом, B1∆B2 в том и только 
в том случае, когда B B1 2 0> .

Теорема 1. Бинарное отношение ∆ является отношением эк-
вивалентности.

Доказательство. Проверим, что отношение ∆ подчиняется 
условиям рефлексивности, симметричности и  транзитивно-
сти.

Рис. 21
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Рефлексивность. Необходимо проверить, что любой базис на-
ходится в отношении ∆ сам с собой. Согласно свойству 2, для лю-

бого базиса В  плоскости выполнено соотношение B B = >1 0.  
Следовательно, B∆B.

Симметричность. Даны базисы B1 и B2, для которых выпол-
нено условие B1∆B2. Требуется доказать, что B2∆B1. По условию, 

B B1 2 0> .  Но из свойства 3 вытекает, что B B
B B

2 1
1 2

1
= .  Поэ-

тому B B2 1 0>  и B2∆B1.
Транзитивность. Даны базисы B1, B2, B3, удовлетворяю-

щие условиям B1∆B2, B2∆B3. Требуется доказать, что B1∆B3. 

Нам дано: B B1 2 0>  и  B B2 3 0> .  Согласно свойству 1, B B1 3 =

= ⋅B B B B1 2 2 3 .  Поэтому B B1 3 0> .  Теорема доказана.
Так как  ∆  — отношение эквивалентности, множество всех 

базисов плоскости разбивается на классы эквивалентности. Два 
базиса принадлежат одному классу в  том и  только в  том слу-
чае, когда они одинаково ориентированы. Докажем следующее 
утверждение.

Теорема 2. Число классов эквивалентности, на  которое 
отношение ∆ разбивает множество базисов плоскости, равно 
двум.

Доказательство. Пусть В  — произвольный базис плоскости. 
Обозначим через K1 тот класс эквивалентности, которому он при-
надлежит. Базис B′ содержится в K1 тогда и только тогда, когда 
B∆B′. Теорема будет доказана, если мы проверим, что все базисы, 
ориентация которых противоположна В, также принадлежат 
одному классу эквивалентности. Предположим, что ориентации 

базисов B1 и B2 противоположны ориентации В. Тогда B B1 0<
и  B B2 0< .  Но из равенства (5.4) следует, что B B B B B B2 1 2 1= ⋅ .  

Таким образом, B B2 1 0> .  Любые два базиса, противоположно 
ориентированные базису В, эквивалентны между собой, т. е. со-
держатся в одном классе. Теорема доказана.

Определение 3. Плоскость называется ориентированной, 
если на  множестве ее базисов зафиксирован один из  классов  
эквивалентности, определенных отношением ∆.

В этом случае также говорят, что на плоскости задана ориента-
ция. Базис, принадлежащий выбранному классу, называют пра-
вым. Если он не принадлежит этому классу, то носит название 
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левого. Ясно, что при задании ориентации классы эквивалент-
ности абсолютно равноправны. Ориентацию на плоскости можно 
задать, выбрав некоторый базис. Тем  самым будет зафиксиро-
ван класс эквивалентности, которому этот базис принадлежит. 
Обычно ориентацию задают с помощью такого базиса, для кото-
рого поворот от первого базисного вектора ко второму, при усло-
вии что они отложены от одной точки, виден против движения 
часовой стрелки. Тогда все базисы, обладающие этим свойством, 
являются правыми. Если при этом для  базиса такой поворот  
виден по ходу движения часовой стрелки, то он левый.

Рассмотрим, как вводится понятие ориентации пространства. 
Все выкладки и рассуждения в случае пространства аналогичны 
соответствующим выкладкам и  рассуждениям, проведенным 
для базисов плоскости.

Формулы перехода от одного базиса пространства к другому 
выводятся так же, как и в случае плоскости. Если заданы коор-
динаты векторов 

′e1,  
′e2,  

′e3  второго базиса относительно первого 
′e a a a1 1 2 3{ ; ; },  

′e b b b2 1 2 3{ ; ; },  
′e c c c3 1 2 3{ ; ; },  то  формулы перехода,

связывающие координаты одного и  того  же вектора 


a  относи-
тельно этих базисов, имеют следующий вид:

α α α α
α α α α
α α α

1 1 1 1 2 1 3

2 2 1 2 2 2 1

3 3 1 3 2

= ′ + ′ + ′

= ′ + ′ + ′

= ′ + ′ +

a b c

a b c

a b c

,

,

33 3′







 α .

	 (5.9)

Здесь { ; ; }α α α1 2 3  — координаты вектора 


a  относительно пер-

вого базиса, { ; ; }′ ′ ′α α α1 2 3  — его координаты относительно второ-

го. Матрица 

a b c

a b c

a b c

1 1 1

2 2 2

3 3 3
















,  столбцы которой совпадают с коорди-

натами векторов 
′e1,  

′e2,  
′e3  относительно первого базиса, 

называется матрицей перехода от первого базиса ко второму. Ее 
определитель всегда не равен нулю, так как векторы 

′e1,  
′e2,  

′e3

линейно независимы. Если этот определитель положителен, 
то  базисы имеют одинаковую ориентацию, если отрицателен, 
то ориентации различны.

Пример 2. Даны два базиса пространства 


e1,  


e2,  


e3  и 
′e1,  

′e2,
′e3,  для которых 



e1 ↑↑
′e1,  



e2 ↑↑
′e2.  Доказать, что базисы имеют

одинаковую ориентацию в  том и  только в  том случае, когда 
векторы 



e3  и 
′e3,  отложенные от некоторой точки О, лежат 



 16

в одном полупространстве относительно плоскости, проходя-
щей через точку О и параллельной векторам 



e1  и 


e2.
Решение. Отложим векторы базисов от одной точки О:



 



 



 



 



 

e OA e OB e OC e OA e OB1 2 3 1 2= = = ′ = ′ ′ = ′, , , ,




 

, ′ = ′e OC3

(рис. 22). Обозначим через l прямую, проходящую через О и па-
раллельную 



e3,  а через π — плоскость, содержащую О и парал-
лельную 



e1  и 


e2.  Пусть π′  — плоскость, проведенная через C′ 
и  параллельная π, N  — ее точка пересечения с  l. Тогда

OC ON NC′ = + ′
     

.  Вектор ON
 

 коллинеарен 


e3,  поэтому ON e
 



= λ 3.

Вектор NC′
 

 компланарен 


e1  и 


e2,  следовательно, NC e e′ = +
 

 

γ δ1 2.
Таким образом, вектор 

′e3  в первом базисе имеет вид 
′e3 { ; ; }.γ δ λ  

Так как 


e1 ↑↑
′e1  и 



e2 ↑↑
′e2,  то 

 ′ =e e1 1α ,  
 ′ =e e2 2β ,  где α > 0, β > 0. 

Координаты векторов 
′e1,  

′e2  в первом базисе имеют вид 
′e1 0 0{ ; ; },α

′e2 0 0{ ; ; }.β  Поэтому матрица 

α γ
β δ

λ

0

0

0 0

















 представляет собой ма-

трицу перехода от  первого базиса ко  второму. Ее определитель 
равен αβλ. Так как α > 0 и β > 0, то знак определителя совпадает

со знаком λ. Легко видеть, что если λ > 0, то  ON
 

↑↑


e3  и точки C′ 
и С лежат в одном полупространстве относительно плоскости π. 

Если же λ < 0, то  ON
 

↑↓


e3  и точки лежат в разных полупростран-
ствах. Утверждение доказано.

Рис. 22

Для  базисов пространства так  же, как  и  на  плоскости, вво-
дится бинарное отношение ∆. Если B1 и B2 — базисы простран-
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ства, то B1∆B2 в том и только в том случае, когда B B1 2 0> .  При 
этом ∆ — отношение эквивалентности, которое разбивает мно-
жество всех базисов пространства на два класса. Пространство 
называется ориентированным, если для  него задан один 
из классов эквивалентности. Базисы, принадлежащие выбран-
ному классу, называются правыми, а  находящиеся во  втором 
классе — левыми.

Справедливо следующее правило, которое примем без доказа-
тельства. Отложим векторы 



e1,  


e2,  


e3  первого базиса от точки О, 
а векторы 

′e1,  
′e2,  

′e3  второго базиса — от точки O′. Базисы имеют 
одинаковую ориентацию, если кратчайшие повороты от вектора 


e1  к 


e2  из конца вектора 


e3  и от 
′e1  к 

′e2  из конца вектора 
′e3  вид-

ны одновременно либо по ходу движения часовой стрелки, либо 
против ее движения. Если один из этих поворотов виден по ходу 
движения, а другой против, то базисы имеют различные ориен-
тации. Обычно пространство ориентируют с помощью такого ба-
зиса, для которого этот поворот виден против движения часовой 
стрелки. Примените это правило к базисам, определенным в при-
мере 2.

В  курсе алгебры средней школы при изучении свойств три-
гонометрических функций наряду с  обычными углами рассма-
триваются так называемые ориентированные углы. Покажем, 
как вводится это понятие на ориентированной плоскости, и рас-
смотрим некоторые свойства ориентированных углов.

Определение 4. Пусть дана упорядоченная пара неколлине-
арных векторов 



a  и 


b.  Под ориентированным углом между век-
торами 



a  и 


b  будем понимать величину угла ∠




ab,  взятую 

со  знаком «+», если базис 


a,  


b  правый, и  со  знаком «–», если 
этот базис левый. Если векторы 



a  и 


b  сонаправлены, то ори-
ентированный угол равен 0; если 



a  и 


b  противоположно на-
правлены, то этот угол равен π.

Ориентированный угол между векторами 


a  и 


b  будем обозна-

чать через 




ab.  Итак,

− < ≤π π





ab . 	 (5.10)

При этом 0 < <





ab π,  если ориентация базиса 


a,  


b  положи-

тельна, и  − < <π 





ab 0,  если она отрицательна.
Рассмотрим некоторые свойства ориентированных углов.
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Свойство 1. Если векторы 


a  и 


b  не противоположно направ-
лены, то













ab ba= − . (5.11)

Доказательство. Если 




a b↑↑ ,  то,  согласно определению 1, 













ab ba= = 0  и  соотношение (5.11) выполнено. Если 


a и 


b  

не коллинеарны, то они образуют базис плоскости. Базисы 


a,  


b
и 


b,  


a  имеют разные ориентации (проверьте самостоятельно),

поэтому модули ориентированных углов 




ab  и 




ba  совпадают, 
а их знаки различны. Свойство доказано.

Свойство 2. Если 


a  и 


b  — произвольные векторы, то

cos cos .∠ =










ab ab 	 (5.12)

Справедливость равенства (5.12) непосредственно следует 
из четности функции y x= cos .

Следующее свойство приведем без доказательства.

Свойство 3. Для любых векторов 


a,  


b  и 


c  справедливы сле-
дующие соотношения:

cos cos( ),

sin sin( ).

































ab bc ac

ab bc ac

+( ) =

+( ) =
(5.13)

В дальнейшем, не оговаривая особо, будем предполагать, что 
координаты векторов даны в прямоугольном декартовом правом 
базисе.

Теорема 3. Пусть координаты вектора в прямоугольном де-
картовом базисе 

 

i j,  имеют вид 


a{ ; }.α α1 2  Тогда

α

α
1

2

=

=

















a ia

a ia

cos( ),

sin( ).
(5.14)

Доказательство. Представим данный вектор


a в  виде 


 

a i j= +α α1 2 .  Так как 
 

i j,  — прямоугольный декартов правый ба-

зис, то 
 

i j= = 1,  


ij =
π
2

.  Скалярно умножив вектор 


a  на базис-

ные векторы, получим 


   

ai i j i= + =( ) ,α α α1 2 1  


   

aj i j j= + =( ) .α α α1 2 2  

В  то  же время 










ai a ia= ∠cos( ),  поэтому из  (5.12) следует, что 

α1 =








a iacos( ).  Аналогично, α2 =








a jacos( ).  Используем соот-
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ношения (5.13) и равенство 


ji = −
π
2

:  cos( ) cos( )















ja ji ia= + =

= −





 =cos sin( ).











ia ia
π
2

 Отсюда следует α2 =








a iasin( ).  Теоре-

ма доказана.
Рассмотрим задачу нахождения ориентированного угла меж-

ду векторами по  их  прямоугольным декартовым координатам. 
Ориентированный угол лежит на полуинтервале (–π; π], поэтому 
для его вычисления необходимо знать значения двух тригономе-
трических функций. Выведем формулы, выражающие значения 
синуса и косинуса ориентированного угла между векторами че-
рез их координаты. Они позволят решить поставленную задачу.

Как  мы условились, на  плоскости выбран правый прямоу-

гольный декартов базис 


q 0 0; ;
α
ε{ }  



j.  Даны векторы 


a{ ; }α α1 2

и 


b{ ; }.β β1 2  Из соотношений (5.14) следует:

cos( ) ; sin( ) ,

cos( ) ; sin( )






















 




ia
a

ia
a

ib
b

ib

= =

=

α α

β

1 2

1 ==
β2


b
.

(5.15)

Из  (5.13) получаем sin( ) sin( ).
















ab ai ib= +  Так как 













ai ia= − ,  то 

sin( ) sin( ) sin( )cos( ) cos(
































ab ib ia ib ia ib= − = − ))sin( ).





ia

Подставим в  полученное выражение соотношения (5.15): 

sin( ) .







ab
a b

=
−α β α β1 2 2 1  Так как 



a = +α α1
2

2
2 ,  



b = +β β1
2

2
2 ,  

α β α β
α α
β β1 2 2 1

1 2

1 2

− = ,  то окончательно имеем:

sin( ) .





ab =
+ +

α α
β β

α α β β

1 2

1 2

1
2

2
2

1
2

2
2

	 (5.16)

Проведем аналогичные выкладки для  cos( ) :





ab

cos( ) .





ab =
+

+ +

α β α β

α α β β
1 1 2 2

1
2

2
2

1
2

2
2

	 (5.17)

В силу свойства 2 ориентированных углов, формула (5.17) вы-
числения косинуса ориентированного угла совпадает с  соответ-
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ствующей формулой (4.20) для вычисления косинуса неориенти-
рованного угла между векторами.

Выведем формулы перехода от одного прямоугольного декар-
това базиса к другому. Будем предполагать, что нам даны два та-

ких базиса 


i ,  


j  и 


′i ,  


′j ,  причем ориентация плоскости определе-
на с  помощью первого из  них. Прямоугольные декартовы 
базисы — частные случаи аффинных, поэтому формулы перехо-
да имеют вид (5.3). Напомним, что коэффициенты a1, a2 и b1, b2 

в этих формулах равны соответственно координатам векторов 


′i ,  


′j  в базисе 


i ,  


j:  


′i a a{ ; },1 2



′j b b{ ; }.1 2  Покажем, что в данном слу-
чае эти координаты зависят только от одного параметра — ори-

ентированного угла ϕ = ′




ii .

Рассмотрим первый случай, когда базисы 


i ,  


j  и 


′i ,  


′j  имеют 

одинаковую ориентацию. Тогда 


′ ′ =i j
π
2

. Из соотношений (5.14) 

следует, что

a i ii a i ii1 2= ′ ′ = = ′ ′ =




 





cos( ) cos , sin( ) sin ,ϕ ϕ

b j i j i j b j i j i j1 2= ′ = = ′ =








 









cos( ) cos( ), sin( ) sin( ).

Воспользуемся соотношениями (5.13):

cos( ) cos( ) cos sin ;

sin(

















ij ii i j′ = ′ + ′ ′ = +





 = −ϕ

π
ϕ

2

iij ii i j










′ = ′ + ′ ′ = +





 =) sin( ) sin cos .ϕ

π
ϕ

2

Таким образом, вектор 


j  имеет координаты 


j { sin ; cos },− ϕ ϕ  
формулы перехода имеют следующий вид:

α α ϕ α ϕ
α α ϕ α ϕ

1 1 2

2 1 2

= ′ − ′

= ′ + ′




cos sin ,

sin cos .
(5.18)

Во  втором случае ориентации данных базисов различны, 





′ ′ = −i j
π
2

.  Координаты вектора 


′i  имеют такой  же вид, что 

и в первом случае: ′


i {cos ; sin }.ϕ ϕ  Определим координаты 


′j :

b j ij ii i j

b

1
2

= ′ ′ = ′ + ′ ′ = −





 =















cos( ) cos( ) cos sin ,ϕ
π

ϕ

22
2

= ′ ′ = ′ + ′ ′ = −





 = −















j ij ii i jsin( ) sin( ) sin cos .ϕ
π

ϕ
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Поэтому формулы перехода в этом случае имеют вид

α α ϕ α ϕ
α α ϕ α ϕ

1 1 2

2 1 2

= ′ + ′

= ′ − ′




cos sin ,

sin cos .
(5.19)

Формулы (5.18) и (5.19) можно объединить:

α α ϕ εα ϕ
α α ϕ εα ϕ

1 1 2

2 1 2

= ′ − ′

= ′ + ′




cos sin ,

sin cos .
(5.20)

где ε = 1, если ориентации базисов одинаковы, и ε = –1, если они 
различны.

§ 6. Векторное произведение векторов

Будем предполагать, что пространство является ориентирован-
ным. Как принято, будем считать, что ориентация задана клас-
сом эквивалентности, базисы которого удовлетворяют условию: 
если их векторы отложены от одной точки, то кратчайший пово-
рот от  первого базисного вектора ко  второму из  конца третьего 
виден против движения часовой стрелки. Такие базисы мы на-
зываем правыми (§ 5).

Определение 1. Под векторным произведением [ ]




ab  двух не-
коллинеарных векторов 



a  и 


b  будем понимать третий век-
тор 



c,  удовлетворяющий следующим условиям:
1) его модуль равен произведению длин сомножителей, умно-

женному на синус угла между ними:

 







c a b ab= ∠sin( ); (6.1)

2) вектор 


c  перпендикулярен сомножителям 


a  и 


b;

3)  тройка векторов 


a,  


b,  


c  имеет правую ориентацию.

Если векторы 


a  и 


b коллинеарны, то их векторное произве-
дение равно нулевому вектору.

Пусть 


a  и 


b  — неколлинеарные векторы. Отложим их от не-
которой точки О (рис. 23). Обозначим через α плоскость, содержа-

щую точку О и параллельную векторам 


a  и 


b,  а через l — прямую, 
проходящую через О  и  перпендикулярную α. По  формуле  (6.1) 

найдем длину векторного произведения 
 



c ab= [ ].  Из  условия  2) 

определения следует, что конец вектора 


c,  отложенного от точ-
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ки  О, принадлежит прямой l. 
На  этой прямой существуют две 
точки М и  M′, для которых 

ОМ ОМ c
   



= ′ = .  Третье условие 
позволяет выбрать из этих двух то-

чек одну. Так как 


a,  


b,  


c  — пра-
вая тройка, то, согласно нашей до-
говоренности, из  точки М 
кратчайший поворот от вектора 



a
к  вектору 



b  виден против движе-
ния часовой стрелки. Таким обра-
зом, результат векторного произ-

ведения векторов зависит от того, какой класс эквивалентности 
зафиксирован на множестве базисов при выборе ориентации про-
странства. Если выбран класс, отличный от  указанного выше, 
то  направление векторного произведения будет противополож-

ным для той же самой упорядоченной пары векторов 


a  и 


b.
Рассмотрим свойства векторного произведения.

Свойство 1. Если сомножители векторного произведения не-
коллинеарны, то его длина численно равна площади параллело-
грамма, построенного на сомножителях.

Действительно, отложим сомножители векторного произве-

дения, векторы 


a  и 


b,  от  точки О: ОС a
 



= ,  ОА b
 



=  (рис.  23).
ОАВС  — параллелограмм, построенный на  этих векторах. 
Из школьного курса геометрии известно, что его площадь равна 

S OA OC AOC= ∠
   

sin( ).  Из (6.1) следует, что S ab= [ ] .




Свойство 2. Векторное произведение [ ]




ab  равно нулевому век-
тору в том случае, когда 







a b.
Справедливость этого утверждения непосредственно следует 

из определения 1.

Свойство 3. Для  любых векторов 


a  и 


b  справедливо равен-
ство:

[ ] [ ]


 



ab ba= − 	 (6.2)

(свойство антикоммутативности).

Доказательство. Если векторы 


a и 


b  коллинеарны, то 

[ ] [ ] ,


 





ab ba= = 0  поэтому равенство (6.2) выполнено. Пусть сомно-

Рис. 23
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жители неколлинеарны. Ведем обозначения: 
 



c ab= [ ],  




′ =c ba[ ].

Проверим, что длины этих векторов совпадают: 
 







c a b ab= ∠sin( ),








′ = ∠c b a basin( ).  Так как  ∠




ab  и  ∠




ba   — неориентированные

углы, то  sin sin ,∠ = ∠


 



ab ba  поэтому 
 

c c= ′ .  Векторы


c  и 
′c  кол-

линеарны между собой, так как  перпендикулярны сомножите-

лям 


a  и 


b.  Поэтому можно записать 
 ′ =c cε .  Из равенства длин

векторов 


c  и 
′c  следует, что ε = ±1. Докажем, что ε = –1. Соглас-

но определению 1, базисы 


a,  


b,  


c  и 


b,  


a,  
′c  имеют правую ори-

ентацию. Координаты второго базиса относительно первого име-

ют вид 


b{ ; ; },0 1 0  


a{ ; ; },1 0 0  
′c { ; ; }.0 0 ε  Составим матрицу перехода

от  первого базиса ко  второму: 

0 1 0

1 0 0

0 0 ε
















.  Ее определитель ра-

вен  –ε. Базисы одинаково ориентированы, значит, этот опреде-
литель положителен: –ε > 0. Таким образом, ε  = –1 и 

 ′ = −c c.
Свойство доказано.

Свойство 4. Для любых векторов 


a  и 


b  и любого числа α спра-
ведливы соотношения:

[ ] [ ],α α








ab ab= (6.3) 

[ ] [ ].








a b abα α= 	 (6.4)

Доказательство. Вначале докажем соотношение (6.3). Пусть 






a b.  Тогда α






a b.  Поэтому α α[ ] [ ] .






 

ab ab= = 0  В  этом случае ра-
венство (6.3) выполнено. Ясно, что оно выполняется и при α = 0.

Предположим теперь, что сомножители неколлинеарны 

и  число α отлично от  нуля. Введем обозначения: [ ] ,






ab c=  

[ ] .α






ab q=  Требуется доказать, что 
 

q c= α .  Покажем, что мо-
дули этих векторов равны. Пусть α > 0. Тогда α



a ↑↑


a,  поэто-

му ∠ = ∠








ab a b( ) ,α  α α
 







c a b ab= ∠sin( ),  
 







q a b a b= ∠ =α αsin( ( ) )

= ∠α








a b absin( ).  В  этом случае 
 

q c= α Предположим те-

перь, что α < 0. Тогда α


a ↑↓


a и  ∠ = ∠ = − ∠












ab a b ab( ) ,α π  

α α
 







c a b ab= ∠sin( )  и 
 















q a b a b a b ab= ∠ = − ∠α α α πsin( ( ) ) sin( ).  
Так как  для  любого угла sin sin( ),ϕ π ϕ= −  то  и  в  этом случае 
 

q c= α .
Обозначим через π произвольную плоскость, параллельную

векторам 


a  и 


b.  Ясно, что эта же плоскость также параллельна
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векторам α


a  и 


b.  Согласно определению 1, векторы α


c  и 


q  пер-
пендикулярны плоскости π. Поэтому они коллинеарны: α ε

 

c q= .  
Так как их модули равны, то либо ε = 1, либо ε = –1. Докажем, 

что ε = 1. Рассмотрим два базиса 


a,  


b,  


c  и  α


a,  


b,  


q.  Найдем ко-
ординаты векторов второго базиса относительно первого. Оче-

видно, что α α


a{ ; ; },0 0  


b{ ; ; }.0 1 0  Так как  α ε
 

c q= ,  то координаты

вектора 


q  равны 


q 0 0; ; .
α
ε{ }  Таким образом, матрица перехода

от первого базиса ко второму имеет вид 

α

α
ε

0 0

0 1 0

0 0



















.  Ее определи-

тель равен 
α
ε

2

.  Ориентации рассматриваемых базисов совпада-

ют, поэтому 
α
ε

2

> 0, отсюда ε > 0, т. е. ε = 1. Соотношение (6.3)

доказано.
Для доказательства соотношения (6.4) воспользуемся форму-

лами (6.2) и (6.3): [ ] [ ] [ ] [ ].


 





 



a b ba ba abα α α α= − = − =  Свойство 4 до-
казано полностью.

Для обоснования следующего свойства потребуется вспомога-

тельное утверждение. Пусть 


a  — произвольный вектор, AB
 

 —
его представитель, а  π  — некоторая плоскость. Опустим из  то-
чек А и В перпендикуляры на π, обозначим через A′ и B′ их точки

пересечения с этой плоскостью. Тогда вектор ′ ′A B
 

 будем назы-
вать векторной проекцией 



a  на плоскость π. Очевидно, вектор-
ная проекция не  зависит от  выбора представителя вектора 



a.  

Векторную проекцию будем обозначать pr aπ


 

.  Легко видеть, что

pr aπ


 


= 0  в том и только в том случае, когда вектор 


a  либо нуле-
вой, либо перпендикулярен π.

Пусть 


a  и 


b  — произвольные векторы, причем 
 

b ≠ 0.  Обозна-

чим через 


c  векторное произведение 
 



c ab= [ ].  Отложим векторы 


a,  


b  и 


c  от одной точки О: OA a
 



= ,  OB b
 



= ,  OC c
 



= .  Пусть π —

плоскость, проходящая через О и перпендикулярная вектору 


b,  
вектор 



с  принадлежит π. Обозначим через 
 ′a  проекцию 



a  на π:
 

 

′ =a pr aπ  (рис.  24). Если векторы


a  и 


b  не  коллинеарны, то 




′ ≠a 0,  в этом случае обозначим через 


a1  вектор плоскости π, по-
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лученный из 
 ′a  поворотом на угол 

π
2

,  который виден из точки В 

по ходу движения часовой стрелки. Если же 






a b,  то 




′ =a 0.  Тог-

да положим: 




a1 0= .  Без ограничения общности можно считать, 
что в этом случае вектор 



a1  также получен из 
 ′a  указанным по-

воротом. Для этих векторов справедлива следующая лемма.

Рис. 24

Лемма. Векторное произведение 
 



c ab= [ ]  совпадает с векто-

ром 




b a1.

Доказательство. Обозначим вектор 




b a1  через 


q. Пусть






a b.  

Тогда 
  



c a q= = =1 0.  Поэтому 
 

c q= ,  в этом случае лемма доказана.

Предположим теперь, что векторы 


a  и 


b  не  коллинеарны. 
Вначале докажем, что модули 



q  и 


c  совпадают. Отложим вектор 
 ′a  от точки О: OA a′ = ′

 



 (рис. 24). Треугольник ОАA′ — прямоу-

гольный. Поэтому OA OA A OA′ = ∠ ′
   

cos( ).  Но  ∠ ′ = − ∠A OA ab
π
2





.

Следовательно, 
  



a a ab1 = ∠sin( ).  Таким образом, 
 







q a b ab= ∠sin( ).  Модули векторов 


q  и 


c  совпадают.
По построению вектор



a1  лежит в плоскости π и перпендику-

лярен векторам 


a  и 


b.  Поэтому 


q  также перпендикулярен 


a  и 


b
и, как  следует из  определения векторного произведения векто-
ров, коллинеарен 



c.  Так как модули 


q  и 


c  равны друг другу, то 
 

q c= ε ,  где ε = 1, либо ε = –1. Для завершения доказательства не-
обходимо установить, что ε = 1. Вектор 



a1  был выбран таким об-

разом, что базис 
 ′a ,  



a1,  


b  имеет левую ориентацию. Ясно, что

и базис 
 ′a ,  



a1,  


b  также является левым базисом (рис. 24). Векто-

ры 


q  и 


a1  сонаправлены, поэтому базис 


a,  


q,  


b  имеет левую ори-
ентацию. По  определению векторного произведения векторов, 
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базис 


a,  


b,  


c  — правый. Тогда 


a,  


c,  


b  — левый базис (докажите 

самостоятельно). Таким образом, базисы 


a,  


c,  


b  и 


a,  


q,  


b  имеют 

одинаковые ориентации. Матрица перехода от  базиса 


a,  


c,  


b

к базису 


a,  


q,  


b  имеет вид 

1 0 0

1 0

0 0 1

ε















.  Ее определитель, равный ε, 

положителен. Следовательно, ε = 1 и 
 

c q= .  Лемма доказана.

Свойство 5. Для любых векторов 


a,  


b  и 


c  справедливы соот-
ношения

[( ) ] [ ] [ ],




 





a b c ac bc+ = + 	 (6.5) 

[ ( )] [ ] [ ].




 





a b c ab ac+ = + 	 (6.6)

Доказательство. Вначале докажем равенство (6.5). Предполо-

жим, что 




c = 0.  Тогда [( ) ] [ ] [ ] .




 







a b c ac bc+ = = = 0  Соотношение (6.5) 
для этого случая справедливо. Легко видеть, что оно также спра-

ведливо и в случае, когда 




a = 0  или 
 

b = 0.  Будем предполагать, 
что данные векторы отличны от нулевого.

Пусть 




c ≠ 0.  Отложим от произвольной точки О векторы 


a
и 


c:  OA a
 



= ,  OC c
 



= ,  обозначим через π плоскость, проходящую
через О и перпендикулярную 



c  (рис. 25). Отложим от точки А
вектор 



b:  AB b
 



= .  Отсюда OB a b
 





= + .  Пусть OA a pr a′ = ′ =
 

 

 

π ,  

′ ′ = ′ =A B b pr b
 

 

 

π .  Тогда OB pr OB′ =
   

 

π .  Но  OB OA A B′ = ′ + ′ ′
     

,  следо-

вательно, pr a b pr a pr bπ π π( ) .




 



 


 

+ = + Повернем треугольник OA′B′
в плоскости π на прямой угол так, чтобы из точки С этот пово-
рот был виден по  ходу движения часовой стрелки. Получим 
треугольник ОA″B″. Осуществим гомотетию с  центром в  точ-
ке О и коэффициентом 



c .  Треугольник ОA″B″ преобразуется

в  треугольник OA B′′′ ′′′.  Тогда OA c OA′′′ = ′′
 



 

,  ′′′ ′′′ = ′′ ′′A B c A B
 



 

,

OB c OB′′′ = ′′
 



 

.  Согласно доказанной лемме, OA ac′′′ =
 



[ ],  

′′′ ′′′ =A B bc
 





[ ],  OB a b c′′′ = +
 







[( ) ].  Так как  OA A B OB′′′ + ′′′ ′′′ = ′′′
     

, то 

[ ] [ ] [( ) ].




 





ac bc a b c+ = +  Равенство (6.5) доказано.
Для  доказательства формулы (6.6) воспользуемся соотноше-

ниями (6.2) и (6.5): [ ( )] [( ) ] [ ] [ ] [ ] [ ].








 



  





a b c b c a ba ca ab ac+ = − + = − − = +  
Свойство 5 доказано полностью.
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Рис. 25

Выведем формулы, выражающие координаты векторного 
произведения векторов через координаты сомножителей. Пусть 

дан прямоугольный декартов правый базис 


i ,  


j,  


k  и даны коор-

динаты векторов 


a{ ; ; }α α α1 2 3  и 


b{ ; ; }.β β β1 2 3  Используя свойства 
векторного произведения векторов, получим:

[ ] [( )( )]

[ ]




  

  



ab i j k i j k

ii

= + + + + =
= +

α α α β β β
α β α β

1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 [[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [

 


  

ij ik

ji jj jk

+ +
+ + + +

α β
α β α β α β α β

1 3

2 1 2 2 2 3 3 1




  

ki kj kk] [ ] [ ].+ +α β α β3 2 3 3

 (6.7)

Найдем попарные векторные произведения базисных векто-
ров. Из определения векторного произведения векторов следует, 

что [ ] [ ] [ ] .
    

ii jj kk= = = 0  Обозначим через 


с  векторное произведе-

ние [ ].


ij  Так как  базис прямоугольный декартов, то 
 

i j= = 1,  

∠ =


i j
π
2

.  Поэтому 


  

c i j i j= ∠ =sin( ) .1  Вектор 


c  перпендикуля-

рен 


i  и 


j,  а значит, коллинеарен вектору 


k.  Так как 




c k=  и ба-

зисы 


i ,  


j,  


k  и 


i ,  


j,  


c  оба правые, то  [ ] .
 



i j k=  Из свойства 3 сле-

дует, что [ ] .
 



j i k= −
Аналогично, [ ] ,




i k = 1  поэтому либо [ ] ,

 

i k j=  либо [ ] .

 

i k j= −  

Рассмотрим базисы 


i ,  


j,  


k  и 


i ,  


k,  −


j.  Матрица перехода от пер-

вого базиса ко  второму имеет вид 

1 0 0

0 0 1

0 1 0

−















.  Ее определитель 
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равен 1. Тройка векторов 


i ,  


k,  −


j  правая. Отсюда вытекает, что 

[ ] .

 

i k j= −  Из  соотношения (6.2) получим [ ] .

 

ki j=  Аналогично 

определяются векторные произведения [ ]


jk  и  [ ]
 

k j :  [ ] ,
 

jk i=  

[ ] .
  

k j i= −  Итак, найдены все попарные произведения базисных 
векторов:

[ ] [ ] [ ] ;

[ ] , [ ] ;

[ ] , [

    


 




  

ii jj kk

ij k ji k

ik j

= = =

= = −

= −

0

kki j

kj i jk i

 

   

] ;

[ ] , [ ] .

=

= − =

(6.8)

Подставим найденные попарные векторные произведения 
(6.8) базисных векторов в разложение (6.7):

[ ]

(



   
  

ab k j k i j i= − − + + − =
= −

α β α β α β α β α β α β
α β α

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2

2 3 3ββ α β α β α β α β

α α
β β

α α
β β

2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 3

2 3

1 3

1 3

) ( ) ( )
  

 

i j k

i j

− − + − =

= − +
αα α
β β

1 2

1 2



k.

Отсюда можно получить координаты векторного произведе-

ния [ ]




ab :

[ ] ; ; .




ab
α α
β β

α α
β β

α α
β β

2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

−











	 (6.9)

Выражение (6.9) можно преобразовать к  более удобному 
для запоминания виду:

[ ] .




  

ab

i j k

= α α α
β β β

1 2 3

1 2 3

	 (6.10)

Правую часть равенства (6.10) нельзя считать определителем 
матрицы, так как первая строка состоит из векторов, а две дру-
гие из  чисел. Но  если формально раскрыть этот определитель 

по первой строке, то получим разложение вектора [ ]




ab  по базис-
ным векторам.

В  примере 1 будем предполагать, что координаты векторов 
даны в прямоугольном декартовом правом базисе.
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Пример 1. Дана треугольная пирамида АВСD. Даны также
координаты векторов AB

 

{ ; ; },1 1 1  AC
 

{ ; ; },−2 0 3  AD
 

{ ; ; }.4 1 0  Най-
ти величину двугранного угла между основанием АВС и боковой 
гранью АВD.

Решение. Пусть АВСD — данная пирамида (рис. 26). Величи-
на двугранного угла между плоскостями АВС и АDB равна углу, 
образованному двумя векторами 



n1  и 


n2,  перпендикулярными

этим плоскостям. Положим 


   

n ABAC1 = [ ],  


   

n ABAD2 = [ ],  найдем 
координаты этих векторов, затем 
определим угол между ними:

[ ] ,ABAC

i j k

i j k
   

  

  

=
− −

= − + +1 1 1

2 0 3

3 2  

[ ] .ABAD

i j k

i j k
   

  

  

= = − + −1 1 1

4 1 0

4 3

Таким образом, [ ]{ ; ; },ABAC
   

−3 1 2  

[ ]{ ; ; }.ABAD
   

− −1 4 3  Вычислим коси-
нус угла ϕ между ними по  формуле (4.18): cos ϕ  = 

=
+ −

+ + + +
=

3 4 6

9 1 4 1 16 9

1

2 91
.  Искомый угол равен arccos .

1

2 91

§ 7. Смешанное произведение векторов

Определение 1. Смешанным произведением векторов 




a b,  и 


c
называется скалярное произведение вектора 



c  и  векторного 
произведения [ ].





ab
Смешанное произведение векторов, в отличие от векторного, 

является числом. Его будем обозначать как  ( )






abc :

( ) [ ] .




 





abc ab c= 	 (7.1)

Смешанное произведение обладает рядом важных геометри-
ческих свойств.

Свойство 1. Смешанное произведение векторов в том и толь-
ко в том случае равно нулю, когда сомножители компланарны.

Рис. 26
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Доказательство. Пусть дана компланарная тройка векторов 


a,  


b  и 


c. Сначала рассмотрим частные случаи, когда






a b  или 




c = 0.  В первом случае в соответствии с определением векторного 

произведения векторов [ ] ,


 

ab = 0  поэтому из равенства (7.1) сле-

дует, что ( ) .






abc = 0  Во втором случае из того же равенства также 

получим, что ( ) .






abc = 0

Рассмотрим основной случай, при котором векторы 


a  и 


b
не коллинеарны, а вектор 



c  отличен от нулевого. Пусть π — пло-

скость, параллельная векторам 


a,  


b  и 


c.  Отложим их от одной

точки O этой плоскости. Тогда вектор [ ]




ab  перпендикулярен π, 

поэтому [ ] .






ab c⊥  Из свойств скалярного произведения векторов

следует, что [ ] ( ) .




 





ab c abc= = 0

Обратно, рассмотрим тройку векторов 


a,  


b  и 


c,  для которой 

( ) .






abc = 0  Так как  ( ) [ ] ,




 





abc ab c= = 0  то  возможны следующие 
случаи.

1.  [ ] .


 

ab = 0  Тогда 






a b,  векторы 


a  и 


b  линейно зависимы, 

следовательно, тройка векторов 


a,  


b  и 


c  также линейно зависи-
ма и поэтому компланарна (§ 3).

2. 




c = 0.  Тогда система векторов 


a,


b,  


c  также линейно за-
висима, так как содержит нулевой вектор, а следовательно, ком-
планарна.

3. [ ] ,


 

ab ≠ 0  




c ≠ 0.  Отсюда вытекает, что векторы 


a  и 


b  некол-
линеарны. Рассмотрим плоскость π, параллельную векторам 



a
и 


b.  Отложим 


a,  


b  и 


c  от точки 
O этой плоскости (рис. 27). Так 

как  [ ]








ab c = 0  и  [ ] ,


 

ab ≠ 0  




c ≠ 0,  
то угол между этими векторами 

прямой. Но вектор [ ]




ab  перпен-
дикулярен π, отсюда следует, 
что вектор 



c  параллелен пло-
скости π. Свойство доказано.

Свойство 2. Если векторы 


a,  


b  и 


c  не компланарны, то абсо-
лютная величина их смешанного произведения равна объему па-
раллелепипеда, построенного на  этих векторах. Смешанное 
произведение положительно, если тройка векторов 



a,  


b,  


c  пра-
вая, и отрицательно, если эта тройка левая.

Рис. 27
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Доказательство. Рассмотрим 
первый случай, когда тройка 



a,  


b,  


c  — правая. Отложим векторы 


a,  


b  и 


c  от одной точки А: AB a
 



= ,

AD b
 



= ,  AA c′ =
 



.  Достроим полу-
ченную систему точек до паралле-
лепипеда ABCDA′B′C′D′ (рис.  28). 

Обозначим через 


n  вектор [ ],




ab
а  через π  — плоскость основания 
ABCD параллелепипеда. Пусть 
l — прямая, проходящая через A
и  перпендикулярная  π. Отложим

вектор 


n  от точки A: AN n
 



= .  Так 
как вектор 



n  перпендикулярен π, то точка N лежит на прямой l.
Тройки векторов 



a,  


b,  


c  и 


a,  


b,  


n  правые, поэтому концы век-
торов 



c  и 


n  — точки A′ и N — лежат в одном полупространстве
относительно плоскости π (пример 2, §  5). Обозначим через ϕ
угол между прямыми l и AA′. В рассматриваемом случае ϕ = ∠

 

nc.
Опустим из  вершины A′ высоту A′H на  плоскость основания. 
Обозначим ее длину через h. Тогда объем параллелепипеда ра-
вен: V = Sh, где S — площадь параллелограмма ABCD. Но, со-

гласно свойству 1 векторного произведения векторов, [ ] .




ab S=  

Поэтому V ab h= [ ] .




 Проецируя отрезок A′H на  l, получаем от-
резок AK. Так как длина AK рав-
на h, то из свойств прямоугольно-
го треугольника AA′K следует 
h c=



cos .ϕ  Таким образом, 

V ab c abc= =[ ] cos ( ) .




 





ϕ

Пусть 


a,  


b,  


c  — левая тройка 
векторов. Отложим векторы 

от  точки A: AB a
 



= ,  AD b
 



= ,  

AA c′ =
 



.  Достроим эту тройку век-
торов до  параллелепипеда 
ABCDA′B′C′D′ (рис.  29). Как 
и  в  предыдущем случае, обозна-
чим плоскость ABCD через π, век-

торное произведение [ ]




ab  через 


n. Проведем через вершину  A

Рис. 28

Рис. 29
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прямую l, перпендикулярную π, и отложим от точки А вектор 


n:  

AN n
 



= .  Так как вектор


n  перпендикулярен π, то точка N при-
надлежит прямой l. Пусть ϕ — угол между ребром AA′ и  l. Так 

как  ориентации троек векторов 


a,  


b,  


c  и 


a,  


b,  


n  различны,
то точки A′ и N лежат в разных полупространствах относительно
плоскости π. Если ψ = ∠

 

nc,  то  в  этом случае ψ π ϕ= − .  Пусть

A′H — высота параллелепипеда, h — ее длина. Объем параллеле-
пипеда V равен Sh, где S  — площадь параллелограмма ABCD. 

Поэтому V = [ ] .




ab h  Проецируя отрезок AH на прямую l, полу-
чим отрезок АK. Из свойств прямоугольного треугольника АА′К 
следует, что h c=



cos .ϕ  Так как  сos ϕ  = − = −cos( ) cos ,π ψ ψ  ψ  —
острый угол, а ϕ — тупой, то сos ϕ = cos .ψ  Поэтому h c=



cos ,ψ
V ab c abc= =[ ] cos ( ) .





 





ψ
Нетрудно проверить, что если ( ) ,







abc > 0  то  тройка векторов 


a,  


b,  


c  — правая, а в случае, когда ( ) ,






abc < 0  эта тройка левая. 

Действительно, так как  ( ) [ ] cos ,




 





abc ab c= ϕ  где ϕ — угол между 

векторами [ ]




ab  и 


c,  то  ( )






abc  > 0 в том и только в том случае, 
когда cos ,ϕ > 0  т. е. угол ϕ острый. Отсюда следует, что векторы 

[ ]




ab  и 


c,  отложенные от точки А, лежат в одном полупростран-
стве относительно плоскости π, проходящей через А и  парал-

лельной векторам 


a  и 


b.  В этом случае (пример 2, § 6) тройка 

векторов 


a,  


b,  


c  и 


a,  


b,  


n  имеют одинаковые ориентации.

Но тройки 


a,  


b,  


n  правая, следовательно, 


a,  


b,  


c  — также пра-
вая тройка векторов.

Если ( )






abc  < 0, то аналогично доказывается, что векторы [ ]




ab  
и 


c  лежат в различных полуплоскостях относительно π. Поэто-

му 


a,  


b,  


c  — левая тройка векторов. Свойство 2 доказано.
Свойства 1 и 2 обосновывают геометрический смысл смешан-

ного произведения векторов.

Свойство 3. Для  любых векторов 


a,  


b,  


c  и 


d  справедливы 
следующие соотношения:

(( ) ) ( ) ( ),










 





a b cd acd bcd+ = + 	 (7.2) 

( ( ) ) ( ) ( ),










 





a b c d abd acd+ = + 	 (7.3) 

( ( )) ( ) ( ).












 

 

ab c d abc abd+ = + 	 (7.4)

Доказательство. Воспользуемся свойствами скалярного и век-
торного произведений векторов (§ 4, 6). Докажем равенство (7.2), 
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остальные соотношения проверяются аналогично. Согласно (7.1), 

(( ) ) [( ) ] ,
















a b cd a b c d+ = +  поэтому

(( ) ) ([ ] [ ]) [ ] [ ] ( )


















 









a b cd ac bc d ac d bc d acd+ = + = + = ++ ( ).






bcd

Свойство 3 доказано.

Свойство 4. Для  любых векторов 


a,  


b,  


c  и  любого числа α 
справедливы следующие соотношения:

(( ) ) ( ),α α




 





a bc abc= 	 (7.5) 

( ( ) ) ( ),




 





a b c abcα α= 	 (7.6) 

( ( )) ( ).




 





ab c abcα α= 	 (7.7)

Доказательство. Для  доказательства воспользуемся форму-
лой (7.1), а также свойствами скалярного и векторного произве-
дений векторов (§ 4, 6). Докажем соотношение (7.5), остальные 

равенства обосновываются аналогично: (( ) ) [( ) ]α α




 





a bc a b c= =  

= =α α([ ] ) ( ).




 





ab c abc  Свойство 4 доказано.
Выведем формулу для  подсчета смешанного произведе-

ния векторов через координаты сомножителей. Пусть в про-

странстве дан прямоугольный декартов правый базис 


i ,  


j,


k  и  даны координаты векторов 


a{ ; ; },α α α1 2 3



b{ ; ; }β β β1 2 3

и 


c{ ; ; }γ γ γ1 2 3  относительно этого базиса. По  формулам (6.9) 

(§ 6) найдем координаты векторного произведения [ ] :




ab

[ ] ; ; .




a b
α α
β β

α α
β β

α α
β β

2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

−











 Так как  ( ) [ ] ,





 





abc ab c=  то, вос-

пользовавшись формулой (4.15) для  определения скалярного 
произведения векторов в  координатах (§  4), получим 

( ) .






abc = − +γ
α α
β β

γ
α α
β β

γ
α α
β β1

2 3

2 3
2

1 3

1 3
3

1 2

1 2

 Легко видеть, что пра-

вая часть этого выражения равна определителю третьего поряд-

ка, составленного из координат векторов 


a,  


b,  


c.

( ) .






abc =
α α α
β β β
γ γ γ

1 2 3

1 2 3

1 2 3

	 (7.8)

Как вытекает из формулы (7.8) и свойства 1 смешанного про-

изведения векторов, векторы 


a,  


b,  


c  компланарны в том и толь-
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ко в том случае, когда определитель, составленный из их коорди-
нат, вычисленных в прямоугольном декартовом базисе, равен 
нулю. Это утверждение полностью согласуется с результатом те-
оремы 9, § 3. Но при этом следует иметь в виду, что упомянутая 
теорема доказывалась нами при условии, что координаты векто-
ров даны в произвольном аффинном базисе.




