DERIVATA DUPA DIRECTIE.
GRADIENTUL FUNCTIEL PROPRIETAII

+ Derivata functiei dupa directie

+* Gradientul functiei

Derivata functiei dupa directie

Fie functia de doua variabile z= f(x,y) definitd pe careva domeniu D si
My(xo,¥0) S D. Se stie ca derivatele partiale ale functiei f exprima “viteza variatiei
functiei” de-a lungul axelor de coordonate OX, OY. Dar prezinta interes cazul in care
functia variaza intr-o directie data, diferitd de cele amintite: de exemplu, daca este
definit cimpul scalar al temperaturilor, adica daca este data temperatura f(M) intr-un
punct arbitrar M al unei placi plane (analog f(M) = f(x,y,z) ar putea reprezenta
temperatura intr-un punct arbitrar M al unui corp). legile de distributie si de “deplasare”
a cdldurii depinde esential de viteza variatiei temperaturii in toate directiile.

Fie indicatd o directie [ , W | I, Al - distanta dintre punctele M si M, .

Functia z = f(x; y) va obtine o crestere, notata cu Az = f(x,y) — f(xo, Vo)-

ose o < e - e qs A . A
Definitie. Daca existd si este finita lim = , atunci valoarea acestei limite se
-

numeste derivata functiei z = f(x,y) In punctul My dupa directia I si se noteaza

9 dz(M 9 A
cu L) g5y 22M0) i U XoYo) iy BiZ
ol ol al Al—>0 Al

Sa gasim o relatie dintre aceastd derivatd si derivatele partiale. Stim ca
Nz = 2y (My)Ax + z,(M)Ay = z,(My)Alcosa + z,,(My)AlcosB, unde Ax = x — x,,
Ay =y —y, , iar o, B sunt unghiurile formate de vectorul I cu axele de coordonate OX,

QY, respectiv. Obtinem:

0z , ,
Vi zx(My)cosa + z,(My)cosp.

Aceasta formuld aratd cum se calculeaza viteza variatiei functiei f in punctul

M, dupi directia L.
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Pentru functia de trei variabile u = f(x,y,z) derivata dupa directia 1=

{m,n, p} se calculeaza dupa formula:

ou , : ,
T Uy(My)cosa + u, (My)cosp + u,(My)cosy,
n 14

m
7, 0Sp = ————, C0SY = —————.
Jm2+n2+p?’ B Jm2+n2+p?’ 4 Jm2+n2+p?

Exemplu. Se da functia u = x2 + y% — z2. Si se calculeze derivata functiei in

unde cosa =

punctul M dupa directia vectorului MN, daca M(1,1,2), N(3,2,0).

Rezolvare. Calculdim derivatele partiale ale functiei u = x? 4+ y? —z2 in

punctul M.
u, = (P+y?-z)y=2y; u,M)=2-1=2;
u, = (?+y?-29),=-2z; u,(M)=(-2)-2=-4

Aflam coordonatele si cosinusurile directoare ale vectoruluiMN:

MN = oy —xms yv —Yus 2y —zm} = {25 1; =2}

MN| = + 14+ 22 = = 3, cosa =
|IMN| =v22+12+22=19=3

wIN

1 2
; cosf =3, cosy=—z

Aici a, B,y sunt unghiurile formate de vectorul MN cu axele Ox, Oy, Oz respectiv.

Acum obtinem:

ou_ _ (M) + u, (M) +u, =2 2+2 1+42—14
aMN_ux cosa + u,, cosf + u,cosy = 3 3 373

Gradientul functiei

Intrebare: In ce directie valoarea derivatei in punctul dat este cea mai mare ?

Fie functia de 3 wvariabile (in cazul functiei de 2 variabile este similar)
u = f(x,y, z) diferentiabila in punctul M,(x,, ¥, Zo) si vectorul T Notam:

a = uy(My), b = uy(My), ¢ = uy(M,). Atunci ‘Z—I; = acosa + bcosf + ¢ cosy =

Cc

vaZ+b2+c2 COS]/).

a

b
——————(0SA + ———=C0Sh) +
vaZ+b?+c? vaz+b?+c? B

vaZ + b7 +c% (

Fie vectorul unitar
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— a b c }
= = COSU, COoST,COSO
9 {\/az+b2+c2'\/a2+b2+cz'\/a2+b2+c2 {cosp, ’ 12

unde y, T, o sunt unghiurile formate de acest vector cu axele de coordonate. Atunci

ou

— = Va2 + b2 + c2 (cosp - cosa + cost - cosf + coso - cosy) =

VaZ+bZ+cZ-(g -1,), unde este I, = {cosa, cosB, cosy} este ortul vectorului dat

L, iar g -1, este produsul scalar al vectorilor. Avem ci g -1, =g’ |l]|"

cos4(q,1,)= cos4(g,1,). Deci, Z—I; =VaZ + b? + cZ cos4(g,1,). Evident, Z—IZ ia

valoare maxima atunci cind cos#(g’, Z) =1, adicil, = g. Astfel,
ou
T vaz +b% +c? = |{a,b,c}|

Definitie. Vectorul {a, b, c} = {uy(M,), uy(M,) , u,(M,) } se numeste gradient

al functiel u = f(x,y,z) Tn punctul M. Se noteaza cu simbolul grad u Adica,
gradu = {ux(MO)r uy(Mo) Uz (My) }
Gradientul determina directia, iar modulul sdu - marimea vitezei maximale de crestere

(de variatie) a functiei in punctul M.

Pentru exemplul de mai sus grad u = {u,(M); u,(M); u,(M)} = {2,2,4}si

lgrad u| = V22 + 22 + 42 = 26

ou

—— = 2+/6 . Observam ca viteza cresterii functiei in directia grad u
dgrad u(Mg)

Avem ca

ou 14

este mai mare decat viteza cresterii functiei in directia vectorului MN (M = ?), ceea

ce confirma afirmatiile teoretice.



