Integrale triple

Exemplul 1. Sa se calculeze integrala tripla I = [[[ xdxdydz, unde T este domeniul mdarginit
T

de suprafetele x =0, y=0, z2=0, zc+y+ 2= 1.

Rezolvare. Domeniul de integrare T' este un tetraedru (fig.6.3), care poate fi scris in forma

analitica

T={(x,y,2): 0<z<1, 0<y<l—-z 0<z<Il-x-y},

adica are forma (3.7.5). Deci avem:
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Exemplul 2. Sa se calculeze integrala tripla [[[ z*\/a? + y*dadydz, unde T este domeniul
T

mdrginit de suprafetele y =0, 2 =0, z =3, 22 +y?> = 22, y > 0.

Rezolvare. Ecuatia x? +1y* = 2z poate fi scrisi in forma (z —1)?+y? = 1, de unde rezulta ca
ea este ecuatia unei suprafete cilindrice cu generatoarele paralele cu axa Oz gi cu directoarea
I': (z—1)?+y* =1 din planul Ozy. Domeniul T este reprezentat in fig.6.4b. Vom trece
la coordonatele cilindrice p, ¢ si z. Ecuatia semicircumferintei I" este p = 2cosp, 0 < ¢ < g
care se obtine din ecuatia 2% + y? = 2x, substituind x = pcosy, y = psinp si simplificaind

ambele parti prin p. Deci domeniul T' poate fi scris in coordonate cilindrice astfel:

T ={(p,p,2): 0<e<7/2, 0<p<2cosp, 0<z<3}.
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Integrale triple

Avem:
w/2 2cos ¢ 3
///z\/x2+y2 dxdydz = / de / dp/z\/p2 cos? o + p?sin? ppdz =
T 0 0 0

w/2 2cos w/2 2cos @

3 22 5
S Trufun [Tzl
0

0 0 0 0
w/2 w/2 /2
9 p3 2cos 3 . 9 .
=3 T dp =12 [ cos®pdp =12 | (1 —sin®y)d(sinp) =
0
0 0 0

=8 <

1
=12 {Simp — —sin® go}
3 0
Exemplul 3. Sa se calculeze integrala tripla [[[ 2 dedydz, unde T este sfera x>+ y*+2* < 4.
T

Rezolvare. Trecem la coordonatele sferice p, ¢ si 0 (fig.6.6). In aceste coordonate domeniul

T poate fi scris in forma:

T ={(p,¢,0): 0<f6<m 0<ep<2m, 0<r<2}
Deci
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Exemplul 4. Sa se calculeze volumul corpului, marginit de suprafetele x =0, y =0, z = 0,

5 5
204+ 3y =6,y +2—-4=0,y>0.

0

Rezolvare. Suprafetele =0, y=0 si 2=0 sunt planele de coordonate Oyz, Ozz si, respectiv,
Ozy. Ecuatia 22+3y=6 este ecuatia unui plan paralel cu axa Oz (deoarece in aceastd ecuatie
lipseste variabila z) i care intersecteaza planul Ozy prin dreapta 2z+3y=6 de pe acest plan
(fig.7.1). Suprafata > + z — 4 = 0 este o suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa

Oz (deoarece in ecuatia ei lipseste variabila z) gi cu directoarea y? + 2 — 4 = 0 din planul Ozy.
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Fie T domeniul spatial, marginit de suprafetele date, si D proiectia ortogonala a lui pe
planul Ozy. Evident ca

2
Dz{(a:,y): 0<z<3, O§y§2—§x}
2 2
T =X (z,y,2): 0<x<3, O§y§2—§x, 0<z<4—y*s.

Aplicand formula (3.7.16), obtinem

Exemplul 5. Sd se calculeze masa corpului T mdarginit de suprafetele z = 0, z = /5 si

22 +y? — 2% =4, dacad densitatea lui este p(x,y,2)=2.

Rezolvare. Suprafata 2%+ 3% — 22 = 4 reprezinta un hiperboloid de rotatie cu o panzi. Deci
T este domeniul, cuprins induntrul acestui hiperboloid si intre planele z=0si z = v/5 (fig.7.2).

Determinim intersectia hiperboloidului cu planul z = /5. Din sistemul

2?2+ y? — 22 =4,

z = /5.

obtinem x?+1y* =09,

Deci proiectia lui T' pe planul Oxy este cercul 22 + y? < 9.
Divizdm domeniul 7T in doud parti T} si Tb cu ajutorul suprafetei cilindrice 22 + y? = 4.
Proiectiile pe Ozy ale acestor parti D; si Dy sunt cercul x? + y? < 4 si, respectiv, inelul

4 < 224 y? < 9. Vom trece la coordonate cilindrice. Cum

TlZ{(MM): 0<p<2r, 0<p<2 ngg\/g}
si
Tz:{(p’%z)’ 0<p<2r, 2<p<3, \/p2—4§z<\/5},
avem
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m = /// zdxdydz = /// zdxdydz + /// zdxdydz =
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Exemplul 6. Sa se calculeze momentele statice myy, My, $i My, ale cubului T = {(z,y, 2) :
0<z<1 0<y<l1, 0<z<1}, daca densitatea lui este j(z,y,2) = x+y+z.

Rezolvare. Cubul dat este reprezentat in fig.7.4. Conform (3.7.18) avem

1 1 1

mzy:///z(m+y+z)dxdydz:/dm/dy/z(x+y—|—z)dz:
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Analog obtinem m,, = m,, = 6 |

Exemplul 7. Sa se calculeze coordonatele centrului maselor cubului
T ={(z,y,2): 0<z<1, 0<y<l, 0<z<1} cudensitatea pu(z,y,z)=c+y+=2.

Rezolvare. Momentele statice au fost calculate in exemplul 6.. Calculam masa cubului dat:

m = /// w(z,y, 2)dedydz = ///(:L’ +y + 2)dxdydz =
T T
1 1 1 1

1 1

— [as [y [ty = [ao [ (ss045)di= [l e =

0 0 0 0 0 0
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P .
Conform (3.7.19) avem: z. = Myz _ 9 Analog obtinem y,. = z. =
m

. <
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Exemplul 8. Sa se calculeze momentul de inertie a unui con circular omogen cu densitatea pu
in raport cu azra sa, dacd raza bazei lui este R, iar generatoarea formeaza cu inalfimea unghiul
a = 45°.

Rezolvare. Alegem sistemul cartezian rectangular de coordonate Ozyz astfel ca O sa coincida

cu varful conului gi inaltimea lui s se afle pe semiaxa pozitiva a axei Oz (fig.7.5). Daca notdm
prin 7' conul dat, atunci, in coordonate cilindrice, avem 7" = {(p,,2) : 0<p <27, 0<
p <R, p<z<R}. Aceastarezultddin faptul cd o = 45° gi deci indltimea conului este egala
cu raza lui, iar suprafata care mirgineste conul este partea suprafetei conice 2?2 + y? — 2% = 0,
situate in semispatiul de sus. Aceastd parte are ecuatia z = \/ﬁy2 sau, in coordonate
cilindrice, z = p.

Daca notdm cu o = const densitatea conului, atunci din (3.7.20) avem
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