Aplicatiile integralei duble in geometrie si fizica

2 2

Exemplul 1. Sa se calculeze aria figuric D, marginite de lingile x_Z + ?2—2 =1g
a
2 2
Ea
4a? = 4b?

Rezolvare. Vom aplica formula (3.6.1) si vom trece la alte variabile. Observam ca domeniul

D este figura plana, marginita de elipsele, ecuatiile canonice ale carora sunt date in enuntul
exercitiului (fig.4.1).

Trecem la variabilele p si ¢ conform legii

T = apcos p, .
_ (p,p) € D7,
y = bpsinp,

unde Dx = {(p,¢): 0<¢ <21, 1< p<2}. Calculam jacobianul:

Ox/0p 0Ox/d¢
dy/Op Oy/op
Conform (3.5.38) obtinem

S://dxdy://abpdpdgo:
D

D*

acosy —apsinp

= abp.

bsingp bpcosp
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] dp = (3i) /d(p = 3mab. <
1 2
0

Exemplul 2. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele z=x2+y2, =0, y=z,

y=1.

Rezolvare. Suprafata z=z2+y2 este un paraboloid de rotatie, axa caruia coincide cu Oz,
2=0 este ecuatia planului Oyz, planul y=z trece prin axa Oz si dreapta y=x de pe planul
Ozxy, iar y=1 este planul paralel cu Ozz i care intersecteaza axa Oy in punctul cu ordonata 1
(fig.4.6).

Vom aplica formula (3.6.2) cu f(z,y) =2*+3?si D ={(x,y): 0 <z <1,z <y <1}
Avem:
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/ fxydxdy—/d /(x +9%)dy =
yioe

Exemplul 3. Sd se calculeze aria partii suprafetei sferice x> + y? + 2% = 4, care se afld in
interiorul suprafetei cilindrice x* +y* = 1.

Y
31,

Rezolvare. Suprafata data S consta din doud parti Sy si Se cu arii egale (fig.4.8). Una
din aceste parti S; este definita de ecuatia z = /4 — 22 — 2, 2% +y? < 1.

Aplicam formula (3.6.9) cu f(z,y) = \/4—22—y? D = {(z,y) : 2> +y* < 1}. Cum
of _ — Of Y

= ————— obtinem

- = g — =
or /4 — 22 — 2 ; Ay V4 —a?—y?

i ] () (2
_ l/ %Hdd

2
- [ ==t
D Y

In coordonate polare avem D = {(p, ) : 0 < ¢ < 2w, 0 < p < 1} si deci

2m 1
- 2p _ or1 | _ 1] _ .
|51 —O/dwo/—\/mdp— [ ]57] [ 2¢/4 pQH =4 (2 \/§>
Aria suprafetei S este |S| = 2|S;| =87 (2—V/3) . «

Exemplul 4. Sa se calculeze masa domeniului plan D, marginit de liniile 2°+y* = 1, 2% +y? =

9,y=0siy=axV3,z>0,y>0, densitatea superficiald a caruia este wlx,y) = %
x

Rezolvare. Conform (3.6.10) avem m = f i ( Y ) dxdy. Calculam aceasta integrala, trecend
x?

la coordonate polare.

Cum (fig.5.1) D* = {(p,¢) : 0 <9 <7/3,1 < p < 3}, avem
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w/3 3 ) 7r/3d 3 ) 5
p? cos? cos? p cosp| 0
0 1 0 1

Exemplul 5. Sa se calculeze momentele statice fata de axa Ox si fata de axa Oy ale domeniului
2,2

plan D, marginit de axa Ox si arcul, care se afla in semiplanul de sus (y>0) al elipsei a:_+g/_ =

259
1 (fig.5.3).
Rezolvare. Conform (3.6.12) si (3.6.13) avem m, = [[ ydxdy si m, = [[ xdzdy.
D D

3
Cum D ={(z,y): -5<x<50<y< 5\/25—x2}, avem

5 (3/5)v/25—22 5 Y2
= / dz / ydy = / =
-5 0 5|2

(25 — %) dr =

0

(3/5)v/25 — 22 ] o

) (252 — 2°/3) |25 = 30.

T 50 50

Pentru m, avem:

5 (3/5)v/25—a2

my = / / /xx/ﬂd

1
= \/ 25 — a2 d(25 — 2%) = —x (25 — 22)3 = 0.

10

Faptul ca m, = 0 putea fi prezis din timp, adica fard a calcula integrala (3.6.13), deoarece
domeniul D este simetric fata de axa Oy si este omogen (u(z,y)=1).4

Exemplul 6. Sa se calculeze coordonatele centrului maselor domeniului plan D, marginit de
2 2
lindile y = 0, % + % =1, y >0, cu densitatea superficiala p(z,y)=1.

Rezolvare. Observam ca domeniul D este acelasi ca si in exemplul 2. Acolo am calculat

mzx=30 si my=0. Raméane sa calculam m. Avem:

25—12

3
m = ffl dxdy—f dx f03/5 :—f_55v25—x2d:c:
gU:E)smt7 dx = Hcostdt; 7'r/2
= ﬂ/2 /25 — 25sint - Heostdt =

r=-b t=—-m/2; x=05t=m/2
™ e ]. 1
=15 [, cos*tdt =15 [/} <2+§cos2t> dt =

15
2

/2
—7/2

/2 157

15
+—sm2t —_—
—/2 2
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Folosind formulele (3.6.14), obtinem:

R 0 Oy =M 30 4
T m " 1m/2 Ve S 1m/2 w

4
Raspuns: C (0; —) . 4
T

Exemplul 7. Sd se calculeze momentele de inertie 1y, I, I, ale unui cerc de raza 2 cu centrul
in originea de coordonate, dacd densitatea superficiala in fiecare punct este egald cu distanta

acestui punct pend la centrul cerculus.

Rezolvare. Cum distanta de la punctul (z,y) pana la originea O(0,0) este egald cu /x2 + 42,
din datele exemplului rezulta ca densitatea superficiala a cercului, pe care il notam cu D, este

w(z,y) = /2?4 y2. Aplicand formulele (3.6.16), avem:

I = / Dy*\/a% + P dady,
I, = / Da? \/mdxdy,
L= [ [ D@+ ) ey
Vom calcula aceste integrale, trecsad la coordonate polare p si ¢ : © = pcosp, y = psin .

Evident, cad domeniul de integrare poate fi scris in forma (fig.5.4): D = {(p,¢) : 0 < ¢ <
27, 0 < p < 2}. Avem:

2T 2
Iz=/ ds@/ p*sin’ - p-pdp =
0 0
21

1 1 2 321
= ~ — —cos2p | d tdp = ——;
/0<2 QCossO)sO/Opp =
21 2
32w
fyZ/ ds@/ peos’ o pepdp = —=;
0 0

62
10:Ix+ly:T7T.<
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