Integrale duble
Exemplul 1. Sa se calculeze integrala dubla iterata I a functiei f(x,y)=x+y pe domeniul D,
marginit de liniile =2, y=0 si y = x /2.

Rezolvare. Domeniul D poate fi scris in forma standarda (fig.2.3).
D:{(x,y)ERQ: 0<z <2, OSny/Q}.
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Exemplul 2. Sa se calculeze integrala dubla iteratd Iy a functiei f(x,y) pe domeniul D definit

delim’ilesz,yzO;sz’y:g.

Rezolvare. Scriem mai intai domeniul D in forma standarda (3.5.24). Observam cd D este
cuprins intre dreptele orizontale y=0 gi y=1 si pentru fiecare y fixat din [0,1]| dreapta orizontala,
care trece prin punctul de pe Oy cu ordonata y, intra in domeniul D prin linia =2y si iese

din el prin linia =2 (cdnd punctul se migca in directia axei Oz). Deci

D:{(x,y)ERZ: 0<y<1, 2y§x§2}.

Avem12=f<j(x+y)déﬂ> dy:fle;ery) Q}dyzf(2+2y—4y2)dy=§

0 \2y 0 2y 0 3
Observam ca I; = I, . In acest caz se spune ci integrala dubla iterata nu depinde de

ordinea de integrare.

Exemplul 3. Sa se calculeze integrala dubla [[ zydzdy, unde D este marginit de liniile y = 0,
D
y=+x siz=1.

Rezolvare. Reducem calculul integralei duble date la calculul unei integrale duble iterate.
Pentru aceasta trebuie sa alegem ordinea de integrare si sa determinam limitele de integrare.
Aceasta se face imediat dupa ce domeniul de integrare este scris in careva forma standarda. In
acest scop este util sa reprezentam pe desen domeniul de integrare.

Evident (fig.2.5) cd D poate fi scris in urmatoarea forma standarda:

D:{(:E,y)ERZ: 0<z<1, ogyg\/i}.
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Conform egalitatii (3.5.34) avem

1 Vv 1 1
y2 Vo 1 1
//xydxdy = /dx/xydxdy: /x (—) dr = —/x2dac = -5. 4
2/ 2 6
D 0 0 0

Exemplul 4. Sa se calculeze [[ x(1/y)*dzdy, unde D este domeniul marginit de liniile x = 2,
D
y=x sty = 1x.

Rezolvare. O reprezentare schematica a domeniului D ne sugereaza ideea necesitatii de-
termindrii coordonatelor punctului de intersectie a liniilor y=z ¢i y = 1/z (fig.2.6). Pentru

aceasta rezolvam sistemul alcatuit din ecuatiile acestor linii:

T
, de unde {(1,1),(—=1,-1)}

Evident ca (1,1) € D, iar (—1,—1) ¢ D. Deci domeniul D poate fi scris in forma standarda

D:{(x,y)€R2: 1<x2<2, 1/x§y§x}. Avem
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Exemplul 5. Sa se schimbe ordinea de integrare in expresia

-3 A—12 0 2—v/4—x2
1= [ [ fewis [a [ sewi
2 0 3 0

Rezolvare. Notam prin D; si Dy domeniile de integrare ale integralelor din suma I. Avem

Dlz{(x,y): —2< < —3; OSyS\/él—ac?},

Dzz{(l",y)I —V3<a2<0, OSySQ_w/zl_xZ_}‘

Graficul functiei y = v/4 — 22 reprezinta semicircumferinta de sus a circumferintei 22 +y? =
4, iar graficul functiei y = 2 — /4 — 22 reprezinti semicircumferinta de jos a circumferintei
2?2+ (y —2)? = 4. Gasim punctele de intersectie ale acestor grafice, rezolvand sistemul alcatuit
din ecuatiile lor. In rezultat, obtinem punctele M;(—v/3,1) si Ma(+/3,1); punctul M, nu
apartine domeniului de integrare (fig.2.7).

Notam: D = Dy U D,. Evident ca

D={(zy): 0<y<1, —/I—yE <z <—A-(y—27}.
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Cum 4 — (y — 2)? = 4y — 9?, la schimbarea ordinii in integrala I obtinem

1 -/ 4y—y?

I= /dy / flz,y)dz. <

Exemplul 6. Sa se calculeze integrala dubla [[ e"Ydxdy , unde D este domeniul marginit de
D
lindile x=0, y=1 si v = y>.
Rezolvare. Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy (fig.2.8) si poate fi scris in
urmatoarea forma analitica: D = {(x, y): 0<z<1 0<y< \/E}
IV
Deci [[e*¥dxdy = [dx [ e*/Ydy. Integrala interioard nu poate fi calculatd cu ajutorul for-
D 0 0

mulei Newton-Leibniz, deoarece primitiva in raport cu variabila y a functiei e*/¥ nu este functie
elementara.

Insi integrala daté poate fi calculats, daci aplicdm o altd ordine de integrare. Cum dome-
niul de integrare D este regulat si in directia axei Oz si poate fi scris in forma analitica
D:{(a;,y): 0<y<1, nggyz},avem

1 y? 1 y2 1
[ twan= [ay [ iar= [ay [yerad)= [yiet |10
D 0 0 0 0 Y 0

1

— /y(ey —1)dy = [(y — 1)eY — 0,5y°] |s = 0,5. «
0

Exemplul 7. Sa se calculeze integrala dubla

2,2
unde D = {(x,y): %—i—yz < 1}.

Rezolvare. Trecem la variabilele u si v:

T = 3ucosv,

y = 2usinv.

Evident, ci in variabilele u i v domeniul de integrare D se scrie in forma (fig.3.1): D = {(u,v) :
0 <wv<2m 0<u<1}. Calculam Jacobianul:

™ 3
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3cosv —3usinv

J=

= 0ou.

2sinv  2ucosv

Aplicand formula (3.5.38), obtinem

1
I—/dv % 0 [—6 2—u2O]dU:127T(\/§—1).<

Exemplul 8. Sa se calculeze integrala dubla [[ arctg (g) dzdy, unde D este domeniul marginit
) x

de liniile: 22 +y?> =1, 22 + 4> =9, y = =x,z>0.
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Rezolvare. Daca am calcula aceasta integrala in coordonate carteziene rectangulare,
atunci domeniul D ar trebui divizat in trei parti si de calculat trei integrale duble (fig.3.2).
Vom calcula aceasta integrala, trecadnd la coordonate polare.
Cum D* = {(p,(p) 1< p<3,1/6<p< 7T/4}, avem

// arctg dmdy = // arctg < on ) pdpdyp =
p
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= / / arctg (tg ») pdpdep = / / ¢ - pdpdp = / pdp / pdp =
D* D~ 1 7/6
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