2.2. Modelul dinamic al structurii mecanice

2.2.1. Forma explicita a modelului dinamic

n timp ce ecuatiile cinematice descriu miscarea robotului far3
a lua in considerare fortele si momentele care produc miscarea,
ecuatiile dinamice descriu in mod explicit relatia dintre forta si
miscare. Modelul dinamic al structurii mecanice reprezinta o relatie
cauzala intre cinematica coordonatelor generalizate si momentul cu
care este actionata fiecare cupla.

Dezvoltand ecuatia 2.3 pentru un manipulator, se obtine
urmatoarea ecuatie diferentialda matriciala (forma canonica a
modelului)

M(@)§q+V(qq) +Fr(@)+6@+](@F=T, (26)
unde: M(q) este matricea de inertie a sistemului (nxn);

V(q, q) este vectorul Coriolis Centripetal al sistemului (nx1);

G(q) este vectorul gravitational (nx1);

F¢(q) este vectorul datorat frecarilor (nx1);

J(@)TF este vectorul datorat solicitdrilor exercitate asupra
prehensorului (nx1);

T este vectorul momentelor motoare care actioneaza
in cuplele robotului (nx1);

q este vectorul coordonatelor generalizate (nx1);

q este vectorul vitezelor generalizate (nx1);

n este numarul elementelor sistemului — numarul
corpurilor manipulatorului.

Pentru a obtine forma explicita a ecuatiei (2.6) este necesar de
a lua in considerare unele notiuni de mecanica.

Tn conformitate cu conceptia Newtoniani, un corp este un
ansamblu (infinit) de particule de masa infinit de mica. Viteza liniara
a unei particule de masa m, care orbiteaza un punct la o raza r cu
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viteza unghiulara w (figura 2.2) este data de relatia
v = wr. (2.7)
Ao

Figura 2.2: Forta centripeta.
Forta centripeta este determinata de urmatoarea relatie

2 .
Foone = % = mw?r = m?r. (2.8)

Pentru un punct material de masa m, principiul al doilea al
mecanicii (legea impulsului a lui Newton) stipuleaza
F=ma= mdv/dt = di/dt = dH/dt' (2.12)
unde
H=mv (2.12)
este denumit impulsul punctului material (cantitatea de miscare) -
momentul unei mase m care se deplaseaza cu viteza v.

Momentul unghiular al unei particule de masa m in raport cu
originea din care masa are distanta r se numeste momentul cinetic
al punctului material

Hyngy = Hr = mur. (2.13)

Cuplul sau momentul unei forte F in raport cu aceeasi origine

este definita ca fiind (legea momentului cinetic)

N = rF = 40mvr); gt (2.14)
Energia cinetica a unei mase care se misca cu o viteza liniara v
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este

K= %mvz. (2.15)
Energia cinetica rotativa a masei este data de
Kot = 31002, (2.16)

unde I este tensorul (momentul) de inertie.
Pentru un caz simplu, prezentat in Figura 2.2, unde m este o
particula de masa, tensorul de inertie devine
[ = mr2. (2.17)
Astfel,
Ko = %mrzéz. (2.18)
Relatia (2.17) poate fi generalizata pentru un solid rigid, relativ
la polul O (figura 2.4)

I = fVolf(—f)p(r) av, (2.19)
unde p(r) este distributia maselor la o raza r intr-un volum V. Daca
obiectul este realizat dintr-un material omogen, atunci p(r) = p
este o constanta.

Figura 2.4: Momentul cinetic al solidului rigid.

Masa corpului este volumul integral al densitatii de masa:

m= p(r)dv.
Vol
Centrul de greutate al corpului este media ponderata a

densitatii:



1
T — VOIp(r)r dv.
Calculul tensorului de inertie se face astfel
0 —z vy 0 z =y
I=J. z 0 —x||l-z 0 x|p(r)dV=
vol[—y x OfLy —-—x O

y2+z2 —xy —xz
= f —xy x*+2z* —zy |p(r)dV.
voll —xz —zy Y%+ x?
Ceea ce se noteazd prin
Ixx _Ixy _Ixz
I=|-Ly Ly —I, (2.20)

_Ixz _Iyz Izz
unde: Iy yy2, SUNt numite momente de inertie axiale, relative la

axele x,y, z; L, , sunt numite momentele de inertie centrifugale.

V,YZ,X

Necesitatea calculului fortelor si a momentelor de inertie
conduce la necesitatea calculului acceleratiilor liniare si a celor
unghiulare.

Energia potentiald a unei mase m la o inaltime h intr-un camp
gravitational cu g constant este data de

P = mgh. (2.21)

Originea, care corespunde energiei potentiale zero, poate fi
aleasa arbitrar, deoarece numai diferentele de energie potentiala
sunt semnificative in ceea ce priveste fortele fizice.

Pentru a obtine forma explicita a ecuatiei (2.6) se poate utiliza

formalismul Newton-Euler sau Lagrange-Euler.

2.2.2. Utilizarea formalismului Euler-Lagrange pentru
obtinerea modelului dinamic al structurii mecanice

Sa demonstram cum pot fi obtinute ecuatiile Euler-Lagrange din
legea a doua a lui Newton, considerand un sistem cu un singur grad
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de libertate, constituit dintr-o particula de masa constanta m,
constransa sd se deplaseze in directia y, sub actiunea fortei f si a
fortei gravitationale mg (figura 2.5).

Y !

mg

xr

Figura 2.5: Sistem cu un singur grad de libertate.

Conform legii a doua a lui Newton F = ma, ecuatia miscarii
unei particule este
my = f —mg. (2.22)
Partea sténgé a Ecuatiei (2.22) poate fi scrisa ca
~doyy1 N dokK
( =3y ( Y )_Ea_y'
unde K = 1/2 my este energia cinetica.
Tn expresia de mai sus, pentru a lua in consideratie sistemele in
care energia cinetica este o functie de mai multe variabile, utilizam
notatia cu derivate partiale.

Forta gravitationala in ecuatia (2.22) poate fi exprimata ca
aP

mg = —(mgy) =
unde P = mgy este energia potentlala datorata gravitatiei.
Daca definim prin L diferenta dintre energia cinetica si cea
potentiala
L=K-P, (2.23)

atunci L= %myz —mgy.



oL _ 9K AL _ P

Notam 5 = 5 Si 5 = —5 , atunci ecuatia (2.22) poate fi
transcrisa in felul urmator

d oL oL _

aa—y—a—f. (2.24)

Functia L se numeste Lagrangeanul sistemului, iar ecuatia
(2.24) este numita Ecuatia Euler-Lagrange.

Pentru un sistem cu n grade de libertate, ecuatia Euler-
Lagrange capata urmatoarea forma

———— =7 (2.25)

unde: g este vectorul coordonatelor generalizate;
q; este componenta i al vectorului g;
T este vectorul fortelor generalizate, care actioneaza
in cuplele robotului;
n reprezinta numarul gradelor de libertate ale structurii;
L este Lagrangeanul structurii mecanice.
Deoarece energia potentiala nu depinde de Vviteza

coordonatelor generalizate, ecuatia (2.25) poate fi rescrisa astfel
ddK 9K 9P _

— =7
dt dq aq aq
Ecuatia (2.26) permite de a separa termenii inertiali si cei

(2.26)

gravitationali, ceea ce duce la forma canonica (2.6) a modelului
d oK 0K 0P
dtoq oq oq
=M(q)G+V(q,q) +G(q) =T.
Ecuatiile (2.23) si (2.26) permit calculul elementelor modelului
dinamic (matricele de inertie, vectorul Coriolis centripetal, vectorul
gravitational) pornind de la marimile energetice.

Exemplul 2.1. Modelul dinamic al structurii plane RT
Bratul plan RT (rotatie/translatie) cu doua grade de libertate se
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prezinta in figura 2.6, unde [ este lungimea fixa cunoscuta a legaturii
de baza.

TT77077777

Figura 2.6: Manipulatorul plan RP cu doua grade de libertate.
Vectorii coordonatelor articulatiilor si a vitezelor

a=[ha=[]]

Vectorul de forta generalizat corespunzator este

e=[)

unde n este cuplul si f —forta, care actioneaza in cuplele robotului.
Cuplul n si forta f pot fi furnizate fie de motoare, fie de
actuatoare hidraulice, dinamica carora se va prezenta ulterior.
a. Energia cinetica si potentiala
Energia cineticd total3 datoratd miscérii unghiulare 8 si miscarii

liniare 1 este

1 ) 1
K = Emrzez + Emfz

si energia potentiala
P = mgrsiné.
b. Ecuatia Lagrange



Lagrangeanul se da cu urmatoarea expresie

1 .1 _
L=K-P =§mr292 +Emr2 — mgr sin 6.

Conform ecuatiei Lagrange (2.25) obtinem

oL
9L _laé| _ mrzé]
aq oL mr I
or

d oL _ [mrzé + Zmrfé]
dt 0g mi '
oL —mgr cos 0

dqg |mré? —mgsin6l

Astfel, ecuatiile dinamice ale manipulatorului robotic sunt
mr20 + 2mri6 + mgrcos@ = n,
mi# — mr6? + mgsinf = f.

Acesta este un set de ecuatii diferentiale neliniare cuplate care
descriu miscarea q(t) = [(t) r(t)]7, datoratd cuplului comenzii de
intrare n(t) si a fortei f ().

c. Dinamica manipulatorului

Ecuatiile manipulatorului pot fi scrise in forma vectoriala

mr? 016 2mri6 mgrcos 0] _ [n
[ 0 m][F]+[—mr92]+[mgSin9]_[f]'

Aceasta ecuatie vectoral-matriciald poate fi prezentata in felul

urmator
M(@)G+V(gq)+G(q) =T,
unde matricea de inertie M(q) este o functie de g (adica de 6 sir),

vectorul Coriolis centripetal V(q,q) este o functie de q si g, si
vectorul gravitational G (q) este o functie a lui g.



