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INTRODUCERE

Automatica reprezintd domeniul stiintific si aplicativ despre
conceptul de conducere cu obiectele materiale si fenomenele fizice in
interesul umanitatii. Domeniul stiintific este teoria conducerii automate,
iar cel aplicativ este automatizarea proceselor — construirea sistemului de
conducere automata a procesului. In calitate de obiecte de studiu servesc
procesele de fabricatie a bunurilor materiale si serviciilor din toate
domeniile de activitate umana, care sunt supuse actiunilor fortelor naturale
[1-4, 8, 11-13, 18, 21].

In etapa actuald de dezvoltare termenii automat si automatizare
sunt larg utilizati atat in limbajul ingineresc, cat, in general, si in limbajul
curent sociouman [1, 16, 21].

Adjectivul automat desemneaza calitatea unui sistem fizico-tehnic
de a efectua, pe baza unei comenzi, o operatie sau mai multe operatii fara
participarea directd a operatorului uman. Substantivul automat reprezinta
un dispozitiv (sistem tehnic), care functioneaza in mod automat.

Primele procese automatizate au fost reprezentate prin reglarea
automata a nivelului apei cu utilizarea plutitorului (flotorului) in ceasurile
cu api, construite stiintific in Grecia Anticd in secolele IV-111 7. H. Tn
secolul I, Heron din Alexandria, Egipt, a scirs o carte cu denumirea
Pneumatica, in care a expus diferite mecanisme cu utilizarea reglarii
automate a apei cu ajutorul traductorului-regulator — flotorul [3, 21].

In Europa, prima automatizare a fost conceputd de olandezul
Cornelius Djebel (1572-1633), care prezinta sistemul cu reactie negativa cu
reglarea temperaturii in incubator. Tot in Europa, Den Pupe in anul 1681 a
inventat primul regulator de presiune pentru cazanele cu vapori, care
functiona ca supapa de siguranta [3, 21].

In Rusia, primul in istorie sistem cu reactie inversi a fost inventat
de mecanicul LI. Polzunov in anul 1765, care prezintd regulatorul de
reglare a nivelului apei in cazanul cu vapori [3, 4].

Prima automatizare in Anglia, care a avut o larga utilizare
industriala, realizatd de mecanicul scotian James Watt in anul 1769,
prezintd celebrul regulator centrifugal aplicat in sistemul de reglare
automata a rotatiilor masinii cu vapori, inventata de nsusi James Watt
in acelasi an [3, 21].



Tn perioada ce a urmat de la inventia regulatorului de nivel si a
regulatorului centrifugal si utilizarea lor la automatizarea diverselor
procese s-a format notiunea de automatica industriala.

In perioada care a urmat automatizirii masinii cu vapori,
echipamentele de automatizare s-au conceput si realizat empiric-intuitiv. n
regimurile de functionare a masinii cu vapori apareau regimuri dificile de
functionare ca oscilatiile slab amortizate sau a regimurilor neamortizate —
regimuri instabile ale rotatiilor masinii.

In acest context, a aparut necesitatea dezvoltarii teoriei sistemelor
automate. Primul studiu matematic de analiza a stabilitatii sistemului de
reglare automatd a rotatiilor masinii cu vapori cu utilizarea ecuatiilor
diferentiale ca model al regulatorului centrifugal a fost elaborat si publicat
de savantul englez J.C. Maxwell in anul 1868 [3, 21].

Un studiu matematic mai amplu ca model al sistemului de reglare
automatd a rotatiilor masinii cu vapori a fost realizat de profesorul rus din
Sankt-Petersburg I.A. Vyshnegradski n anii 1876-1878, care a pus bazele
analizei sistemice a sistemelor de reglare automata [3, 21].

Aceste lucrari stiintifice au conditionat aparitia disciplinei teoria
reglarii automate care s-a dezvoltat in continuare in cadrul mecanicii.

In anul 1877, matematicianul englez E. Routh a elaborat primul
criteriu de analizi a stabilitatii sistemului automat [3, 8, 12, 13]. in anul
1895, matematicianul elvetian A. Hurwitz a elaborat al doilea tip de
criteriu de analiza a stabilitatii sistemului automat [3, 8, 11, 13].

Tn anul 1892, matematicianul rus A.M. Leapunov a dezvoltat
bazele matematice ale teoriei stabilitatii, care a avut un rol crucial in
dezvoltarea teoriei sistemelor automate, elaborand metoda intdia si a doua
de analiza a stabilitatii sistemelor dinamice [1, 3, 4, 8, 11-13].

Pana la al II-lea rdzboi mondial teoria si practica sistemelor de
reglare automata s-au dezvoltat in mod diferit. Tn fosta URSS, pentru teoria
sistemelor automate s-a dezvoltat metoda in domeniul timpului cu
utilizarea ecuatiilor diferentiale, care descriu dinamica sistemelor.

In SUA, in anii 30 ai secolului XX, cu dezvoltarea vertiginoasa a
telecomunicatiilor, in baza dezvoltdrii amplificatoarelor electronice cu
reactie inversa negativa, cercetatorii Bode, Nyquist si Black au elaborat
metoda frecventialda in baza transformatei Fourier de analiza si sinteza a
sistemelor automat liniare [3, 4, 8, 11, 13, 18, 21].



Un rol important in analiza stabilitatii sistemelor automate a avut
elaborarea in 1932 de H. Nyquist a criteriului frecvential de stabilitate.

Practica utilizarii functiilor frecventiale logaritmice a avut un rol
important Tn dezvoltarea si implementarea sistemelor de reglare automata
cu diverse procese industriale si tehnologice.

Pe parcursul celui de al Il-lea razboi mondial, teoria si practica
sistemelor de reglare automatd s-a dezvoltat vertiginos, construindu-se
diferite sisteme automate in domeniile militar si civil (piloti automati
pentru avioane, sisteme de urmarire automata pentru radare etc.).

In anul 1940, teoria reglirii automate devine un domeniu separat
de dezvoltare stiintifica. Pe parcursul anilor 1940-1960 au fost elaborate
metodele de studiu si construire a sistemelor automate neliniare, optimale
si adaptive. In anii 1960-1970 s-au dezvoltat noi metode de studiu al
sistemelor automate in domeniul timpului bazate pe variabilele de stare,
care au abordat o noud viziune a problemelor controlabilitatii,
observabilitatii, stabilitatii si optimalitatii sistemelor automate [1, 3-5, 10,
13-15, 18, 20].

In baza metodelor ecuatiilor de stare s-au dezvoltat metode si
practici de construire a sistemelor automate cu structura variabila, care au
fost larg utilizate la automatizarea diverselor procese industriale.

In perioada de dupa anii 1990, o deosebitd importanti s-a acordat
dezvoltarii sistemelor automate robuste ca prioritate practica.

In etapa actuald, teoria conducerii automate dispune de un aparat
fundamental de metode si tehnici de analizd si sinteza a sistemelor
automate cu structura complexa, in care algoritmii de conducere se
realizeaza 1n formd numerica pe microprocesoare, care conduc la ridicarea
performantelor, robustetii si fiabilitatii sistemelor de conducere automata
[1,4,8,9, 11, 13, 14, 18].

Prin concepte si echipamente si produse program avansate,
automatica este aplicata practic in toate domeniile socio-economice.

In tabelul .1 sunt date etapele de bazi de dezvoltare a teoriei si
practicii sistemelor cu conducere automata [3].
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Tabelul 1.1. Etapele de dezvoltare a teoriei sistemelor automate

Nr. | Anul Denumirea etapei

crt.

1 |1765 | LI. Polzunov a elaborat sistemul de reglare cu reactie
negativa cu regulatorul de nivel al apei in cazanul cu vapori.

2 | 1769 | J. Watt a construit masina cu vapori cu regulatorul de reglare
a turatiilor arborelui masinii. Acest moment este inceputul
Revolutiei industriale in Marea Britanie, cdnd s-au obtinut
considerabile succese in mecanizarea proceselor, care au fost
rezultatele premergatoare automatizarii.

Ele White a propus conceptul de interschimbabilitate a

3 | 1800 | pieselor in procesul de fabricatie a muschetelor. Acest
moment este Inceputul etapei fabricarii In masa.

4 |1868 |J. Maxwell a elaborat modelul matematic al regulatorului
masinii cu vapori.

5 11913 | Henry Ford la fabricile sale a implementat asamblarea
mecanizata a automobilelor.

6 | 1927 | H. Bode analizeaza amplificatoarele cu reactie negativa

7 11932 | H. Nyquist a elaborat metoda frecventiald de analizd a
stabilitatii sistemului automat.

8 | 1952 | La Institutul Tehnologic din Massachusetts au fost elaborate
strungurile cu conducere numerica cu program.

9 |1954 |J. Devon a elaborat echipamentul pentru transportarea
obiectelor, care este prototipul robotului industrial.

10 | 1960 | In baza ideilor lui J. Devon s-a elaborat primul robot Unimiit.
In 1961, acesti roboti au fost utilizati pentru deservirea
strungurilor de presare.

11 | 1970 | S-au propus modele de sisteme in variabilele de stare si s-a
elaborat teoria conducerii optimale (L.S. Unimat, R.
Bellman).

12 | 1980 | Se efectueaza cercetdri ample ale sistemelor de conducere
robusta.

13 | 1990 | Industria care fabrica productie pentru export a implementat
pe scard larga automatizarea.

14 | 1994 | In automobile se implementeazi sisteme de conducere cu
reactie negativa.

Tn industrie apare necesitatea de aplicare a sistemelor de
conducere robuste.
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1 NOTIUNI DE BAZA ALE TEORIEI CONDUCERI|I
1.1 Notiuni de baza ale automaticii

In etapa modernd de dezvoltare a civilizatiei exista diverse
procese tehnice, tehnologice, biologice, economice, sociale etc., care
necesitd organizarea functionarii acestora pentru a atinge scopul dorit
[1, 3, 4,8-13, 16, 18, 21].

Conducerea diverselor procese industriale si tehnologice poate fi
realizata manual sau automat. Conducerea (reglarea) manuala se
realizeaza de un operator uman, iar conducerea automata se realizeaza
de un sistem fizico-tehnic.

Eliberarea operatorului uman de operatiile de conducere
procesului automatizat.

Automatica este o ramura a stiintei si tehnicii, care studiaza si
construieste sisteme cu conducere automata a diverselor procese fara
interventia umand. Automatica include din doua concepte
fundamentale.

1. Componenta teoretica - Teoria sistemelor cu conducere
automata, care elaboreaza principiile de construire si functionare ale
sistemelor cu conducere automata.

2. Componenta practica - Automatizarea proceselor reprezinta
actiunea de concepere si realizare a elementelor functionale si echiparea
sistemelor fizico-tehnice pentru efectuarea in mod automat a actiunilor
de conducere (reglare) a diverselor operatii, miscari si actiuni Cu
procese tehnice, tehnologice, biologice, economice, sociale etc.

Prin automatizarea unui proces se subéntelege construirea
sistemului cu conducerea automata a procesului.

Cele mai importante categorii de automatizari sunt: de comanda,
de masurare, de semnalizare si de reglare si conducere.

Avantajele automatizarii sunt urmatoarele:

1. Cresterea productivitatii, sciderea consumurilor specifice de
materii prime, de materiale, de combustibil, de energie etc.

2. Asigurarea preciziei de executie.

3. Cresterea sigurantei in functionare.
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4. Protejarea instalatiilor.

5. Scoaterea operatorului uman din mediile nocive.

6. Eliberarea operatorului uman din procesul de producere de
bunuri materiale si servicii.

Tn aspect socioeconomic, automatizarea ofera omului noi

Exemple de procese tehnice si tehnologice pot servi obiectele
care se deplaseaza in spatiu (nave maritime si de zbor, autovehicule
etc.), obiectele energetice (reactoare, generatoare, motoare, cuptoare
termice, procese calorice, diverse convertoare de energii etc.), obiectele
din industria alimentard si chimicd (procese cu transfer de masa,
procese cu reactie (reactoare, autoclave) etc.), obiectele si procesele din
metalurgie si constructia de masini (cuptoare, convertoare, strunguri
etc.), tehnica casnica (frigidere, conditionere, fiere de calcat, electronica
casnicd) etc.

Marimile care determind starea proceselor si obiectelor tehnice
sunt marimi fizico-chimice ca temperatura, presiunea, tensiunea,
curentul, concentratia etc.

Exemple de obiecte economice pot servi uzina, fabrica, unitatile
de consum si servicii, bancile etc. Marimea generalizata care determina
rezultatul functiondrii este rentabilitatea.

Pentru a trata mai profund un proces se analizeaza un exemplu
de proces, evidentiind marimile care determind evolutia acestuia in
timp.

Procesul de fabricatie este reprezentat de o instalatie tehnologica

(fig. 1.1), unde, in baza tehnologiei, echipamentului tehnic, energiei si

Canal direct Energic E
Fluxulds ~ ~ Fhaxul de
intrare Q, 1esire g,
| ___Proces ___ >
Marime de industrial Mirime
cc:nduca;e\ — _edndusi
(cauza) ~~._ Canalmvers

_-=~" (efectul)

o -

Fig. 1.1. Proces industrial
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operatorului uman se realizeazd procesul care transformd fluxul
material sau energetic Q; de la intrare (materie prima, piese etc.) in flux
material sau energetic Q, de la iesire (a productiei fabricate de calitatea
impusa).

Asupra procesului pot actiona diverse perturbatii cum ar fi
factorii interni si externii, modificind regimul de functionare, care
conduc la destabilizarea procesului si pentru a-1 restabili este necesar a
interveni, deci, a aplica actiuni pentru a stabiliza procesul. Astfel de
actiuni fortate aplicate asupra procesului sunt marimile de conducere.

Conform conceptiei teoriei conducerii automate procesul
reprezintd obiectul de conducere (reglare) a marimilor care
interactioneaza in proces: fluxul de intrare @ este numit marimea de
conducere (reglare) notatd prin vectorul u(t), fluxul de iesire Q, este
numit marimea condusa (reglatd) notata prin vectorul y(t) si marimea
energie E numita perturbatie notata prin vectorul p(t) (fig. 1.2).

ﬂp{t)
u(t) — Y
-0 s —p

Fig. 1.2. Schema bloc functionala a obiectului de reglare

Obiectul de conducere reprezinta un proces tehnic, industrial,
tehnologic, biologic, economic, social etc., care necesitd conducere
pentru o mai buna functionare.

Marimea de conducere (reglare) u(t) reprezinta un algoritm sau
0 succesiune de comenzi orientate asupra procesului pentru a-1 aduce in
starea doritd y,(t). La iesirea procesului se obtine marimea de iesire
curenta y(t).

Marimea de conducere u(t) reprezinta marimea dorita (etalon) a
iesirii y4(t) a procesului aplicata la intrare si se obtine raspunsul y,, (t)
al obiectului descris de transferul intrare-iesire datd de relatia
functionala:

yu(t) = fr(u(D)). (1.1)
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Relatia care descrie actiunea perturbatiei p(t) asupra procesului,
destabilizandu-, este:

Yp () = f2(p(1)). (1.2)

Deoarece relatiile (1.1) si (1.2) exprimd legatura functionala a
marimii de iesire y(t) a obiectului in raport cu marimea de conducere
u(t) si perturbatia p(t), se obtine:

y(®) = f3(u(®), p(1)) = yu(t) +y,(0). (1.3)

Tn cazul dat, marimile u, P, y sunt marimi vectoriale.

Relatiile (1.1)-(1.3) sunt modele matematice generalizate ale
proceselor industriale ca obiecte de conducere.

Daca marimea de conducere u(t) este realizatd de operatorul
uman (OU), atunci se spune ca conducerea procesului este manuala.

Pentru a substitui operatorul uman, deci, a automatiza procesul,
se construieste un sistem tehnic de conducere numit regulator automat
(RA) (fig. 1.3), care se conecteazi pe canalul direct inaintea obiectului
de reglare. Regulatorul automat RA prelucreaza semnalele, care
actioneaza asupra obiectului de reglare: referinta (cauza) r = yg,
perturbatia (cauza) p, raspunsul (efectul) y.

RC K lp{t)
u(t) —=r  y(t)

RA r*‘gﬂ"

Canal de reactie

Fig. 1.3. Schema bloc functionala a sistemului de reglare automata

Mairimea de iesire dorita y,(t) = r(t) este numitd marime de
referinta sau prescrisa.

Structura obtinuta, alcatuitd din ansamblul regulatorul automat
RA, obiectul de reglare OR, regulatorul compensator RC si reactia
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inversa negativa cu semnalele respective, se numeste sistem de reglare
automata (SRA) sau sistem cu conducere automata (SCA).

Tn sistemul automat se masoara marimea de iesire curenta y,.(t) si
se transmite pe canalul de reactie la intrarea sistemului pentru a fi
comparata (are semnul minus) cu referinta r(t), obtinand eroarea €(t)a
sistemului automat exprimata prin relatia:

g(t) =r(t) — ¥ (). (1.4)

Ansamblul din regulator si obiectul de reglare formeaza canalul
direct al sistemului, unde se proceseaza materia si energia si subsidiarul
de informatie.

Un concept fundamental in automatica, larg utilizat in cadrul
sistemelor automate, este canalul reactiei inverse negative. Reactia este
negativa, deoarece determind evolutia procesului in sensul anularii
abaterii din proces.

Tn unele sisteme tehnice se utilizeaza si reactia inversa pozitiva.

Ca fenomen natural, reactia pozitiva sau negativa este prezenta
la toate nivelurile si formele de organizare a materiei, organismelor
biologice si societdtilor, constituind obiectul de studiu al ciberneticii [1,
4,8, 11-13, 16, 18, 21, 22].

Mairimea de iesire curentda y(t) a sistemului se da in raport cu
referinta si eroarea de relatia:

y(t) = ya(t) L &) = r(t) (1), (1.5)

unde, in acest caz, marimea €(t) este numita precizia sistemului.
Regulatorul automat, in baza erorii €(t) sistemului, elaboreaza
marimea de conducere (de reglare sau de comanda) data de relatia:

u, (t) = f-(e(®)), (1.6)

care se aplicd asupra obiectului pentru a stabiliza regimul stationar de
functionare al obiectului.
Daca asupra procesului actioneaza perturbatia (referinta r(t) =
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= (), atunci aceastd marime se masoard si se transmite la intrarea
sistemului si regulatorul formeaza marimea u,(t) de compensare (in
fig. 1.3 linia intrerupta cu sageatd) a perturbatiei masurate dupa relatia:

uy(t) = fr(p(0)). (1.7

Cand asupra obiectului actioneazd semnalul de referinta r(t) si
perturbatia p(t) regulatorul elaboreaza marimea de conducere:

Uy (t) = frp (r(®), p(2)), (1.8)

care stabilizeazd regimul de functionare al procesului si rejecteaza
actiunea perturbatiei masurate.

Relatiile (1.6)-(1.8) elaborate de regulator se numesc algoritmi
sau legi de conducere sau reglare. Notiunea de algoritm de conducere
este mai complexa (pot fi realizate si alte operatii de prelucrare a
semnalului marimii de conducere) in comparatie cu notiunea de reglare.

Algoritmul de reglare se refera la reglarea unor parametri
tehnologici care determind starea procesului ca temperatura, presiunea,
debitul, concentratia etc.

Datoritda complexitatii proceselor industriale si tehnologice cu
cerinte inalte de performanta, automatizarea devine o necesitate
primordiald in contextul globalizarii economiei si a pietelor de procese
si produse cu eficientd, calitate, sigurantd ridicatd si optimizarea
consumurilor energetice si materiale in regimurile de functionare.

Conform cerintelor tehnice si economice, sistemele de
conducere automatd sunt supuse restrictillor ecologice de
compatibilitate cu mediul in care evolueaza.

1.2 Informatia si principiile de conducere
1.2.1 Principiile de conducere

Conducerea si informatia din sistemul automat sunt doua
notiuni fundamentale reciproc legate intre ele. Conducerea nu poate fi
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realizatda fard informatia necesard despre starea si caracteristicile
obiectului de conducere, obiectivele conducerii, actiunea mediului
asupra sistemului. Tn practica construirii sistemelor automate, in functie
de informatia apriori se utilizeaza principii fundamentale de conducere,
care sa conduca la stabilizarea regimului de functionare al procesului si
sd rejecteze actiunile perturbatiilor. Principiile de baza sunt urmétoarele
[3, 4,8, 11-13, 18, 19-21]:

1. Principiul de conducere a sistemului deschis.

2. Principiul de conducere cu compensarea actiunii perturbatiei.

3. Principiul de conducere a sistemului inchis sau cu reactie.

4. Principiul de conducere combinat (cu compensarea actiunii
perturbatiei si cu reactie).

5. Principiul de conducere adaptiv.

1.2.2 Principiul de conducere a sistemului deschis

Tn acest caz, se presupune ci este cunoscutd informatia apriorica
despre obiectivele conducerii si caracteristicile obiectului condus. In
cazul cand starea obiectului trebuie stabilizata y(t) = ys; = const si hu
actioneaza perturbatia p(t) = 0, atunci referinta r(t) = ry = const.
Regulatorul automat (RA) in baza informatiei referintei r, elaboreaza
marimea de conducere u care stabilizeaza procesul la valoarea lui yg =
= const (fig. 1.4).

_ro

Fig. 1.4. Schema bloc functionala a sistemului deschis

Avantajul constd in simplitatea algoritmului si constructia
regulatorului. Dezavantajul — cand asupra procesului actioneaza
perturbatii, atunci procesul se destabilizeaza si nu este posibil a fi
stabilizat regimul de functionare al procesului, fiindcd mérimea de
iesire nu se masoara.
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1.2.3 Principiul de conducere cu compensarea
actiunii perturbatiei

Daca asupra procesului actioneaza perturbatii puternice, atunci
se aplica principiul de conducere cu compensarea actiunii perturbatiei
se stabileste perturbatia p(t) cu cea mai puternicd actiune asupra
procesului, se masoard si se formeazd bucla de compensare a
perturbatiei masurate cu regulatorul compensator RC (fig. 1.5), astfel

marimea de iesire y(t) fiind invariantd in raport cu perturbatia
masurata.

Regulatorul RA elaboreazd marimea de comanda u(t) din doua
componente:

u(®) = f(e@®) = f (&) + f,(gp(D)) = ur () +up (1), (L1.9)

unde £(t) = &.(t) + &, (1), u,(t) = f,.(e,(t)) este comanda de reglare,
lar u, (t) = f,,(g,(t)) - compenseazi actiunea perturbatiei masurate.

RC '—i_ p(t)

ra 15

. NN EACN

r(t) g(t)

Fig. 1.5. Schema functionala a sistemului cu compensarea perturbatiei

Dar asupra procesului actioneaza si perturbatii mai slabe, care
destabilizeaza procesul. Avantajul constd in compensarea rapidd a
perturbatiei cu actiune puternicd masuratd, iar dezavantajul cd sistemul
ramane deschis la actiunea perturbatiilor nemasurate.

1.2.4 Principiul de conducere a sistemului Tnchis
Unul dintre cele mai larg utilizate principii de conducere este cel

cu reactie (fig. 1.6). In sistem se masoara marimea de iesire y(t) si
acest semnal, prin canalul de reactie, se transmite pentru comparare cu
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semnalul referintei 7(t), in baza caruia se elaboreazd eroarea
sistemului:

e®) =r(t) —y(©) (1.10)

si regulatorul RA elaboreaza marimea de conducere u(t) a procesului.
In marimea de iesire y(t) ca rispuns la semnalul de intrare referinta si
perturbatie sunt componentele iesire-referinta y,.(t) si iesire-perturbatie
¥p(t). Astfel, conducerea stabilizeazd regimul de functionare al
procesului si rejecteaza actiunea perturbatiilor nemasurabile.

Acest fapt se datoreaza actiunii reactiei negative a sistemului de
reglare automata, care rejecteaza perturbatiile si realizeaza invarianta
marimii de iesire in raport cu perturbatiile si reduce sensibilitatea la
variatia caracteristicilor obiectului de reglare si la actiunile mediului.

lp(r)

()  £(t) " u(t) > " y()

Fig. 1.6. Schema bloc functionala a sistemului cu reactie

Acestea sunt avantajele principiului. Dezavantajul consta in
organizarea legaturii inverse cu echipament special, care conduce la
solutii complexe de automatizare (echipament, fiabilitate, costuri etc.)
si, Ca rezultat, creste inertia sistemului.

Se considera schema de principiu electricd a sistemului de
reglare automata a rotatiilor motorului cu curent continuu reprezentata
n figura 1.7.

Motorul de curent continuu are o largd utilizare in practica
automatizarilor diverselor procese si a actionarilor electrice.

Se evidentiaza obiectul de reglare si elementele functionale ale
sistemului. Obiectul de reglare este motorul de curent continuu (MCC)
1 cu excitatie separata, la care se regleaza viteza unghiulard w Sau
rotatiile n prin modificarea tensiunii rotorice wu,, sau tensiunii de
excitatie u,, sau modificarea ambelor tensiuni rotorice u, si excitatie
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U.. Motorul este antrenat la cuplul de sarcind (momentul de sarcind)

M,
5 3 g 4
u I'
ER | |u, B%| [4E | | ¢ c

h J y w’ :\mn

\ S

Urg

Y

Fig. 1.7. Schema de principiu electrica a sistemului de stabilizare
a rotatiilor motorului de curent continuu

Aplicand tensiunea de excitatie la bobina de excitatie (stator), se
produce fluxul magnetic in interiorul statorului. Se aplica tensiunea
rotorica la bobina rotorului care produce campul rotorului si, datorita
interactiondrii acestor campuri, rotorul se va roti cu o viteza
proportionald tensiunii. Cea mai utilizata metodad de reglare a rotatiilor
motorului este metoda prin reglarea tensiunii rotorice u,, datorita
faptului ca astfel se introduce fluxul de putere mai mare in comparatie
cu reglarea tensiunii de excitatie.

Pentru masurarea rotatiilor n ale motorului se utilizeaza
traductorul de tip tahogenerator (TG) de curent continuu, rotorul caruia
se cupleazd mecanic cu rotorul motorului. Marimea de intrare a
tahogeneratorului TG sunt rotatiile (viteza) motorului, iar marimea de
iesire este tensiunea tahogeneratorului urg, care este proportionald
rotatiilor n ale motorului.

In scopul mentinerii rotatiilor motorului la valoarea doriti se
alege tensiunea de referinta u,, care este produsa la iesirea elementului
de referinta (ER).

Marimea tensiunii urg, prin canalul de reactie, se transmite si se
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compara cu tensiunea u,, si se determina eroarea:
Au = up — ugg,

care, fiind o marime de valoare mica, se transmite amplificatorului
electronic (AE) si, la iesirea acestuia, se obtine tensiunea amplificata
uy. Tensiunea amplificata u, Se transmite bobinei de excitatic a
generatorului de curent continuu (G), care produce fluxul magnetic al
statorului. Pentru a obtine tensiunea de iesire a generatorului ug, rotorul
generatorului se roteste de un motor electric de curent alternativ cu
turatii n, constante. Tensiunea generatorului u; se aplicd la bornele
rotorului si, astfel, se stabilizeaza rotatiile motorului proportionale
tensiunii de eroare Au. Generatorul este elementul de executie (EE) care
realizeaza reglarea tensiunii u,- a motorului.

De exemplu, daca s-a produs cresterea prin salt a momentului de
sarcind M; ca perturbatie, atunci se reduc turatiile motorului n, ceea ce
conduce la reducerea tensiunii ur si rezulta cresterea tensiunii Au, care
se transmite prin canalul direct amplificator-generator-motor, astfel,
rotatiile se stabilizeaza la valoarea initiala, si invers, daca s-a redus
momentul de sarcind Mg, cresc rotatiile motorului n si tensiunea urg
respectiv, reducand tensiunea Au, care se transmite prin canalul direct
amplificator-generator-motor si rotatiile se stabilizeaza la valoarea data.

Astfel, in sistemul automat se realizeazd stabilizarea rotatiilor
motorului datorita principiului de reglare (conducere) cu reactie inversa
negativa tipica pentru sistemele automate.

1.2.5 Principiul de conducere combinat

Tn cazul cand sistemul de reglare automati este supus actiunilor
perturbatiilor si se doreste rejectia lor, atunci se aplica principiul
combinat (cu compensarea actiunii perturbatiei cu regulatorul
compensator RC si cu reactie) de conducere cu procesul cu regulatorul
RA pe calea directa pentru a obtine calitatea dorita a sistemului de
reglare automata construit (fig. 1.8).
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Acest principiu combind avantajele metodelor de compensare
rapidd a actiunii perturbatiei masurate asupra obiectului de reglare si
precizia reglarii. Eroarea sistemului automat este functie de intrarile de
referinta, perturbatie si marimea de iesire in forma:

e=r—y+p.

N RC '—‘_}_ p(t)
r(t) % g(t) RA u(t) | ='6-R—+ y(t)

Fig. 1.8. Schema functionala a sistemului cu conducere combinata

Tn aceste cazuri, solutiile de automatizare a diverselor procese
devin si mai dificile, dar se da prioritate performantelor dorite pentru
functionarea sistemului de reglare automata.

1.2.6 Principiul de conducere adaptiv

Principiul adaptiv de conducere in sistemul automat se utilizeaza
cand se modifica in timp parametrii obiectului datoritd actiunii
perturbatiilor si se impune mentinerea regimul de functionare dorit al
procesului condus. Structura unui astfel de sistem este reprezentata n
figura 1.9.

r(t) ? e(t)

Fig. 1.9. Schema-bloc functionala a sistemului adaptiv
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Sistemele adaptive reprezintd o noud categorie de sisteme de
conducere caracterizate prin capacitatea de a compensa modificarile
structurale sau parametrice ale procesului condus, modificand
corespunzator structura sau parametrii algoritmului de conducere.

In blocul de identificare (BI) se introduc marimile de intrare
u(t) si de iesire y(t) si se apreciazd modelul matematic al obiectului de
reglare datoritd modificarii parametrilor acestuia in urma actiunii
perturbatiilor. Modelul aproximat Aq(t) al obiectului se transmite
blocului de adaptare (BA), care in baza unui criteriu de optimizare
parametrica Q recalculeaza si ajusteaza parametrii de acord Ag(t) ai
regulatorului si, astfel, se mentine regimul dorit de functionare al
obiectului condus. Conturul cu linie intreruptd de la blocul de
identificare Bl la blocul de adaptare BA si la regulatorul RA formeaza
conturul de adaptare numit si mecanism de adaptare. Structura
sistemului din figura 1.9 contine doud contururi: conturul format din
regulatorul RA si obiectul de reglare OR cu bucla in reactie si conturul
de adaptare.

Aceste sisteme automate se numesc sisteme cu autoacordare.
Scopul adaptarii sistemului automat este de a optimiza indicii de calitate
ai regimului de functionare a sistemului, minimizand criteriul Q prin
modificarea parametrilor de acord ai regulatorului RA.

1.3 Algoritmii de functionare ai sistemelor automate
Algoritmii de functionare ai sistemelor cu conducere automata
se clasificd dupa modul de variatie al semnalelor de intrare referinta

r(t) si perturbatia p(t) si evolutia raspunsului sistemului.

Sisteme cu conducere automata

1 Sisteme de reglare automatdi 2 Sisteme cu conducere automata
(algoritmi de reglare): (algoritmi de conducere):
1) algoritm de stabilizare; 1) algoritm optimal de conducere;
2) algoritm de urmarire; 2) algoritm extremal de conducere;
3) algoritm de conducere 3) algoritm adaptiv de conducere.
Cu program.

24



Dupa algoritmii de functionare, sistemele cu conducere
automata se divizeaza in doua clase [3, 4, 8, 11, 13, 18, 21].

1. Sisteme de reglare automata.

2. Sisteme cu conducere automata.

Sistemele de reglare automatd se clasificd dupa algoritmii de
functionare in modul urmator:

1.1. Pentru sistemul cu algoritmul de stabilizare la intrarea lui se
aplicd marimea de referinta r(t) = const si raspunsul se stabilizeaza la
o valoare constantd y,;, numit regim stationar.

1.2. Tn sistemul cu algoritmul de urmdrire la intrarea lui se
aplica semnalul care variaza in timp dupa o lege cunoscuta (r(t) = var
si raspunsul sistemului se va modifica concomitent cu semnalul de
intrare si, astfel, se stabilizeaza un regim stationar. In figura 1.10 se da
schema de principiu electricd a sistemului de urmarire automata a
unghiului arborelui motorului, Tn care se utilizeaza elementele: 1 este
obiectul de reglare, care prezinta cuplul de sarcind M, 2 — traductorul
realizat de rezistorul R, 3 — elementul de referinta realizat de rezistorul
R,, 4 — comparatorul reprezinta puntea formata din rezistorii R, si Ry, 5
— amplificatorul electronic, 6 — generatorul ca amplificator de putere, 7
— motorul electric ca element de executie.

Fig. 1.10. Schema de principiu electrica a sistemului de
urmarire a unghiului arborelui motorului

Se prezintd modul de functionare al sistemului. Puntea formata
din rezistoarele R, si R, si alimentatd cu tensiunea u,, realizeaza
compararea unghilui de referintd o, si a unghiului curent «, care
determind starea curentd a obiectului de reglare, obtindndu-se eroarea
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Aa = o, — «, care se converteste de punte in tensiunea Au (Aa — Auw).
Initial, puntea este Tn stare de echilibru si la iesirea ei semnalul Au = 0.

Pentru pornirea sistemului, semnalul de referinta o, se aplica
cursorului rezistorului R,., iar semnalul de reglare a se realizeaza cu
cursorul rezistorului R, care este in stare initiala si, astfel, puntea se
dezechilibreaza producénd tensiunea Au # 0. Aceastd tensiune Au se
prelucreaza consecutiv de amplificatorul 5, generatorul 6, motorul 7, la
iesirea careia se realizeaza unghiul o si, prin canalul de reactie - linia
intrerupta realizeaza legatura mecanicd a arborelui motorului cu
cursorul traductorului R, care conduce la echilibrarea puntii si
tensiunea Au = 0 si, astfel, tensiunea rotorica a motorului u, = 0, iar
arborele motorului se pozitioneaza la unghiul o.

1.3. Tn cazul sistemului cu algoritmul de conducere cu program,
intrarea Tn sistem se prezinta ca o succesiune de modificari cu valori
constante sau/si variabile in concordanta cu cerintele de variatii ale
starii procesului si raspunsul sistemului se va modifica conform
comenzilor.

2.1. Algoritmul optimal este cel mai eficient dintr-o varietate
posibila de decizii. Pentru elaborarea acestui algoritm se utilizeaza
criterii de optimizare a parametrilor sistemului (de exemplu, minimul de
energie, rapiditate Tn timp etc.).

2.2. Denumirea algoritmului extremal este legata de mentinerea
starii extremale a regimului de functionare al obiectului de reglare (de
exemplu, starea maxima sau starea minima).

2.3. Sistemul de conducere automata functioneaza intr-un mediu
si pe durata functiondrii pot sa varieze parametrii sistemului si ai
mediului, care vor conduce la reducerea stabilitatii si1 calitatii
sistemului. Datoritda algoritmului adaptiv, structura sistemului se va
adapta noilor conditii in baza modificarii parametrilor si structurii
regulatorului si, astfel, se va mentine un regim eficient de functionare al
sistemului automat. Utilizarea acestui algoritm permite construirea
sistemelor automate care asigura performante si robustete ridicate.

Conceptual, sistemele adaptive s-au dezvoltat semnificativ Tn
ultimii ani ai secolului al XX-lea, datorita dezvoltarii intensive a
tehnicii microprocesoarelor si aplicabilitatii acestora.
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1.4 Schema bloc functionala si elementele
functionale ale sistemului automat

Tn automatica, pentru prezentarea elementelor functionale si ale
sistemelor automate se utilizeaza urmatoarele tipuri de scheme [1, 4, 8,
11-13, 18, 21]:

1. Scheme de principiu (electrice, pneumatice, hidraulice,
tehnologice etc.).

2. Scheme bloc functionale.

3. Scheme bloc structurale (algoritmice).

4. Scheme functionale de automatizare.

5. Scheme de montaj etc.

Fiecare tip de schema este utilizata in diferite etape de analiza si
construire a sistemului automat.

Definitie. Schema bloc functionala este o simbolizare graficd a
interactiunii elementelor tehnice cu procesul industrial reprezentata din
dreptunghiuri, cerculete si sageti directionate dupa modul de
functionare al sistemului.

Fiecare dreptunghi si cerculet este format din elementele
functionale componente ale sistemului automat, iar sagetile prezinta
informatia de comunicatii in structura sistemului.

Construirea schemei bloc functionale porneste ipotetic de la
doua variante posibile in realitate:

1. Existenta sistemului reprezentat prin schema de principiu.

2. Procesul industrial se construieste si, in paralel, se elaboreaza
sistemul de conducere.

Din analiza schemelor de principiu nu este posibil a stabili
(extrage) informatia despre dinamica sistemului. Pentru a obtine aceasta
informatie, initial se construieste schema bloc functionald conventionala
a sistemului si se descrie modul de functionare al elementelor tehnice si
al intregului sistem de conducere cu procesul industrial pentru atingerea
scopului dorit.

Se considera schema bloc functionala (fig. 1.11) pentru un
proces industrial ipotetic, compusd din minimul de elemente functionale
(date prin abrevieri), astfel ca procesul sa se realizeze.
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Fig. 1.11. Schema bloc functionala a sistemului de reglare automata

Procesul condus este reprezentat ca obiectul de reglare (OR). Tn
sistem actioneazd semnalul de referintd r(t), elaborat de catre un
echipament special - elementul de referintd (ER), care reprezinta
semnalul etalon al marimii de iesire y(t) a procesului si semnalul
perturbatiei p(t), care deterioreaza regimul functiondrii normale a
procesului.

Elementul functional este un element tehnic-convertor, care
realizeaza o functiec concretd in sistem (de exemplu amplificare,
actionare etc.), convertind semnalul de la intrare in semnal de iesire. In
structura sistemului automat se regdsesc mai multe elemente
functionale-convertoare care se dau in continuare.

1. Elementele functionale S;-S, sunt sumatoare, care insumeaza
semnalele cu semnele lor si sunt realizate in mod diferit.

2. Elementul de amplificare (EA), care are rolul de a amplifica
semnalul mic al erorii In baza sursei existente de energie. Se utilizeaza
amplificatoare electrice, pneumatice si hidraulice.

3. Elementul de executie (EE), care in baza semnalului de la
amplificator ~ actioneaza  elementul de reglare deplasandu-I
(inchide/deschide), astfel se regleaza fluxul de substantd sau energie
care se introduce (se extrage) in procesul condus. Elementul de executie
este compus din elementul de actionare si organul de reglare. Pentru
deplasarea organului de reglare este necesar a depune un efort, care este
aplicat de elementul de actionare. In calitate de element de actionare se
utilizeaza motoare electrice (de curent continuu sau alternativ), fluigice
(pneumatice si hidraulice).

4. Traductorul (Tr), in general, este compus din elementul
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sensibil si adaptor. Elementul sensibil este un element tehnic, ce
reactioneaza la modificarea marimii fizice controlate a procesului, care,
n multe cazuri, este o0 marime mecanica (temperatura, presiune, nivel
etc.) si nu poate fi transmisd la distantd. Reiesind din aceste
considerente, se utilizeaza adaptorul care transformda semnalul
neelectric in semnal electric convenabil a fi transmis la distanta.

Traductorul Trl masoard marimea de iesire, care este transmisa
pe calea de reactic la intrarea sistemului si, astfel, are loc reactia
inversa.

Exista multiple tipuri de traductoare cu diverse principii de
functionare, care masoara diverse marimi fizice de stare ale procesului.

Elementul compensator EC mdsoard marimea perturbatiei si o
compenseaza datoritd formarii circuitului cu reactie negativa.

Elementele descrise sunt elementele principale din structura
sistemului automat.

Insa, pentru a avea posibilitatea de a ridica stabilitatea si
performantele sistemului, in structura lui fortat se introduc elemente
adaugatoare, numite elemente de corectie, cu proprietdti care sa
satisfaca cerintele impuse sistemului.

5. Elementul de corectie EC1, conectat 1n paralel la amplificator,
prelucreaza semnalul erorii prin operatii de derivare sau de integrare si,
astfel, semnalul acesta se insumeaza cu semnalul amplificat al erorii,
obtinand un efect mai puternic.

6. Elementul de corectie EC2, conectat in reactie la elementul
EE, prelucreaza semnalul de la iesirea acestuia si Se transmite la intrarea
lui, efectudnd reactia inversa, care ridica performantele elementului EE
(reduce inertia, liniarizeaza caracteristica statica).

In practica automatizarilor se construiesc sisteme automate atat
in baza elementelor functionale date mai sus, cat si utilizarea
elementelor neliniare, logice, discrete etc.

Structura generalizatd a sistemului de conducere automatd cu
parametrii economici ai bugetului national ca model matematic cu
reactie negativa [3, 13] se da in fig. 1.12 in care sunt blocurile
functionale: 1 este producerea (fabricatia), 2 — acumularea impozitelor,
3-5 — comparatoare, 6 - consumatorii, 7 — masurari, 8 — guvernul.
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Marimea de referintd este bugetul dorit r, marimea de iesire —
bugetul y, masurarile y,, cheltuielile de stat wu,, cheltuielile
consumatorilor u, si veniturile de la industria privata ca perturbatie p,
marimea de conducere u si eroarea € =1 — Y.

BGuvemul lFabricajcie ——>

A 6 .
Masurari Consumatori
F 3

3 z Impozite [+

Fig. 1.12. Structura sistemului de conducere a bugetului national

Bugetul national se formeaza in urma producerii bunurilor
materiale si serviciilor plus fabricatia in industria privata.

Acest model permite analiza rolului guvernului in conducerea
economiei si dinamica cheltuielilor pe articole. In unele cazuri, conturul
consumatorilor are un rol mai redus, iar rolul principal apartine
conducerii guvernului. Blocul masurdri trebuie sa urmareascd cu
precizie si cu rapiditate totalitatea modificarilor veniturilor.

1.5 Clasificarea sistemelor automate

Clasificarea sistemelor automate si @ semnalelr care actioneaza
asupra lor se poate face considerand diferite aspecte ale sistemului, cat
si ale semnalelor. Mai jos se prezinta clasificarea sistemelor automate
din mai multe puncte de vedere Th modul descris [3, 4, 8, 11, 13, 18].

1.5.1 Clasificarea sistemelor automate
dupa tipul semnalului Tn timp

Notiunile ca variabild si semnal in teoria sistemelor automate au

30



sensul informational. Semnalele la intrarea si iesirea elementelor
functionale ale sistemelor automate sunt purtitori de informatii, iar
insdsi elementele sunt convertoare de semnale si ca dispozitive de
transmitere si prelucrarea acestei informatii.

Dupa existenta semnalului in timp atestim doud tipuri de
semnale continue (analogice) y(t) (fig. 1.13, a) si semnale discretizate
(esantionate) y(kT) (fig. 1.13, b) prezentate cu o succesiune de
impulsuri, unde T este perioada de esantionare (discretizare). Din aceste
considerente, sistemele automate se clasifica in doua clase de sisteme.

A A
y(t) y(kT)
M
t :| t =kT
g o T 3Ir 31 >
a) b)

Fig. 1.13. Tipuri de semnale Tn timp

1. Sisteme automate continue, in care informatia se codeaza prin
amplitudinile semnalelor analogice la intrari si iesiri, care exista in orice
moment de timp. Timpul si nivelul semnalelor apartin multimilor
puterilor continue.

2. Sisteme automate discrete, in care informatia semnalelor se
codeaza cu succesiuni de impulsuri, la care se modifica un parametru al
impulsului (amplitudinea, durata si faza).

In figura 1.13, b) la impulsuri se moduleazd numai
amplitudinea, iar durata si faza sunt constante.

1.5.2 Clasificarea sistemelor automate
dupa algoritmii de reglare

Se considera structura sistemului automat cu reactie (fig. 1.14,
a), in care regulatorul R Tn baza informatiei erorii €(t) elaboreaza
marimea de comanda u(t) cu obiectul de reglare OR dupa algoritmul
(legea) de conducere [4, 8, 13, 18]:
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u(t) = f(e(®)). (1.11)

r(t) %E(t) - u(®), o y(t)

@)
» P 10)
o 7 Ilu(r)
J o ud(r)i
b)

Fig. 1.14. Schema functionald a sistemului a)
si a regulatorului PID b)

Se utilizeaza mai multe tipuri de algoritmi de reglare: liniari,
neliniari, discreti etc.

In practica construirii sistemelor automate se utilizeaza pe larg
legi de reglare de ordin redus, care conduc la obtinerea performantelor
satisfacatoare si se numesc legi (algoritmi) de reglare tipice.

Tn continuare se dau legile tipice de reglare continue dupi
structura regulatorului din figura 1.14, b), reprezentate in forma
ecuatiilor integro-diferentiale.

1. Legea cu actiune proportionala (P), in care cu cat este mai
mare eroarea €(t), cu atat mai mare va fi actiunea comenzii u(t) asupra
obiectului de reglare. Ca si convertor de semnale algoritmul are model
matematic:

u(t) = kye(t), (1.12)

unde k, > 0 este coeficient de proportionalitate, numit parametru de
acord. Sistemul automat cu acest algoritm are performante reduse.
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2. Legea cu actiune integrativa (1), In care marimea de
conducere u(t) actioneaza asupra obiectului si este suma erorii €(t) pe
o durata de timp. Ca si convertor de semnale algoritmul are modelul
matematic:

u(t) = — f, e®)dt = k; [ e(t)dt (1.13)

sau in forma derivativa, unde viteza modificarii marimii de comanda
u(t) este proportionala erorii €(t):

du(t) _
dac

kie(t), (1.14)

unde T; este constanta de timp de integrare (dimensiunea secunda),
numit parametru de acord, iar k; = 1/T;.

Acest algoritm se utilizeaza in sistem, cAnd se impune ca eroarea
sa fie nula (sisteme astatice).

3. Legea cu actiune derivativa (D), in care conducerea u(t) este
proportionala vitezei de modificare a erorii e(t) sistemului si este
descrisa de legea:

de(t)

de(t)
ut) = Ta—, =

dt

=kq : (1.15)
unde T, =k, este constanta de timp de derivare (dimensiunea
secunda), numit parametru de acord.

In baza componentelor legilor simple P, I, D se formeaza legi
combinate ca conexiuni in paralel: PD, PI, ID, PID etc.

4. Legea cu actiune proportionala-derivativa (PD) descrisa ca
model matematic:

de(t)
dt

u(t) = kye(t) +kq : (1.16)
care are doi parametri de acord k,, si k.
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Acest algoritm formeaza comanda de anticipare in baza erorii,
care conduce la ridicarea performantelor sistemului cand asupra
sistemului actioneazd semnale ce se modifica in timp.

5. Legea cu actiune proportionala-integrativa (P1) descrisa ca
model matematic:

u(t) = kye(t) + k; [ e(t)dt, (1.17)

care are doi parametri de acord k,, si k; = 1/T;.
6. Legea cu actiune integrativa-derivativa (ID) descrisa ca

model matematic:
de(t)
dt '

u(t) = k; [ e(t)dt + kg (1.18)
care are doi parametri de acord k; si k.

7. Legea cu actiune proportionald-integrativa-derivativa (P1D)
descrisa ca model matematic:

u(t) = kye(t) + k; [ e(t)dt + kg 52, (1.19)
care are trei parametri de acord k,, k; si k.

Utilizarea acestui algoritm conduce la obtinerea performantelor
ridicate si robustete ale sistemului automat.

Datorita simplitatii legile de reglare tipice P, PI si PID au o larga
utilizare in automatica industriala pentru automatizarea diverselor
procese.

1.5.3 Clasificarea sistemelor automate
dupa principiul energetic

Elementele functionale ale sistemului automat utilizeaza surse
de energii (electrica, pneumatica, hidraulicd) [4, 13, 18] pentru a
elabora semnalele de intrare si iesire ale acestora, care sunt purtatori de
informatii si energii. Din aceste considerente sistemele automate se
clasifica in doua tipuri.
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1. Sisteme directe (fard surse de energii). Traductorul, in baza
energiei obiectului, masoarda marimea de stare a obiectului, formeaza
comanda si o converteste in actionarea organului de reglare. Avantajele
acestor tipuri de sisteme este simplitatea elementelor functionale si
fiabilitate ridicatd, iar dezavantaje sunt precizia redusa si imposibilitatea
de a construi un sistem cu performante ridicate. Sistemele directe nu pot
fi realizate, atunci cand se cer puteri mari pentru actionarea si
deplasarea organului de reglare.

2. Sisteme indirecte (cu surse de energii). Dacd se cer puteri
mari pentru deplasarea organului de reglare, atunci se construiesc
sisteme cu surse de energii, care se utilizeaza in elementele functionale
ale sistemului (amplificator, elementul de executie etc.). Aceste tipuri
de sisteme sunt larg utilizate pentru automatizarea diverselor procese
(fig. 1.7, 1.10).

1.5.4 Clasificarea sistemelor automate
dupad eroarea de functionare

Tn sistemele liniare netede (fig. 1.14) eroarea & a regimului
stationar de functionare este invers proportionald coeficientului de
transfer k al sistemului deschis si proportionala semnalelor care
actioneaza asupra sistemului cu referinta r si perturbatia p si data de
relatia:

£=Lr+ip=£r+sp, (1.20)

1+k 1+k

unde €, este eroarea in raport cu referinta 7, €, - eroarea in raport cu
perturbatia p.

Dupa eroare, sistemele automate in regim stationar se clasifica
in doud categorii.

1. Sisteme automate stationare, in care marimea de conducere in
regim stationar pentru o referintd determinata, este functie de marimea
de sarcind (perturbatie) si eroarea este o marime finitd diferitd de zero
¢ # 0. Elementele din structura sistemului in regim stationar se descriu
cu caracteristici statice.
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Elementul functional care are cea mai mare eroare stationara
este traductorul. Avantajele acestor sisteme - contine un numar redus de
elemente si structura mai simpla, costuri mici si fiabilitate ridicata, iar
dezavantajul - sistemul are precizie redusa.

2. Sisteme automate astatice, in care marimea de conducere in
regim stationar pentru o referintd determinatd nu este functie de
marimea de sarcind (perturbatie) si teoretic eroarea € = 0, dar practic
eroarea este o marime mica finitd constantd. In structura sistemului
existd elemente statice si astatice (integratoare).

Avantajul consta in precizia ridicata, iar dezavantaje sunt

structurd complexa, costuri mai mari, fiabilitate redusa.
Exemplul 1.1. Se considera sistemul automat deschis din figura 1.7, in care in
regim normal de functionare rotatiile n, se descriu de relatia:

n, = kr,

unde k = kyk;k,, este coeficientul de transfer al sistemului deschis (coeficientii de
transfer ai amplificatorului, generatorului si a motorului respectiv), r - referinta.

Se cere sd se determine eroarea Sistemului deschis la modificarea
coeficientului de transfer k al sistemului deschis.

Solutionare. Pentru sistemul inchis, Tn conditia reactiei unitate kp; =1
rotatiile se descriu de relatia:

La un moment dat de timp s-a modificat sarcina M, care a condus la
modificarea rotatiilor n, si a coeficientului de transfer de ak ori si n, are forma:

ok
nz = T.
1+ak

Variatia rotatiilor se determina de diferenta dintre rotatiile n, ale sistemului
deschis si n, ale sistemului inchis:

_ k ok _ k 1—0(_ 1—a
T1+k T 14ak 1+k 14k MTtak

A =n, —n,

Tn cazul cand in sistem nu exista regulatorul (sistem deschis), atunci variatia
An este:

An=n;,—n, =kr(1—o)=n,(1-a).

36



Din comparatia variatiilor rotatiilor n, si n, se constatd cd eroarea An in
sistemul inchis se reduce de 1 + ak ori in raport cu sistemul deschis.

De exemplu, rotatiile motorului s-au redus cu 30 % de la valoarea normal si
a=0.3.

Daca in sistem nu existd regulatorul, atunci modificarea rotatiilor este:

An=n; —n, =kr(1—a) =n,(1-0.3) =0.7n,,

unde rotatiile in regim stationar au valoarea de 70 % din valoarea initiald n;.
Se considerd coeficientul de transfer k = 100 al sistemului deschis si se
determina variatia rotatiilor in sistemul inchis in regim stationar:

1-a 1-0.3 0.7
=n =n =—n, = 0.023n,,
1+ak 1+0.3x100 31

AMm=n;, —n,

ceea ce constituie 2.3 % din valoarea initiald a rotatiilor n,, care s-a redus de 30.43 ori
in comparatie cu sistemul deschis.m

1.5.5 Clasificarea sistemelor dupi modele matematice

Modelele matematice ale sistemelor automate descriu evolutia
transferului intrare-iesire ale sistemelor ca modul de functionare.
Clasificarea modelelor in timp continuu si discret se efectueaza in
modul urmator:

1. Clasificarea sistemelor dupd numarul marimilor de iesire:
monovariabile (cu o singurda marime de iesire) si multivariabile (cu
douad si mai multe iesirt1).

2. Clasificarea sistemelor dupd numadrul de contururi: cu un
contur (bucla) si cu doua si mai multe contururi (bucle).

3. Modele liniare stationare si nestationare, In care parametrii
sistemului sunt constanti (nu depind de timp) si cu parametri variabil
(depind de timp).

4. Modele neliniare stationare si nestationare, in care parametrii
sistemului sunt constanti si cu parametri variabili (functie de timp).

5. Modele deterministe si stocastice. In sistemele deterministe
semnalele de intrare sunt functii cunoscute (determinate), iar in cele
stocastice semnalele exogene sunt aleatorii si raspunsurile acestor
sisteme vor fi de asemenea aleatorii.

6. Modele matematice cu parametri concentrati si cu parametri
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distribuiti. In primul caz, parametrii modelului sunt concentrati uniform
pe coordonate, iar in al doilea caz, parametrii modelului sunt distribuiti
neuniform pe coordonate.

Din tipurile de clasificari 1-6 continue sau discrete ale modelelor
matematice pot fi obtinute prin diferite combinari modele complexe de
sisteme automate [2-4, 8, 10, 11, 13, 18, 21, 22].

1.6 Problemele teoriei sistemelor automate

Structura unui sistem automat se construieste in baza unui calcul
energetic de alegere si dimensionare a elementelor functionale si
conexiunea lor dupa modul de functionare al sistemului.

Calitatea regimului de functionare al unui sistem automat se
determind dupa raspunsul indicial (fig. 1.15) ca raspuns la semnalul de
intrare treapta unitara, utilizand indicii de calitate: eroarea stationara e,
timpul de reglare t,., suprareglarea o etc. [1, 4, 8, 11-13, 18, 21].

$n(t) "
ﬁ \ PN ~ hd hst

100%, f:‘ \\ jf \\ r"/""'\‘__M.------.__

hmax\"’,/ . .
Dinamica |, Statica
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Fig. 1.15. Raspunsul indicial al sistemului de reglare automata

Cerintele principale ale evolutiei sistemului de conducere
automata sunt:

1. Stabilitatea functionarii sistemului.

2. Rejectia perturbatiilor.

3. Urmadrirea referintei.

4. Robustetea stabilitdtii si performantele sistemului automat
(sensibilitate redusa a proprietatilor interne la variatia caracteristicilor
elementelor sistemului).
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Teoria sistemelor automate ca disciplind teoretica de proiectare
a sistemelor cu conducere automata studiaza si rezolva urmatoarele
clase de probleme.

1. Problemele staticii si dinamicii sistemelor automate.

2. Problemele de analiza si sinteza ale sistemelor automate.

3. Problemele de optimizare a regimurilor de functionare ale
sistemelor automate.

Dinamica si statica sistemului analizeaza transferul intrare-iesire
prezentate de regimul tranzitoriu si stationar (permanent) al sistemului.

Statica sistemului constd in analiza calitatii regimului stationar
si calculul erorii stationare € a sistemului si a coeficientului de transfer
k al sistemului.

Dinamica sistemului analizeaza evolutia sistemului in
regimurile tranzitorii de la o stare initiala nuld sau nenuld la starea
viitoare — regimul stationar la actiunea semnalelor exogene si determina
stabilitatea (functionarea da/nu), calitatea (performantele) functionarii,
invarianta si robustetea sistemului.

Pentru rezolvarea problemelor staticii si dinamicii sistemului se
utilizeaza metodele de analiza si sinteza.

Analiza sistemelor automate constd in studierea proprietatilor
sistemice ale sistemului, realizarea functiilor impuse sistemului si
satisfacerea obiectivelor la automatizarea procesului condus. In urma
analizei structurii sistemului se constatad calitativ proprietatile evolutiei
sistemului si se determina cantitativ gradul de corespundere a cerintelor
impuse procesului condus.

Pentru analiza unui sistem automat se determind modelul
matematic al sistemului si se rezolva urmatoarele probleme:

1. Stabilitatea asimptotica a sistemului automat.

2. Determinarea performantelor functionarii sistemului (precizia,
performantele tranzitorii in forma criteriilor locale sau globale).

3. Invarianta si robustetea sistemului automat.

4. Concluzii privind calitatea functionarii sistemului automat.

Prin utilizarea metodei de analiza nu este posibil a construi
sisteme calitative si atunci se utilizeaza metodele de sinteza, care, dupa
formulare, este inversa problemei de analiza.
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Sinteza sistemului presupune executarea urmatoarelor etape:

1. Se numesc performantele sistemului automat.

2. Se determind caracteristicile elementelor si semnalelor
exogene si structura sistemului automat.

3. Se determind modelul matematic al sistemului, care se
solutioneazd si se obtin caracteristicile statice si dinamice ale
sistemului.

Problema de optimizare presupune alegerea regimului optimal
de functionare al sistemului automat, minimizand un criteriu de
optimizare (timp minim — rapiditatea sistemului, minim de energie etc.).

Tn figura 1.16 sunt reprezentate 3 raspunsuri indiciale ale unui
sistem automat la semnalul treapta unitara.

h(B)/1 \a

) :

Fig. 1.16. Raspunsuri indiciale ale sistemului automat

Alura 1 reprezinta regimul oscilant amortizator real al
sistemului, dar indicii de calitate nu sunt satisfacatori (suprareglarea,
timpul de reglare si numarul oscilatiilor sunt mari). Alura 2 reprezinta
raspunsul indicial aperiodic al aceluiasi sistem dupa modificarile
parametrilor sistemului si s-au redus oscilatiile, dar raspunsul este foarte
lent, sistemul nu are rapiditate. Alura 3 reprezinta raspunsul indicial
optimal al sistemului, care pastreaza rapiditatea sistemului si a redus
oscilatiile.

Pentru un sistem automat, ca sistem tehnic, au importanta
deosebita si alte probleme ca fiabilitatea, masa si dimensiunile,
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consumul de energie, costurile si calitatea etc., care sunt studiate de alte
discipline.

Datorita complexitatii proceselor care se automatizeaza,
sistemul de conducere automata trebuie sa fie compatibil cu mediul in
care evolueaza si sa corespunda exigentelor de exploatare sigura.

Chestionar si probleme

1. Ce probleme rezolva automatica?

2. Ce reprezinta obiectul de reglare (conducere)?

3. Explicati transferul intrare-iesire al obiectului de reglare si explicati relatia
functionala dintre aceste marimi.

4. Dati exemple de procese industriale ca obiecte de reglare (conducere).

5. Care este rolul regulatorului in sistemul automat? Explicati relatia
functionald a transferului intrare-iesire a regulatorului.

6. Ce reprezinta algoritmii de reglare tipici? Numiti parametrii de acord.

7. Numiti si explicati principiile de conducere ale sistemele automate,
avantajele si dezavantajele acestora.

8. Care sunt algoritmii de functionare ai sistemului automat?

9. Ce reprezinta clasificarea sistemelor automate?

10. Ce rol are conducerea adaptiva si cum se realizeaza?

11. Ce reprezintd schema functionald a sistemului automat? Numiti
elementele functionale de baza ale sistemului automat si ce functii au Tn structura
sistemului?

12. Construiti schema functionald pentru schema de principiu electrica a
sistemului de reglare automata din figura 1.7 si numiti elementele functionale.

13. Prezentati schema functionald pentru schema de principiu electrica a
sistemului de reglare automatd din figura 1.10 si numiti elementele functionale.

14. Elaborati schema bloc functionala a sistemului de reglare automatd a
temperaturii in cuptor industrial pentru temperatura de functionare 250 °C.

15. Elaborati schema bloc functionala a sistemului de reglare automata a
presiunii Tn recipient.

16. Ce reprezinta problema staticii pentru sistemul automat?

17. Ce probleme rezolva dinamica sistemului pentru sistemul automat?

18. Expuneti o tratare a problemei de analiza a sistemului automat.

19. Ce reprezinta problema de sinteza a sistemului automat?

20. Explicati ce reprezintd problema de optimizare a sistemului automat.
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2 MODELE LINIARE SI CARACTERISTICILE
SISTEMELOR AUTOMATE

2.1 Notiune de modele matematice

Se considera modelul sistemului de reglare automata asupra
caruia actioneaza semnalele de intrare referinta x(t) si perturbatia p(t)
si se obtine raspunsul y(t) (fig. 2.1). Sistemul automat este un
convertor care transforma marimile de intrare si conditiile initiale in
variabilele de stare si in semnalul de iesire al sistemului. Aceste
transformari se descriu prin relatii matematice, care se numesc modele
matematice si se utilizeaza doud forme de modele [1, 3-5, 8, 11-15, 18]:

1. Modele matematice intrare-iesire (MM II).

2. Modele matematice intrare-stare-iesire (MM ISI).

()
lp t y(t)

x(t)
—»| SRA [——

Fig. 2.1. Modelul sistemului automat

Pentru sistemele de reglare automata liniare continue
deterministe cu parametri concentrati se utilizeaza urmatoarele tipuri de
modele matematice:

1. Ecuatii integro-diferentiale.

2. Functii temporale.

3. Functii de transfer.

4. Functii frecventiale.

Modelele matematice ale obiectelor de conducere si elementelor
functionale ale sistemului automat pot fi determinate in forma analitica
in baza legilor fizico-chimice care descriu transferul intrare-iesire in
forma unor ecuatii sau pe cale experimentala.

Determinarea modelelor matematice pentru obiectul condus si
elementele sistemului se obtin din conditii contradictorii. Din
considerente de precizie, modelele trebuie sa descrie cat mai adecvat
proprietatile originalului si un ordin ridicat, iar din considerente de
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operare cu acestea, modelele trebuie sd fie de ordin redus, pastrand
proprietatile principale ale originalului.

Modelul se construieste de la ordin redus si, la necesitate,
ridicand ordinul acestuia.

In practica se construiesc si modele fizice pentru elemente
tehnice (procese) in conditii de laborator pentru analiza pe cale
experimentald a modului de functionare si a stabili transferul intrare-
iesire pentru a fi comparat cu functionarea modelului obtinut prin
metode analitice.

2.2 Caracteristici statice ale elementelor
si sistemelor automate

Statica studiazd proprietdtile sistemului automat In regimuri
stabilizate de functionare cand variabilele nu depind de timp, numite
regimuri stationare sau regimuri permanente: eroarea sau precizia
stationara si coeficientul de transfer [1, 4, 8, 11, 13, 18, 21].

Caracteristica statica este legatura functionald dintre o marime
numitd functie (marimea de iesire) si altd marime independentd numita
argument (marimea de intrare), care nu depind de timp, si descrie
regimul stationar de functionare al elementului sau al sistemului
automat.

Regimul stationar reprezintda un caz particular al regimului
dinamic al elementului sau sistemului $i atunci ecuatia staticii se obtine
din ecuatia diferentiald, cand toate derivatele sunt nule ca functie in
abateri.

Mai multe elemente functionale ale sistemului automat in
regimul stationar se caracterizeaza prin functii strict univalente ale
transferului intrare-iesire cu caracteristici neliniare, care au functii
polinomiale, fractii rationale etc.

Se considera modelul unui element sau al unui sistem (fig. 2.2),
care descrie transferul intrare-iesire x = y in regim stationar dat de
relatia analiticd, numita caracteristica statica:

y = f(x). (2.1)
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Pentru functia f exista douad clase de functii: liniare si neliniare.

Caracteristica staticd liniara a elementului functional reprezinta
o aproximare (liniarizare) a caracteristicii neliniare, care este functie
neteda.

Liniarizarea caracteristicilor netede univalente se efectueaza
aplicand metodele de liniarizare: metoda tangentei si metoda secantei.

Caracteristica statica (2.1) liniara este reprezentata in forma
grafica in figura 2.2 si in forma analitica:

y = kx, (2.2)

unde k > 0 este coeficientul de proportionalitate, numit coeficient de
transfer (de castig) si valoarea lui numerica este unica caracteristica.

F 3
Ya

rd
YoT %7 M(xq9,¥)
7}
'
o 1 x

y T L

r xo

Fig. 2.2. Caracteristica statica liniara

Coeficientul de transfer k se exprima ca raportul dintre marimea
de iesire y la madrimea de intrare x si indica cu cat este mai mare (mai
micad) marimea de iesire in raport cu intrarea in forma:

k= % (2.3)

dimensiunea cdruia depinde de raportul dimensiunilor mérimilor y si x.

Analizand caracteristica staticd 1 din figura 2.2, trasatd la
unghiul o in raport cu axa absciselor, se constata ca este o caracteristica
simetrica cu axa ordonatelor (in cadranele 1 si 2) si originea prezinta
regimul stationar. Modificarea marimii de intrare de la regimul stationar
poate fi x, + Ax si rezultd modificarea marimii de iesire y, + Ay.
Pentru valoarea marimii de intrare initiale x, se ridicad perpendiculara
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(sageata) pana la intersectia cu caracteristica 1 in punctul M, care se
proiecteaza pe axa ordonatelor si se obtine marimea de iesire y,, iar
regimul stationar obtinut se reprezinta prin punctul M(x,, y,). Ungiul a
se calculeazd din triunghiul dreptunghiular cu ipotenuza pe
caracteristica statica si cu catetele x, si y, ca tangenta unghiului si din
definitia tangentei se obtine:

tga = 22 = k. (2.4)
Xo

Daca se modifica unghiul o = 0---90°, atunci modificarea
coeficientului de transfer este k = 0 -+ 0.

Rezulta ca pot fi trasate o infinitate de caracteristici statice sub
diferite unghiuri (de exemplu, caracteristica 2 cu linie intrerupta).

Pe caracteristica staticd, ca dreapta reprezentatd dintr-0
continuitate de puncte, se obtin o infinitate de regimuri stationare de
functionare ale elementului sau sistemului automat.

Daca caracteristica staticd a elementului este datd in forma
analitica, atunci coeficientul de transfer se determind ca valoarea
derivatei 1n punctul de functionare:

_ 9y
k = ax |x=x0-

(2.5)

In cazul cind asupra elementului functional sau sistemului
automat actioneazd mai multe semnale de intrare xq, Xy, X,
caracteristica statica se prezinta ca functie de mai multe argumente:

Yy = f(xlﬂxZ'""xr)'

Clasa caracteristicilor statice neliniare este foarte diversa si mai
jos se dau exemple de functii neliniare analitice:

y=x2,y=x3,y=\/F,y:exz,yzlnx3,..., (2.6)
iar n figura 2.3 sunt reprezentate exemple de caracteristici grafice: a, b

45



— saturatie, ¢ — parabold, d — releu ideal, e — releu cu zona de
insensibilitate, f — releu cu zona de insensibilitate si histerezis.

Caracteristicile statice releice sunt alcatuite din segmente
proportionale (fig.2.3, a) si segmente care coincid sau sunt paralele
axelor de coordonate (fig. 2.3, d-f).

Caracteristicile statice ale elementelor functionale se stabilesc
pentru transferul intrare-iesire in raport cu referinta si perturbatia, care
se pot obtine pe cale analitica sau pe cale experimentala.

4y v Ay
/ X X X

Y

a) b) c)
le le le
¥ ~
X, X X
L J F 3
d) €) H

Fig. 2.3. Caracteristici statice neliniare
2.3 Ecuatia diferentiala

Ecuatiile diferentiale, ca modele matematice, se utilizeaza pe
larg la descrierea dinamicii obiectelor de conducere, elementelor si
sistemelor automate, care descriu evolutia functionarii acestora in
domeniul timpului continuu. Ca rezultat se obtin functii necunoscute de
semnalele de intrare, conditiilor initiale, variabilelor de stare si de iesire
ale sistemului, care pot fi monodimensionale sau multidimensionale.

Ecuatiile diferentiale sunt egalitdti care contin in ambele parti
cate una sau mai multe functii si derivatele lor. Daca aceste functii
depind de o singurd variabila independentd, atunci acestea se numesc
expresii diferentiale ordinare. Dacd aceste functii depind de doud sau
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mai multe variabile independente, atunci acestea sunt expresii
diferentiale cu derivate partiale. Astfel, se obtin modele de ecuatii
diferentiale ordinare si de ecuatii diferentiale cu derivate partiale.

Deoarece dinamica sistemelor automate evolueazd 1in
domeniului timpului si timpul va fi unica variabild independenta, atunci
ecuatiile diferentiale ordinare prezintd modelul matematic adecvat de
descriere a evolutiei sistemelor cu parametri concentrati si invarianti in
timp. In cazul cand variabila independenti va fi timpul si vor exista si
alte variabile independente (semnale multidimensionale), atunci se
obtin ecuatii diferentiale cu derivate partiale care descriu sisteme cu
parametrii distribuiti [1, 4, 8, 11-13, 14, 18, 20, 21].

Timpul este o marime fizicd continud, omogena, nelimitatd si
caracteristic este faptul ca in acelasi interval de timp se poate reproduce
acelasi fenomen, din aceleasi cauze, sub aceleasi influente si in conditii
identice.

Se considera un sistem de reglare automata din figura 2.1 (poate
fi obiectul de reglare sau un element functional) cu parametrii
concentrati invarianti in timp, asupra cdruia actioneaza semnalele
monodimensionale de intrare referinta x(t) si perturbatia p(t) si se
obtine o singura marime de iesire, raspunsul y(t).

Ecuatia diferentiald descrie echilibrul tuturor fortelor interne si
externe existente Tn sistemul automat.

Se da dinamica sistemului automat in conditii initiale nule
pentru cazul cand perturbatia p(t) = 0 descris de o ecuatie diferentiala
neliniard generalizata data in forma:

Fy (Y(0, 50, 5(0), ..,y (O)) = Fy (x(8, £(8), £(2), ..., x™ (),
(2.7)
unde F;(e) este functie neliniarda continud netedd pe argumentele
variabila de iesire si derivatele ei de ordinul n, care indica ordinul
inertiei si se numeste ordinul sistemului, F,(e) - functie neliniara pe
variabila de intrare si derivatele ei de ordinul m, care indica ordinul de
anticipare al sistemului, iar punctele deasupra variabilelor reprezinta
derivatele variabilelor Tn timp:
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dy(t) a? ay® o m - Cy®
y(t) - ( ) - tz yrrny - dtm ]
(t) _ dx(t) (t) d?x(t) x(m) _ d™x(t)

atz " atm

Pentru a obtine un model liniar, ecuatia (2.7) se liniarizeaza,
utilizand metoda Taylor de prezentare a acesteia ntr-o serie cu un
numadr finit de termeni din partea stingd si partea dreaptd, care sunt
derivatele partiale ale functiilor pe variabilele de iesire si intrare,
respectiv, avand in ambele parti cate trei componente — 1, 2 si 3 de
forma:

aFl(O) aFl(o) . 3F1(° n _
Fio(e) + Ay + 5 Ay+---+a = Ay ™ 4 Q,.z_
1-regim S Parteal - - 3
stationar artea liniara, regim tranzitoriu

N0 OFL() o ORI )
= Fpo(0) + — = Ax + —=Ax + -+ 5 Ax™ + Q2 (2.8)
3

1-regim

) 2— Partea liniara, regim tranzitoriu
stationar

unde termenii Q; si Q, sunt suma totald a derivatelor de la ordinul doi
in crestere pe variabila de iesire y(t) si variabila de intrare x(t),
respectiv, care contin marimile mici (Aj)?%, (AY)2,... si (AX)?, (AX)?,...
se neglijeaza (Q = 0,Q, = 0). Marimile Ay, Ay,..., Ay ™ reprezinta
abaterea marimii de iesire si derivatele ei de la regimul stationar datorita
abaterii fortate a marimii de intrare si derivatele ei Ax, Ax,..., Ax™ de
la starea initiala.

Dupa neglijarea termenilor Q; = Q, = 0, expresia (2.8) este
liniard de forma:

. OF; () OF () po  OF() pow OF() ) (n) _

1-regim

. 2— Par iniara, r i r Zitori
stationar artea liniari, regim tranzitoriu

48



_ FZO( )+6F1()A +6F1()A +3F1()A 4. +?3F1((n))A )

1- reglm

) 2— Partea liniari, regim tranzitoriu
stationar

(2.9)
care se descompune 1n doud ecuatii.
Prima este ecuatia care descrie regimul stationar al transferului
intrare-iesire al sistemului la valori constante ale intrarii x, si iesirii Y,
si se numeste ecuatia staticd (componenta 1):

Fio(e) = F50(e), (2.10)
A doua este ecuatia diferentiald liniard in timp continuu

invarianta (componenta 2) de ordinul n, care descrie dinamica
sistemului de forma:

any™ + -+ a9 + a1y + agy = bypx™ + -+ by& + byX + by,

(2.11)
R _OR()  _OR()  _ 0F()
unde coeficientii a, = 3ym a, = 55 A1 = 5 G0 = 5 = -
]
exprima proprietatile interne ale sistemului, coeficientii b,, aFl(Enz ,-
aF. dF dF; (s . e
b, = 1() by = 0115 ) by = % - exprimd proprietitile semnalelor

si proprletaple de anticipatie. Coeficientii a,, a; si by, by exprima
inertia sistemului si se numesc constante de timp, avand dimensiunea
secunda la puterea egald cu ordinul derivatei, iar coeficientii a, si by au
dimensiunea corelatd cu dimensiunea marimii de iesire si marimii de
intrare respectiv. Coeficientii a,,agsi by, by sunt constanti si se
numesc parametrii ecuatiei diferentiale.

In practica, parametrii unor elemente din structura sistemului se
modifica in timp cu viteza comparativd cu viteza procesului de
conducere a sistemului. Aceste tipuri de sisteme se prezinta ca sisteme
nestationare sau sisteme cu parametrii variabili, care se descriu de
ecuatia diferentiala:
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an (YW () + - + a,(DF (1) + a; (DY () + ap(D)y(t) =
= b ()X () + -+ by ()% (t) + by (£)%(t) + bo(D)x(2).

Tn continuare, vor fi analizate sisteme care se descriu prin ecuatii
diferentiale liniare cu parametrii constanti.

Pentru o scriere compacta a ecuatiei (2.11) s-au omis timpul ¢ si
simbolul variatiei A.

Ordinul sistemului n indica numarul de capacitati acumulatoare
de materie sau energie, iar in cazurile sistemelor mecanice indica
numarul gradelor de libertate ale corpurilor in spatiu.

Datorita variatiilor variabilelor din (2.11), aceasta se numeste si
ecuatie in variatii si este liniard in raport cu argumentele si derivatele
lor.

Se considera elementul descris de caracteristica statica neliniara
neteda (fig. 2.4) cu regimul stationar reprezentat de punctul M, (x,, vo):

Yo = f(xo)- (2.12)
4 y Ay
y M, (Ax, Ay)
i Aﬁ_f‘

Mg (x0,Y0)
/‘ha.ﬂ.’)f

X, X
Fig. 2.4. Liniarizarea caracteristicii statice

X

B
-

In continuare, se aplica o variatie +Ax a marimii de intrare de la
valoarea initiald x, si mirimea noua va fi:

X = xo * Ax, (2.13)
care va conduce la modificarea marimii de iesire:
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y = Yo Ay. (2.14)

Pe caracteristica staticd neliniara (fig. 2.4) valoarea marimii de
iesire este y; (linia punctata).

Pentru liniarizarea caracteristicii statice, Tn punctul M,(x,,yo)
se traseazd tangenta care aproximeazd curba si noul regim de
functionare al sistemului va fi punctul M;(Ax,Ay) in noul sistem de
coordonate AxM,Ay cu originea in punctul My (xy, yo).

Astfel, ecuatia (2.10) descrie evolutia sistemului automat in
coordonatele AxM,Ay ca transferul variatiilor intrare-iesire Ax — Ay.

Tn acest caz, liniarizarea reprezinta relatiile variatiei transferului
intrare-iesire ca functii liniare:

Ay = kAx, (2.15)

unde coeficientul k se numeste coeficient de transfer (proportionalitate).

Notiunea fizicd a primei derivate Ay si Ax este viteza, a
derivatei de ordinul doi Ay si AX — acceleratia de gradul unu, a derivatei
de ordinul trei A¥ si AX — acceleratia de gradul doi,..., Ay™ si Ax(™ —
acceleratia de gradul n — 1 sau m — 1 respectiv.

Ecuatia (2.10) descrie dinamica si statica sistemului automat in
vecinatatea regimului stationar in punctul M, (x,, o).

Daca conditiile initiale ale sistemului sunt nenule, atunci ecuatia
diferentiald (2.10) se completeazd cu conditiile initiale nenule: y(0) #
0, y(0)# 0, y(0) #0,.., y™(0)=#0, care sunt determinate de

De regula, ecuatiile diferentiale se scriu in forma standard
(canonicd), cand coeficientii ay = 1 si by = 1 sau in forma monica,
cand coeficientii a,, = 1 si b, = 1.

Exemplul 2.1. Se considerd un element functional (fig. 2.1) descris de ecuatia
diferentiala neliniara de forma:

F(y,y,9,u,) = F(s) = p,

unde u si p sunt semnalele de intrare, y — marimea de iesire, y si  — primele derivate,
¥ — derivata a doua.
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Se cere sd se aproximeze ecuatia initiala cu ecuatie liniara.
Solutionare. Se considera un regim de functionare, pentru care variabilele din
ecuatia initiala au valorile:

U=Uy, U=Uy, P =Do, Y =Y0, Y = Yo, ¥ = Jo-
Notam abaterile reale ale variabilelor u, p si y de la cele fixate:
Au=u—ug, Ap =p —po, Ay =y — ¥o.
Se determina valorile reale ale variabilelor in forma:
u=uy+Au,u=uy+Au,p=p,+Ap,y =y, + Ay,
Y = Yo+ A9, 5 = Jo + A5
Tn ecuatia initiala se substituie variabilele v, y, 7, u, i si p cu cele din ultimele

expresii si aceasta expresie se prezintd in sirul Taylor pentru regimul stationar, iar
abaterile de ordinul mai mare ca unu sunt marimi neglijabile si Se obtine:

Fo(e) + (a’;—;))o Ay + ("g—;))o Ay + (”g—;))o Ay =

- _ ("’;i'))o Au— ("g—i))o At + py + Ap = 0.

Tn sistem s-a instalat noul regim stationar:
Fo(e) +po = 0.

Din ecuatia liniarizata se scade ecuatia regimului stationar si se obtine ecuatia
in variatii:

agAy(t) + a;Ay(t) + a,Ay(t) = boAu(t) + b Au(t) + c,Ap(t),

sy = (52 o = (5 1= (52) == (52, == (52,

co = 1, care reprezinta unghiul tangentei trasaté la caracteristica in punctul regimului
stationar in raport cu axa absciselor, au valori constante si sunt parametrii ecuatiei.
Se omite simbolul A si se scrie ecuatia diferentiald in forma canonica:

agy(t) + a;y(t) + a,y(t) = bou(t) + byu(t) + cop(t).m
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2.4 Ecuatii diferentiale ale sistemelor fizico-tehnice

Pentru intelegerea functiondrii unui proces tehnologic sau/si
industrial este necesar atit sub aspect fenomenologic, cat si sub aspect
relational-cantitativ si se cunoascd modelele lor matematice. In acest
scop, este dat procesul si trebuie sd se analizeze relatiile functionale
(transferul) dintre variabilele intrare-iesire ale acestuia si sd se
determine ecuatiile respective.

Evolutia in timp este intotdeauna directionatd in sensul trecut-
prezent-viitor, iar evolutia iesirilor este intotdeauna cauzata de evolutia
intrarilor si a starii initiale in care se afla sistemul si niciodatd invers.

Deoarece procesele tehnologice si industriale evolueaza in timp,
relatiile dintre variabilele intrare-iesire au forma unor ecuatii integro-
diferentiale [1, 3, 4, 8, 10, 11, 13, 16-22].

Setul de ecuatii integro-diferentiale obtinut se numeste modelul
matematic al respectivului proces, care, in virtutea atributelor sale, este
un model matematic abstract. La nivel conceptual, modelul matematic
obtinut este 0 imagine (aproximatie) a procesului real, care trebuie si
fie validat prin comparatie cu procesul real. Rezultatul validarii este
eroarea admisibild dintre evolutia procesului real si evolutia
corespunzatoare a modelului matematic, obtinuta prin simulare.

Ecuatiile proceselor si sistemelor fizico-tehnice se obtin pe baza
legilor generale ale naturii. O generalizare a variabilelor caracteristice
proceselor si sistemelor fizico-tehnice este data in tabelul 2.1, care pe
baza caracterului relatiilor dintre aceste variabile, Se Tmpart in mod
natural in doua clase [21]:

1. Variabile longitudinale.

2. Variabile transversale.

Aceasta divizare (dihotomie) se face din considerente
energetice, deoarece Tn mod natural se prezintd urmatoarele clase de
sisteme [21]:

1. Sisteme (procese) disipative.

2. Sisteme (procese) cu acumulare inductiva.

3. Sisteme (procese) cu acumulare capacitiva.

Pentru sistemul automat cu o singurd intrare si o singura iesire,

53



legdtura dintre sistemul fizic si modelul matematic asociat pe baza
clasificarilor variabilelor si sistemelor uzuale se prezintd sumarul
principalelor tipuri de ecuatii utilizabile in modelarea matematica date
n tabelul 2.2 [21].

Tabelul 2.1. Variabile longitudinale si transversale
ale sistemelor (proceselor)

Nr. Tip Tip variabila
crt. sistem/ Longitudi- | Sim Unit. Transver- Sim Unit.
proces nala -bol | misura sala -bol | misura
1 | Electric Curentul i A Tensiunea u \%
2 | Mecanic | Forta f kg Viteza de v m/s
translatie
Cuplul c Nm | Viteza ® st
unghiulara
3 | Fluidic Debitul q | m3/ord | Presiunea p bar
4 | Termic Fluxul q Temperatu- 6 | K(°C)
termic ra

Tabelul 2.2. Tipuri de sisteme disipative si acumulatoare

Nr. | Tip sistem Natura Parametrul fizic | Simbol | Unitate | Ecuatia
crt. (proces) fizica misuri (legea)
1 2 3 4 5 6 7
1 | Disipativ | Electric Rezistenta R Q 1
electrica FTRY
2 Mecanic Coeficientul de Kr f=Kv
3 frecare =Ko
4 Fluidic Rezistenta Rs 1
fluidica 1= RP
5 Termic Rezistenta termica R; q= 1 5
R,
6 | Acumula- | Electric Inductanta L H _. di
tor electricd =L
7 | inductiv Mecanic | Coeficientul K N/m? _1df
de elasticitate V=Xar
8 _ldc
_ Kdt
9 Fluidic Inertanta fluidica I dq
p=1—
dt
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Tabelul 2.2 (continuare

1 2 3 4 5 6 7

10 | Acumula- | Electric Capacitatea C F . du
tor electrica UV
11 | capacitiv Mecanic Masa inerta M kg dv
f=M_

12 Momentul de Ji Nm? dw
inertie c=Jar

13 Fluidic Capacitatea Cr ]/ (kg . a
fluidica K |14
14 Termic Capacitatea Cy 1/ (kg do
termica -K) q=C dt

Exemple de descriere a dinamicii unor sisteme fizico-tehnice de
diferita natura fizica sunt expuse in sursele [3, 4, 8, 9, 11-13, 15-21].

Exemplul 2.2. Se considerd un sistem mecanic cu miscare de translatie (fig.
2.5, a) alcatuit din elementele resort-amortizator-masa inertd. Functionarea fiecarui
element separat se descrie ca un proces elementar conform legilor respective [3,18,
21].

1. Masa M inerta 3 este element acumulator capacitiv care se descrie de forta
inertiald f;, proportionala acceleratiei dv/dt (legea Newton):

fi=My

dt’

2. Resortul 1 ca element acumulator inductiv se descrie de forta elastica f;.,
care este proportionald integralei de la vitezd v(t) (legea lui Hooke):

fr =K [, v(t)dt,

unde K este coeficientul de elasticitate.

V=X a) f b)
Fig. 2.5. Exemple de sisteme fizico-tehnice
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3. Amortizatorul 2 ca element disipativ se descric de forta de frecare
vascoasa f, care este proportionala vitezei v (expresia pozitia 2 din tabelul 2.2):

fa = Kfv,

unde K; este coeficientul de frecare.
Asupra masei actioneaza o forta externa si echilibrul dinamic al sistemului se
exprima de ecuatia bilantului de forte:

fatfhitfi=f.

Dupa substituirea cu expresiile respective se obtine ecuatia integro-
diferentiala ca model matematic de forma:

M‘;—j +Kpv + K [ v(t)dt = f(t)

cu conditiile initiale pentru variabilele:

d
x(t) = [; v(O)dt; 2(to) = Xo; S oy, = v(to) = Vo,

care definesc starea initiald a celor doud elemente acumulatoare de energie, ceea ce
reprezintd x, este alungirea initiala a resortului (energia initiala acumulata in resort) si
vy — Viteza initiald a masei inerte este energia cinetica initiald acumulatd de masa
inerta.m

Exemplul 2.3. Pentru a evidentia analogiile dintre diferite sistemele fizico-
tehnice, conform notiunilor de variabile fizico-tehnice date in tabelele 2.1 si 2.2, se
considera circuitul (sistemul) electric (fig. 2.5, b) ca conexiune paraleld a elementelor
pasive rezistorul R, inductanta L si capacitatea C alimentat, in care curge curent
electric i de la sursa de curent SC. Elementele din sistem se descriu ca procese
elementare conform legilor respective [2, 18, 21]:

1. Rezistenta R ca element disipativ descris de legea lui Ohm:

. 1
ir(t) = Eu(t).
2. Inductanta L ca element acumulator descris de consecinta legii inductiei:
; 1t
ip(t) = Zfo u(t)dt.

3. Capacitatea C ca element acumulator descris de consecinta definitiei
capacitatii electrice:

56



du(t)

lc(t) =C ac

4. Pentru descrierea bilantului curentilor circuitului electric se aplica legea [-a
a lui Kirchhoff:

ic(®) +ig(t) +i,(t) =i(t).

5. Tn ultima expresie se substituie componentele curentilor din expresiile de
mai sus si se obtine modelul matematic al circuitului electric in forma:

du(t)
dt

CEEB 4+ —u(t) +1 [y ut)dt = i(e).

La aceastd ecuatie se adaugd incd doud ecuatii, care exprimd conditiile
initiale ale celor doud elemente acumulatoare de energie, tensiunea initiala u(t,) = u,
la bornele capacitatii, care este energia electricd initiald acumulatd de capacitate si
curentul initial i;(t,) =i, prin inductantd, ce reprezintd energia electromagnetica
initialad acumulata in inductanta.m

Comparand ultimele ecuatii din ex. 2.2 si din ex. 2.3, se constata
ca variabilele viteza v(t) din ex. 2.2 si tensiunea u(t) din ex. 2.3 sunt
variabile transversale, iar variabilele forta f(t) si curentul i(t) sunt
variabile longitudinale, fiind intr-o relatie de similitudine.

Deci, aceste sisteme sunt similare sau izomorfe.

Ecuatiile din ex. 2.2-2.3 se exprima intr-o forma abstractd prin
modelul matematic generalizat al unei ecuatii diferentiale de ordinul
doi:

d?y(t dy(t
0 22+ a4 22+ a,y(6) = x(1) (2.16)

cu conditiile initiale y(ty) = yo, dy(t)/dt |t=¢, = Yo, to > 0.

In (2.16) x(t) este semnalul de intrare abstract, y(t) — iesirea
abstractd, iar coeficientii ay, a4, a, sunt proprietitile interne ale
sistemului generalizat.

Ecuatia (2.16) se obtine pentru ex. 2.2, utilizand substitutiile:

v(t) =dy(t)/dt,v=u — KyO’ Kf =a;, M = a,,
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lar (2.16) pentru ex. 2.3 se obtine substituind:
u(t) =dy(t)/dt,i=u—L 1y, L' =a;,R" =a,, C = a,.

Sistemele din ex. 2.2-2.3 pot fi modelate de modelul matematic
(2.16) si fiecare exemplu de sistem contine cate un element disipativ, un
element acumulator inductiv si un element acumulator capacitiv.

Ordinul modelului matematic (al ecuatiei diferentiale) este
determinat de numarul de capacitati acumulatoare de energie
independente din sistem, care reprezinta starea initialda a energiei
acumulate si impreund cu semnalul de intrare determina evolutia
ulterioard a sistemului.

Astfel, analiza si sinteza sistemelor de reglare automata cu
utilizarea modelelor matematice au format notiunea de conceptie
sistemica, care este valabila pentru clase largi de sisteme izomorfe, dar
care trebuie sa fie interpretatd conform naturii concrete a fenomenelor si

specificului procesului tehnologic sau industrial.

Exemplul 2.4. Tn sistemele automate, motorul electric de curent continuu
(MCC) poate fi utilizat in calitate de obiect de conducere sau ca element de actionare
in structura elementului de executie [8, 9, 11-13, 17-21].

Din aceste considerente, prezinta interes modelul matematic al motorului.

Se considera schema de principiu electricd a motorului MCC cu excitatie
independenta datd in figura 2.6. Pentru a simplifica analiza se considerd numai
fenomenele electrice, electromagnetice si electromecanice, iar fenomenele termice si
neliniaritatile de tip feromagnetic se neglijeaza.

Fig. 2.6. Schema de principiu electrici a MCC

Conducerea vitezei unghiulare w(t) a rotorului motorului poate fi efectuata
dupa trei posibile variante: prin variatia tensiunii rotorice u,.(t), prin variatia tensiunii
de excitatie u,(t) si prin variatia concomitentd a ambelor tensiuni. In practicd are
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energie mai mare, care conduce la dezvoltarea unui cuplu activ M; mai mare si,
rezultd ca se va realiza si un cuplu de sarcind Mg mai mare.

Astfel, sistemul motor se separd in cinci elemente pentru care se scriu
ecuatiile respective.

1. Circuitul electric rotoric se descrie de legea a I1-a Kirchhoff:

. di(t
u, () = Ri(t) + LEE + e(0),

unde u,.(t) este tensiunea aplicatd la bornele circuitului rotoric, R, L — reszistenta si
inductanta rotorului, i(t) — curentul rotoric, e(t) — tensiunea contraelectromotoare.

2. Circuitul electric rotoric unde se formeaza tensiunea contraelectromotoare

descrisa de relatia:
e(t) = kew(t),

unde k, este coeficient de proportionalitate constant, determinat de caracteristicile
motorului, w(t) — viteza unghiulara a rotorului.

3. Rotorul ca si corp rigid in miscare de rotatie in jurul unei axe fixe se
descrie de legea Newton Tn forma:

do(t)
dt

J = Mg (t) — Mp(t) — M;(0),
unde J este momentul de inertie al rotorului si sarcinii, M; — momentul dinamic
dezvoltat de motor, My — cuplul de frecare, M - cuplul de sarcind (perturbator).

4. Rotorul ca sediu al cuplului dinamic, care se aproximeaza prin relatia:

My (t) = kmi(0),

unde k,, este coeficient de proportionalitate constant, determinat de caracteristicile
motorului.
5. Rotorul este sediu al cuplului de frecare, descris de legea frecarii vascoase:

Mf = kf(.L),

unde k; este coeficientul de proportionalitate constant determinat de caracteristicile
motorului.

Cele cinci ecuatii care descriu elementele functionale se prezintd Tn operatori
si se exprima prin scheme bloc partiale (fig. 2.7, a)-e)):

1
Ls+R

a) i(s) = (u(s) —e(s)), b) e(s) = k,w(s),
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€) (s) =5 (Ma(s) = My(s) = Mq(s)),

d) My(s) = kpi(s), e) M(s) = krw(s).

[ M
u(s) O Lsi—R i(s)  Ma(s) O—O-] 1 w(s)
TE(S) ) Mf(s)T M(s)T b)

w(s) e(s) i(s) Mi(s) w(s) Mg (s)
— k., —> — kn > — k. |—

) d) €)
Fig. 2.7. Scheme bloc partiale ale modelului MCC

Tn figura 2.7 schema a prezinta prima ecuatie, schema b — ecuatia a doua,
schema ¢ — ecuatia a treia, schema d —ecuatia a patra, schema e — ecuatia a cincea.

Tn baza acestor scheme bloc partiale a transferul intrare-iesire pentru fiecare
element dinamic se construieste schema bloc structurald a motorului MCC (fig. 2.8).

Prin reglarea tensiunii rotorice u, se modifica viteza unghiulara w. Prin
schimbarea semnului tensiunii u, se inverseaza sensul rotatiei rotorului.

Dacd motorul este utilizat ca element de actionare, atunci din
cresterea/reducerea cuplului de sarcind M, (perturbator) rezulta reducerea/cresterea
vitezei unghiulare, care poate conduce la consecinte nedorite asupra procesului
tehnologic.

Dupa aceastd schema structurala se analizeaza modul de functionare si rolul
fiecdrui element din structura motorului MCC. La cresterea in salt a tensiunii u,-(t),
atunci prin elementele 1 si 2 (fig. 2.8) va fi o crestere lenta a curentului rotoric i(t)
datorita elementului 2 cu Intirziere si urmeaza o crestere a momentului dinamic prin
elementul 3, ceea ce conduce prin elementele 4, 5 si 6 la o crestere a vitezei w(t), dar
mai lenta decét a curentului i(t) datorita prezentei integratorului 6.

M, ()M )

w(s) Lou(s) 1 2] i(s) R 6| wis)
Ls + R 1T Vs i
kg 71—¢
e(s) K 8] w(s)

e

Fig. 2.8. Schema bloc structurala a motorului electric de curent continuu
Cresterea vitezei w(t), prin canalul de reactie negativa locald cu elementele 7
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si 5, va rezulta o scadere a cuplului rezultant al motorului My — My — M; si urmeaza
reducerea vitezei de crestere a lui w(t). In continuare, prin reactia negativd a
sistemului care se realizeaza cu elementele 8 si 1, viteza w(t) se transmite la intrarea
sistemului si scade tensiunea rezultanta Au(t) = u,.(t) — e(t), care prin lantul de
elemente 2—-3-4-5-6, va conduce la o reducere suplimentara a vitezei de crestere a lui
w(t). Acest proces va continua pand cand se va stabiliza un regim de functionare al
motorului.

Schema bloc structurald a motorului MCC reprezintd o imagine grafica a
relatiilor de cauzalitate existente Intre marimile motorului, exprimate prin intermediul
functiilor de transfer si pe baza conexiunilor blocurilor cu transfer unidirectional.

Din sistemul de ecuatii expus mai sus, dupa unele transformari, se obtine
ecuatia diferentiald de ordinul doi, care descrie dinamica motorului (s-a neglijat
momentul de frecare, fiind mirime de valoare mica M; ~ 0):

L] d?’w(t) R] dow(t) L dM;s

kmke dt2 kmke dt to) = kmke "R dt + M),
care se prezintd in forma canonica:
2
ToTi o2 + T 22 4 0(t) = kup () — ks (Te P22 + My(1)),

unde T, = L/R este constanta de timp electrici a motorului, T,, = LJ/k, k.
constanta de timp electromecanica, k = 1/k, — coeficientul de transfer al motorului
pe marimea de reglare, kg = R/k,,k, — coeficientul de transfer al motorului pe
marimea de perturbatie (sarcinii).

La functionarea motorului in gol Mg = 0 si atunci ecuatia ia forma:

dw(t)

2
T T a2+ Ty 2 4 wo(t) = ke, (6).

em gtz

Observatie. Parametrii ecuatiei diferentiale pentru motoarele produse in masa
au valorile: k=0.01--0.03, T,=0.01---01 s, T, =0.01---0.1 s. Pentru
motoarele de putere medie si mare se indeplinesc conditiile pentru constantele de

timp, T,, =T, si pentru coeficientul de amortizare £ = 0.5,/T,,/T. = 1, ceea ce
rezultd cd motorul este echivalent unui element cu inertie de ordinul doi.m

2.5 Expresii In operatori

Se considera ecuatia diferentiala de forma:

Y™ + -+ V + agy = bypx™ 4 -+ byx + byx. (2.17)
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Procedurile de solutionare a ecuatiilor diferentiale sunt dificile.
Pentru simplificarea acestor proceduri, se introduc notiunile de
operator de derivare si de integrare de forma:
d o a? an

=4 p2 -4 L 1 _
p=—p'=—5..0" == o= [ dt, = [f dtdt,.... (2.18)

Ecuatia diferentiala (2.17) cu notatiile (2.18) are forma:
a,p"y + -+ a;py + agy = by, p"x + -+ + bypx + byx, (2.19)

care este o expresie algebrica (In operatori).
Expresia algebrica (2.19) dupa transformare are forma:

y(a,p" + -+ ap+ay) = x(byyp™ + -+ byp + by). (2.20)
Expresiile din paranteze din (2.20) se noteaza in forma:

A(p) = anp™ + ap_1p™ "t 4+ agp® + a1p + ay,
(2.21)
B(p) = byp™ + by 1p™ ' + -+ byp® + bip + by,

care sunt expresii in operatorul p, B(p) este polinomul de anticipatie al

sistemului de gradul m, A(p) — polinomul caracteristic de gradul n, care

contine caracteristicile proprietdtilor interne de inertie ale sistemului.
Expresia (2.20) cu (2.21) se transforma in forma:

A(p)y = B(p)x, (2.22)

care reprezintd aceeasi ecuatie diferentiala (2.17) scrisd in forma
compacta.

Daca semnalul de intrare x este cunoscut, atunci din (2.22) se
obtine marimea de iesire in raport cu cea de intrare in forma:

__B(®) _ _ bmp™+bpm_1p™  +-+bap?+b1p+bg
T AT app™tan—1p"l++azp?+aiptag
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unde H(p) = % este operatorul sistemului.
Marimea y de iesire este exprimatd ca produsul dintre operatorul
sistemului H (p) si semnalul x de intrare.

Exemplul 2.5. Se considera ecuatia diferentiala care descrie sistemul automat:
aoy(4) + alj.]' + azj} + agy + a4_y = bojc' + le'C + bzx.

Se cere sd se prezinte expresia operationala.
Solutionare. Se substituie derivata Tn ecuatia diferentiala prin operatorul de

. d . . . . . -
derivare Lo psi dupa transformare se obtine expresia operationala:

aop*y + a1p®y + ap*y + azpy + ayy = bop*x + b;px + b,x,

y = e hiwtb: B0y iy .

agp*+aip3+azp?+azptay A(p)

2.6 Transformata Laplace si functia de transfer

Solutionarea ecuatiilor diferentiale este o procedura dificila si
pentru simplificarea acestei proceduri se utilizeazd transformata
Laplace, care transforma ecuatiile diferentiale in ecuatii algebrice [1, 4,
8, 10-13, 18, 19, 21].

Functiile de timp f(¢t) care se transforma trebuie sa corespunda
urmatoarelor proprietati:

1. Functia f(t) este definita si derivabila pe segmentul [0, o).

2. Functia f(t) = 0,cand t < 0.

3. Existd astfel de numere pozitive ¢ si M, cand |f(t)| < Me®t
la0 <t < oo.

Functia cu aceste proprietati se numeste functie-original.

Definitie. Se numeste transformata Laplace directa relatia care
pune in corespundere functiei f(t) de variabila reala functia F(s) de
variabila complexd s = a + jw descrisa de relatia integrala:

F(s) = [, f(De~stdt, (2.24)

unde f(t) este functia-original, e ~5t— operatorul de transformare,

63



s =+ jo — variabila complexd Laplace,a >0, w >0, j =+/—1,
F(s) — imaginea Laplace.

Transformarea Laplace directd simbolic se prezinta in forma
imaginea F(s) = L{f (t)}.

Integrala (2.24) se calculeaza pentru o dreapta Res = a > c.

Dupa imaginea F(s) cunoscuta se calculeaza functia-original cu
expresia integrala:

f(t) = L,faJrjooF(s) estds, (2.25)

2mj Ja—joo

care se numeste transformata Laplace inversa si stabileste
corespondenta dintre original si imagine in intervalul de continuitate al
originalului.

Transformarea Laplace inversd simbolic prezintd originalul
f@® =LF()}

Proprietatile transformatei Laplace directe se dau in tabelul 2.3.

Tabelul 2.3. Proprietitile transformatei Laplace directe

Nr. crt. Proprietatea Originalul x(t) Imaginea X(s)

1 Inmultirea la o ax(t) aX(s)
constantd

2 Derivata de ordinul dx skX(s)
n a originalului E(x(t))

3 Integrarea r (T Kk 1
orig?nalului Jo o x(®) (@D 7 X0)

4 Scara originalului x(at) 1 (i)

a_ \a

5 Prezenta timpului x(t—1) X(s)e™
mort

6 Valoarea initiald a lim x(t) lim sX(s)
originalului =0 s

7 Valoarea finald a limx(t) lim sX(s)
originalului e S0

Proprietatile transformatei Laplace directe si inverse se pot
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studia din sursele de literatura [1, 4, 8, 11-13, 18].
Definitie. Functia de transfer a sistemului automat (obiectului
sau elementului) este raportul dintre marimea de iesire catre marimea de

Tn conditii initiale nule functia de transfer (f.d.t.) se obtine din
forma operationala (2.22), substituind operatorul p = s si rezulta:

A(s)y(s) = B(s)x(s). (2.26)

Din (2.26) si definitiei rezulta functia de transfer a sistemului:

s B(S)  bys™+by,_1s™ 14...4+b,s24+b s+b
% =H(s) = E - ;s”+a;n_1ls”‘1+~-~+a2252+a:9+a00’ msn, (2'27)
unde n este gradul polinomului A(s), iar m este gradul polinomului
B(s).

Inegalitatea m < n este conditia de realizabilitate fizicd a
sistemului automat si exprima principiul cauzalitatii sau principiul non-
anticiparii, conform caruia efectul nu anticipeaza cauza, dar se
evidentiazd o intarziere a efectului in raport cu cauza. Functia care
satisface inegalitatea m < n se numeste strict proprie, cdnd m = n se
numeste proprie si in cazul cand m > n functia se numeste improprie.

In sistemele automate cazul cand m =n rezulti datorita
operatiilor matematice de aducere la numitorul comun a expresiilor.

Functia de transfer H(s) este o functie complexa de variabila
complexa s, iar coeficientii (parametrii) a;, i = 0,n si b;, j = 0, m sunt
reali. Functia de transfer este o functie rationala.

Polinoamele B(s) si A(s) sunt prime intre ele (nu au nici un
divizor comun) si rezulta ca z; # p;, iar f.d.t. H(Zj) =0si|H(p)| =

Daca m < n, atunci la cele m zerouri finite ale f.d.t. H(s) se
adauga si punctul de la infinit |s| = +oo ca zero de multiplicitate n — m
cand f.d.t. |H(s)| =0 pentru aceste zerouri si, astfel, numarul de
zerouri va fi egal cu numarul de poli m = n.
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Tn cazul cand m = n punctul de la infinit nu este nici pol si nici
zerou al f.d.t. H(s).

Daca este cunoscuta f.d.t., atunci usor se poate calcula marimea
de iesire a sistemului in forma operationala:

y(s) = H(s)x(s). (2.28)

Pornind de la ecuatia diferentiala data se calculeaza functia de
transfer, si invers, daca se cunoaste f.d.t. se calculeazd ecuatia
diferentiala.

Daca f.d.t. H(s) este data prin raportul a doua polinoame relativ
coprime intre ele si polinomul caracteristic are n radacini distincte,
atunci H(s) se prezinta in forma factorizata [1, 4, 8, 13, 18, 21]:

H(s) = ¥(s) _ B(S) _ bmS™+bm_1S™ '+ +bis+by _
T x(s) A(S)  ansMtap_1s"l+etais+ap
_ b T24(s-2;) _ B(0) n  SB®) 59
T ao ML, Gs-p) A0 “Elpipy’ (2.29)
unde Z—"z k este coeficientul de transfer al sistemului, polinomul
0

B(s) = [Ijti(s —z) =0 se obtin radicinile z, care se numesc
zerourile lui H(s) si prezintd derivarea (anticiparea, accelerarea), iar
daca polinomul caracteristic A(s) = [[j=;(s —p;) =0 se obtin
radacinile p;, care sunt polii lui H(s) si sunt acumulatoare de energii
(inertia), independente intre ele, prezente in structura sistemului
automat si exprima intarzierea sistemului, A(p;) — derivata lui A(s).

Diferenta e = n — m este numitad excesul polilor n n raport cu
zerourile m, ce caracterizeaza inertia sistemului la momentul initial in
raport cu variatiile bruste ale intrarii x.

In cazul cand asupra sistemului actioneaza perturbatia p(t), iar
referinta x(t) = 0, similar se determina f.d.t. a sistemului in raport cu
perturbatia care va avea forma:

y(s) _ €s) CrSTHCr_18T 14 +cy S+
= < .
H (s) = p(s)  A(s)  ans"+ap_iS"l+-+ags+ag’ r=mn, (230)
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unde C(s) este polinomul perturbatiilor de gradul r, A(s) - polinomul
caracteristic al sistemului de gradul n si r < n conditia de cauzalitate.

Functiile de transfer (2.29)-(2.30) descriu sisteme statice, care
au regimul stationar determinat de relatia caracteristicii statice:

b
y = H(S)[s=0x = a—zx = kx,
(2.31)
Y = Hp()js=ob = 2P = kpP,

unde k = by/ag, k, = co/a, sunt coeficientii de transfer ai sistemului
automat in raport cu referinta x si perturbatia p.

Sistemele statice reprezinta numai sistemele de stabilizare.

Daca structura sistemului contine elemente integratoare, atunci
functia de transfer al sistemului are forma:

B(s) 1 B(s) 1
S __VHst(S):

sVA4(s) T sV A1(s) T s

H(s) =

_ 1 bmS™+bm—15™ 1 +--+bys+bg

SV aps™V+an_1s" V14 tags+ag’

(2.32)

unde v este numit gradul de astatism si indicd numarul de elemente
integratoare existente Tn canalul direct al structurii sistemului, B(s),
A, (s) — polinoamele sistemului static, Hg(s) = B(s)/A,(s) — f.d.t. a
sistemului static.

In sistemele automate astatice nu exista regim stationar in sensul
ca regim stationar in sistemele statice (2.29).

Tn sistemele automate cu astatism eroarea teoretic este egala cu
zero, 1ar practic eroarea este o marime micd constantd finitd, care nu
depinde de marimea de referinta si/sau perturbatie.

Sisteme automate astatice caracterizeaza sistemele de urmarire
si sistemele de conducere cu program.
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2.7 Semnale tipice si caracteristici temporale
ale sistemului automat

2.7.1 Clasificarea semnalelor de intrare

Sistemul automat in regim de functionare in timp este supus
diferitor actiuni ca semnale de intrare, care se prezintd ca functii pe
variabila independentd timp. Semnalele dupa modul de variatie in timp
si forma lor de prezentare ca model matematic se clasificd in semnale
deterministe si stocastice (aleatorii) [1, 4, 8, 11-13, 18, 21].

Semnalul determinist variaza dupa o lege in timp si se descrie
printr-un un model matematic ca functie de timp.

Semnalul stocastic variaza in timp aleatoriu si nu poate fi descris
de un model matematic. Daca valorile semnalelor deterministe si
stocastice sunt determinate la orice moment de timp, atunci sunt
semnale continue (analogice), iar daca valorile acestora se determina la
anumite momente de timp, sunt semnale discrete (esantionate).

La studierea teoreticd si experimentald a elementelor si
sistemelor automate se aplica semnale standard sau tipice, care descriu
semnalele reale mai larg utilizate cu modele matematice simple si care
pot fi usor simulate. Avantajul utilizarii acestor semnale tipice conduce
la unificarea calculelor si compararea rezultatelor studiilor sistemelor
automate.

Tn calitate de semnale de intrare, se utilizeaza larg semnalele
tipice de forma polinomiald prezentata prin suma unor termeni de tip
monom:

(-1

x(t) = 1) r =1, (2.33)

(r—=1)!

unde functia 1(t) este semnalul treapta unitara.

Din (2.33) se obtin cazurile particulare de urmatoarele semnale
tipice.

1. Functia treaptda x(t) = al(t) sau treaptd unitara x(t) = 1(t),
cand a = 1sir = 1, a este amplitudinea semnalului.

68



2. Functia rampa x(t) = at1(t) sau rampa unitara x(t) = t1(t)
cand a = 1sir = 2, a este viteza de crestere a semnalului.
3. Functia parabola x(t) = a(t?/2!)1(t) sau parabola de gradul
unu cand r = 2, a = 1, unde a este acceleratia de crestere a semnalului.
Functia parabola de gradul doi x(t) = a(t3/31)1(t), cand r = 3,
a = 1, a este acceleratia de gradul doi de crestere a semnalului.
Functia parabola de gradul arbitrar » — 1 se descrie prin relatia
x(t) =a(t™1/(r — 1)D)1(t), a este acceleratia de gradul r — 1 de
crestere a semnalului.
4. Impuls dreptunghiular (impuls ideal unitar sau §(t) impuls).
Tn anexa 1 se dau expresiile analitice ale semnalelor de timp
continuu si imaginea Laplace.
In continuare, este expusd actiunea semnalelor tipice asupra
sistemului si se analizeaza raspunsul sistemului ca functii de timp.

2.7.2 Semnal treaptd unitara si raspunsul indicial

Semnalul treapta se prezintda in forma x(t) = al(t) si este
actiunea care creste brusc de la zero pand la amplitudinea a, care in
continuare ramane constanta (fig. 2.9, a).

Daca amplitudinea a = 1, semnalul se numeste treapta unitara si
se descrie de relatia:

0, t<0,
x(t) ={1' o (2.34)

unde semnalul treapta unitard exprima valoarea semnalului ca valoare
relativa 100 %.

Se considerd sistemul automat cu conditiile initiale nule (fig.
2.1) si asupra lui actioneaza semnalul treaptd unitara x(t) = 1(t)
(fig.2.9, a), care forteaza sistemul sa treaca din starea initiala nula Tn
regimul stationar hg, si se inregistreaza raspunsul indicial al sistemului
(fig. 2.9, b).

In figura 2.9, b) sunt reprezentate doud raspunsuri indiciale 1 si
2 ale sistemului, care indicda modul de transfer al sistemului din starea
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initiala nula in starea de functionare ca regim stationar hg; = 1 (100 %).
Alura 1 se numeste raspuns indicial oscilant amortizat, iar alura 2 —
raspuns indicial aperiodic.
""'l{t)
1

t

a)
1“h(t)/\1 o~ st

2

Y

-
>

b)
Fig. 2.9. Semnal treapta unitara a) si raspunsuri indiciale b)

Raspunsurile indiciale sunt solutia ecuatiei diferentiale
construitd in timp, cand la intrarea sistemului actioneaza semnalul
treapta unitara.

Semnalul treaptd se utilizeazd pentru experimentarea si calculul
sistemelor de stabilizare, datorita faptului ca aceste semnale modeleaza
adecvat actiunile reale asupra sistemului.

Imaginea Laplace a semnalului treapta unitara este:

r(s) = l (2.35)

2.7.3 Semnal rampa unitara si raspunsul tranzitoriu

Semnalul rampa unitara (fig. 2.10, a, curba 1) este o functie
proportionala timpului si trasatda sub 45° in raport cu axa abscicelor
descrisa de relatia:

x(t) =t1(t),0 <t < oo, (2.36)

care actioneaza asupra sistemului cu conditiile initiale nule si impune ca
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raspunsul sa urmeze cat mai fidel semnalul de intrare (fig. 2.10, b).

llx{t) 3 9 .
1
750 t =
a) o
Yy(1) X
Y2 Vs
t-.
b) "

Fig. 2.10. Semnale rampa unitara, parabole a) si procese indiciale b)

Aceste semnale de intrare se aplica preponderent pentru sisteme
de urmarire si sisteme cu conducere cu program.

La iesirea sistemului existd doud tipuri de raspunsuri: y; CuU
eroare constanta € = x — y; si y, cu eroare variabila €(t) = x — y,(t).

Tn figura 2.10, a) sunt reprezentate semnale de intrare de tipul
parabold de gradul unu curba 2 si parabola de gradul doi curba 3, scrise
de relatiile respective:

2
x(t) =2 1(t), 0 < t < oo, (2.37)
x(®) =S 1(0), 0 <t < oo, (2.38)
Semnalul de intrare parabola de gradul r — 1 se prezinta in
forma:
(-1
x(t) = = 1(t), 05t < oo, (2.39)

Imaginea Laplace a semnalului rampa unitara (2.37) este:

r(s) = =, (2.40)
71



iar pentru parabola de gradul unu, doi si de gradul r f.d.t. respective
sunt:

1 1 1
r(s) = = r(s) = ot r(s) = = 4, (2.41)
2.7.4 Semnal impuls dreptunghiular si functia pondere
Semnalul impuls dreptunghiular (fig. 2.11, a) este impulsul cu
parametrii amplitudinea a mare, durata T = t, — t; mica, in comparatie

cu inertia mare a sistemului si aria S = ta, care se aplica la intrarea
sistemului cu conditiile initiale nule si se inregistreaza raspunsul (fig.

2.11, b).
x(t) r Y
<t a

t
IR ]
w(t)é |
BEEDNE >

Fig. 2.11. Semnal impuls dreptunghiular a)
si functia pondere a sistemului b)

Actiunea semnalului impuls dreptunghiular se prezenta in modul
urmator: frontul impulsului este semnal treaptd pe durata impulsului si
actioneaza asupra sistemului, care trece din starea initiald in starea
doritd, iar la stingerea impulsului sistemul trece din starea doritd in
starea initiala si alura obtinuta se numeste functie pondere w(t) = y(t)
(fig. 2.11, b).

Modelul impulsului dreptunghiular se idealizeaza ca impuls
ideal numit &(t) impuls (impuls Dirac), care are parametrii:
amplitudinea a — oo, durata T— 0 si aria S =1 determinata de
integrala:

S=[78(t)dt=1. (2.42)
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Functia indiciala si functia pondere ale sistemului automat sunt
caracteristicile temporale principale ale sistemului care se calculeaza
reciproc.

Functia pondere este egala cu derivata raspunsului indicial:

dh(t)

si invers, raspunsul indicial este egal cu integrala de la functia pondere:
R(®) = [, w(®) dt. (2.44)

Dacd un semnal arbitrar de intrare x(t) prezentat ca o
succesiune continua de impulsuri de duratd mica x(t)6(t — 1), care au
aria x(t)dtsi actioneaza asupra sistemului numai in momentele de
timp T =t, unde 0 < t < oo, atunci raspunsul sistemului se calculeaza
ca suma totald a functiilor pondere cu integrala de convolutie de forma:

y(t) = foTx(r)W(t —1dt = fOTx(t —Dw(t)dr. (2.45)
Deoarece raspunsul sistemului nu poate anticipa cauza (conditia

de realizabilitate fizica) functia pondere w(t) = 0lat < 0.
Functia de transfer de la 6(t) impuls este egald cu unitatea:

H(s) = [ 8(e~stdt = 1. (2.46)

Functia de transfer a sistemului este transformata Laplace de la
functia pondere:

H(s) = [ w(De tdt. (2.47)

2.8 Raspunsuri indiciale ale elementelor
si sistemelor automate

Raspunsurile indiciale ale elementelor si sistemelor se obtin prin

73



doua metode: metoda analitica si metoda experimentala.

Metoda analiticd se reduce la determinarea ecuatiei diferentiale
a elementului sau sistemului si obtinerea solutiei, care reprezinta
raspunsul indicial al sistemului.

Metoda experimentald constd in aplicarea semnalelor tipice
temporale semnal treapta unitard sau impuls dreptunghiular la intrarea
elementului sau sistemului in conditii initiale nule, Tnregistrarea
raspunsului si prelucrarea acestor semnale pentru identificarea
modelului matematic si a parametrilor acestuia.

In continuare, pentru determinarea pe cale experimentald a
raspunsurilor indiciale ale elementelor tipice se utilizeaza schema bloc
de simulare (fig. 2.12) a elementului si ridicarea raspunsului indicial.

A 1 2 hit) 3
1(t) » Element
¢ dinamic t
+—"%»

Fig. 2.12. Schema bloc de simulare a elementului dinamic

Y

La intrarea elementului dinamic tipic 2 in conditii initiale nule
se aplicd semnalul treapta unitara x(t) = 1(t) elaborat de elementul 1
si se inregistreaza raspunsul indicial h(t) cu elementul 3. Tn continuare,
alura raspunsului indicial al elementului sau sistemului se utilizeaza
pentru caracterizarea proprietatilor statice si dinamice - regimurile de
functionare tranzitoriu si stationar si determinarea modelului matematic
in forma functiei de transfer. Dupa structura din figura 2.12, aplicand la
intrare semnalul impuls, se ridica si functia pondere a elementului sau
sistemului automat.

2.9 Semnale armonice si functii frecventiale
ale sistemului automat

In conditii reale asupra sistemului automat actioneazi semnale
care se modeleazd ca semnale armonice reprezentate prin sinusoida sau
cosinusoida [1, 4, 8, 11-13, 16-21]. Se considera sistemul automat
asupra caruia in momentul de timp t =0 actioneazd semnalul
sinusoidal cu amplitudinea X si pulsatia w (fig. 2.13) de forma:
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x(t) = Xsinwt, (2.48)

in care pulsatia w este un parametru real si poate lua orice valori fixate
dingama 0 < w < oco. Pulsatia w are dimensiunea rad/s.

T =
x{t)._r(t}/ N A

At AN

S/ X N\ \{I(t) T =21m/w A/ - \ \
i f 5 / L ,

/ ¥ X \. i vl ¥ \§
s ty \\‘\ / jff tz \\
\ y
N L1/

\\

-

Fig. 2.13. Semnal de intrare sinusoidal x(t)
si raspunsul sistemului y(t)

Exista relatia intre pulsatie si frecventa de retea w = 2mf, unde
frecventa are dimensiunea 1/s. Rezultd cd pulsatia si frecventa au
aceeasi dimensiune, ceea ce nu face o distinctie speciald intre pulsatie si
frecventa.

Dupd un anumit timp, necesar pentru stabilizarea procesului
tranzitoriu, la iesirea sistemului se obtine un regim oscilant neamortizat
sinusoidal cu aceeasi pulsatie w, dar cu altd amplitudine Y si cu un
defazaj o (fig. 2.13) de forma:

y(t) = Ysin(wt + @), (2.49)

unde ¢ = (At/T)360 este defazajul dintre semnalul de iesire si
semnalul de intrare, care se determina de inertia sistemului si exprima
intarzierea.

Perioada oscilatiilor T reprezintd distanta dintre doud
amplitudini succesive ale semnalului x(t) la momentele de timp t; si
t,:T =t, — tq, iar frecventa se determina dupa relatia w = 2n/T si
T =2n/w.

Repetand experimentul de aplicare a semnalului de intrare cu
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amplitudinea constanta, dar diverse valori ale pulsatiei w din intervalul
0--- o0, se constatd ca amplitudinea si defazajul raspunsului sistemului
sunt functii de pulsatia w si proprietatile interne ale sistemului.

Functiile trigonometrice (2.48) si (2.49) se inlocuiesc cu functii
complexe prin valorile complexe cu aceiasi parametri — amplitudine,
frecventa si faza:

Xsinwt = Xe/®t, Ysin(wt + @) = Ye/®le/®@) — (2,50)

Functia frecventiald a sistemului se obtine prin raportul dintre
raspunsul sistemului si semnalul de intrare (2.50):

y(t) _ vsin(wt+@) _ vel©®teio(®@)
x(®)  Xsinot  Xelot

H(jw) = = A(@)e*@ =

= |H(jw)|e/*©@) = A(w)(cosp(w) + jsing(w)) =
= A(w)cosp(w) + jA(w)sinp(w) = P(w) +jQ(w), (2.51)

unde A(w) = Y/X este raportul amplitudinii semnalului de iesire la
amplitudinea semnalului de intrare, care depinde de modificarea
pulsatiei w si reprezintd caracteristica amplitudine-frecventd sau
atenuare-frecventd, care este atenuarea raspunsului la frecventa si se
masoara in deciBell (dB), ¢(w) = argH(jw) — caracteristica faza-
frecventd sau faza raspunsului la frecventa, care reprezintd defazajul
madrimii de iesire In raport cu intrarea §i se masoara in grade, mai rar in
radiani, j = v/—1 - unitatea imaginari, w — pulsatia care variazi de la
— 0400, /@ = cosp(w) + jsing(w), P(w) = A(w)cose(w),
Q(w) = A(w)sinp(w) - partea reald si imaginard ca functii
frecventiale, H(jw) este locul de transfer sau functia amplitudine-faza
frecventa (hodograf), care este raspunsul la frecventa, |H(jw)| -
modulul.

Locul de transfer al sistemului stabil Tn conditii initiale nule se
determina ca transformata Fourier din functia de transfer H(s),
substituind s = jw si se obtine:
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y(jw) _ , B(]m) _ jo(w) —
o = Hiw) =222 = P(w) +jQ(w) = A(w)e

= A(w)cos@(w) + jA(w)sinp(w), (2.52)

unde P(w) = A(w)cosp(w), Q(w) = A(w)sing(w).
Locul de transfer reprezinta hodograful functiei H(jw), care se
construieste in sistemul de coordonate P(w) — Q(w) sau sistemul polar

A(w) — o(w) (fig. 2.14).

tio(w)
" Dw = P(w1) _ P(w)
p(w,) | Jw=0"
()
Q(wy) :
__________ s

Fig. 2.14. Locul de transfer al sistemului

Functiile frecventiale A(w) si @(w) se calculeaza prin relatiile:

A(w) = [H(jo)| = P2(0) + Q*(w), (2.53)

unde |H(jw)| este modulul locului de transfer:

¢(w) = argH(jw) = arctg %. (2.54)

Pentru construirea functiei A(w) in scara naturala calculele
devin dificile datorita valorilor mari ale lui w = 0 -+ co. Calculele devin
simple daca aceastd caracteristicd se construieste in scard logaritmica:
pe axa ordonatelor se utilizeaza 20IgA(w) = 20Ig|H(jw)| = L(w) dB,
iar pe axa absciselor se utilizeazd 1gw cu unitatea de masurd decada,
care reprezinta modificarea valorii lui w de 10 ori: 0,1; 1; 10; 100; 1000

etc. si se prezintd ca intervale constante, iar pe axa se indica lgl = 0;
1g10 = 1;1g100 = 2; 1g1000 = 3 etc.
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Deoarece 1gw|,=9 = —0, axa ordonatelor se traseaza printr-un
punct arbitrar.

Caracteristica L(w) se prezinta din segmente paralele la axa
absciselor si segmente cu unghi +20 dB/decadd, ce corespunde
unghiului defazajului @(w) = ig = +90°.

Daca f.d.t. H(s) este in forma factorizatd, atunci si locul de
transfer va fi de aceeasi forma si functiile amplitudine (modulul) si faza
se calculeaza prin relatiile:

A(w) = [HGw)| = 2225, (2.55)

¢o(w) = argH(jw) =argB(jw) — argA(jw). (2.56)

Transferul intrare-iesire al sistemului din (2.52) in forma:

y(jw) = Hjw)x(jw), (2.57)

unde y(jw) se numeste densitatea spectrala a marimii de iesire, |y(jw)|
— densitatea spectrala de amplitudine, H(jw) — raspunsul la frecventa,
x(jw) — densitatea spectrald a marimii de intrare.

Expresia (2.57) exprimda modul de transformare a densitatii
spectrale a marimii de intrare x(jw) in densitatea spectrald a marimii de
iesire y(jw) prin raspunsul la frecventda H(jw) al sistemului, care
evidentiaza comportarea sistemului in domeniul frecventelor ca un
filtru.

Locul de transfer al sistemului se determind cu transformata
Fourier de la functia pondere prin relatia:

o .
j = —Jjot
H(jow) = [, w(t)e /*tdt.
Exemplul 2.6. Se considera functia de transfer a unui sistem automat static cu

date numerice prezentata in forma:

H(S) — @ _ bos+bq _ 55+7

A(s)  ags3+aqs?+azs+az  3s3+8s2+9s+2’
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Se cere si se determine forma analitica si grafica a locului de transfer ale
sistemului automat.

Solutionare. Pentru a obtine locul de transfer H(jw) in forma analitica al
sistemului automat, in functia de transfer H(s) se utilizeaza substitutia variabilei s =
= jw si se calculeazd ca functie complexa, evidentiind partea reala si imaginara ca
functii de frecventa w si, folosind proprietatile pentru unitatea imaginara j = v—1,

j? = -1, j3 = —j, se obtine:

H(jw) = B(jw) _ bojw+by _ Jjbow+by —
A(jw) ag(jw)3+aq(jw)2+a,jw+as —jagw3-a w?+jaw+az
b1+jbow (az—a,w?)—jazw-agw®) _

T (a3-a102)+j(a,0-a0w3) (a3-a102)—j(az0-aow?)

_ bi(az—a10%)—jb1(azw-ag03)+jbow(az—a;w?)+bow(azw—agw3) _

(a3-a1w2)2+(aw-agw?)?

_ bi(az—a10%)+byw(azw-agw®) | .-bi(azw-agw®)+bow(az—ajw?) _

= +J = P(w) +jQ(w),

(a3—a;02)2+(azw-agw?)? (a3-a102)2+(azw-agw?)?

unde partea reald si imaginara au forma:

bi(az—a;w?)+byw(aw—agw’3 7(2-8w?)+5w(9w—3w3
P(w)=1(31)°(2 ow”) _ 7( ) ( )

(a3—a102)2+(az0-agw3)2  (2-8w2)2+(9w—3w3)?2 '’
0(w) = —bi(azw—apw3)+bow(az—a;w?) _ —7(9w—-3w3)+5w(2—8w?)
T (a3-a102)2+(az0-a03)2 (2-802)2+(9w—3w3)2

Tn continuare, se variazia o = 0 -+ o si se calculeaza functiile P(w), Q(w),
care se dau n tabelul 2.4.

Tabelul 2.4. Calculul locului de transfer H(jw)
® 0 |01 02(03(05(10({20|50|100 | w

— 00
P(w) | 353199 .. | .. .. | [ [ -0 [-0
Qw) |0 [1184 .. | .. [ .. |~ [ [ -0 [-0

Dupa datele din tabelul 2.4 in scara se construieste locul de transfer H(jw)
reprezentat in figura 2.15.m
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Fig. 2.15. Alura locului de transfer H(jw) al sistemului automat

2.10 Elemente dinamice de transfer
2.10.1 Elemente dinamice tipice

Sistemele cu conducere automatd reprezintd un ansamblu de
elemente functionale conectate intr-un mod anumit pentru ca sistemul
sa functioneze. Aceste elemente indeplinesc anumite functii (de
masurare, de amplificare, de executie etc.) si se deosebesc dupa
principiul de actiune, constructie si natura fizica (electrice, termice,
hidraulice etc.).

Dinamica sistemului depinde de proprictatile interne ale
elementelor sistemului, care se descriu de ecuatiile transferului intrare-
iesire in timp si care descriu matematic procesele fizice din aceste
elemente (adunarea, scaderea, produsul, derivarea, integrarea etc.).
Avand diferite destinatii, principii de functionare, constructii si natura
fizica, elementele sistemelor pot fi descrise prin aceleasi ecuatii integro-
diferentiale, functii de timp (procese tranzitorii sau pondere care
reprezinta raspunsul sistemului sau elementului la semnalul de intrare),
functii de transfer si functii frecventiale [1, 4, 8, 13, 18, 21].

Elementele care se descriu prin acelasi tip de ecuatii integro-
diferentiale sau functii de transfer, dar care se deosebesc numai prin
valorile numerice ale parametrilor, se numesc elemente dinamice (ED)
de transfer de acelasi tip. Elementele dinamice tipice se descriu, de
reguld, prin ecuatii diferentiale de ordinul nu mai mare decét doi, functii
de timp, functii de transfer si functii frecventiale.

Se considera elementul dinamic cu o intrare si o iesire (fig. 2.16,
a) cu modelul matematic ecuatia diferentiald de ordinul doi pe intrare si
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agy(t)+a,y(t) + ayy(t) = bok(t) + byx(t) + byx(t), (2.58)

unde x(t), x(t), ¥(t) sunt semnalul de intrare si derivatele lui de
ordinul unu si doi, y(t), y(t) y(t) — semnalul de iesire si derivatele lui
de ordinul unu si doi.

y(t)

x(t)
—| ED [|[—»

Fig. 2.16. Element dinamic

Coeficientii  ay,a; reprezinta proprictatile interne ale
elementului si sunt constante de timp (cu dimensiunea secunda la
puterea egala cu ordinul derivatei), coeficientii by, b; reprezintd
proprictatile semnalului de intrare si sunt constante de timp (cu
dimensiunea secunda la puterea egala cu ordinul derivatei), coeficientii
a, si b, au dimensiunea in functie de raportul dimensiunilor marimii de
iesire la marimea de intrare.

Elementul dinamic (2.58) contine in partea stanga si partea
dreaptda suma componentelor - abaterea, prima si a doua derivatd a
marimii de iesire si @ marimi de intrare respectiv. In figura 2.16, b) este
dat cazul raspunsului elementului la momentul de timp t prin punctul
M(-) = M(Ay,Ay,Ajy) cu cele trei componente care actioneaza la
iesirea lui.

Din (2.58) se obtin mai multe elemente dinamice simple,
compuse din diferite componente ale termenilor din stanga si dreapta
ale expresiei. Din (2.58) se evidentiaza 5 elemente dinamice de transfer
tipice de baza, care se clasifica dupa proprietatile interne si operatiile
efectuate, fiind numite conform acestor proprietati.

Clasificarea elementelor tipice se efectueazd si dupd ordinul
derivatei marimii de iesire si marimii de intrare: ordinul zero, unu si
doi.

Pentru elementele dinamice tipice se prezintd ecuatia
diferentiala, forma operationala cu operatorii B(p) si A(p), functia de
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transfer substituind p =s si polinoamele B (s) si A(s), expresia
analiticd si rdspunsul indicial la semnal de intrare treaptd unitara,
expresia analitica a functiei pondere ca raspunus la semnal impuls
unitar si functiile analitice si caracteristicile frecventiale, substituind
s = jw in functia de transfer.

2.10.2 Element ideal

Elementul dinamic ideal sau proportional (nu are inertic) Se
obtine din (2.58) ca ecuatie diferentiald de ordinul zero:

a,y(t) = byx(t), (2.59)

care se aduce la forma standard (cu coeficientul pe langa y(t) a, = 1),
impartind termenii din stanga si dreapta la coeficientul a, si se obtine:

y(t) = kx(t), k = b,/a,, (2.60)

unde k >0 este numit coeficient de transfer cu dimensiunea
determinata de raportul dimensiunilor marimii de iesire la marimea de
intrare;

_y®
k=25 (2.61)

Tn cazul cand dimensiunile lui y(t) si x(t) sunt aceleasi, atunci
k se numeste factor (coeficient) de amplificare, care este adimensional.

Drept exemple servesc diverse elemente functionale la care
inertia este o marime micd neglijabila (amplificatoare electronice,
traductoare etc.).

Forma operationald si functia de transfer:

y = kx, B(p) = k, A(p) = 1, (2.62)
(s) _ __B(s) _ . _
X H =22 =k B() =k A =1  (263)

82



La intrarea elementului ideal se aplica semnal treaptd unitara
(fig. 2.17, a) si se ridica raspunsul indicial (fig. 2.17, b).
Raspunsul indicial si functia pondere Se descriu prin relatiile:

h(t) = k1(0), (2.64)
w(t) = 2 = k5(1). (2.65)
F
rMO) h(t) e
k
t. . t.
a) g b) g
A A
jQ (w) Alw)
Ll k .
< > k
w=0--00 P(w) w
H(j " -
(jw) 0 . d)
AL(w) @(w)
L [.l.) .
201gk a2 \
v 1gu-:r= _9g°
e) i)

Fig. 2.17. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului ideal

Functiile si caracteristicile frecventiale:

H(jw) = P(w) +jQ(w) =k, P(w) =k, Q(w) = 0,

A(w) = /P2(@) + Q%(w) = k, (2.66)

¢o(w) = argH(jw) =arctg% = 0.
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Variind pulsatia w = 0---00 se calculeazd -caracteristicile
frecventiale P(w), Q(w), A(w), @(w) care se dau n tabelul 2.5.

Dupa datele din tabelul 2.5 se construiesc caracteristicile
frecventiale (fig. 2.17, c)-f): ¢ - locul de transfer H(jw), d —
amplitudine-pulsatic A(w), e - logaritmica L(w) = 20lgk, f - faza-
pulsatie @(w).

Tabelul 2.5. Functii frecventiale

Functia Date numerice

w 0 Wy 00
P(w) k k k
Q(w) 0 0 0
A(w) k k k
o (w) 0 >0 —90°

Caracteristicile frecventiale ale elementului ideal nu sunt functii de
pulsatia w. Locul de transfer H(jw) la variatia lui w = 0-- o0
reprezintd un punct (ghem) alocat pe axa absciselor la distanta k.
Caracteristicile A(w) si L(w) reprezinta o dreapta alocatd in cadranul
unu, care intersecteaza axa ordonatelor la distanta k si 201gk respectiv.

Caracteristica de faza @(w) coincide cu axa absciselor numai in
gama de pulsatii 0 < w < ws. Pulsatia w; este numitd pulsatie de
frangere (tdiere) si la valorile lui w > wy elementul ideal se transforma
n element cu inertie de ordinul unu.

Rezulta ca elementul ideal este un filtru ideal si1 aproximeaza
elemente si sisteme fara inertie, care au caracteristicile A(w) = const si
@(w) =~ 0 pe domenii largi de frecvente w = 0 -*- wy.

2.10.3 Element cu inertie de ordinul unu
Elementul cu inertie (intarziere) de ordinul unu are inertie si

amplifica raspunsul semnalului de intrare, descris de ecuatia diferentiala
de ordinul unu in raport cu iesirea si reprezentat in forma:

a,y(t) + ay(t) = byx (1), (2.67)
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care se aduce la forma standard (cu coeficientul pe langa y(t) a, = 1),
impartind termenii din stanga si dreapta la coeficientul a, si se obtine:

Ty(®) +y(t) = kx(t), k = Z—Z T=2, (2.68)

unde k > 0 este coeficientul de transfer, T > 0 — constanta de timp cu
dimensiunea secunda.

Drept exemple pot servi diverse elemente care functioneaza cu
inertia de ordinul unu (amplificatoare electronice, pneumatice,
hidraulice, traductoare, elemente de actionare etc.).

Forma operationala si functia de transfer:

y= Tp+1x B(p) =k, A(p) =Tp + 1, (2.69)
y(s) _ _ Bl _
e H(s) = 2o = TorT B(s)=k,A(s)=Tp+1. (2.70)
Elementul cu inertie de ordinul unu are polul p = s = —1/T.

Raspunsul indicial (fig. 2.18, a) si functia pondere se descriu:

h(t) = k(1 —e T)1(0D), (2.71)

dh(t) k
T

w(t) = —e tD1(t). (2.72)

Pentru calculul constantei de timp T a elementului cu inertie de
ordinul unu pe curbd, se alege un punct arbitrar si la acest punct se
traseaza tangenta care sa intersecteze regimul stationar hg si axa
absciselor si proiectia tangentei pe axa absciselor reprezinta valoarea
constantei de timp.

In figura 2.18, a) tangenta s-a trasat la curba in origine, astfel, se
explica sensul fizic al constantei de timp.

Miscarea cu viteza constanta pe durata constantei de timp atinge
regimul stationar hg.

Constanta de timp a elementului cu inertie se determind si dupa
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valoarea de 0.632hg; = 0.632k.
Functiile si caracteristicile frecventiale:

1-Tjw k .
H(jw) = HTjo1-Tjo 14722 J 1+szz = P(w) —jQ(w),
P(®) = 1 Q@) = 11100
2 2
— 2 2 _ k kTw _ k
Aw) = P2(0) + Q*(w) = \/(1+T2w2) + (1+T2w2) © V1+T20?’
(2.73)
kT w
¢(w) = arctg g( = arctg 292 = _arctg(Tw),
(@) 1+T2 w2
L(w) = 20lg A(w) = 20lg k — 20lg VI + T2w?.
A
h(t) he,
/—’—'_ X
0.632h k
v t
-+ T= a)
A
JQ(w) 5 k"‘A(m)
: % Pw) kN2]77C
w=w1E/2 fw=0 i
—k H(jo) ' w
] w >
2 We b) Wy c)
to(w)
[o'.) | .
Ll Y\ | Of
Y —90°
lgwy d)\ e)

Fig. 2.18. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului cu inertie de ordinul unu
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Se variaza pulsatia w = 0--- o0 si se calculeaza caracteristicile
frecventiale P(w), Q(w), A(w), @(w) care se dau n tabelul 2.6.

Dupa datele din tabelul 2.6 se construiesc caracteristicile date Tn
figura 2.18, b)-e): b — locul de transfer H(jw), ¢ — amplitudine-pulsatie
A(w), d — caracteristica logaritmica L(w) = 20IgA(w), e — faza-
pulsatie @(w).

Tabelul 2.6. Functii frecventiale

Functia Date numerice

w 0 wr=1/T 00
P(w) k k/2 0
Q(w) -0 —k/2 -0
A(w) k k/\?2 0
¢(w) 0 —45° —90°

Locul de transfer H(jw) reprezinta o semicircumferintad situata
in cadranul 4 cu raza k/2. Caracteristica atenuare-frecventa A(w) in
scara logaritmicd se aproximeaza cu doud asimptote care se
intersecteaza in punctul de fringere cu coordonatele (Igwy, 20Igk), unde
frecventa de frangere wy = 1/T.

Prima asimptota este situata in cadranul unu si intersecteaza axa
ordonatelor la 20lgk, iar a doua asimptota este trasata prin punctul de
frangere cu panta —20 dB/dec. Eroarea de aproximare a caracteristicii
continue cu cea logaritmica in punctul de frangere se calculeaza prin
relatia A(oof) = A(1/T) = 20lgV2 = 3 dB. Caracteristica de fazi are
defazajul —90°. La valoarea lui w = wy = 1/T caracteristica de faza
p(w) = @(1/T) = —45°,

Alura L(w) reprezintd caracteristica unui filtru trece-jos cu
banda de frecvente w = 0 --- wy.

2.10.4 Element integrator
Elementul integrator insumeaza raspunsul la semnalul de intrare
pe durata unui anumit timp, descris prin ecuatia diferentiala de ordinul

unu pe marimea de iesire de forma:
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a,y(t) = byx(t), (2.74)

care se aduce la forma standard (cu coeficientul b, = 1), impartind
expresia la coeficientul b, si integrand-0, se obtine ecuatia integrala:

y(t) = Tl [ x(tdt, T, = % (2.75)

unde T; > 0 este numita constanta de timp de integrare, secunda.

Drept exemple pot servi motorul de curent continuu pe
transferul intrare-tensiune rotoricd si iesire-unghiul de deplasare a
rotorului (fig. 2.19, a), circuitul electric pasiv RC cu o constanta de timp
T; = RC (fig. 2.19, b), unde transferul tensiunea de intrare u,- tensiunea
de iesire u, se descrie prin relatia (2.75) si elementul acumulator este
condensatorul cu capacitatea C.

Observatie. Proprietatea de integrare exista in toate obiectele de
reglare, in care se acumuleaza energie sau substanta fara a fi transmisa
n mediul exterior.

b)
Fig. 2.19. Elemente integratoare

Exemplul 2.7. Se considera un rezervor cu acumulare de lichid cu sectiunea
transversald S, m2, in care mirimea de intrare este fluxul lichidului Q(t) introdus n
rezervor, iar marimea de iesire este nivelul lichidului L(t) n rezervor [11].

Se cere si se determine modelul ecuatiei care descrie dinamica acestui
proces.

Solutionare. Ecuatia bilantului lichidului n rezervor stabileste legatura
functionala de crestere a nivelului AL pe durata timpului At prezentata in forma:

SAL() = Q(t)At.

Ecuatia bilantului se prezinta ca ecuatie diferentiala in conditia At = dt si
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AL(t) = dL(t):

dL() 1

Tar - s2Wdt

si In forma integrala:
L(D) = $J Q(0dt = - [ @(dt = k; [ Q(®)dr,

incare S = T; > 0 este constanta de timp de integrare, k; = 1/S = 1/T;.m
Forma operationala si functia de transfer:

y=7-%B(p) =1,4(p) = Tp. (2.76)

ye) _ _BO _ 1 _ ki 1L = =Ts =
%—H(S) _A(s)_Tis_ S’kl _Ti’B(S) - 1,A(S’) _TLS_O'
2.77)

Elementul integrator are polul p = s = 1/T; = 0.
Raspunsul indicial (fig. 2.20, a) si functia pondere Se descriu:

h(t) = —t1(t) = k;t1(8), (2.78)
w(t) = 282 = 21(8) = k;1(0). (2.79)

Pentru calculul constantei T; de timp de integrare, pe axa
ordonatelor se indica unitatea, care se regdseste pe alurd si acest punct
se proiecteaza pe axa absciselor. Astfel, segmentul pe axa timpului de la
origine pana la intersectie reprezinta constanta de timp de integrare.

Cu cat este mai mare unghiul format de dreapta si axa timpului,
cu atat mai mica va fi constanta de timp de integrare, si invers.

Functiile si caracteristicile frecventiale:

. _ 1 _Tij(l)__.Ti(l) __L
H(](l)) - Tij(.l) —Tij(x) - J Tisz - ] T;w'
1
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A@) =P+ @ = [(-5) =5 =% @)

Tiw Tiw
o(w) = arctg% = arctgw = —90°,
L(w) = 20lg A(w) = 201gk; — 20lg w.
'"'h (f)
1 >
Y t -
PN T
. A A(w)
A
jQ (w) P(w)
w = ca g
F 9
H(jw)
m | .
w=0 b) -
$o(w) ©
5 >
leg oo
e)

Fig. 2.20. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului integrator

Variind pulsatia w = 0---c0 se calculeazd si se construiesc
caracteristicile frecventiale Q(w), A(w), L(w) ¢(w), care sunt
reprezentate in figura 2.20, b)-e): b — locul de transfer H(jw), ¢ —
amplitudine-pulsatic A(w), d — amplitudine in scard logaritmica
L(w) = 20IgA(w) = 20Igk;, e — faza-pulsatie @(w). Locul de transfer
H(w) coincide cu semiaxa negativa a axei ordonatelor, care la valoarea
w = 0 Tncepe de la —oo si la w = oo se termina in origine.
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Caracteristica A(w) reprezinta o hiperbola, care la valoarea w =
0 incepe de la o si la w = oo tinde la 0, iar cea logaritmica L(w)
reprezintd o dreapta trasata prin punctul cu ordonata 201gk; si pe axa
absciselor w = 1 cu panta —20 dB/dec. Caracteristica de fazd @(w)
prezinta asimptota in cadranul 4, care este paralela axei absciselor, fiind
deplasata la —90° pe axa ordonatelor si care are defazajul uniform
pentru tot intervalul de frecvente. Elementul integrator prezinta filtru
trece-jos.

2.10.5 Element derivator

Elementul derivator ideal la care raspunsul la semnalul de
intrare este proportional derivatei (vitezei) semnalului de intrare, descris
de ecuatia diferentiala de ordinul unu pe marimea de intrare de forma:

a;y(t) = byx(t), (2.81)

care se aduce la forma standard (cu coeficientul pe langa y(t) a, = 1),
raportdnd termenii din stanga si dreapta la coeficientul a, si se obtine
ecuatia diferentiala:

y(©) = Tak(0), Ta = 2, (2.82)
unde T; > 0 este constanta de timp de derivare cu dimensiunea
secunda.

Elementul (2.82) este un element derivator ideal, care in practica
nu se realizeaza. Pentru obtinerea derivatorului real la derivatorul ideal
(2.82), in partea stanga se adaugd o componenta cu inertie relativ mica
pe langa derivata marimii de iesire si ecuatia diferentiald are forma:

. b,

unde Ty > 0 este constanta de timp de inertie sau de filtrare.
Ca exemple de elemente derivatoare in figura 2.21 sunt
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reprezentate circuitul electric al unei bobine cu inductanta L si
rezistenta conductorului R (fig. 2.21, a) cu constanta de timp de
derivare T; = RL) si circuitul electric alcatuit din condensatorul cu
capacitatea C si rezistenta R (fig. 2.21, b) cu constanta de timp de
derivare T; = CR.

Forma operationald si functia de transfer ale elementului
derivator ideal:

y =Tapx, B(p) = Typ, A(p) = 1. (2.84)

y(s) _ B(s)
E = H(S) A( ) = Tds B(S) = Tds = 0 A(S) = 1 (285)

care are zeroul egal cu zero z = s = 0.

Fig. 2.21. Elemente derivatoare
Raspunsul indicial (fig. 2.22, a, dreapta 1) si functia pondere:

dl(t)

h(t) = T;—— = T, 6(t) = k&(¢t), (2.86)
dh(t) as(t) _ , ds(t)
w(t) = =Tqa— = k — (2.87)

Functiile si caracteristicile frecventiale ale elementului derivator
ideal:

H(jw) = Tgjw, P(w) =0, Q(w) = jTyw,

A(0) = /P2(0) + Q%(w) = /(T4w)? = Ty», (2.88)
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Q(w)

o) _ Ta® _ gno
P(w)—arctg o = 90°,

¢(w) = arctg

L(w) = 20lg A(w) = 201gT,;w.

Se variaza pulsatia w = 0-:- o0, se calculeaza si se construiesc
caracteristicile frecventiale P(w), Q(w), A(w), L(w), @(w), care sunt
reprezentate in figura 2.22, b)-e) (curbele 1 — element ideal, curbele 2 —
element real): b — locul de transfer H(jw), ¢ — amplitudine-pulsatie
A(w), d — caracteristica amplitudine in scara logaritmica L(w) =
20lgA(w) = 201gT, w, e — faza-pulsatie @(w).

S0t £
® X
t .
“A{[.l.))
L SO —
T 2
[-'J -
0 Ll
c)
A p(w) 1
90°
45°F - 5 ©
0 w,=1/T >
e)

Fig. 2.22. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului derivator ideal si real

Locul de transfer H(jw) coincide cu semiaxa pozitivda a
ordonatelor (curba 1), care la valoarea w = 0 incepe dela 0 sila w =
= oo tinde la co. Caracteristica A(w) reprezinta o dreaptd sub un unghi
n raport cu axa absciselor (curba 1), care la valoarea w = 0 Tncepe de
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la 0 si la w = oo tinde la oo. Caracteristica L(w) reprezintd o dreapta
trasatd prin punctul cu coordonatele (0, Igk~1) cu panta 20 dB/dec
(curba 1).

Caracteristica de faza @(w) prezinta asimptota 1 paralela axei
absciselor si Incepe pe axa ordonatelor, fiind deplasata la 90°, care are
defazajul uniform pentru tot intervalul de frecvente.

Elementul derivator ideal prezinta filtru trece-sus.

Forma operationala si functia de transfer ale elementului
derivator real:

Tap _
= T = laP Tf,,ﬂx B(p) = Tap, A(p) = Typ + 1, (2.89)

& B(S) Tgas _ 1 _ _
X(S) ( ) A(S) TfS+1 - TdSTfs+1’ B(S) - Tds - 0) (290)

A(s) =Trs+1=0,

care are zeroul z = s = O sipolulp =s = — 1/T.

Elementul derivator real se prezintd ca o conexiune serie a
elementului derivator ideal si a elementului cu inertie de ordinul unu cu
coeficientul de transfer unitar, numit si element de filtrare.

Raspunsul indicial (fig. 2.22, a, alura 2) si functia pondere ale
elementului derivator real:

h(t) = =2 -f/Tf1(t) (2.91)
w(t) = 22 Tj&(t) —Tae=t/Tr1(p). (2.92)
f

Pentru calculul constantei T, de timp de derivare a elementului
real derivativ se traseazd tangenta la punctul de intersectie al
raspunsului cu axa ordonatelor si se determina proiectia acesteia pe axa
absciselor.

Functiile si caracteristicile frecventiale:

Tqjo 1- Tfj(.l) _ 7"de(1)2 . Tqw .
H(J )= Trjo+11-Trjo 1+Tf2w2 +J 1+T]30)2 = P(w) +JQ((‘))'
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Tde(J)
1+Tf 0?’

2 2
TdT w2 T o Ty
Alw) = \/PZ (w) +Q*(w) = \/<1+T};2cm2> + (1+;)2f®2> - \/ﬁ’
f

= arctgm = 90° — arctgTrw,
f

= 20lgT;w — 20lg fl + Tf w?.
/1+Tfm2

Se variaza w = 0--- o0, se calculeaza si se construiesc functiile
frecventiale P(w), Q(w), A(w), L(w), @(w), care sunt reprezentate in
figura 2.22, b)-e) (curbele 2): b — locul de transfer H(jw), ¢ —
amplitudine-pulsatie A(w), d — caracteristica L(w), e — faza-pulsatie
o(w).

Q(w) = —22 (2.93)

1+T2u>2’

P(w) =

Q T
o(w) = arctg% = arcth ;m

L(w) = 20lg A(w) = 20lg

Locul de transfer H(jw) reprezinta o semicircumferintd in
cadranul unu (curba 2), care la valoarea w = 0 incepe de la 0 sila w =
= oo are valoarea finala T,/T;. Caracteristica A(w) prezintd curba 2
care are asimptota egald cu T,/T;. Caracteristica L(w) (curba 2) este
trasatd din doud segmente: primul segment este curba 1 — caracteristica
derivatorului ideal, iar al doilea segment este asimptota paralela axei
absciselor, care se traseaza din punctul cu coordonatele (lng_l, 201gT,/
T¢). Caracteristica de fazd ¢(w) prezintd curba 2, care cu cresterea lui
w = 0+ oo defazajul este in descrestere de la 90° la 0.

Derivatorul real ca element dinamic in domeniul frecventa
reprezintd un filtru trece-sus la valorile joase ale frecventei w = 0 -+ wy
(wf =1/Tf — frecventa de fringere) si filtru cu banda constantd la
valorile Tnalte ale frecventei w = wy.

2.10.6 Element oscilant amortizator

Elementul oscilant amortizator se descrie cu ecuatia diferentiala
de ordinul doi pe marimea de iesire de forma:
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T2y(t) + 2ETy(t) + y(t) = kx(t), (2.94)

unde k > 0 este coeficientul de transfer, T > 0 — constanta de timp cu
dimensiunea secunda, 2 — o constanta, & > 0 — coeficientul (factorul)
de amortizare adimensional.

In dependenta de valorile lui € din (2.94) se obtin trei tipuri de
elemente.

Element oscilant amortizator (§ < 1), oscilant neamortizator
(§ = 0) si cu inertie de ordinul doi (§ = 1).

Pentru elementul oscilant amortizator se prezinta modelele
matematice.

Forma operationala si functia de transfer:

K
Y = Tzprizerpra

yGs) _ H(s) = B(s) -k B(s) =k, (2.96)

x(s) A(s)  T2s2+2ETs+1’'

x,B(p) =k, A(p) =T?p?> +2&Tp+1, (2.95)

A(s) =T?*s?+2ETs+1 =0,

care are doi poli p; si p, caradacini complexe cu partea reala negativa.
Functia de transfer are urmatoarea forma:

k _ w3

T25242ETs+1 s2+2Ewps+w2’

H(s) =

(2.97)

unde w,, = 1/T este pulsatia naturald a elementului.
Se solutioneaza ecuatia patratica:

—2ET+/(2ET)2—4T2 —ZETijZT‘/l—EZ_

P12 = 272 2T2 -

.\ 1-82 . ,
= yE g tjen/T-P = —atjo,  (299)

unde partea reala a = §/T = Ew,, este coeficientul de amortizare si
partea imaginard w = /1 — &2 /T = wy+/1 — &% — frecventa proprie de
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stingere a oscilatiilor procesului indicial al elementului (rad/s).
Raspunsul indicial (fig. 2.23, a) si functia pondere se descriu:

h(t) =k <1 — % ~ sin(wt + <P)> 1(0) =
= k1(t) + Ce * sin(wt +¢), (2.99)

unde C = —1(¢t) k1) azmz, @ = arctg (%) = arcsinwT = arccosg,

w(t) = M %e “sinwt1(t). (2.100)

nh%\
k bﬂf\ P

/)

¥

4
N D
o
e N
= : %;& —90°
o™ ' s lgw

lgw, N & > _iso°

Fig. 2.23. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului oscilant amortizator

Pentru determinarea vitezei de stingere a raspunsului indicial
oscilator al elementului se utilizeaza factorul de amortizare:
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2T

=1-=2=(1-e ¥)100%,
1

_ 01702
V==
unde o, si 0, sunt prima si a doua suprareglare a raspunsului h(t).

Cu cét valoarea lui  tinde catre 1, cu atat mai rapid se sting
oscilatiile.

Functiile si caracteristicile frecventiale:

: _ k 1-T?w?—j2ETw .
H(jw) = 1-T202+2ETw 1-T2w2—j2ETw P(w) = jQ(w),

k(1-T?w?)
(1-T2w?2)2+(28Tw)?’

—k2ETw
(1-T2w?2)2+(28Tw)?’

P(w) = Qw) =

k
JA-T2w2)2+(2ETw)?’

A(w) = /P2(w) + Q2(w) = (2.101)

3 Q) _ _ 287w
¢(w) = arctg P@) arctg-—5
k
L(w) = 20lg A(w) = 20le e @ar

= 20lgk — 401g,/ (1 — T2w?)2 + (2ETw)>2.

Variind pulsatia w = 0---c0 se calculeaza si se construiesc
caracteristicile frecventiale P(w), Q(w), A(w), L(w), @(w), care sunt
reprezentate Tn figura 2.23, b)-e): b — locul de transfer H(jw), ¢ —
amplitudine-pulsatie A(w), d — caracteristica logaritmicd L(w), e —
faza-pulsatie @(w).

Locul de transfer H(jw) prezinta alura din cadranele 4 si 3, care la
valoarea w = 0 Incepe pe axa absciselor la distanta k de la origine si la
w = oo tinde la 0. La valoarea frecventei nominale w, = 1/T, locul de
transfer intersecteaza semiaxa negativa a ordonatelor.

Caracteristica amplitudinii A(w) la valoarea frecventei de
rezonanta:

Wy = Wpy/1 — 282 = /1 — 282/T
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are valoarea maximi la valoarea lui £ < 0.707 (1 — 2&2 > 0):

Amax(wr) = k/ZEV 1- EZ-

Din analiza ultimelor relatii se constatd ca dacd se reduce
valoarea lui &, atunci valorile frecventei de rezonznta w, tind catre
valorile frecventei nominale si amplitudinea Ap,,x(w,) are valori mai
mari.

Caracteristica L(w) la wvalori mici ale coeficientului de
amortizare 0 < & < 1 are rezonanta la valoarea lgw,, si este trasata din
doud segmente, care se intersecteazd in punctul cu coordonatele
(lgwy,, 201gk): primul segment este dreapta paraleld axei ordonatelor la
distanta 20lgk, iar al doilea segment cu panta -40dB/dec.
Caracteristica de faza @(w), care cu cresterea lui w = 0 -+ co defazajul
creste de la 0 la -180°.

Elementul oscilant amortizator este un filtru trece-jos pentru
frecventele joase, iar frecventele inalte le filtreaza.

Elementul oscilant neamortizator pentru care se prezinta
modelele matematice cand & = 0.

Forma operationala si functia de transfer:

k

Y = rmag 6 B =k A() = T?p? + 1, (2.102)
() _ B(s) _ _k
x(s) H(s) = AGs)  T2s2+1 (2.103)

B(s) =k, A(s) =T?s>+1 =0,

care are doi poli p; si p, imaginari.
Se solutioneaza ecuatia patratica (2.103):

1 /
s? = — P12 = = +]— =tjw, (2.104)

Raspunsul indicial (fig. 2.23, a) prezinta oscilatii neamortizate
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cu frecventa nominald w,, = %
t
A(t) = k (1= cos) 1(2), (2.105)

unde @ = arctg (3) = arcsinwT = arccosg.
Functia pondere se determina cu relatia:

w(t) =282 = Esin21(2), (2.106)

Functiile si caracteristicile frecventiale:

H(jw) = m = P(w) —jQ(w),
P(w) = m, Q(w) =0,
A@) = ——, (2.107)
1
Q) _ 0 Oo<g
o(w) = arctgp( )= arctgm . wi 1

L(w) = 20lg A(w) = 20lg

1T22

Caracteristicile frecventiale se obtin din caracteristicile
elementului oscilant amortizator la conditia § = 0.

2.11 Element cu inertie de ordinul doi

Elementul cu inertie de ordinul doi (§ > 1) se descrie prin
ecuatia diferentiala de ordinul doi de forma:
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Ty (1) + Ty (0) + y(6) = kx(t), (2.108)

unde T; = T2 si T, = 2&T sunt constante de timp.
Forma operationala si functia de transfer:

k
Y =t o B(p) =k, A(p) =Typ* +Top+1,  (2.109)
y(s) B(s) ;
x(s) = H(s) = A(s)  Tip24Typ+1’ (2.110)

B(S) = k, A(S) = Tlpz +T2p +1=0.

Acest element are doi poli reali negativip; si p, ca radacini
reale negative ale ecuatiei caracteristice patratice Tn conditia T} > 4T}:

—Ty+ /T22—4T1 1 —T,— }T22—4T1 1

P = —ZTZ —_ T_3 =—04,Pp = —2T2 — T_4 = —;. (2111)
Elementul cu inertie de ordinul doi se realizeaza ca si conexiune

serie a doua elemente cu inertie de ordinul unu cu constantele de timp
T;si T, cufd.t.:

Hi) =58k _ k k

A(s)  TyS2+Tps+1  Tys+1 Tus+1'

B(S) = k = k1k21
A(s) = (Tes + D(Tys + 1) = TaTys* + (T3 + T,) + 1
sau ca conexiune paralela cu f.d.t. de forma:

H(s)zﬁz Ts kT, Kk

A(S)  T3—TyT3s+1  T3—Ty Tys+1'

Raspunsul aperiodic de ordinul doi (fig. 2.24, a) se descrie:
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he) = k(1-Ze B+ T ) 1(r),  (2112)

T,
T3-Ty T3-Ty

unde primul termen reprezintd procesul permanent Yy, (t), iar termenii
doi si trei reprezinta procesul tranzitoriu y.(t) = y;(t).
Functia pondere a elementului este:

_dn) _ k —t/Ts _ ,—t/Ts
w(t) = i (e e )1(t). (2.113)
Ah(D) Ts + Ty By,
t |-
« » Tl Ts )
-1, T,
-
jQ (w)
0 = oo k P(w)
0 w=0
H(jw)
Wy, b)
AL(w) o, .
~ 0 | -
7y NSO |
g‘ LN —90° """
R i | NG lgw
lgws  lgw, ) > —180° :
e

Fig. 2.24. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale ale
elementului cu inertie de ordinul doi

Variind pulsatia w = 0---00 se calculeaza si se construiesc

caracteristicile frecventiale P(w), Q(w), A(w), L(w), ¢@(w), care sunt
reprezentate in figura 2.23, b)-e): b — locul de transfer H(jw), ¢ —
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amplitudine-pulsatic A(w), d — caracteristica logaritmicd L(w), € —
faza-pulsatie @(w).

Locul de transfer H(jw) prezinta alura din cadranele 4 si 3, care la
valoarea w = 0 incepe pe axa absciselor la distanta k de la origine si la
w = oo tinde la 0. La valoarea frecventei nominale w,, = 1/T, locul de
transfer intersecteaza semiaxa negativa a ordonatelor.

Caracteristica L(w) este trasata din trei segmente: primul
segment are unghiul zero (dreapta 201gk), al doilea segment dreapta cu
unghiul —20 dB/dec, al treilea segment dreapta cu unghiul -40 dB/dec.

Caracteristica de fazd @(w) cu cresterea lui w =00
defazajul creste de la 0 la —180°.

Elementul cu inertie de ordinul doi este un filtru trece-jos pentru
frecventele joase, iar frecventele inalte le filtreaza.

2.12 Element cu timp mort

Pentru a descrie elementele si procesele complexe, la cele 5
elemente dinamice de baza se adauga elementul cu timpul mort.

Elementul cu timpul mort se descrie prin ecuatia diferentiala de
ordinul zero pe marimea de iesire si marimea de intrare de forma:

y(t) = kx(t — 1), (2.114)

unde k > 0 este coeficientul de transfer, T > 0 - timp mort exprimat in
secunde, pe durata caruia semnalul de iesire este egal cu zero.

Timpul mort se datoreaza vitezei de propagare a semnalului in
diferite medii naturale sau dispozitive (de exemplu, transmiterea
caldurii, deplasarea fluidelor pe conducte etc.).

Timpul mort poate sa contind doud componente: timpul de
transport t, al semnalului datoritd parcurgerii distantelor cu viteze
reduse de propagare si timpul transformarilor fizico-chimice T, n
transmiterea raspunsului la semnalul de intrare.

In cazurile cand elementele si procesele posedi inertie mare,
atunci modelul matematic al raspunsului contine componenta timpului
mort, care se apreciaza ca 0 --- 10 % din valoarea marimii de iesire.
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Forma operationala si functia de transfer:
y=e Px,B(p) =e P, A(p) =1, (2.115)

unde operatorul B(p) = e~ este o functie transcendenta,

YO _ pes) = B _ pom - _
X9 = H(s) = 55 = ke ™™, B(s) = ke ™, A(s) =1, (2116)

unde e™™ este o functie transcendenta (infinit dimensionald), care
conduce la operatii dificile de realizabilitate fizica [1,4, 8,11,13, 18, 21].
Pentru a obtine functii rationale finit dimensionale, termenul
e~ ™ se aproximeaza, utilizand o metoda din cele trei existente.
Prima metoda consta in prezentarea termenului transcendent in
serie cu limitarea lui n de forma:

.EZTI
g2 4 (2.117)

—ts ?2_T 3,14
e xl—-1s+—-5s"——s+—s5"—-+
2! 3! 41 (2n)!

A doua metoda utilizeaza aproximatiile Pade uzuale de ordinul
(1+1), (210), (2+1) 51 (2+2):

T
-ts o __2 -TS
1) e ~ —2,2) !
1+3s 1+Ts+—>52
(2.118)
2
I Iop g2
e ~ 175 4) e~ ~ 1755458
) e ~ 2 2 ) e ~ 2 :
1+5s+ 52 14os4—s2
37 6 2° 712

A treia varianta de realizare a functiei transcendente este
aproximatia cu limitarea lui n de forma:

e — (2.119)

- (1+Ts)™
Utilizand metoda operationald pe o cale simplificata, se obtin
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functiile de transfer rationale ale elementelor si sistemelor automate.
Raspunsul indicial (fig. 2.25, a) si functia pondere se descriu:

h(t) = k1(t — 1), (2.120)
w(t) = 28 = ks(t — D). (2.121)
“h(t) ;
“ st
k
Y t >
DEELEEN a)
‘lA{:U})

}jQ (w)

'
1
1
f 7\ e

@lw) fo = ZTm/'F w
w m(2n\ 1) c) g
T b) 4o(w)
w

T L(w)
|

Lw)=0
d)

T
T B

lguE».=

Fig. 2.25. Raspunsul indicial si caracteristicile frecventiale
ale elementului cu timp mort

Functiile si caracteristicile frecventiale:

H(jw) = e Y® = coswt — jsinwt = P(w) — jQ(w),

P(w) = coswt, Q(w) = —sinwT,

A(w) = {/P2(0) + Q?(w) = Vcos2wt + sinwt = 1, (2.122)
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Q(w) _ —sinwt
P(w) = arctg COSWT

¢(w) = arctg = —WT,

L(w) = 20lg A(w) = 201gl = 0.

Variind pulsatia w = 0---00, se calculeazd si se constuiesc
caracteristicile frecventiale P(w), Q(w), A(w), L(w), @(w), care sunt
reprezentate in figura 2.25, b)-e): b — locul de transfer H(jw), ¢ —
amplitudine-pulsatic A(w), d — caracteristica logaritmicd L(w), € —
faza-pulsatie @(w).

Locul de transfer H(jw) prezintd o circumferintd cu centrul in
origine cu raza unitara (k = 1). La valoarea lui w = m2n/t modulul
|[H(jw)| = 1, iar la valoarea lui w = m(2n + 1)/t modulul |H(jw)| =
—1. Fiecarui punct al locului de transfer 1i corespund o infinitate de
fecvente.

Caracteristica A(w) la variatia w = 0 --- co are amplitudinea A =
= 1, care reprezintd o dreaptd paralela axei absciselor. Caracteristica
L(w) are valoarea L(w) =0 si se suprapune pe axa absciselor.
Caracteristica de faza @(w) este proportionald pulsatiei w si reprezinta
o dreapta in cadranul 4, care incepe din origine. La valoarea lui w =
= m /21 defazajul este de —90°.

Din elementele tipice 1-6, prin adaugarea si altor componente
din (2.58) si elementului cu timp mort se obtinut si alte elemente
dinamice cu diferite proprietati.

Constantele de tipul k, T, &, 1, prezente in ecuatiile diferentiale
ale elementelor tipice 1-7, se numesc parametrii elementelor dinamice.

Exemple de elemente tipice care contin timpul mort:

1. Element cu inertie de ordinul unu cu timp mort:

Ty(t) + y(t) = kx(t — 7).

2. Element integrator cu timp mort:
1 (T
y(t) = T_ifo x(t — T)dt.
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3. Element oscilant amortizator cu timp mort:

T?5(t) + 2ETy(t) + y(t) = kx(t — 7).

4. Element cu anticipatie-intarziere:

Ty (t) + y (@) = (Tpx(t) + x(1)).

Daca T, > T, atunci elementul are actiune derivativa, iar cand
T, < T; — are actiune integratoare-inertie si cand T, = T; este element
proportional, k — coeficient de transfer.

2.13 Relatiile raspunsului indicial cu
functia pondere si functia de transfer

In continuare, pornind de la ecuatia diferentiald a elementului
sau a sistemului, se expune procedura de determinare a proceselor
indiciale, functiei pondere si a raspunsului elementelor sau sistemelor la
un semnal de intrare generalizat.

Se considera sistemul automat cu conditii initiale nule, asupra
caruia actioneaza semnalul de intrare treaptd unitard r(s) = 1(s), care
se descrie prin functia de transfer de forma:

m m-1, ..
H(s) =28 = BQ _ bms"tbmoy ST "4 tbo () oy (2 123)

r(s) TAGS) | aps"+ap_1st1++aq

unde coeficientii din (2.123) exprima proprietatile sistemului, iar m <
n este conditia de realizabilitate fizicd sau efectul nonanticipatie al
sistemului.

Deoarece f.d.t. H(s) este o functie rationala ca raportul a doua
polinoame cu coeficientii reali si aceasta se prezentatd si in forma
factorizata:

B(s) bm H}n=1(5_zj) n B(py)
H = ——— . —
() A(s)  anllt (s-p) =14 (s-pi)
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_ & n pB(p;)
"Aw)+ =1 A (s—pi) (2.124)

Daca polinomul B(s) = 0 are z; (j = 1,m) radacini distincte,
care prezinta zerourile lui H(s) si polinomul are forma
factorizatd B(s) = by, HT=1(5 —z;) si  modeleazd operatii de
amplificare si derivare. In esentd, acesta are un efect de amplificare-
anticipare a marimii de iesire raportatd la marimea de intrare (exprima
proprietatile de anticipatie in sistem).

Daci ecuatia A(s) = 0 are p; (i = 1,n) radacini distincte, care
sunt polii lui H(s), atunci polinomul se prezintd in forma factorizata
A(s) = an [1i=1(s — p;), iar inversul acestui polinom modeleaza numai
operatii pe integrare. In raportul transferului temporal intrare-iesire
operatiile de integrare au un efect de intarziere a marimii de iesire fata
de marimea de intrare (datorita proprietatilor interne de inertie).

Tn sistemele reale principiul nonanticiparii, conform caruia
efectul nu anticipeaza cauza, in f.d.t. a sistemului H(s) operatorul bazat
pe integrare A(s) trebuie sa fie dominant Tn raport cu operatorul de
amplificare-derivare B(s).

Din (2.123) se prezintd marimea de iesire in forma operationala:

61 _ BO)
A(s)s  SA(s)

h(s) = H(s)r(s) = H(s)1(s) = (2.125)

unde semnalul treapta unitara in transformata Laplace este 1(s) = 1/s.
Raspunsul indicial h(t) al sistemului (2.125) la actiunea intrarii
treaptd unitara 1(t) se determina prin transformata Laplace inversa:
_ 1-1[{B®)
h(e) = L1 {2 (S)} . (2.126)
Daci ecuatia caracteristica a sistemului A(s) = 0 are n radacini
distincte p;, atunci raspunsul indicial h(t) din (2.126) al sistemului n

B(O) B(pi)_
ORRE eP]1(0).

R(8) = Biy o0 (ePiE = DU(D) = [ 5 + Tiey 7o
(2.127)

(D)
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Prima componenta din (2.127) reprezinta regimul stationar:

B(0)

hp(t)t=oo = hg = H(s)s=0 = 200)’

iar a doua componenta reprezintd regimul tranzitoriu:

hi(t) = h(t) = hy = L7} [FOH0] = T TR0 ot

Functia pondere a sistemului se calculeaza cu derivata de la
procesul indicial (2.127) si se obtine expresia:

w(t) = m —yn B(py) ePit1(t). (2.128)

llA()

Din cele expuse, rezulta ca in relatia (2.127) polii p; lui H(s) au
un rol determinant in evolutia raspunsului sistemului pe durata
regimului tranzitoriu. La o marime de intrare r(s) oarecare, marimea de
iesire y(s) depinde si de polii finiti ai imaginii r(s).

Se considera cd marimea de referintd r(t) este o combinatie
liniara de functii de forma r(t) = t*e*si se reprezinti prin relatia:

r(t) = rye*1(t), (2.129)

iar transformata Laplace este:
r(s) =1y/(s — a), (2.130)
unde polul a si amplitudinea 7, sunt doi parametri, valorile carora se

aleg conform necesitatilor de functionare ale sistemului automat.
In acest caz, raspunsul (2.127) inh domeniul timpului are forma:

h(t) = By ckeP¥)1(E) + de® 1(8) = y,(t) + y,(8), (2.131)

unde coeficientii ¢, si d se calculeaza prin relatiile:
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bo IT7L1(Pr—2;) g
ao [T, (Pk—pi) Pr—a’

e =t

¢, = lim (s — pp)H(s)r(s) = k=1,n,
S=Dk

Componenta y,;(t) reprezinta regimul tranzitoriu (echilibrul
energetic intern) ca raspuns la semnalul de intrare, evolutia temporala a
cireia se determina de exponentele ePxt, k = 1,n, conform polilor finiti
ai lui H(s) si de coeficientii ¢, k = 1,n, care depind de zerourile si de
polii lui H(s) si de polul lui r(s).

Componenta  fortatd y¢(t) = y,(t)  reprezintd  regimul
permanent, evolutia temporald a cireia se determind de exponenta e**
(exista si in r(s)) si de coeficientul d, care depinde de zerourile si de
polii lui H(s) si reprezinta expresia dinamica a iesirii, reproducand
semnalul de intrare.

Daca este cunoscuta functia de transfer (2.123) a sistemului

D(s)

Yo($) =75 (2.132)

si semnalul de intrare este prezentat de o functie rationala de forma:

r(s) = jg (2.133)

atunci raspunsul sistemului Tn conditii initiale nenule din (2.132) si
(2.133) in forma operationala este:

— _B(S)By(s) , D(s) _ By(s) | D(s)
y(E) =H ) +y00) = 506 T ae = INERTO)] (2.134)

unde polinomul D(s) = ¥1; d;s’ reprezinti polinomul conditiilor
initiale nenule.
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Raspunsul y(t) al sistemului la actiunea semnalului de intrare
r(t) se determina cu ajutorul transformatei Laplace inversa in forma:

y(®© =L Hy(s)} (2.135)

Pentru ecuatiile diferentiale liniare si semnalele de intrare tipice
marimea de iesire a Sistemului y(s) este o functie rationalé, care poate

By (s) ny By(pi) 1 G
y(s) = —zlyljm)s - =E (2.136)

d .. e e
unde A y(s) = Ay ©) 4 conditia s =p;, p; - polii distincti, iar
(p)
fi = 2P0
coeficientii ¢; yen)

Originalul y(t) conform relatiei (2.136) are forma:

y(t) = Z?jl c;ePit, (2.137)

calculeaza prin expresia:

—yn B(p)Br(p;) pt Ny B(pr)Br(pk) pkt n D(pl) p —
y(t) = 2i- 1 Ao © e 1 A A i) © + 2= 1A €

=y () + y(O) + yo (D). (2.138)

unde p;, i = 1,n, sunt polii lui H(s), iar py, k = 1,n, sunt polii imaginii
lui r(s), dar se respecta conditia p; # py (nu exista rezonanta).

Raspunsul (2.138) este suma a trei componente.

1. Prima sumd reprezintd componenta  regimului
tranzitoriu y;(t), evolutia temporald a careia se determind de
exponentele ePi conform polilor finiti ai lui H(s) in conditii initiale
nule si de coeficientii c;, care depind de polii lui H(s) si r(s).

2. Suma a doua reprezintd componenta regimului permanent
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¥p(t), evolutia temporala a careia se determind de exponentele ePk*
conform polilor finiti ai lui (s) si de coeficientii ¢, care depind de
polii lui H(s) sir(s).

3. A treia suma reprezintd componenta regimului tranzitoriu
Vo (t) datoritd conditiilor initiale nenule, evolutia temporala a careia se
determina de exponentele ePit conform polilor finiti ai lui H(s) si de
coeficientii ¢;, care depind de polii lui H(s) si de polinomul conditiilor
initiale D(s).

Se prezinta trei exemple de solutionare a ecuatiei diferentiale de
ordinul doi si determinarea procesului indicial, aplicAnd metoda clasica

si metoda operationala.
Exemplul 2.8. Se da ecuatia diferentiald de ordinul doi care descrie elementul

2
T2 220 4+ 287 X0 4 y(6) = kx(t),

iar in forma operationala:
(T?p? + 28Tp + 1)y = kx.
Se cere sa se solutioneze ecuatia diferentiald, utilizdnd metoda clasica si

operationala.
Solutionare. Solutia generald a ecuatiei diferentiale de ordinul doi este:

y(@®) = @) +yr(®).

unde y,(t) este componenta libera a solutiei ecuatiei diferentiale omogene care descrie
regimul dinamic, iar ys(t) - componenta forfata a solutiei ecuatiei diferentiale
neomogene care reprezinta regimul stationar yg;.

Ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale omogene:

T?p?+28Tp+1=0,

iar radacinile acesteia au forma:

—28T+./482T2-4T2 £ 21 £ . 1-82 ,
Pz="" 5 - iy TTpETpo = Tade

3 . . .
unde a = - = wgeste coeficientul de amortizare, wy = /1 — /T = w/1 — & -
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pulsatia proprie de stingere a oscilatiilor (rad/s) raspunsului indicial al elementului,
® = 1/T — pulsatia nominala.

Elementul este oscilant amortizator dacd 0 < § < 1 si, deci, se obtine &2 < 1
si rddacinile sunt complexe de forma:

P = —atjw, pp = —a-jo,

iar procesul tranzitoriu este oscilant amortizat.
Daca & =0, elementul este oscilant neamortizator si radacinile sunt
imaginare:

1 1
P1=J)7, P2= ")

iar raspunsul este oscilant neamortizat.

Ccand £ > 1 (482T2 > 4T? sau £ > 1) este element cu inertie (Intarziere) de
ordinul doi, care poate fi reprezentat de doud elemente cu inertie de ordinul unu
nseriate si radacinile sunt reale, avind forma:

g, Vg1 § Vg1
P1=_;+ 7 = % P2 =TT = Ty

iar raspunsul este aperiodic de ordinul doi.
Solutia ecuatiei diferentiale omogene se prezinta in forma:

v, (t) = c,ePrt + c,eP?t,

unde ¢, si ¢, sunt constante necunoscute si depind de conditiile initiale.
Solutia ecuatiei diferentiale neomogene este:

yr() = k1(t).

Solutia generala a ecuatiei diferentiale de ordinul doi cu componentele y,(t)
si yr(t) se prezintd de procesul indicial ca raspuns la semnalul de intrare treapta
unitara:

h(t) = y,(t) + yp () = c1ePrf + ceP2t + k1(t).
NO) o)

Pentru determinarea constantelor necunoscute c¢; sic, Se construieste
sistemul din doua ecuatii algebrice din care se calculeaza aceste constante.

Prima ecuatie algebrica se obtine din expresia procesului indicial Tn conditiile
initiale nule cand ¢t = 0:
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h(t)|e=0 = c1eP1* + ceP2t + k1(t) = ¢; + ¢, + k= 0.

A doua ecuatie algebrica se obtine prin derivarea expresiei h(t) in conditiile
initiale nule:

. d
h(t)lt:() = E(Cleplt + Czepzt + kl(t)) = C1p1 + Crby = 0.

Se determina constantele c; si ¢, din sistemul din doua ecuatii algebrice:

Cl + Cz + k = 0,
c1p1 +6p2 =0,
obtinand expresiile constantelor:

kp2 _ ko
y C2 - .
P1—D2 P1—P2

Cl = -
Raspunsul indicial are forma:

D2 eplt +
P2 — D1 D2

P oty ().
— D1

h(t) = k1(t) + cePrt + cyeP2t = k(1 —

este oscilant amortizat si se descrie prin relatia:

h(t) = c,e OOt 4 eI 4 k1 (¢) =
1 .
=k1(t)(1 - e‘“ta(wcoswt + asinwt)) =

k (1 - %e'“t sin(wt + <p)> 1(t) = k1(t) + Ce™* sin(wt +¢),

k Va2 +w? .
unde C = —1(t)++m, ¢ = arctg (%) = arcsinwT = arccosg,.
Cand ecuatia diferentiala a elementului cu inertie de ordinul doi are forma:

d?y(t)
dt?

T 204 T, 20 4 y(8) = kex(2),
atunci ecuatia caracteristica este:
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1

1
= -0 = —— = -0, = ——,
P1 1 T |%) 2 Ta

Tn acest caz, procesul indicial are forma:

t t

Ty  — Ty  —m—

e Tz + ——¢ Ta)1(0),
T3—Ty T3—Ty

h(t)=k(1—

unde primul termen reprezintd procesul permanent y,(t), iar termenii doi si trei
reprezintd procesul tranzitoriu y,(t) = y;(t).m

Caracterul raspunsului indicial depinde de tipul radacinilor, care
pot fi reale, imaginare sau complexe.

Elementul oscilant amortizator si elementul cu inertie de ordinul
doi au proprietati comune ca statism si inertie, dar procesele tranzitorii
ale acestora difera esential unul de altul. Pentru elementul oscilant
amortizator procesul indicial este oscilant amortizant (radacinile
complexe), iar pentru elementul cu inertie de ordinul doi procesul este
aperiodic (radacinile reale).

Metoda de solutionare a ecuatiei diferentiale de ordin ridicat,
utilizand procedura mentionatd, devine dificila. Pentru simplificarea
procedurilor de solutionare a ecuatiilor diferentiale se aplica procedurile
de calcul al functiilor temporale prin aplicarea transformatei Laplace
inversa expresiei functiei de transfer reprezentata prin fractii elementare
care reprezintd metoda operationala [1, 4, 8, 11-13, 18, 21, 22].

Exemplul 2.9. Se considera sistemul automat descris prin functia de transfer
cu datele numerice de forma:

His) =28 -2 _ __2

T A(s) | aps?+ags+ag  s2+3s+2°

Se cere sa se calculeze expresia raspunsului indicial si a functiei pondere a
sistemului prin metoda operationala.

A(s) =s24+3s+2=0

si se obtin radacinile p; = —1,p, = —2, care sunt si polii lui H(s).
Expresia operationala a procesului indicial h(s) al sistemului la intrarea
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céruia actioneazd semnalul treaptd unitara 1(s) = 1/s se prezenta in fractii elementare
(2.125):

_ _ @Br(s) _ Bp(s) _ 2 1 _
h(s) = H(s)1(s) = A(S) Ar(s) ~ Ap(s)  s2+3s+2s

2 _ 2 1_ ¢ Co Cc3

T s343s242s (s+1)(s+2)s s s+1  s+2

Se calculeaza coeficientii necunoscuti ¢;, ¢,, c5 pentru radacinile ecuatiei
caracteristice a sistemului p; = 0, p, = —1, p; = —2 dupa relatiile:

_ Bn(s) _ 2 | -1 c = Bp(s) _ 2 | -
17 dpls) — 3s2+6s+2 'P170 "T2 7 dp(s) | 3s2+6s+2 1P2="1 '
Bp(s) 2
CGr=—7—""d=—rv—"-|, _ =1
3 Ap(s)  3s2+6s+2 |p3— 2 !

unde A, (s) = —dA;S(S) :

Expresia operationald a procesului indicial h(s) a sistemului cu coeficientii
calculati are forma:

h(S) —_“ + C_2+C_3—C_1+ C_2+C_3=l_ L+L
s—pq s—py  S—p3 s s+1  s+2 s s+1  s+2°
Pentru fiecare componentd a expresiei operationale a lui h(s) se determina
transformata Laplace inversd dupd anexa 1 si se obtine raspunsul indicial Tn forma:

h(t) = 1(t) — 2e7t +e72,
Se determina functia pondere a sistemului, derivand raspunsul indicial:

_an@® _d o 5 ¢ 26\ _ 9=t _ 9,2t
w(t) = ” —dt(l 2e "t +e7 ) =2e 2e7 ' m
Exemplul 2.10. Se considera f.d.t. a sistemului din exemplul 2.9 careia ii
corespunde ecuatia diferentiald din exemplul 2.8 care descrie elementul cu inertie de
ordinul doi:

2
H(s) = 5243542

Se cere si se determine parametrii elementului coeficientul de transfer k,
constantele de timp T;, T,, expresiile analitice ale rdspunsului indicial h(t) si functiei
pondere w(t).
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Solutionare. Functia de transfer se aduce la forma standard, impartind toti
termenii la 2 si introducand notarile respective:

2 _ 1 _ k
5243s+2  0.552+1.55+1  Tys2+Tps+1’

H(s) =

unde parametrii ecuatiei diferentiale sunt: k =1, T; = 0.5, T, = 1.5.

Tlpz +T2p+ 1 = 0,

- 2_
_ "R Ty—4T1  _15+(225-2405 _ -15+05
pl,Z - 2T, - 2-0.5 - 1 !

1 1

plz_lz_T_BIPZZ_ZZ_El

de unde se determina constantele de timp cu valorile T3 = 1, T, = 0.5.
Se calculeaza raspunsul indicial dupa expresia din exemplul 2.8 si se obtine:

_t T, _t
e 34+ ———e T4> 1(t) =

h(t =k<1— 3
® T; - T, T;-T,

=1-(1— : e‘t+£e‘2t)-1=1—2e‘f+e‘f,

1-0.5 1-0.5

care este aceeasi expresie a raspunsului indicial ca si in exemplul 2.8.
Se determina functia pondere a elementului:

w(t) = —d};(:) = %(1 —2e7t +e7?) =2e7t —2e7%,

Expresiile analitice ale raspunsului h(t) si functiei pondere w(t) obtinute
sunt aceleasi ca si in exemplul 2.9 si caracterizeaza dinamica elementului cu inertie de
ordinul doi din exemplul 2.8.m

Expresiile analitice ale raspunsurilor indiciale si functiilor

pondere ale elementelor tipice sunt incluse Th anexa 2.
2.14 Elemente dinamice cu proprietati specifice

Elementele dinamice tipice 1-6, analizate mai sus, se descriu
prin ecuatii integro-diferentiale liniare cu parametrii concentrati si Se
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numesc elemente de faza minima (stabile) [1, 4, 8, 11-13, 18].
Definitie. Elementul dinamic tipic este de faza minima (stabil),
dacd toate radacinile ecuatiei caracteristice A(s) = 0 ale acestuia sunt

negative.
Exemplul 2.11. Se dau elementele tipice cu inertie de ordinul unu si doi cu
f.d.t. si parametrii:

k1 5 ky 4

H(s) = =—— H,(s) =

Tys+1  10s+1’ T T25242ETs+1  2252+2:.2:25+1°

Se cere sd se demonstreze ca aceste elemente sunt de fazd minima (stabile).

A(s)=T;s+1=10s+1=0

si se obtine radicina negativd s; = —1/T; = — % = —0.1,

Ay(s) =Tys*+Tps+1=4s*+8s+1=0
si se obtin radacinile negative s; = —% = —1.8663, s, = —1'737 = —0.1713.

Conform definitiei, elementele analizate au rddécinile negative si sunt de faza
minima (stabile).m

Insa in practici exista diverse procese si elemente cu parametrii
distribuiti in spatiu (de exemplu, cuptoarele termice industriale cu
transfer caloric, reactoarele si coloanele cu transfer de masa etc.) care se
descriu prin ecuatii diferentiale cu derivate partiale, ce se aproximeaza
cu ecuatii diferentiale cu parametrii concentrati cu timp mort, ecuatii cu
termeni irationali si expresii transcendente si se aproximeaza ca
elemente dinamice descrise cu functii de transfer cu proprietati
specifice: cu timp mort, irationale, instabile, cu faza neminima.

Se evidentiaza elementele dinamice cu proprietati specifice:

1. Element cu timp mort care este termen transcendent si a fost
expus in p. 2.12.

2. Elemente irationale tipice. Procese si elemente cu parametrii
distribuiti in spatiu, care se descriu prin ecuatii diferentiale cu derivate
partiale, modelele matematice ale cdrora se aproximeaza si Se prezinta
cu functii de transfer ca expresii irationale de forma:
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H(s) = H(s) = eV, (2.139)

H( )_1+\/_

Prima functie de transfer reprezinta elementul integrator, a doua
functie de transfer descrie un element cu inertie de ordinul unu si a treia
functie de transfer este element cu timp mort, in care exista termenul
transcendent e si irational - radicalul.

Specificul acestor elemente irationale este ca variabila Laplace s
si parametrii T Sau T se regasesc sub radical. Calculele prin aceste tipuri
de elemente sunt dificile si se utilizeaza metode speciale.

Elementele irationale se aplica la descrierea proceselor de
difuzie, termice, procese cu parametrii distribuiti etc.

3. Elemente dinamice tipice instabile se descriu cu f.d.t. de
forma:

k
T252—28Ts+1’

H(s) = % (2.140)

k
H(s) = == H(s) =
unde se prezinta f.d.t. a elementului cu inertie de ordinul unu instabil,
element oscilator instabil si forma generalizata.

Definitie. Elementul este instabil dacd ecuatia caracteristica
A(s) = 0 are una sau mai multe radacini pozitive.

Ca exemple de elemente functionale instabile servesc motorul
de curent continuu cu excitatie in serie si motorul asincron in conditii
critice.

De exemplu, pentru elementul cu inertie de ordinul unu instabil
raspunsul indicial si functia pondere se descriu cu relatiile:

h(t) = k(e T — 1)1(0),
(2.141)

dh(t)

w(t) = e tT1(t).

Locul de transfer este acelasi ca si la elementul cu inertie stabil,
lar caracteristica de faza difera: cu modificarea lui w = 0 -+ co faza este

@ = —180 - — 90°.
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4. Elemente dinamice cu faza neminima care se descriu cu
functii de transfer de forma:

__ k(Tys—1) __ 3(5s-1) _ bos—bq . 7s=7
Hl(s) T T,s+1  10s+1° HZ(S) T aps2+ais+a;  9s2+6s+1’
(2.142)
B(s)
H(s) = Tz)’

unde sunt prezentate f.d.t. a elementului cu inertie de ordinul unu si doi
cu faza neminima si forma generalizata.

Definitie. Elementul dinamic este de faza neminima, daca
ecuatia B(s) = 0 are una sau mai multe radacini pozitive.

Aceste elemente introduc 1n sistem anticipatie (accelerare).
Exemplul 2.12. Din analiza f.d.t. (2.142) se constatd ci numitorul f.d.t. H;(s)
si H,(s) sunt ecuatii de gradul unu:

Bi(s) =k(T;s—1)=3(s—-1)=0
cu radacina pozitiva s; = 1/T; = 1/5 = 0.2,
By,(s) =bys — b, =7s—7=0

cu radacina pozitivd s, = by/b; = 7/7 = 1.

Conform definitiei, elementele cu f.d.t. H,(s) si H,(s) sunt elemente cu faza
neminima.m

In practici se utilizeazi elemente dinamice cu diverse
proprietati.

De exemplu, se considera functia de transfer a unui sistem
automat cu inertie de ordinul doi oscilant neamortizator cu diverse
proprietati:

_ ke_":s(bos—bl)
H(s) = T252-2ETs+1’
unde kb, este coeficientul de transfer, t - timp mort, b,, T - constante
de timp, € - grad de amortizare.
Analizand functia de transfer a sistemului automat se constata ca
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sistemul este instabil cu timp mort si cu faza neminima.

Dintre elementele dinamice cu proprietdti specifice prezentate,
elementul cu timp mort este larg utilizat la descrierea dinamicii
obiectelor de reglare si la prezentarea modelelor matematice ale
sistemelor automate cu esantionare si numerice.

Chestionar si probleme

1. Numiti tipurile de modele matematice utilizate n teoria sistemelor.

2. Care sunt modelele matematice Tn raport cu domeniile de existentd ale
sistemului automat?.

3. Ce reprezinta caracteristica statica a elementului tipic?

4. Ce reprezinta caracteristica statica a sistemului automat?

5. Explicati si clasificati caracteristicile statice.

6. Dati exemple de caracteristici statice liniare si neliniare.

7. Se considera ecuatia diferentiald care descrie elementul oscilant
amortizator. Dati caracteristica statica a elementului.

8. Ce reprezinta ecuatia diferentiala a sistemului automat si cum se explica
sensul fizic al derivatelor?

9. Se considera ecuatia diferentiald de ordinul doi pe marimea de iesire si de
ordinul zero pe marimea de intrare, care descrie un proces termic. Explicati sensul
fizic al coeficientilor ecuatiei si unitatile de masura.

10. Dati un exemplu de ecuatie diferentiald de ordinul patru pe marimea de
intrare si marimea de iesire.

11. Definiti elementul dinamic.

12. Prezentati modelul matematic al elementului dinamic de ordinul trei.

13. Care este sensul clasificarii elementelor dinamice de transfer tipice?

14. Prezentasi elementele dinamice de transfer tipice si parametrii acestora.

15. Ce reprezinta expresiile in operatori si care este rolul lor?

16. Care este importanta transformatei Laplace in teoria sistemelor?

18. Se considera functia de transfer a unui element:

H(s) 4s — 2
S) = —7——.
9s2 —-3s+6

Calculati zerourile si polii lui H(s) si determinati proprietatile specifice.

19. Prezentati forma analitica si grafica a semnalelor tipice.

20. Cum explicati notiunea de semnal treaptd unitara?

22. Ce reprezintd procesul indicial si functia pondere pentru elemente si
sisteme?

23. Numiti semnalele de intrare pentru sistemul de urmarire automata.

24. Care este rolul functiilor frecventiale? Numiti functiile frecventiale.
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3 SCHEME STRUCTURALE ALE SISTEMULUI
AUTOMAT SI TRANSFIGURAREA LOR

3.1 Schema bloc structurala a sistemului
de reglare automata

Pentru analiza transferului intrare-iesire a sistemului de reglare
automatd este necesar a obtine modelul matematic, care este o
procedura analitica dificila. Aplicarea metodei analitice se reduce la
divizarea structurii sistemului analizat in elemente functionale, urmata
de determinarea marimilor cauza si marimilor efecte si studiul separat
conform fenomenelor care descriu dinamica fiecarui element separat.

Deoarece se analizeaza elemente si sisteme liniare pentru care se
aplica descrierea prin transformata Laplace, atunci functiile de transfer
pentru fiecare element pot fi prezentate ca schema bloc partiala.

Definitie. Schema bloc structuralda a unui sistem de reglare
automata (fig. 3.1) reprezinta modelul matematic al sistemului in forma
grafica [1, 4, 8, 9, 11-13, 16-21].

—»(%—»(%)—» Hy(s)
+
Hy(s)

H,(s)

y(t)

Hs(s)

h 4

Fig. 3.1. Schema bloc structurala a sistemului de reglare automata

Pentru a construi schema bloc structurala a unui sistem automat
se parcurg urmatoarele etape.

1. Se foloseste schema bloc functionala a sistemului divizata in
elemente functionale.

2. Pentru fiecare element functional separat se determina functia
de transfer.

3. Tn schema bloc functionald a sistemului in locul abrevierilor
din dreptunghiuri se Tnscriu functiile de transfer respective.
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4. Astfel, schema obtinuta prezintd schema bloc structuralda a
sistemului de reglare automata (fig. 3.1).

Schema bloc structurala atasatd sistemului real reprezinta
proprietatile elementelor functionale ale sistemului.

Astfel, schema bloc structurala a unui sistem automat este
imaginea graficd a relatiilor de cauzalitate existente Intre marimile
sistemului, exprimate prin intermediul functiilor de transfer si pe baza
conexiunilor elementelor cu transfer unidirectional asociate acestor
functii de transfer.

3.2 Transfigurarea schemelor structurale

La rezolvarea problemelor de analizd si sinteza este necesar a
determina functiile de transfer dintre careva doud semnale ale unei
structuri a sistemului prin utilizarea unor reguli de transfigurare cu
rezultate echivalente.

Pentru simplificarii acestei proceduri de transfigurare a schemei
structurale a sistemului automat exista 10 reguli de baza [1, 8, 18, 21].

Primele trei reguli sunt tipurile de conexiuni ale elementelor
functionale si dinamice Tn structura sistemului automat.

Tn schema structurala a sistemului automat se disting trei tipuri
de conexiuni elementare ale elementelor constituente ale sistemului.

1. Conexiunea Tn serie.

2. Conexiunea Tn paralel.

3. Conexiunea cu reactie.

1. Conexiunea in serie se considera structura conexiunii in serie
a n elemente dinamice (fig. 3.2) descrise cu functiile de transfer Tn
figura 3.2.

x1(s) 1 (5) xz(s): x3(52 Ha(5) _»__xn(s) H.(s) Yn(S)
y1(s) y2(5) y3(s)

Fig. 3.2. Structura conexiunii n serie a elementelor

Hy(s)

Fiecare element dinamic cu functia de transfer H;(s) al
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sistemului automat se descrie in forma operationald a marimii de iesire
v;(s) Tn raport cu marimea de intrare x;(s):

y1(s) = Hy(s)x1(s),
Y2(s) = Hy(s)x(s),
y3(s) = H3(s)x3(s), (3.1)

Yn(8) = Hp(8)x,(5).

Luand in consideratie cd iesirea elementului precedent y; este
intrarea urmitorului element x;,i = 1,7 si, astfel, eliminand variabilele
intermediare, se obtine relatia marimii de iesire y,(s) functie de
marimea de intrare x4 (s):

Yn(8) = Hi(S)Hp(s)H3(S) -+ Hn($)x1(s) =
= [Ii=1 Hi($)x1(s) = He(s)x1(s), 3.2)

unde functia de transfer echivalenta este:

Ho(s) = 222 = [, Hi(s). (3.3)

x1(s)

Rezultatul (3.3) se prezintd ca regula 1: functia de transfer
echivalenta a conexiunii in serie a elementelor este egala cu produsul
functiilor de transfer ale elementelor componente.

2. Conexiunea in paralel se considera structura conexiunii in
paralel a n elemente (fig. 3.3) cu functiile de transfer cunoscute.

Fiecare element cu functia de transfer H;(s) cunoscutd se
descrie n forma operationald a iesirii y;(s) Tn raport cu intrarea x;(s):

y1(s) = H1(s)x1(s) = Hy(s)x(s),

Y2(8) = Hy(s)x2(s) = Hp(s)x(s),
..................................... (3.4)



Yn(8) = Hp(8)xn(s) = Hy(s)x(s),

y(s) = y1(8) + ¥2(5) + y3(s)+... +yn(s).

yi(s)

Hy(s)

Hy(s) —>»

Hy(s)

Hy(s)

Fig. 3.3. Structura conexiunii in paralel a elementelor

Din ultima expresie valorile lui y;(s) se supstituie cu
valorile H;(s)x(s), i = 1,n si se obtine expresia de forma:

y(s) = y1(8) + ¥2(s) + y3(s) + -+ yp(s) =
= Hy(s)x(s) + Hy(s)x(s) + H3(s)x(s) + -+ + Hp(s)x(s) =

= x(5)(Hy(S) + Hy(8) + Hs(8) + -+ Hy(s)) =

= x(5) iz Hi(s) = He(s) x(9), (3.5)
unde functia de transfer echivalenta este:
He(s) =23 = SiL, Hi(s). (3:6)

Rezultatul (3.6) se prezintd ca regula 2: functia de transfer
echivalentd a conexiunii in paralel a elementelor este egala cu suma
functiilor de transfer ale elementelor componente.
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3. Conexiunea in reactie Se considera structura conexiunii, n
care la elementul din canalul direct se conecteaza in reactie alt element
(fig. 3.4) cu functiile de transfer cunoscute.

Elementele dinamice din canalul direct cu functia de transfer
H,(s) si din reactie cu functia de transfer H,(s) se descriu in forma
operationala a marimii de iesire in raport cu marimea de intrare, la care
se adauga descrierea sumatorului:

y(s) = Hi(s)e(s),
yr(s) = Hy(s)y(s), (3.7)
e(s) = x(s) £y (s).

x(s) &(s) y(s)

—>O+—> H,(s) j—b
|:v,~{8) H,(s)

Fig. 3.4. Structura conexiunii in reactie

Se formuleaza problema sa se calculeze functiile de transfer ale
conexiunii in reactie pozitiva (negativa) si a erorii acestei conexiuni.

In prima expresie din (3.7) se substituie eroarea £(s) cu relatia
n a treia expresie si cu marimea y;,-(s) din expresia a doua si dupa unele
transformari se obtine functia de transfer a conexiunii intrare-iesire:

y(s) = Hi(s)e(s) = Hi(s)(x(s) £ 3,(s)) =
= Hi(s)x(s) £ Hi(5)y,(s) = Hi($)x(s) £ H1(s)H2(s)y (),
y()(A + Hi($)Hz(s)) = Hi(s)x(s),

y(s) = =25 (s) = Ho(s)x(s), (3.8)

T 1FHy(s)Ha(s)
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unde functia de transfer echivalenta este:

_y(s) _ Hy(s)
He(s) = x(s)  1FH.(s)Hy(s)’ (3.9)

In baza (3.9) se formuleazd regula 3: functia de transfer
echivalenta a conexiunii elementelor cu reactie este raportul dintre
functia de transfer Hi(s) din canalul direct si 1+ Hy(s)H,(s)
(produsul functiei de transfer a caii directe |a functia de transfer din
reactie).

Semnul “—* este pentru reactia pozitiva si semnul “+* - pentru
reactia negativa.

Se calculeaza functia de transfer a erorii din (3.7) si eliminand
marimile intermediare se obtine functia de transfer a erorii in raport cu
semnalul de intrare:

e(s) = x(s) £ yr(s) = x(s) £ Hy(s)y(s) =
= x(s) + Hy(s)H;(s)e(s),
e(s)(1 + Hi(s)Hz(s)) = x(s),
£(s) = mx(s) = Ho(s)x(s), (3.10)
unde functia de transfer a erorii este:

¥ _
He(s) = x(s)  1FH;(s)Ha(s)' (3.11)

Din (3.11) se formuleaza regula: functia de transfer a erorii
conexiunii cu reactie este raportul dintre unitate si 1+ Hy(s)H,(s)
(produsul functiei de transfer a caii directe la functia de transfer din
reactie).

Semnul “—* este pentru reactia pozitiva si semnul “+* - pentru
reactia negativa.
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Tn continuare, se analizeaza transfigurarile unor structuri de
conexiuni de elemente dinamice realizate prin deplasarea unor
elemente, sumatoare si noduri si obtinerea structurilor echivalente.

4. Deplasarea unui sumator de la intrarea la iesirea unui bloc.
Pentru structura initiala din figura 3.5, a) se determina relatia intrare-
iesire de forma:

y(s) = H(s)(x,(s) £ x,(s)), (3.12)

iar in baza distributivitatii operatiei de inmultire in raport cu cea de
adunare, relatia (3.12) se prezinta in forma echivalenta:

y(s) = H(s)x,(s) £ H(s)xz(5), (3.13)

careia 1i corespunde schema echivalenta din figura 3.5, b).

y(s)

x,(5) PR LSl e BV
'ixzts) i‘|‘_
a) b) H(s) [l

Fig. 3.5. Deplasarea unui sumator de la intrarea la iesirea blocului

5. Deplasarea unui sumator de la iesirea la intrarea unui bloc.
Pentru structura din figura 3.6, @) se determina expresia intrare-
iesire:

y(s) = H(s)x1(s) £ x2(s) (3.14)

si se scoate H(s) ca factor comun in (3.14), obtindnd expresia
echivalenta:

y(s) = H(s)(x1(s) = H(s) ™ x5(5)), (3.15)

care descrie schema din figura 3.6, b).
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y(s) x1(8)

x1(s) y(s)
—| H(s) —»?—» —-()_—> H(s) F—
+x,(s) T 5(s)

a) b) H7(s)

Fig. 3.6. Deplasarea unui sumator de la iesirea la intrarea blocului

6. Deplasarea unui punct de ramificare de la intrarea la iesirea
unui bloc. Se da structura initiala (fig. 3.7, a) si se impune deplasarca
punctului de ramificare de la intrarea in bloc la iesirea lui (fig. 3.7, b).

Pentru schema initiala se prezinta transferul prin f.d.t. H(s) si a
ramificatiei prin relatiile:

¥(s) = H(s)x(s), x(s) = x(s). (3.16)
x(s) o) y(s) ﬂ ) v(s)
‘ x(8) ‘ -1 x(s)
D b H (s)—»

Fig. 3.7. Deplasarea punctului de ramificare de la intrarea la iesirea blocului
Cea de-a doua relatie din (3.16) se scrie in forma echivalenta:
x(s) = H(s)H 1(s)x(s) = x(s), (3.17)
careia ii corespunde schema din figura 3.7, b).
7. Deplasarea unui punct de ramificare de la iesirea la intrarea

unui bloc. Se da structura initiala (fig. 3.8, a) si se deplaseaza punctul
de ramificare de la iesirea in bloc la intrarea lui (fig. 3.8, b).

AN y(s) x(s) ) y(s)
y(s) | y(s) ’
D «—| H(s) b)

Fig. 3.8. Deplasarea punctului de ramificare de la iesirea la intrarea blocului
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Schema initiala prezinta transferul cu f.d.t. H(s) si a ramificatiei
prin relatiile:

y(s) = H(s)x(s), y(s) = y(s). (3.18)

Cea de-a doua relatie din (3.18) se scrie in forma echivalenta:

y(s) = H(s)x(s), (3.19)

care descrie schema echivalenta din figura 3.8, b).

8. Comutativitatea sumatoarelor. Se considera structura initiala
cu doua sumatoare (fig. 3.9, a), care insumeaza semnalele x; (s), x,(s),
x3(s) si se schimba cu locurile semnalul x,(s) cu semnalul x5(s) de la
intrarea sumatoarelor (fig. 3.9, b).

X5 (5) l xais)l
xy(s) & S IO

y(s)
LO—O-%
a)
Fig. 3.9. Comutativitatea sumatoarelor
Schema initiala se descrie prin relatia:
Y(s) = (x1(8) £ x2(5)) £ x3(5), (3.20)

care in baza comutativitatii si asociativitatii operatiei de Tnsumare
relatia (3.20) se prezinta in forma echivalenta:

y(s) = (x1(s) £ x3(s))  x2(s), (3.21)

care descrie schema din figura 3.9, b).

9. Deplasarea unui sumator din interiorul unei conexiuni cu
reactie la iesire. Din schema initiala din figura 3.10, @) se determina in
forma operationald marimea y(s) de iesire la actiunea semnalelor x; (s)
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si x5 (s) de intrare si dupa unele transformari se obtine:
y(s) = Hi(s)(x1(s) £ Hy(s)y(s)) £ x2(s) =

= H1(5)x1(s) £ Hi(s)H2(s)y(s) £ x2(5),

Hq(s)

y(s) = mxl(s) + PETAGTTROR (s), (3.22)
xz(S) 1
%2 (S) — "|1FH,H,

* +
x1(5) % Tl 1 % v y(s)
i
Hy(s) H(s) b)

Fig. 3.10. Deplasarea sumatorulm din interiorul conexiunii la iesire

10. Deplasarea unui sumator de la iesirea unei conexiuni cu
reactie in interior. Din structura initiala din figura 3.11, a) in baza
(3.19) in conditia cand f.d.t. este unitara de pe langa marimea x,(s) se
obtine:

y(s) = Hy () (x1(s) + Hy()y(s)) + x,(s) =
= H1(8)x1(s) £ Hi(s)H2(s)y(s) £ x2(s),

_ Hq(s)
YO = Ftome 1O * mrene 12O (3.23)

x4 (5) X2 {:S). 1¥H,H,
x1(5) Ty ¥ x,(s) + 3 ¥(s)
H,(s) _'< );’ Hy(s)
+ +
H,(s) H,(s)
a) b)

Fig. 3.11. Deplasarea sumatorului de la iesirea
conexiunii Tn interiorul buclei
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Componenta a doua din (3.23) se prezinta in forma echivalenta:
— 1
y(s) = £ F Hi()H2() F5 o X2 (8) = Ex2(5), (3.24)

de unde rezulta ca f.d.t. de pe canalul +x,(s) este (1 + H,(s)H,(s)),
care este rezultatul actiunii semnalului x,(s) asupra marimii de iesire
din structura din figura 3.11, b).

Pentru eficientizarea transfigurarilor efectuate in structura
sistemului automat se parcurg urmatoarele etape:

1. Se obtin elemente echivalente pentru elementele conectate in
serie dupa regula 1.

2. Se reduc la elemente echivalente elementele conectate in
paralel, folosind regula 2.

3. Se determind elemente echivalente pentru elementele
conectate in reactie, utilizand regula 3.

4. Se deplaseazd convenabil blocuri, puncte de ramificare si
sumatoare, utilizand regulile din punctele 4-10.

5. Pentru structuri complexe, in functie de necesitate, se repeta
operatiile de la pasii 1-4 pentru a realiza scopul dorit.

3.3 Functii de transfer ale sistemului de reglare automata

Se considerad schema bloc structurala (fig. 3.12) a unui sistem de
reglare automata liniar continuu sub actiunea semnalelor de referinta
r(s) si a perturbatiei p(s), constituit din elementele dinamice cu f.d.t.
Hi(s)-Hs(s), Hy(s), Hy(s) si semnalele marimii de iesire y(s), a
reactiei y,-(s) si a erorii £(s).

Pentru structura sistemului automat se determina urmatoarele
functii de transfer:

1. A sistemului de reglare automata deschis.

2. A sistemului de reglare automata inchis (cu reactie).

3. A sistemului de reglare automata pentru eroare.

4. A sistemului automat de reglare automata cu perturbatii.

Se considera cazul cand semnalul perturbatiei p(s) =0 si
sistemul este supus numai actiunii semnalului de referinta.
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p(s) )

—ed D g
() e(s) il y(s)
- p—>

Hy(s) aﬁ)—»t Ha(s) [+ Hs(s) ‘
d + J
Hy(s) Hy(s)

¥-(s)

A

0

=
4

F 3

H,(s)

Fig. 3.12. Schema bloc structurala a sistemului de reglare automata

1. Functia de transfer a sistemului automat deschis. In acest
caz, se intrerupe reactia inversa a sistemului in punctul Q si se obtine
structura sistemului deschis. Se analizeaza canalul direct de la intrare—
iesire si se constatd ce tipuri de conexiuni elementare exista. In cazul
dat, in canalul direct sunt doua tipuri de conexiuni: elementele cu f.d.t.
H,(s) si H,(s) sunt conectate in paralel, iar elementele H5(s) si Hy(s)
sunt In conexiune in reactie. Pentru aceste conexiuni se calculeaza f.d.t.
echivalente:

’ B
Hi(s) = Hy(s) + Hy(s) = 225 (3.25)
Hé(S) — Hs(s) _ Bs(s) (326)

1FH3(S)Ha(s)  Az(s)

Ca rezultat, functia de transfer a sistemului deschis se prezinta
din elementele din canalul direct nseriate cu f.d.t. H;(s), Hs(s) si
Hs(s) si f.d.t. echivalenta este raportul a doud polinoame:

! ! B
Ha(s) =22 = Hi(Hy()Hs(s) =222 (3.27)

Marimea de iesire a sistemului deschis se exprima in forma:

y(s) = Hy(s)r(s) = 3537(s). (3.28)
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2. Functia de transfer a sistemului automat inchis. Structura
sistemului automat nchis (fig. 3.12) este constituita in canalul direct cu
f.d.t. H;y(s) a sistemului deschis si in canalul invers cu f.d.t. H,.(s) in
conexiune cu reactie si se determind f.d.t. a sistemului inchis:

Y& __ Hi®) _ BB
Ho(s) =35 = Thaom e — 4’ (3.29)

iar marimea de iesire se exprima in forma operationala:
B(s)
y(s) = Ho(s)r(s) = 357 (s). (3.30)

3. Functia de transfer a erorii sistemului automat la actiunea
referintei. Pentru calculul f.d.t. a erorii sistemului inchis se utilizeaza
relatia (3.10) si se obtine relatia in forma operationala a marimii erorii:

1
1+Hg(s)Hy(s)

e(s) = r(s) = He(s)r(s), (3.31)

unde Hy(s) = —————— este functia de transfer a erorii sistemului.
14+Hg(s)Hy(s) >

4. Functia de transfer a sistemului automat la actiunea
perturbatiei. Se considera structura sistemului automat din figura 3.12
cu calculul f.d.t. Hy(s) a sistemului deschis dupa relatia (3.27) si
actiunea perturbatiei (fig. 3.13).

ﬂ Hp{s)
r(s) e(s) y(s)
Em— H;(s) p—»
—Vr
H.(s)

Fig. 3.13. Schema structurala a sistemului la actiunea perturbatiei

Se obtine pe cale analitica transferul referinta-iesire si
perturbatie-iesire in forma operationala:
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y(s) = Hq(s)e(s) + Hp(s)p(s) =
= Ha(s)(r(s) = () + Hp(s)p(s) =
= Hq(s)r(s) — Ha(s)Hr(5)y(s) + Hp(s)p(s).

Din ultima expresie se calculeaza marimea de iesire in functie de
semnalele de referinta si perturbatie si se obtine relatia:

_ Hg(s) Hp(s) _
y(s) = 1+H 4 (s)Hy(S) r(s) + 1+Hd(S)Hr(5)p(S) B
= yr(s)r(s) + Hyp(s)p(s)’ (3.32)
_ Hg(s) . Lo
unde H,,(s) = TR este f.d.t. a transferului referinta—marimea
Hy(s)

de iesire, H,,(s) = — f.d.t. a transferului perturbatie—iesire.

1+Ha(s)Hy(s)

Daca asupra sistemului automat actioneaza mai multe semnale de
perturbatii, atunci in relatia (3.32) in partea dreapta se vor insuma
termeni  H,,;(s)p;(s), unde indexul i=1,r indici numarul
perturbatiilor care actioneaza asupra sistemului:

_ __ Ha@s) r Hp,(s) ey —
y(s) - 1+Hd(S)Hr(S) r(s) + Zl:l 1+Hd(S)HT(S) pl(s) -

= yr(S)T'(S) + Z?:lHypi(S)pi(s)-

In cazul cand reactia inversa in sistemul automat este unitara
f.d.t. H.(s) =1, atunci expresiile (3.29), (3.31) se simplificd si au
forma:

=Y _ _Ha®) _ BG)
Ho(s) =75 = Thiae = 266’ (3.33)

_es) _ 1 _ B
He(s) =20 = Toma® ~ 200 (3.34)
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Tn continuare, sunt analizate doud exemple de sisteme automate
pentru care se deduc ecuatiile diferentiale, functiile de transfer si

transfigurarea schemelor structurale.

Exemplul 3.1. Se considerd schema de principiu electrica a sistemului de
reglare automata a rotatiilor motorului cu curent continuu reprezentatd in figura 3.14.
Motorul de curent continuu are o largé utilizare in practica automatizarilor diverselor
procese si a actionarilor electrice.

Se cere: 1. S& se descrie modul de functionare al sistemului de reglare
automata a rotatiilor motorului de curent continuu (MCC).

2. Sa se construiasca schema bloc functionald a sistemului.

3. Sa se determine ecuatiile diferentiale ale elementelor functionale ale
sistemului.

4. Sa se determine functiile de transfer ale elementelor functionale ale
sistemului.

5. Sé se calculeze functiile de transfer ale sistemului deschis, inchis si ale
erorii sistemului la actiunea semnalului de intrare referinta.

6. Sa se determine ecuatiile diferentiale ale sistemului deschis, inchis si ale
erorii sistemului.

7. Sa se determine caracteristicile statice ale sistemului deschis, inchis si ale
erorii sistemului.

Solutionare:

1. Descrierea modului de functionare al sistemului automat. Evidentiem
obiectul de reglare si elementele functionale ale sistemului. Obiectul de reglare este
motorul de curent continuu MCC 1 cu excitatie separatd, la care se regleazd viteza
unghiulard w sau rotatiile n prin modificarea tensiunii rotorice u, sau tensiunii de
excitatie u,, sau modificarea ambelor tensiuni rotorice u,. si excitatie u,. Motorul este
antrenat la cuplul de sarcind (momentul de sarcind) M.

4

5 3 & 4
ER | |4 Au| | A4E Ug

h 4 h 4 ’“&:

My

Urg

Y

Fig. 3.14. Schema de principiu electrica a sistemului de reglare
automata a rotatiilor motorului cu curent continuu
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Aplicand tensiunea de excitatie la bobina de excitatie (statorul), se produce
fluxul magnetic Tn interiorul statorului. Aplicind tensiunea rotorica la bobina
rotorului, se produce cAmpul magnetic al rotorului si, datoritd interactiondrii acestor
campuri, rotorul se va roti cu o vitezd proportionala tensiunii rotorice. Cea mai
utilizatd metoda de reglare a rotatiilor motorului este metoda prin reglarea tensiunii
rotorice u,, datoritd faptului cd astfel se introduce fluxul de putere mai mare in
comparatie cu reglarea tensiunii de excitatie cu o putere mai mica.

Pentru a masura rotatiile n ale motorului se utilizeaza traductorul de tip
tahogenerator (TG) 2 de curent continuu, rotorul caruia se cupleazd mecanic cu rotorul
motorului. Marimea de intrare a tahogeneratorului TG sunt rotatiile (viteza) motorului,
iar marimea de iesire este tensiunea tahogeneratorului urg, care este proportionald
rotatiilor n ale motorului.

Tn scopul mentinerii rotatiilor motorului la valoarea dorita se alege tensiunea
de referinfa (prescriere) u,, care este produsa la iesirea elementului de referinga (ER)
5.

Marimea tensiunii urg, prin canalul de reactie, se transmite si se compara cu
tensiunea u,, de referintd determinand eroarea:

Au = U, — Urg,

care, fiind o marime de valoare mica, se transmite amplificatorului electronic (AE) 3
si, la iesirea acestuia, se obtine tensiunea amplificatd u,. Tensiunea amplificata u, se
transmite bobinei de excitatie a generatorului de curent continuu (G) 4, care produce
fluxul magnetic al statorului. Pentru a obtine tensiunea de iesire a generatorului ug,
rotorul generatorului se roteste fortat de un motor electric de curent alternativ cu
rotatii n, constante. Tensiunea generatorului u; se aplica la bornele rotorului
motorului si, astfel, se stabilizeaza turatiile motorului proportionale tensiunii de eroare
Au. Generatorul este elementul de executic (EE) care realizeazd reglarea tensiunii
rotorice u, a motorului.

De exemplu, daca s-a produs cresterea prin salt a momentului de sarcind M
ca perturbatie, atunci se reduc rotatiile motorului n, ceea ce conduce la reducerea
tensiunii up¢ si rezultd cresterea tensiunii Au, care se transmite prin canalul direct
amplificator-generator-motor si, astfel, turatiile se stabilizeazd la valoarea initiala si,
invers, dacd s-a redus momentul de sarcind M, cresc turatiile motorului n si tensiunea
ure respectiv, reducand tensiunea Au, care se transmite prin canalul direct
amplificator-generator-motor si turatiile se stabilizeaza la valoarea data.

Astfel, in sistemul automat se realizeaza stabilizarea turatiilor motorului
datorita principiului de reglare (conducere) cu reactie inversa negativa tipica pentru
sistemele automate liniare.

2. Construirea schemei bloc functionale a sistemului. Pentru construirea
schemei bloc functionale pentru motorul ca obiect de reglare (OR) si elementele
functionale tahogeneratorul TG, amplificatorul A, generatorul G se introduc simboluri
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dreptunghiuri, in interiorul cirora se inscriu abrevierile respective, iar comparatorul,
care nu existd ca element constructiv, se prezintd prin compararea fizici a doua
tensiuni si se simbolizeaza cu un cerculet. Toate simbolurile se traseaza si se plaseaza
conform principiului de functionare al sistemului si blocurile se unesc cu sageti cu
directia transmiterii informatiei, deasupra carora se inscriu simbolurile marimilor
fizice existente Tn sistemul automat (fig. 3.15).

3. Se determind ecuatiile diferentiale, care descriu dinamica obiectului de
reglare si a elementelor functionale: amplificatorul, generatorul si tahogeneratorul.

Obiectul de reglare este motorul de curent continuu cu marimile de comanda
tensiunile rotorica u, si de excitatie u,, perturbatia M, si marimea de iesire viteza
unghiulard w sau rotatiile n. Viteza w si turatiile n sunt legate functional prin relatia:

W= %n = %n ~ 0.105n.
LMs(®)
U, () ~Au(t) PR (®) c ur(t) " w(t)
_ n(t)
urg(t) TG

Fig. 3.15. Schema bloc functionala a sistemului automat

Se prezinta intr-o forma simplificatd determinarea ecuatiei diferentiale a
motorului de curent continuu, care descrie dinamica acestuia.

Rotatiile n ale motorului sunt functie de trei argumente: tensiunea rotorica
u,, tensiunea de excitatie u,, si de perturbatie-momentul de sarcina M, in forma:

n(t) = f(ue(t), ur(t), My (1)).

Aceastd relatie se simplifica dacd se au in vedere urmatoarele conditii:
tensiunea de excitatie u, este o marime constantd si se exclude din relatie si se
analizeaza regimul de functionare in gol al motorului Mg = 0.

Astfel, relatia dupa simplificare prezinta rotatiile motorului n(t) functie
numai de tensiunea rotorica de reglare u,:

n(t) = f(u,(1)).
Circuitul electric rotoric se descrie conform legii a 11-a Kirchhoff:

di(t)
dt

u(t) = Ri(t) + LEL + e(D),
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unde u,-(t) este tensiunea aplicatd la bornele circuitului rotoric, R, L — rezistenta si
inductanta rotorului, i(t) — curentul rotoric, e(t) — tensiunea contraelectromotoare.

Circuitul electric rotoric unde se formeaza tensiunea contraclectromotoare se
descrie de relatia:

e(t) = k.n(t),

unde k, este coeficient de proportionalitate constant al motorului, care se determina in
datele tehnice.

Rotorul in miscare de rotatie in jurul unei axe fixe se descrie de legea
Newton in forma:

dn(t)
dt

J = Ma(t) — Ms(2),
unde J este momentul de inertie al tuturor partilor rotative, M; — cuplul dinamic
dezvoltat de motor, My = 0 — cuplul mecanic de sarcina.
Momentul dinamic M; al motorului se prezintd in prima aproximare ca
proportional curentului rotoric i:
My = ki,

unde k,, este coeficientul de proportionalitate constant al motorului, care se determina
din datele tehnice.
Din expresiile de mai sus se exprima curentul rotoric descris prin relatia:

. J dn(t)
l(t) = E—dt .

Coeficientii motorului k, si k,, se exprima prin relatia:

Ke — 2T £ 0.105.
km 60

Expresia circuitului electric dupa unele transformari are forma:

JR dn(t) | JL d®*n(t)

km dt km dt2 + ken(0),

Uy ® =

care reprezintd ecuatia diferentiala a motorului.
Aceastad ecuatie se aduce la forma standard, impartind toti termenii la
coeficientul k, si se scrie marimea de iesire ca functie Tn partea stanga:

JL dzn(t)_l_ JR dn(t)
kmke dt? kmke dt

+n(t) = kiur(t).

Se introduc notatiile:
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1 JR JL R JR L L
le= ' o= '_=TmTe, TE=_
kmke kmke R kmke R R

ke

k =

unde k este coeficientul de transfer al motorului, T, — constanta de timp electrica cu
dimensiunea secunda, T,, — constanta de timp electromecanicd cu dimensiunea
secunda.

Cu notatiile introduse, ecuatia diferentiald are forma:

d2n(t)
dt?

dn(t)

TnTe p

+ Ty

+ n(t) = ku,(t),

care reprezintd modelul matematic aproximat ca element cu inertie de ordinul doi.

In cazul cand inductanta L bobinei este o marime mica, atunci din raportul
T, < T,, rezultd ca primul termen din ecuatie se neglijeazd in comparatie cu termenul
al doilea si se obtine ecuatia diferentiald de ordinul unu:

an(t)

T 4
mat

+n(t) = ku, (1),

care descrie un element cu inertie de ordinul unu.
Dacia constanta de timp electromecanica T,, < 0, atunci motorul se descrie
ecuatia diferentiala de ordinul zero:

n(t) = ku,(t).

Pentru a transforma turatiile n(t) Tn unghiul a(t), se utilizeaza reductorul,
care se prezintd ca element integrator, descris de ecuatia diferentiala:

da(t)

T k.n(t)

sau ecuatia integrala:

a(t) =k, [, n(t)dt,

n care o este unghiul de rotatie la iesirea reductorului, k, = 1/i..q — coeficientul de
transfer al reductorului, iar i.eq — coeficientul de reductie al reductorului.

Ecuatia diferentiala pentru cazul care descrie transferul tensiune u, rotorica-
unghiul « la iesirea reductorului are forma:

d3a(t) d?a(t) |, da(t) _
TnTe dt3 mo g2 ac

klur(t),

unde k, = kk, este coeficientul de transfer motor-reductor.
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Daca constantele de timp T,,,, T, ale motorului sunt neglijabile, atunci ecuatia
diferentiala are forma:

da(t)
dt

= kiu, @®
Ssau

a(t) = ky [ u(£)dt,

care reprezintd un element integrator.

Amplificatorul electronic functioneaza datoritd miscarii electronilor, care au
masa mica si viteza mare de miscare in comparatiec cu miscarea maselor mecanice ale
motorului, ceea ce conduce la neglijarea constantei de timp a amplificatorului si acesta
se prezinta ca element ideal descris de ecuatia diferentiala de ordinul zero:

uy (t) = kyBu(t),

unde k, este coeficientul (factorul) de transfer al amplificatorului.

Generatorul de curent continuu reprezinta elementul de executie, care
realizeaza transferul tensiunea u, amplificatorului-tensiunea u; generatorului. Pentru
circuitul de excitatie al generatorului cu tensiunea de intrare u,, aplicand legea a Il-a
Kirchhoff, se obtine ecuatia diferentiala de forma:

. dig(t)
Uy (t) = Rgle(t) + Lo — =
unde R, Lg este rezistenta si inductanta bobinei de excitatie a generatorului, i, —
curentul in circuit.

Ecuatia diferentiala se aduce la forma normatd, impartind toti termenii
ecuatiei la R si, introducand notatiile respective, se obtine:

dig(t)
dt

T + i () = kpu,(t),
unde Ty = L; /R, este constanta de timp, k; = 1/R; — coeficientul de transfer.
Pentru a stabili legatura dintre tensiunea de excitatie u, si tensiunea de iesire
ug a generatorului, se utilizeaza caracteristica neliniara statica u; = f(i,) (fig. 3.16),
care reprezintd caracteristica sarcinii generatorului si, pentru tensiunea de iesire
nominald u, pe aceasta caracteristica se determind curentul necesar de excitatie i,.
Utilizdnd aproximarea caracteristicii neliniare cu secanta OA, dusd prin
origine si punctul A cu coordonatele (i,, us), care formeaza unghiul ¢ Tn raport cu axa
absciselor. Din triunghiul dreptunghiular obtinut, la care ipotenuza este secanta, iar
catetele sunt segmentele de pe axe: pe axa absciselor se afld segmentul care exprima
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curentul i, si pe axa ordonatelor segmentul egal cu tensiunea u. Din acest triunghi se
determina tangenta unghiului ca definitie a tangentei:

tgp =3¢ =k,

unde k, este coeficientul de transfer.
A

L7

@ i is
0 i

Fig. 3.16. Caracteristica statica a generatorului

-
-

Din expresia tangentei se exprima curentul de excitatie si se obtine:

ug
[, =2
k2

Ecuatia diferentiald, dupa unele transformari, prezintd ecuatia diferentiala de
ordinul unu, care descrie transferul u, — u; a generatorului:

dug

T_
G ar

+ ug(t) = kguy(0),
unde T, este constanta de timp a generatorului, k; = kzk, = k, /R — coeficientul de
transfer al generatorului.

Tensiunea generatorului u; se aplica la bornele rotorului motorului si este
tensiunea de comanda a motorului.

Tahogeneratorul prezintd un generator de curent continuu, la care statorul
este un magnet permanent, producand fluxul magnetic, iar rotorul este actionat cu
rotorul motorului si la bornele tahogeneratorului se excitd tensiunea up;, care este
proportionala cu rotatiile motorului, prezentand ecuatia diferentiala de ordinul zero:

urg(t) = krgn(t),

unde k;; este coeficientul de transfer, care se deternimd ca aproximatie de pe
caracteristica statica a tahogeneratorului.
Astfel, tahogeneratorul se prezintd ca element ideal, la care s-a neglijat
constanta de timp mica in comparatie cu constantele de timp ale motorului.
4. Se determind functiile de transfer dupa ecuatiile diferentiale obtinute Tn
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punctul 3 pentru obiectul de reglare si elementele functionale — amplificatorul,
generatorul si tahogeneratorul.
Pentru motorul cu transferul u,. — n se obtine f.d.t.:

k
TmTes2+Tms+1

R OE

ur(s)

si pentru motorul cu transferul u, — o se obtine f.d.t.:

(s k k
D= H(S) = G = e
ur(s) S(TTeS“+Tms+1) TmTes>+Tims=+s

Se prezinta ecuatia operationald a motorului pentru rotatii si unghi in forma:
n(s) = Hy (s)u,(s),
a(s) = Hu(s)u.(s).

Pentru amplificatorul electronic cu transferul Au — u, se obtine f.d.t.:

ua(s) _ _
) H,(s) = ky.

Se prezinta ecuatia operationald a amplificatorului electronic in forma:
uy(s) = Hy(s)Au(s) = k,Au(s).

Pentru generator cu transferul u, — u; se obtine f.d.t.:

ug(s) _ _ _kc
ua(s) He(s) = Tgs+1

Se prezinta ecuatia operationala a generatorului in forma:
ug(s) = Hg(s)ua(s).

Pentru tahogenerator cu transferul n — u;¢ se obtine f.d.t.:

urg(s)
% = Hrg(s) = krg.

Se prezinta ecuatia operationald a tahogeneratorului in forma:

urg(s) = Hrg(s)n(s).
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5. Se determind functiile de transfer ale sistemului. Se prezinta schema bloc
structurald a sistemului automat, utilizind schema bloc functionala in care in interiorul
blocurilor abrevierile se substituie cu functiile de transfer respective (fig. 3.17, a).

Tn baza schemei structurale a sistemului inchis (fig. 3.17, a) se calculeaza
functiile de transfer ale sistemului deschis, inchis si ale erorii sistemului.

Functia de transfer a sistemului deschis. Pentru determinarea f.d.t. a
sistemului deschis se deconecteazi reactia sistemului inchis in punctul L (fig. 3.17, a)
si se analizeaza structura sistemului deschis de la intrare la iesire si se constatd ce
tipuri de conexiuni exista in sistem.

LG
ur
R ) P2 e o) - ) “’Szt)
L uTG(t) HTG(S)
a)
up(t) Au(t) Ha(s) n(t)
d
urg(t) Hyg (s)

Fig. 3.17. Schema bloc functionala a sistemului automat

Tn cazul dat, in sistemul deschis existi conexiunea serie a elementelor
dinamice amplificator-generator-motor si, conform regulii, transferul u,, — n se obtine
functia de transfer a sistemului deschis:
kg k

n(s) _ _ n _ _
up(s) - Hd (S) - HA (S)HG (S)HM (S) - kA TGS+1 Ty Tes2+Tys+1 -

_ Co _C(s)
dos3+d s2+dys+d;  D(s)'

unde ¢y = kakgk = ky este coeficientul de transfer al sistemului automat deschis,
do =TyuTe, dy =TTy + ToTyp, dy = Tg+Tn, dy = 1.

Functia de transfer H,;(s) a sistemului deschis este determinata de raportul
polinoamelor C(s) si D(s), care sunt functii de parametrii obiectului de reglare,
amplificatorului si generatorului.

Functia de transfer a sistemului inchis. Se prezintd schema structurald a
sistemului Tnchis (fig. 3.17, b) cu canalul direct descris cu functia de transfer Hy (s).

144



Structura obtinutd a sistemului inchis cu reactie negativa prezintad conexiune
in reactie si, aplicand regula, se determina functia de transfer:

ne _ gy (s) = Hq(s) _ _CO//DE) c(s) _
up(s) 0 1+Hg(s)Hrg(s) 1+%H7~6(s) D(s)+C(s) krg
kq bg _ B(s)

T dos3+dys?+das+dstkgkrg | aos3+aist+azs+as  A(s)

unde by = ¢o = k kgk = kg este coeficientul de transfer al sistemului deschis, a, =
=dy = T;TpT,, ay =dy =TTy + ToTpm, ay = dy = T;+T,,, az =
ds+kukokkrg = 1+kykgkkrg, polinoamele B(s) = by = kg si A(s) = aps® +
a,5% + a,s + as, care sunt functii de parametrii motorului, amplificatorului,
generatorului si tahogeneratorului.

Functia de transfer a erorii sistemului se determind prin relatia:

e(s) _ H ( ) _ 1 _ 1 _
up(s) F LHHAOHTG(S)  1+5 2 Hr6(s)
D(s) _ dos®+dis®+dys+ds _ D(s)

T D(s)+C(s)HTg(s)  aos3+ais?+azs+as  A(s)

care este raportul polinomului D(s) la polinomul A(s), unde D(s) este polinomul
numitorului functiei de transfer a sistemului deschis si A(s) este polinomul
numitorului functiei de transfer a sistemului inchis.

6. Se determina ecuatiile diferentiale ale sistemului. Procedura de obtinere a
ecuatiei diferentiale a sistemului se reduce la prezentarea ecuatiilor in operatori si
substituirea variabilei complexe cu operatorul de derivare s = p = d/dt.

Ecuatia diferentiala a sistemului deschis. Se prezinta ecuatia operationald a
sistemului deschis:

o
dos3+d1s2+dys+ds

n(s) = Hq(s)u,(s) = Uup (s),

care se aduce la forma prezentata intr-o linie cu partea stanga si dreapta si se deschid
parantezele, introducand variabilele sub operator s = p, obtindnd ecuatia in operatori:

n(dop® + dip* + dyp + d3) = couy,
dop3n + dip*n + dypn + dzn = cou,,.
In ecuatia in operatori se substituie p = d/dt si se obtine ecuatia diferentiald
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a sistemului deschis n forma:
care este o ecuatie diferentiald de ordinul trei dupd marimea de iesire.

Ecuatia diferentiala a sistemului inchis. Se prezinta ecuatia operationald a
sistemului inchis:

bo
aps3+ais2+azs+a
0 1 25+asz

n(s) = Ho(s)u,(s) = up (s),

care se aduce la forma ecuatiei n operatori s = p:
3 2 —
n(app” + a;p* + azp + as) = byuy,
ap®n + a,p’n + apn + azn = cou,.

In ecuatia in operatori se substituie p = d/dt si se obtine ecuatia diferentiala
a sistemului inchis in forma:

care este o ecuatie diferentiald de ordinul trei dupa marimea de iesire cu coeficientii
calculati 1n functia de transfer.
Ecuatia diferentiala a erorii sistemului. Se prezintd ecuatia operationald a

erorii sistemului:

dos3+d,s?+dys+ds
ags3+ais2+azs+as

&(s) = He(s)up(s) = Uy (s),

care se aduce la forma ecuatiei In operatori s = p:
e(app® + a;p? + app + az) = u,(dop® + dip* + d,p + ds),
aop3e + a;p?e + aype + aze = dop3u, + dip®u, + dypu, + duy).

In ecuatia in operatori se substituie p = d/dt si se obtine ecuatia diferentiala
a erorii sistemului Tn forma:

ag€(t) + a E(t) + a£(t) + aze(t) = dyiiy(s) + dyiiy(s) + da1t, (s) + dyuy,(s)),
care este o ecuatie diferentiald de ordinul trei dupa marimea de iesire si marimea de
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intrare cu coeficientii calculati in functia de transfer.

7. Se determind expresiile analitice ale caracteristicilor statice.
Caracteristica statica prezintd regimul stationar al sistemului, care nu depinde de timp
si actiunea derivatelor se reduce la zero.

Astfel, ecuatiile analitice ale caracteristicilor statice se obtin din ecuatiile
diferentiale, egaland cu zero toate derivatele.

Caracteristica statica a sistemului deschis are forma:

— — % —
dsn = cou,, n = 2, U = kqu,,

unde k; = ;—0 = k,kk este coeficientul de transfer al sistemului deschis.
3

Caracteristica statica a sistemului Inchis se obtine din ecuatia diferentiala:
dsn = =2y, =k
3 = Collp, = - Up = kolp,

n care k, este coeficientul de transfer al sistemului Tnchis de forma:

k _Co __ kg _ kakgk
0~ ds - 1+kgkre - 1+kAkakTG’

care este exprimat prin coeficientii de transfer ai elementelor din structura sistemului.
Caracteristica statica a erorii sistemului se obtine din ecuatia diferentiala:

— 4. _
aze = dyuy,, € = oW = keuy,,

unde k. este coeficientul de transfer al erorii sistemului inchis si are forma:

k _E_ 1 _ 1
€ agy  1+kgkrg  1+kakgkkrg'

care este exprimat prin coeficientii de transfer ai elementelor din structura sistemului.

Eroarea ¢ a sistemului automat este proportionald semnalului de referinta u,
si invers proportionald produsului coeficientilor de transfer k,; din canalul direct si a
coeficientului traductorului k¢ din canalu de reactie. Eroarea sistemului va fi cu atat
mai micd cu cat va fi mai mare produsul coeficientilor k k¢ = kakckkrg.

Dupa expresiile analitice ale caracteristicilor statice, Tn figura 3.18 sunt
prezentate caracteristicile statice ale sistemului deschis (3.18, a), sistemului Tnchis
(3.18, b) si a erorii sistemului (3.18, ¢).m
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Fig. 3.18. Caracteristicile statice ale sistemului automat

Exemplul 3.2 [21]. Se considera structura unui sistem automat (fig. 3.19) cu
functiile de transfer cunoscute supus actiunii semnalelor de intrare x; (s) si x,(s).

S3 4

x1(8) ~S1 S;

y(s)

H; (s) Hy(s)

Hy(s)

Hg(s) [«

Fig. 3.19. Structura sistemului de reglare automata

Se cere sa se determine relatia transferului intrare-iesire y(s) in functie de
semnalele de intrare x, (s) si x5 (s).

Solutionare. Solutionarea acestei probleme pe cale analitica este dificila.

Se analizeazd structura sistemului si se aleg regulile convenabile pentru
transfigurare si se parcurg urmatorii pasi.

1. Sumatorul S, se suprapune peste sumatorul S; (regula 5) si semnalul iesirii
elementului cu f.d.t. H,(s) inmultit cu £.d.t. H;1(s) se transmite sumatorului S;.

2. Se calculeaza f.d.t. echivalenta a elementelor cu f.d.t. H;(s) si H,(s) din
canalul direct ca si conexiune serie (regula 1) si se obtine:

Hi,(s) = Hi(s)H,(s).

3. Sumatorul S, se trece la stinga sumatorului S5 (regula 8).

4. Punctul de ramificare L trece in punctul N din reactie si semnalul de la
intrarea elementului cu f.d.t. H3(s) inmultit cu f.d.t. H31(s) (regula 6) se transmite la
iesirea lui si, astfel, elementul cu f.d.t. H,(s) este conectat in reactie si formeaza
conexiunea serie (regula 1) cu elementele cu f.d.t. H{1(s), Hy(s), H31(s) si fd.t.
echivalenta este de forma:
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Hi(s) = Hi ' ($)Ha()H5 ™ (5).

5. Se determina f.d.t. echivalentd a conexiunii cu reactic (regula 3) a
elementelor cu f.d.t. H5(s) si Hs(s) si se obtine:

’ _ H3(s)
Hs(s) = 1+H3(s)Hs(s)’

6. Se calculeaza f.d.t. echivalentd a reactiei sistemului ca conexiune in paralel
(regula 2) a elementelor cu f.d.t. Hg(s) si H4(s) si se obtine:

Hg(s) = Hy(s) + Ha(s).

In urma efectuarii transfigurdrilor dupa pasii 1-6 s-a obtinut structura
sistemului data in figura 3.20, a).

x2(s) 1
—> H; (s)
x1(s) 31 sy o y(s)
Hiya(s) H () L Hi(s)
Cl) Hg(s) b) Hg(s)

Fig. 3.20. Schema structurala transfigurata a sistemului automat

1. Tn structura din figura 3.20, a) sumatorul S, se suprapune peste sumatorul
S, si, astfel, semnalul x,(s) inmultit la f.d.t. H;;}(s) (regula 5) se aplici la sumatorul
S (fig. 3.20, b).

2. Se calculeazd marimea de iesire in forma operationala a structurii
sistemului din fig. 3.20, b ca conexiune in reactie (regula 3) cu doud semnale de
intrare si dupa unele transformari se obtine:

S 1O H3 ()H1F (5) —
y(s) = T+H](s)HL(s) L )+ T+H](S)HL(s) 2 ) =

= Ho1(8)x1(s) + Ho2(5)x,(s),

1) . _ Hi&®HF ) 5 s
unde f.d.t. Hyy(s) = Rl S Hy,(s) = ] HL) este legatura functionald a

marimii de iesire y(s) Tn raport cu semnalele de intrare x; (s) si x,(s).m

Exemplul 3.3. Tn figura 1.10 se reprezintd schema de principiu electrici a
sistemului de urmdrire automatd a unghiului a arborelui motorului cu elementele
numerotate: 1 este obiectul de reglare, care reprezinta cuplul de sarcind M, 2 —
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traductorul de masurare a unghiului o arborelui care se realizeaza cu rezistenta Ry, 3 —
elementul de referintd se realizeazd cu rezistenta R,, 4 — comparatorul reprezinta
puntea formatd din rezistentele R, si R, 5 — amplificatorul electronic, 6 — generatorul
ca amplificator de putere, 7 — motorul electric ca element de executie.

Se reprezintd modul de functionare al sistemului. Puntea formata din
rezistentele R, si R, si alimentatd cu tensiunea u,, realizeaza compararea unghiului de
referintd o, si a unghiului a, care determind starea curentd a obiectului de reglare,
obtinandu-se eroarea sistemului:

Ao = a, — q,

care se converteste de punte in tensiunea Au. Initial, puntea este in stare de echilibru —
la iesirea ei semnalul Au = 0.

Pentru pornirea sistemului se actioneazd cursorul rezistentei R, si se
formeaza semnalul de referintd o, iar cursorul rezistentei R, este In stare initiala si,
astfel, puntea se dezechilibreaza, producand tensiunea Au =+ 0. Tensiunea Au se
prelucreaza consecutiv de amplificatorul 5 — generatorul 6 — motorul 7 si arborele
motorului se deplaseaza la unghiul o si, prin canalul de reactie — linia intrerupta
realizeaza legdtura mecanicd a arborelui motodului cu cursorul traductorului R, care
conduce la echilibrarea puntii cu tensiunea Au = 0 si, astfel, tensiunea rotorica u, =
0, iar arborele pozitionandu-se la unghiul a.m

Exemplul 3.4. Automatizarea unui proces termic realizat in cuptorul
industrial. Schema de principiu electrici a sistemului de reglare automata a
temperaturii Tn cuptor este reprezentata in figura 3.21.

Elementele functionale ale sistemului sunt: 1 este cuptorul ca obiect de
reglare, in care este necesar a stabiliza temperatura, 2 - traductorul de temperatura R,
conectat Tn puntea 3, 4 - amplificatorul electronic, 5 - motorul de curent continuu M cu
excitatie separatd este elementul de executie, 6 - reductorul Red., 7 -
autotransformatorul este organul de reglare, 8 - elementul de incilzire. ET este
rezistenta R de pe care se degajeazd energia in cuptor. Puntea este alcatuitd din 4
rezistente R;, R, Ry, R,.

Pentru a pune in functiune sistemul pe reostatul R, se deplaseaza cursorul in
pozitia care indica temperatura necesara de stabilizare in cuptor si, astfel, puntea se
dezechilibreaza si la iegirea ei se obtine tensiunea Au. Aceasta tensiune se amplifica
de amplificatorul AE si tensiunea de la iesire u, Se transmite circuitului rotoric al
motorului M (tensiunea de excitatie este conectatd) si la iesirea lui se obtin rotatiile n.
Motorul prin reductor transforma rotatiile In unghiul a si actioneazd cursorul
autotransformatorului si la iesirea lui creste tensiunea de la zero la tensiunea u, care se
transmite elementului de incélzire. Astfel, temperatura in cuptor va creste si, prin
traductor, puntea se echilibreaza, transmitand semnalul prin reactie pana cand se
stabilizeaza temperatura data si sistemul a atinge regimul stationar de functionare.m
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Fig. 3.21. Schema de principiu a sistemului de reglare automata
a temperaturii Tn cuptor industrial cu termometru rezistiv

Exemplul 3.5. Automatizarea procesului termic Tn cuptor industrial, utilizand
traductorul de temperatura — termocuplul TC. Schema de principiu electricd a
sistemului de reglare automata a temperaturii in cuptor este reprezentatd in figura

3.22.
L 3 'y 7 OR 1
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Fig. 3.22. Schema de principiu a sistemului de reglare automata
a temperaturii Tn cuptor industrial cu termocuplu

Elementele functionale, functionarea si descrierea acestui sistem de reglare
automatd este similard cu a sistemului descris din exemplul 3.4. Semnalul erorii Tn
sistem este tensiunea Au care se determina cu relatia:

Au = uo - uTc,
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unde u, este semnalul de referinta, up. — tensiunea termocuplului care este
proportionala temperaturii in cuptorul industrial.

Semnalul erorii Au se transmite circuitului format din elementele
amplificatorul-motorul-reductorul-elementul de reglare a tensiunii-elementul de
incalzire, care introduce cantitatea de cdldura in cuptor.

Cand temperatura in cuptor atinge valoarea de referintd cu eroarea admisa,
atunci eroarea Au = 0 si procesul se stabilizeaza.m

Chestionar si probleme

1. Ce reprezintd schema bloc structurald a sistemului de reglare automata?

2. De ce este necesar a construit schema functionald si structurald a
sistemului automat?

3. Ce tipuri de conexiuni se utilizeaza in schemele functionale si structurale
ale sistemului automat?.

4. De ce se utilizeaza regulile de transfigurare a schemelor structurale ale
sistemului automat?

5. Construiti schema bloc functionala si structurald dupa schema de principiu
a sistemului de urmarire automata a unghiului arborelui motorului din figura 1.10.

6. Explicati modul de functionare a traductorului rezistiv al unghiului
arborelui motorului din schema din figura 1.10 si determinati ce model de element
tipic reprezinta.

7. Construiti schema bloc functionala si structurald dupa schema de principiu
a sistemului de reglare automata a temperaturii in cuptorul industrial din figura 3.21.

8. Explicati modul de functionare a traductorului rezistiv de temperatura din
schema din figura 3.21.

9. Fiind cunoscuti parametrii k si T ai traductorului rezistiv de temperatura
din schema din figura 3.21, scrieti ecuatia diferentiald si functia de transfer a
traductorului si determinati dimensiunea coeficientului de transfer k.

10. Construiti schema bloc functionald dupa schema de principiu a sistemului
de reglare automatd a temperaturii in cuptorul industrial din figura 3.22. Explicati
modul de functionare a termocuplului ca traductor de temperatura.

11. Pentru valorile numerice ale parametrilor k =0.5 si T=5s ale
termocuplului din schema din figura 3.22 scrieti ecuatia diferentiald si functia de
transfer a traductorului si determinati dimensiunea coeficientului k.

12. Care este sensul fizic al coeficientului de transfer k si al constantei de
timp ale traductoarelor din sistemele analizate ih exemplele 3.3-3.5?

13. Explicati care sunt elementele de executie in sistemele analizate din fig.
3.21-3.23 si modul lor de functionare?

14. De ce traductorul din structura sistemului automat se conecteazd in
canalul reactiei inverse?

15. Explicati care sunt elementele de comparare (sumatoare) ale semnalului
de referinta si a marimii masurate in sistemele analizate Tn exemplele 3.3-3.5.
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4 STABILITATEA SISTEMELOR AUTOMATE
4.1 Introducere

Se considera functia de transfer a sistemului automat ca o
functie rationala a raportului polinoamelor cu coeficienti reali,
prezentata in forma factorizata sau poli-zerouri:

y(s) _ B(S) _ bps™+bpm_1s™ 14-+bis+by _ bo H;'n=1(5—zj)

=— (4.1)

x(s) - A(S) - aAnst+ap_1s""1+-+ags+ag ag Hizl(s—pi)’

H(s) =

unde y(s) este iesirea sistemului, x(s) — marimea de intrare, polinomul
zerourilor B(s) = 0 are raddcinile z;, care sunt zerourile finite ale f.d.t.
H(s), polinomul polilor A(s) = 0 are radacinile p;, care prezintd polii
finiti ai f.d.t. H(s) [1-4, 8, 9, 11-13, 6-21].

Dinamica unui sistem de reglare automata este determinata de
transferul intrare marginita-iesire marginita, in baza careia se
evidentiaza proprietatile structurale ale sistemului.

1. Stabilitatea structurala (stabilitatea interna) a sistemului care
se determina de proprietatile interne ale sistemului.

2. Performantele regimului de functionare al sistemului automat.

Functiei de transfer (4.1) a sistemului Ti corespunde ecuatia
diferentiala cu solutia acesteia:

y(©) = yi(8) + yr (), (4.2)

unde y,(t) este solutia omogena, care reprezinta componenta libera a
raspunsului tranzitoriu la modificarea conditiilor initiale sau la aplicarea
semnalului de intrare si care transporta sistemul din starea initiala data
in starea viitoare ca regim stationar, yr(t) — componenta regimului
permanent sau regimului stationar, determinat de semnalele de intrare
aplicate asupra sistemului (conditii initiale, semnale de referinta,
perturbatii).

In functie de distributia polilor p; lui H(s) (4.1), in planul
complex, sistemele automate liniare invariante in timp se clasifica n
doua clase.
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1. Sisteme stabile polii carora sunt toti alocati in {Rep; < 0}.

2. Sisteme instabile, care au cel putin cate un pol alocat in
{Rep; = 0}.

In functie de distributia zerourilor z; in planul complex,
sistemele automate liniare invariante in timp si stabile se impart in doua
categorii:

1. Sisteme automate stabile zerourile carora sunt toate alocate in
{Rep; < 0} si se numesc sisteme de defazaj minim.

2. Sisteme automate stabile, care au unul sau mai multe zerouri
alocate in {Rep; = 0} sunt sisteme de defazaj neminim.

Din analiza aplicatiilor uzuale ale sistemelor automate liniare
invariante Tn timp majoritatea sunt sisteme de defazaj minim.

4.2 Notiune de stabilitate si conditii
de stabilitate ale sistemului automat

Notiunile de stabilitate se definesc in sensul teoriei Leapunov,
care a fost elaborata in anul 1892 [1, 4, 8, 11-13, 18].

Stabilitatea este o notiune matematicd bazata pe transferul
functionare ale sistemului de reglare automata.

Se utilizeaza notiunile de stabilitate pentru sistemul automat:
sistem stabil, sistem instabil si sistem la limita de stabilitate.
stingd a ecuatiei diferentiale, care descrie proprietatile interne ale
sistemului (4.1) cand semnalul de intraire este nul, data in forma
operationala:

yiP)AP) = yi(p)(aep™ + a1p™ ' + -+ ay_1p + ay) =0, (4.3)

unde y; # 0 este componenta libera a solutiei ecuatiei diferentiale.
Din (4.3) rezulta ca polinomul caracteristic este egal cu zero:

A(p) = app™ + a;p™ M+ + apyp +a, = 0. (4.4)
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Polinomul este monic daca coeficientul a, = 1:
A =p"+ap"t++a,_p+a,=0. (4.5)

Conditiile necesare de stabilitate impun ca polinomul
caracteristic A(p) sau monic A’(p) sa fie hurwitzian:

1) toti coeficientii ay, a,, acestuia sa fie pozitivi ;

2) sa existe toate radacinile py, p,, polinomului.

Pentru polinoame de ordinul unu si doi conditiile necesare de
stabilitate devin si suficiente.

Polinomul caracteristic A(p) sau monic A'(p) se numeste
hurwitzian dacd toate zerourile sale sunt alocate in semiplanul stang al
radacinilor {Rep; < 0}.

Expresiile (4.4) si (4.5) reprezinta o ecuatie algebrica de gradul
n cu parametrii a,, a,, cunoscuti si solutionand-o se optin n radacini
D1, Pn, Care pot fi de tipul:

1. Radacini nule p = 0.

2. Radacini reale pozitive sau negative p = ta.

3. Radacini imaginare pozitive si negative (perechi) p = +jw.

4. Radacini complexe p = ta + jw.

Solutia ecuatiei caracteristice (4.4) are forma:

yi(0) = Eizy ciePt, (4.6)

in care c¢; sunt coeficientii necunoscuti ce se determind din conditiile
initiale, p; — ridacinile cunoscute ale ecuatiei (4.4), ePit — arati evolutia
raddcinii In timp.
Pentru o radacina reala a; cunoscutd componenta tranzitorie are
forma:
yi(t) = cie*t. (4.7)

Daca radacina a; < 0, atunci cand timpul t — oo componenta
y;(t) tinde la zero, si invers, daca a; > 0, atunci componenta y;(t)
tinde la oo si cdnd a; = 0 marimea y;(t) = ¢; = const (fig. 4.1).

Unei perechi de radacini complexe p; = o; + jw; $i pipq =
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= a; — jw; 1i corespund douda componente tranzitorii exprimate printr-o
singura expresie de forma:

yi () = ce“tsin(w;t + @;), (4.8)

care reprezintd o sinusoidd cu pulsatia w; si amplitudinea ce se
modifica in timp dupa exponenta.

4¥:(0)

o; =0

o; =0

Ci o <0
v t

[
L

Fig. 4.1. Componenta tranzitorie a radacinii reale

Dacad partea reala a radacinilor a; < 0, atunci procesul
tranzitoriu oscilant se stinge, si invers, daca a; > 0, atunci procesul
oscilant tinde la infinit. Tn cazul cand «; = 0 si radicinile sunt
imaginare, prosesul tranzitoriu prezinta oscilatii neamortizate in forma
de sinusoida cu pulsatia w;. Marimea ; este defazajul datorita inertiei
transferului intrare-iesire si aratd intarzierea semnalului de iesire in
raport cu cel de intrare.

In cazul cand ecuatia caracteristica (4.4) contine k radicini
multiple, atunci in solutia (4.6) n locul k componente de tipul ¢, ePxt se
contine o singura componenta de forma [10]:

(co + Cit + ct? + -+ + ¢ tF 1) ePrt, (4.9)

In baza teoriei Leapunov, conditiile necesare si suficiente de
stabilitate interna a sistemului automat se stabilesc in functie de evolutia
componentei libere y;(t) a solutiei ecuatiei caracteristice (4.6) [4, 8, 11,
13, 18].

Definitia 1. Sistemul de reglare automata este asimptotic stabil,
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daca componenta libera y,(t) a solutiei ecuatiei caracteristice cand
timpul t — oo tinde la zero:

tlim yi(t) =0. (4.10)

Se formuleaza definitiile de stabilitate sau instabilitate interna
ale sistemului automat.

Definitia 2. Se spune ca sistemul de reglare automata este stabil,
daca toate radacinile py, p,, ecuatiei caracteristice (4.4) au partea reala
negativa Rep; < 0.

Definitia 3. Se spune ca sistemul automat este instabil, daca
ecuatia caracteristica (4.4) are una sau mai multe radacini cu partea
reald pozitiva Rep; > 0.

Definitia 4. Se spune ca starea sistemului automat este /a limita
de stabilitate (nedefinita, nedeterminatd), daca ecuatia caracteristica
(4.4) are radacini nule si/sau radacini imaginare.

Avand in vedere planul complex al radacinilor p (fig. 4.2),
definitiile 2-4 se formuleaza in modul urmator.

djw
* D2 *Py
%2, JUIE
i P1
o3 ePs

Fig. 4.2. Planul complex al radacinilor

Definitia 5. Sistemul automat este stabil, daca toate radacinile
D1, Pn €cuatiei caracteristice (4.4) sunt alocate in semiplanul stdng €~
(Rep; < 0) al planului complex al radacinilor.

Conform definitiei, rezultd ca aceasta este echivalentda cu
alocarea Tn {Rep; < 0} a polilor functiei de transfer a sistemului in
bucla inchisa.
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Definitia 6. Sistemul de reglare automata este instabil, daca
ecuatia caracteristica (4.4) are una sau mai multe radacini alocate in
semiplanul drept C* (Rep; > 0) al planului complex al radacinilor.

Definitia 7. Sistemul de reglare automata este la limita de
stabilitate (stare nedeterminatd), dacd ecuatia caracteristica (4.4) are
radacini nule si/sau rddacini imaginare alocate pe axa imaginara.

Daca asupra sistemului actioneaza semnale de intrare referinta
sau perturbatie marginite, atunci notiunile de stabilitate externd se
formuleaza astfel.

Sistemul automat este stabil, daca regimul tranzitoriu este finit
si sistemul atinge regimul stationar (fig. 4.3, curba 1).

Sistemul automat este instabil, daca regimul transitoriu tinde la
t+oo (fig. 4.3, curba 2).

Sistemul automat este la limita de stabilitate cand starea lui este
nedefinita (regim critic) (fig. 4.3, curba 3).

3 N
h(t)

\VZ ~.
AT N
N TS

0} 1 2 3 4 5
Fig. 4.3. Raspunsuri indiciale ale sistemului automat

Determinarea stabilitatii interne a sistemului automat este
insotita de proceduri de solutionare a ecuatiilor algebrice de grad
superior care este dificila.

......

a sistemului automat Tnchis se utilizeaza criteriile de stabilitate.
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4.3 Criterii de stabilitate

Criterii de stabilitate sunt unele reguli sau algoritmi care permit
dupa coeficientii @,, @, cunoscuti ai polinomului caracteristic al
sistemului Tnchis determinarea semnelor partii reale a radacinilor [1, 4,
5,8,11-13, 17, 18].

Au fost elaborate doua tipuri de criterii.

1. Criteriile algebrice Routh si Hurwitz, care se bazeaza pe
polinomul caracteristic al sistemului automat Tnchis si stabilesc
conditiile necesare si suficiente de negativitate ale radacinilor in forma
de limitdri impuse anumitor combindri ale coeficientilor ecuatiei
caracteristice.

2. Criteriile frecventiale Cremer-Leonhard (Mihailov) si Nyquist
de stabilitate, care determina legatura functionala dintre stabilitatea si
forma locului de transfer al sistemului automat.

4.3.1 Criteriul Routh

Criteriul Routh a fost elaborat de matematicianul englez E.
Routh in anul 1877 [1, 4, 8, 11-13].

Analiza stabilitatii sistemului automat cu utilizarea criteriului
Routh se reduce la urmatorul algoritm.

Se considera polinomul caracteristic cu coeficientii cunoscuti ai
sistemului automat:

AP) = agp™ + a1 p™ t + -+ ap_p + ay. (4.11)

Se verifica conditiile necesare de stabilitate ale polinomului
caracteristic:

1) toti coeficientii @y, a,, ai polinomului sa fie pozitivi,

2) sa exiSte toate radacinile py,p, ale ecuatiei caracteristice a
sistemului automat inchis.

Conditiile suficiente de stabilitate ale sistemului se verifica
aplicand criteriul Routh care se reduce la urmatoarea procedura.
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Din coeficientii @y, a, ai polinomului caracteristic se
construieste tabelul 4.1, in care se introduc calculele coeficientilor
necesari.

Tabelul 4.1. Calculul coeficientilor criteriului Routh

Nr. | Coeficientii Coloane
rand a; 1 2 3 k
1 C11 = Qg | C21 =0Ap | C31p =0Ayg | Ck1 =
= an
2 Ci2 = Ay | (2 = ag C32 =0Ag | = Ck2 =
=0an—1
C
3 oy = — = €13 C23 C33 Ck3
C12
=ag/ay
c
4 a, =2 €14 C24 C34 Cra
C13
n+1 Oyt Cin+1 Con+1 C3n+1 Crkn+1

Tn primul rand al tabelului 4.1 se inscriu coeficientii polinomului
cu indexii pari aq, a,, ay,..., a,, iar in randul doi — coeficientii cu
indexii impari a,, as, as,..., a,_1.

Urmatoarele randuri 3, 4,---n+ 1 se completeaza in ordinea
calculelor coeficientilor ¢;;, unde i = 1,k este numirul coloanelor, iar
Jj = 1,n+ 1 — numarul randurilor, pornind de la coeficientii a; (j = 3)
din coloana zero si coeficientii din coloanele 1,2,..,k pand se
completeaza coloana unu in ordinea urmatoare:

O3 = C11/C12 = A/ a4, C13 = Ca1 — U3C3 = A — 0303,
C23 = C31 — U3C3 = Ay — O3ds,...,
Forma de calcul ale coeficientilor se prezinta:
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O = C1,j-2/C1,j-1,) Cij = Ci+1,j-2 — XjCi41,j-1-

Pentru celulele din tabelul 4.1, cand coeficientii au indexii
negativi, prezinta zerouri.

Conditiile necesare si suficiente de stabilitate a sistemului
automat conform criteriului Routh se prezinta:

Definitie. La valorile cunoscute ale coeficientilor @y, a, ai
polinomului caracteristic sistemul automat este stabil daca toti
coeficientii coloanei unu din tabelul 4.1 (este evidentiata) sunt pozitivi:

C11 = Qg > O, Ci2 = aq > O, C13 > 0, Cqi > 0,"',C1‘n+1 > 0.

Dacd nu toti coeficientii coloanei unu din tabelul 4.1 sunt
pozitivi, atunci sistemul automat este instabil.

Din analiza coeficientilor coloanei 1 ai tabelului 4.1 cand sunt
coeficienti negativi, se constatd numarul de schimb de semne de la ,,+”
la ,,—”, si invers, de la ,,—” la ,,+”, care indicd numarul de radacini
pozitive ale polinomului caracteristic ce conduc la instabilitate.

Exemplul 4.1. Se da polinomul caracteristic de gradul 4 al sistemului Tnchis:

A(p) = agp* + a,p* + a,p? + azp + a4 = 5p* + 6p* + 7p? + 3p + 4.

Se cere sd se analizeze stabilitatea sistemului, utilizand criteriul Routh.

Solutionare. Se verifica conditiile necesare de stabilitate: toti coeficientii sunt
pozitivi si sunt toate cele patru radacini ale polinomului.

Se verifica conditiile suficiente de stabilitate, utilizand criteriul Routh.

Din coeficientii polinomului se construieste tabelul Routh si calculele se dau
n tabelul 4.2.
Se calculeaza coeficientii din randul trei, pornind de la coloana zero:

a3 = €11/¢12 = ag/ay = 5/6,

Ci13 = Cy1 — 03Cyy = Ay, —03a3 =7 —(5/6)3 = 27/6,
5
cz3=c31—a3c32=4—(g)-0=4.

Se calculeaza coeficientii din randul 4, pornind de la coloana zero:
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0y = C12/C13 = a1/C13 = 6/(27/6) = 36/27,

C1g = Cpp — UyCy3 = A3 — 0yC3p = 3 - (36/27)4 = _63/27,

C24=C32—(X4C33=0—O(4'0=0.

Se calculeazd coeficientii din rAndul 5, pornind de la coloana zero:

27/6

U5 = C13/C1a = Te3/27

729 — ~1.9286,

378

C51=C23—0(5C24=4-—0(5'0=4.

Tabelul 4.2. Calculul coeficientilor criteriului Routh

Nr. Coeficientul a; Coloane
rand 0 1 2 3
1 €11 =89=5 | 21 =0, =7 | (33 =04
=4
2 C12:a1:6 C22:a3:3 C32—0
3 aO 5 C13 == 27/6 Cy3z = 4 C33 = 0
(x3 = — = —
a 6
4 a; 36 63 €24 =10 €34 =0
A == Ci4 = — 55
i3 27 27
5 a5=6'1_3= c15 =4 €25 =0 35 = 0
C1a
= —1.9286
Se analizeaza coeficientii coloanei 1 din tabelul 4.2 (este evidentiatd) si se
constatd_coeficientul negativ ¢;, = —63/27 si, rezulta cd sistemul automat este
instabil. In coloana 1 din tabelul 4.2 exista doua schimburi de semne intre randurile 3
si 4 dela ,+” la ,,—” si intre rAndurile 4 si 5 de la ,,—” la ,,+” care indica doua

radacini pozitive din cele 4 radacini ale ecuatiei caracteristice ale sistemului Tnchis.m
4.3.2 Criteriul Hurwitz

Criteriul Hurwitz a fost elaborat de matematiceanul german A.

Hurwitz in anul 1895 [1, 4, 8, 11-13].
Se considera polinomul caracteristic cu coeficientii cunoscuti:
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Se verifica conditiile necesare de stabilitate ale polinomului.

Conditiile suficiente de stabilitate se verifica, utilizand criteriul
Hurwitz prin urmatoarea procedura. Din coeficientii @y, a, ai
polinomului caracteristic se construieste determinantul Hurwitz A,, de
dimensiunea n X n:

a, a; as ... 0
Ay A Q4 0
A,=10 a; ag 0 (4.13)

0 0 0 cee an
Din (4.13) se calculeaza determinantii particulari Aq, A,,..., Ay:

a,

A1= aq > 0, A2= |a0

as

a2| = a,a,—0apgas > 0,
a; az 4as

A3: aO a, ay| = a,a,as + 0- asQa, + agaq asg —
0 a a3

—0-a,as — a,a,a, — agazas; > 0,..,A,=A,_,a, > 0. (4.14)

Conditile necesare si suficiente de stabilitate ale sistemului
automat conform criteriul Hurwitz sunt:

Definitie. Sistemul automat este stabil daca si numai daca toti
determinantii particulari A;> 0, A,> 0, A;> 0,...,A,> 0 sunt pozitivi.

Daca un determinant oarecare este negativ, atunci calculele se

opresc si se constata ca sistemul automat este instabil.
Exemplul 4.2. Se considera polinomul caracteristic de gradul 4 al sistemului:

A(p) = app* + a;p® + a,p? + agp + a, = 5p* + 6p3 + 7p? + 3p + 4.

Se cere sa se analizeze stabilitatea sistemului, utilizand criteriul Hurwitz.

Solutionare. Se verifica conditiile necesare de stabilitate: toti coeficientii sunt
pozitivi si sunt toate cele patru radacini ale polinomului caracterisic.

Se verifica conditiile suficiente de stabilitate, utilizand criteriul Hurwitz.

Din coeficientii a,, a4, a,, as, a, ai polinomului se construieste determinantul
de ordinul patru si se calculeaza determinantii particulari de ordinul 1, 2, 3, 4:
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a a 0 0 6 3 0 0
A= a a; a, 0 Is 7 4 o0
4710 a; az O] [0 6 3 Of
0 ao a, au 05 7 4

a a
=0, =6>0,8,= |} a2|=g §=6-7—5-3=27>0,
a a; as| |6 3 0
Az=|Qy Gz Q4| =|5 7 4|=
0 a a3l lo 6 3
=6-73+0:3440:5:6-0-7-0—-6-6-4—53-3=-63<0.

La valorile date ale coeficientilor polinomului caracteristic determinantul
A;= —63 < 0 este negativ si, conform criteriului Hurwitz, sistemul este instabil.m

Analizand stabilitatea sistemului caracterizat de polinomul dat,
aplicand criteriile Routh si Hurwitz, ambele criterii au confirmat acelasi
rezultat — sistemul automat este instabil.

Utilizand criteriul Hurwitz, se determina coeficientul critic de
transfer al sistemului deschis cand sistemul automat inchis este la limita
de stabilitate (regimul critic) Tn conditia cand determinantul superior se
egaleaza cu zero:

Ay=A7,_ja, =0,a, #0,A,_,=0. (4.15)

Din expresia A,,_;=0 se determind coeficientul critic de
transfer k.. al sistemului deschis, care se contine in termenul liber a,, al
polinomului caracteristic al sistemului inchis.

Exemplul 4.3. Se considera structura sistemului automat deschis alcatuita din
trei elemente identice inseriate si descrisa prin functia de transfer:

k
H =—",
d(s) (Ts+1)3
Se cere si se calculeze valoarea criticd a coeficientului de transfer al
sistemului deschis, utilizand criteriul Hurwitz.
Solutionare. Se determina functia de transfer a sistemului inchis:

Hg(s) _ k _ k _
1+Hg(s)  (Ts+1)3+k  T3s3+43T2s243Ts+1+k

Hy(s) =
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k k

aps3+ais?+azs+az  A(s)

unde ap =T3,a, =3T%, a, =3T,a; = 1+k.
Ecuatia caracteristica a sistemului inchis este:

A(s) = T3s® + 37252 + 3Ts + 1 + k = aps® + a;s? + ays + az = 0.

Din coeficientii ecuatiei caracteristice a sistemului nchis se construieste
determinantul sistemului de ordinul 3:

a a3 0
As=|ay a, O0f.
0 a as

Pentru determinarea coeficientului critic k.. al sistemului deschis se
utilizeaza conditia (4.15) prezentata pentru sistemul analizat de ordinul n = 3:

A3= A2a3 = 0, a3 * 0, A2= 0

Din determinantul A, se calculeaza valoarea critica a coeficientul de transfer
al sistemului deschis:

a a
AZ: |a(1) a2| = a.a; — apaz = 3T23T — T3(1 + k) = 0l
9_1_k=01kcr=8..

Concluzie. Rezulta ca valoarea critica k.. a coeficientului de
transfer al sistemului deschis analizat cu elemente identice nu depinde
de valorile absolute ale constantelor de timp.

Cu cresterea numarului n de elemente identice coeficientul critic
se reduce.

Pentru a obtine o valoare mai mare a coeficientului de transfer
critic k¢, este necesar ca diferenta dinte valorile constantele de timp sa

fie cat mai mari.

Exemplul 4.4. Se considera structura sistemului automat deschis alcatuita din
trei elemente cu inertie cu parametrii cunoscuti inseriate si descrisd prin functia de
transfer:

k k k
(T15+1)(Tos+1)(T3s+1)  (0.1s+1)(5s+1)(10s+1)  dos3+dqs2+dps+ds’
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unde dy =T T,T3; =01-5-10=5,d, =T,T, + 1T + T,T;, =0.1-5 +
+01-10+5-10=515,d, =T, + T, + T3, =01+5+10=15.1,d; = 1.

Se cere si se calculeze valoarea critici a coeficientului de transfer al
sistemului deschis, utilizand criteriul Hurwitz.

Solutionare. Se determind functia de transfer a sistemului inchis:
Hq(s) _ Kk k k

1+Hg(s)  (Tys+1)(Tps+1)(Tzs+1)+k  aps3+ass?+azs+az  A(s)’

Hy(s) =

Unde ao = do = T1T2T3 = 5, al = dl = T1T2 + T1T3 + T2T3 = 51.5, a2 = dz = Tl +
+T2 +T3 = 15.1,a3 = 1+k
Ecuatia caracteristica a sistemului inchis este:

A(s) = aps® + a;s? + ays +a; = 0.

Din coeficientii ecuatiei caracteristice a sistemului inchis se construieste
determinantul sistemului de ordinul 3:

a, az O 515 1+k 0
Az=1ay, a; O0|=]|5 15.1 0 |
0 a as 0 515 1+k

Pentru determinarea coeficientului critic k.. al sistemului deschis se
utilizeaza conditia (4.15) prezentata pentru sistemul analizat de ordinul n = 3:

A3= A2a3 = 0, as * 0, A2= 0

Din determinantul A, se calculeaza valoarea critica a coeficientul de transfer
al sistemului deschis:

p= |t B |FLS 1tk

Ay QA 5 151 | = M2 — Qa3 = 51.5-151—5-(1+k) =

772.65 — 5k = 0, ko, = 2222 = 154.53.

p =

Coeficientul k.. = 154.53 din exemplul 4.4 este mai mare de 19.32 ori decét
k. = 8 din exemplul 4.3.m

In baza acestui exemplu se prezinti relatiile functionale dintre
coeficientul critic k., al sistemului deschis si constantele de timp.
Se prezenta determinantul A, in forma:
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A= aya; — apaz =
= (TlTZ + T1T3 + T2T3)(T1 + TZ + T3) - T1T2T3(1 + k) = 0

si impartind toti termenii la T;T,T5, dupad unele transformari, se obtine
expresia coeficientului critic exprimata prin raportul constantelor de
timp:

kg=2+2404 02, 2 B 1

T, T3 Thw T3 Th T
Concluzie. Coeficientul critic k.. de transfer al sistemului
deschis depinde de raportul constantelor de timp si nu depinde de
valorile lor absolute. O analizi mai detaliatd demonstreaza ca
coeficientul critic are valoarea mai mare cu cat este mai mare diferenta
dintre valoarea celei mai mari constante de timp si valoarea celei mai

mici comstante de timp.

4.4 Criterii frecventiale

Criteriile frecventiale Mihailov si Nyquist sunt formulate pe
baza principiului argumentului functiei complexe [1, 3-5, 8, 11-13, 18,
21]. Pentru analiza stabilitatii sistemului, criteriile frecventiale
utilizeaza functiile frecventiale (locul de transfer) ale sistemului care se
obtin din f.d.t. H(s) cu substituirea s = jw si se obtine H(jw). La
variatia lui w = 0--- oo varful vectorului amplitudinii A(w) descrie o
curba care reprezinta hodograful Tn planul complex al variabilei w.

4.4.1 Principiul argumentului functiei complexe
Fie datd functia analiticd (olomorfa) complexd de argumentul p:

_B® _ b XL, (p~2))
A)  ao X (p-p)’

F(p) (4.16)

care in conditia B(p) = 0 are m zerouri si A(p) = 0 are n poli si toate
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zerourile si toti polii sunt alocati in interiorul unui cerc [8, 13].
Definitie. Daca se variaza argumentul functiei p dupa un cerc in
directia pozitiva (dupa acele ceasornicului), atunci cresterea totala a
argumentului functiei F (p) este unghiul @ = 2n(n — m).
Fie data ecuatia caracteristica a sistemului in bucla inchisa:

Alp) = ap™ + ap™t+ -+ a,_1p+a, =0, (4.17)

care are n radacini pq,psy, ..., Pn. Admitem m radacini ale lui A(p)
alocate Tn semiplanul drept C*, atunci n — m radacini sunt alocate in
semiplanul stang C~.

Polinomul A(p) se prezinta prin radacinile sale in forma:

A(p) = ag(p —p) (@ —p2) - (P — Pn). (4.18)
Tn (4.18) se substituie p = jw si e obtine expresia in domeniul
frecventa:
A(jw) = ag(jo —p1)(jw —pz) - (o — pa), (4.19)
iar modulul expresiei (4.19) este:

|AGw)| = aolGw = p)I - o =p)l - |(o —p)|.  (420)

Se prezenta interpretarea geometricd a expresiilor complexe
(jw — p;) ca vectori in planul complex al radacinilor p; = +a; + jw;,
unde a > 0, w > 0. Acesti vectori au inceputul lor in radacinile p; ai
planului complex, iar varful lor este situat pe axa imaginara a planului
complex in punctul jw; (fig. 4.4, a) la care sunt orientati toti vectorii.

jo Ajw

W 2 wh | T
1 v Dz | E
| T | oy
R iy
a) ) -

b
Fig. 4.4. Planul radacinilor polinomului caracteristic al sistemului
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Se modificd valoarea argumentului —oco < w <o si se
calculeaza valoarea argumentului functiei A(jw):

Aarg A(jw) = Y=, Aarg(jw — py). (4.21)

—oo<mw<o —oo<mw<oo

Pentru determinarea valorii totale a argumentului (4.16) se
calculeaza suma variatiilor argumentelor a doua componente (jw — p;)
si. Jw—pi;1) (fig. 4.4, b) in functie de alocarea radacinilor in
semiplanul stang si drept.

Pentru radacina p; din semiplanul sting la variatia lui w =
—oo --- 00 varful vectorului se roteste in contrasens la unghiul +180°
sau Tt si argumentul este:

Aarg(jow —p;) = m, (4.22)

—oco<w<0oo

iar daca radacina p;,; este in semiplanul drept si la variatia lui w =
= —o0 ... 00, atunci varful vectorului se roteste in sens pozitiv la unghiul
—180° sau —t si argumentul va fi:

Aarg(jo —piyq) = —T (4.23)

—oco<w<0o

Deoarece in semiplanul stdng sunt n —m radacini, iar
fnsemiplanul drept m radacini, atunci la variatia lui w = —c0 - 00
variatia totala a argumentul functiei A(jw) va fi:

AargA(jw) = m(n —m) —mm = n — mm — mm = n(n — 2m),

—oo<w<0
(4.24)
din care rezulta ca la variatia lui @ = —oo--- 00 vectorul A(jw) se va
roti la un numadr de rotatii egal cu m(n — 2m).
Daca variatia lui w = 0 -+ o, atunci (4.24) are forma:

Aarg A(jw) = g(n — 2m). (4.25)

0<w<oo
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Daca sistemul automat este stabil, atunci radacinile m = 0 si
toate n rddacinile ecuatiei caracteristice sunt alocate In semiplanul stang
si argumentul functiei A(jw) din (4.25) are forma:

Aarg A(jw) = gn. (4.26)

0<w<o

4.4.2 Criteriul Mihailov

Acest criteriu frecvential, cunoscut si sub denumirea de criteriul
Cremer-Leonhard, se bazeaza pe principiul argumentului (4.26) si se
utilizeaza pentru analiza stabilitatii sistemului automat dupa polinomul
A(p) caracteristic al sistemului inchis [4, 8-9, 11-13, 17-19].

Se considera polinomul caracteristic al sistemului Tnchis cu
coeficientii cunoscuti si prezentat ca ecuatie algebrica:

Alp) = app™ + ayp™ 1+ +a,_1p+a, =0. (4.27)

Tn (4.27) se substituie operatorul p = jw si se obtine functia
frecventiala sau hodograful ca functie complexa si, aplicand ridicarea la
putere a termenilor respectivi cu valorile lui j2 = —1, j3 = —j, j* =
1,... (unde j = v/—1), se grupeaza termenii reali si imaginari obtinand
expresia de forma:

A(w) = ag(o)* + a; (o) 1 + -+ a,_jo + a, =

= (an - an—zwz + avn—4004 =) +j(an—1w - an—S(JL)3 + ) =
=U(w) +jV(w) =0, (4.28)
unde U(w) = (ap — ap_w? + ap_,w* —-++) este functia frecventiald
reala, V(W) = (@10 — ap_30> + ap_sw’® — =) - functia

frecventiala imaginara.

.....

= 0---00, se calculeazd functiile frecventiale U(w) si V(w) si se
completeaza tabelul 4.3.
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Tabelul 4.3. Calculul functiei frecventiale A(jw)

[0 0 05 |1 2 5 10 | 15 o
V(w) 0 vos vos vos s .o .es .es ioo

Dupa datele din tabelul 4.3 se construieste locul de transfer
A(jw) n planul complex reprezentat in figura 4.5.

Definitie. Pentru stabilitatea sistemului inchis este necesar si
suficient ca la variatia w = 0---c0 hodograful A(jw) sa inceapa pe
semiaxa reald pozitiva la valoarea lui w = 0 si cu cresterea lui w s se
roteasca contrasens, sa nu formeze inele si sa parcurga exact n cadrane.

Altfel spus, in baza principiului argumentului, variatia totala a

argumentului hodografului A(jw) va fi exact egala cu gn.

L, v W (w)
AGew)

A O A v,
\ n=3 \ w=0"
n=4 A(jw) n=1

\

n=4
a) b)

Fig. 4.5. Hodograful Mihailov:
a) pentru sisteme stabile, b) pentru sisteme instabile

n=

In figura 4.5, a) sunt reprezentate locurile de transfer pentru
sisteme stabile de ordinul 1, 2, 3, 4, iar in figura 4.5, b) — locurile de
transfer pentru sistemele instabile de ordinul 1, 3, 4, pentru care nu sunt
respectate conditiile de stabilitate ale criteriului: alura 1 este inversata
directiei de variatie, alura 3 formeaza inele si alura 4 nu trece
consecutiv cadranele.

Exemplul 4.5. Se da ecuatia caracteristicd a sistemului automat in bucla
inchisa cu coeficientii cunoscuti:

A(p) = agp® + ayp* + ap®+azp® + agp + a5 = 0,
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unde ay, =2,a, =4,a, =7,a; =8,a, =5,as = 3.
Se cere si se verifice stabilitatea sistemului, utilizand criteriul Mihailov.
Solutionare. In ecuatia caracteristicd se substituie p = jw si se determina
partea reala si imaginard care vor fi egale cu zero:

A(jw) = ag(jw)® + a;(j0)* + a,(jw)3+a;(jw)? + ajo + as =
= (as — azw? + q,0*) + j(a,0 — @, w3 + ayw®) = 0,
U(w) = as — azw? + a,0* = 3 — 8w? + 4w* =0,
V(w) = a0 — a,0° + a,0° = 50 — 7w + 20° = 0(5 — 70? + 2w*) = 0.
S-au obtinut doua ecuatii algebrice bipatratice. A doua ecuatie are o radacina
nula w; = 0.
Ecuatiile bipitratice se rezolvd prin utilizarea substitutiei w? = x si, in

continuare, se obtin ecuatiile patratice care se rezolva in modul urmator.
Prima ecuatie de gradul doi se rezolva si se determina radacinile:

4x? —8x+3 =0,

2 8+y/82-4-3-4  4+V/64—-48 _ 4+V16 _ 4+4
x1‘2 = (.)2'4 = 2 = s = s = _8 y
2 _ 4+4 _ _ 2 _ 4—4 _ _
Wz = —1,002—1,004——8 =0,w, =0.

Pentru ecuatia a doua de gradul doi se rezolva si se determina radacinile:

2x2 —7x+5=0,

_ _ 7+V7%-452 _ 7+V49-40 _ 743
X12 = W35 = = =

22 4 4
wi =12 =2 =25 0, = V25 = 1.5811,
7-3 4
(,0§=T=Z=1,(,l)5=1

Din acest criteriu rezultd consecinta: Sistemul automat va fi stabil, dacd si
numai dacd pentru radicinile ecuatiilor algebrice U(w) =0 si V(w) =0 este
adevarata inegalitatea:

W <W <w3<w<wyg=0<1<1,5811<0<1.

Concluzie: Deoarece nu se respectd inegalitatea radacinilor rezultd ca la
valorile date ale coeficientilor ecuatiei caracteristice sistemul este instabil.m
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4.4.3 Criteriul Nyquist

Criteriul a fost elaborat de matematicianul american H. Nyquist
in anul 1932. In comparatie cu criteriile teoretice Routh, Hurwitz si
Mihailov, care se bazeaza pe ecuatia caracteristica a sistemului automat
in bucld inchisa, criteriul Nyquist are sens fizic si are urmatoarele
avantaje [1, 3, 4, 8, 11-13, 17-21].

1. Se aplica la sistemul automat deschis, ceea ce simplifica
procedura de calcul a functiei de transfer a sistemului.

2. Este un criteriu experimental, deoarece locul de transfer
H,;(jw) al sistemului Tn circuit deschis se poate ridica pentru sistemul
real pe cale experimentala, aplicAnd la intraire semnale armonice si
Tnregistrand semnalul de iesire si se calculeaza functia frecventiala
Hd(](D)

Toate calculele se efectueaza pentru locul de transfer H; (jw) al
sistemului deschis si, dupa evolutia locului de transfer H;(jw), prin
definitie se determina stabilitatea sistemului automat inchis.

Pentru analiza stabilitatii sistemului automat liniar in bucla
inchisd cu reactie unitard criteriul Nyquist se perezintd In modul
urmator.

Se considera f.d.t. a sistemului deschis ca raportul a doua
polinoame:

H,(s) = C(S) _ cmsS™+Cmo1s™ T+ +eis+cg (4.29)
d T D(s)  dps"+dp_q1S"l4-+dys+dp )

unde polinomul C(s) are gradul m, polinomul D(s) - gradul n si m <
n.

Analiza stabilitatii asimptotice a sistemului automat dupa
criteriul Nyquist se bazeaza pe principiul argumentului, iar in calitate de
contur se utilizeazd axa imaginard a planului complex al radacinilor
ecuatiei caracteristice a sistemului automat si semicercumferinta cu raza
infinit.

Se considerd sistemul automat deschis descris cu f.d.t. H;(s)
care poate avea trei stari.

1. Sistemul deschis este stabil.
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2. Sistemul deschis este instabil.

3. Sistemul deschis este 1a limita de stabilitate.

In baza functiei de transfer (4.29) se construieste functia de
forma:

c(s) D(s)+C(s) _ A(s)

F(s)=1+Hu(s) =1+—-—= D(s)  D(s)  D(s)

(4.30)

Numaratorul A(s) functiei (4.30) este ecuatia caracteristica a
sistemului automat Tn circuit inchis cu gradul n, iar numitorul D(s) este
ecuatia caracteristica a sistemului automat deschis cu gradul n.

1. Se analizeazd cazul sistemului automat deschis stabil. In cazul
Dat, sistemul este static si la valoarea w = 0 locul de transfer H;(jw)
se determina de coeficientul de transfer al sistemului care este k =
co/do. In baza principiului argumentului la valoarea Iui w = 0+ o0
variatia totala a argumentului polinomului caracteristic al sistemului in
circuit deschis este:

AargD(jw) = - (4.31)

0<w<o

In cazul cand sistemul in bucla inchisd este stabil, este necesar
sa fie satisfacuta egalitatea:

Aarg (D(jw) + C(jw)) == (4.32)

0<w<o

Se calculeaza argumentul functiei F (jw) din expresia (4.30):

Aarg F(jw) = Aarg(D(jw) + C(jw)) — AargD(jw) = —n - En =0.

0<w<oo 0<w<oo 0<w<oo 2
(4.33)

Rezultatul obtinut din (4.33) confirma ca sistemul deschis este
stabil daca la variatia lui w = 0---c0 variatia totala a argumentului
functiei F (jw) este egala cu zero.

Pentru a construi locul de transfer F(jw) = P;(w) + jQ;(w) se
variazd w = 0---00 si se calculeazd partea reald si imaginard §i se
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traseaza curba frecventiala (fig. 4.6, a), ce corespunde sistemului stabil,
deoarece nu inconjura punctul de referintd cu coordonatele (0, jO).

Fig. 4.6. Locul de transfer H;(s) al sistemului automat

Fiindca functia F(jw) =1+ Hz(jw) se deosebeste cu +1 de
functia Hy;(jw), atunci se poate prezintda H;(jw) = F(jw) —1 si
conditiile de stabilitate pot fi raportate direct la functia Hy(jw) si
punctul de referinta va fi punctul cu coordonatele (-1, jO), numit punct
critic pentru sistemul automat (fig. 4.6, b).

Pentru a construi locul de transfer H;(jw) = P(w) +jQ(w) se
variazd w = 0 -+ 00, se calculeaza partea reala P(w) si imaginard Q (w)
si se traseaza curba frecventiala (fig. 4.6, b).

Se formuleaza conditiile de stabilitate ale sistemului inchis.

Definitie. Sistemul automat in circuit inchis este stabil daca si
numai dacad la modificarea lui w = 0--- oo locul de transfer H;(jw) al
sistemului Tn circuit deschis nu Tnconjoara punctul critic cu
coordonatele (-1, jO) (fig. 4.6, b, curba 1).

Daca locul de transfer H; (jw) trece prin punctul critic (-1, j0),
atunci sistemul automat n circuit inchis este la limita de stabilitate
(fig.4.6, b, curba 2).

Daci locul de transfer H; (jw) Tnconjoara punctul critic (-1, j0),
atunci sistemul automat inchis este instabil (fig. 4.6, b, curba 3).

Sensul fizic al criteriului Nyquist consta in urmatoarele. Daca la
intrarea sistemului automat in bucla inchisa se aplici un semnal
armonic x(t) = Asinwt cu amplitudine relativ micd, atunci la o
anumita frecventa w, pentru care defazajul ¢ (w) in sistem va fi egal cu
— 1t sau -180° si faza semnalului reactiei negative va coincide cu faza
semnalului de intrare si semnalele se insumeaza.
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Cand w = w, modulul |H;(jw)| = 1, atunci si dupa disparitia
semnalului de intrare x(t) = 0 in conturul sistemului se instaleaza
autooscilatii si sistemul inchis este la limita de stabilitate ca in figura
4.6, b), curba 2.

Cand w = w; modulul |Hy;(jw)| < 1, atunci dupa disparitia
semnalului de intrare x(t) = 0 autooscilatiile se vor stinge, iar sistemul
in bucla inchisa este stabil ca in figura 4.6, b, curba 1.

Cand w = w; modulul |H;(jw)| > 1, atunci Tn conturul
sistemului amplitudinea semnalului creste nemarginit (semnalul x(t) #
# 0), sistemul in bucla inchisa este instabil ca in figura 4.6, b, curba 3.

Astfel, punctul critic (-1, jO) are un rol deosebit: corespunde
operatiei de inversare a reactiei negative in reactie pozitivd si este
punctul limita dintre regimurile de amplificare si atenuare a semnalelor
din blocul H; (jw).

2. Se analizeaza cazul sistemului automat in circuit deschis care
este instabil. Tn acest caz, rezultd ci existd una sau mai multe radicini
m cu partea reala pozitiva a ecuatiei caracteristice sistemului Tnchis,
alocate Tn semiplanul drept C*. Deci, Tn structura sistemului deschis
existd unul sau mai multe elemente instabile.

Tn baza principiului argumentului (4.31)-(4.33) variatia totald a
argumentului polinomului caracteristic D(jw) al sistemului deschis
este:

Aarg D(jw) = g(n — 2m). (4.34)

0<w<oo

In cazul cand sistemul in bucld inchisa este stabil sim =0, are
loc egalitatea:

Aarg (D(jw) + C(jw)) = gn (4.35)

0<w<o

Se calculeaza argumentul functiei F (jw) din expresia (4.33):

AargF (jw) = Aarg (D(jw) + C(jw)) —

0<w<oo 0<w<o

176



—AargD(jw) = gn - g (n—2m) = %211. (4.36)

0<w<o

Pentru analiza stabilitatii sistemului automat inchis se da locul
de tranafer al sistemului deschis H; (jw) = P(w) + jQ(w), pentru care
se variaza w = 0+ oo, se calculeazd P(w) si Q(w) si se traseaz locul
de transfer H;(jw) (fig. 4.6, a) si in baza alurei H;(jw) Se creeaza
conditiile de stabilitate pentru sistemul Tnchis.

HyGo) PO 4j0(w)
LN ) emw
! w=0 ! vi/2 \ ©
i
a) 1 2 Rj‘f.’
Hy(jw) _ng,;*ﬁ b)
—co

Fig. 4.7. Locul de transfer H;(s) al sistemului deschis

Definitie. Sistemul de reglare automata Inchis este stabil daca si
numai dacad la modificarea lui w = 0--- oo locul de transfer H;(jw) al
sistemului deschis Tnconjoara punctul critic cu coordonatele (-1, jO) de
m/2 oriin sens pozitiv (contra acelor), unde m sunt radacinile ecuatiei
caracteristice sistemului deschis alocate n semiplanul drept C* (fig.
4.7, a).

3. Se analizeaza cazul sistemului automat deschis la limita de
stabilitate. Tn acest caz, f.d.t. H;(s) a sistemului deschis se descrie:

Cs) _ 1 C(s)
s¥Di(s)  s¥Di(s)

Hy(s) =

(4.37)

unde v este gradul de astatism al sistemului, care prezintd numarul de
elemente integratoare cu constanta de timp de integrare T = 1 si indica
numirul de poli egali cu zero (s; = 0,i = 1,v) a lui Hy(s), alocati in
origine (pe axa imaginard), iar polinomul D, (s) nu are radacini alocate
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n semiplanul drept C*.
Locul de transfer pentru expresia (4.37) are forma:

. C(jw) 1 c(w)
H - - . 4
aU®) = G50 Gy = Gy oG (4.38)

Tn cazul dat, utilizarea definitiilor criteriului Nyquist de mai sus
nu sunt valabile, deoarece principiul argumentului nu prevede cazul
cand radacinile polinomului sunt alocate pe axa imaginara. Cand w = 0
locul de transfer H;(jw) tinde la +oo si nu se poate determina daca
hodograful H; (jw) Tnconjoara sau nu punctul critic (-1, jO).

Tn acest caz, sistemul deschis este un sistem astatic (fig. 4.7, b).

Printr-o operatie artificiala, polii s; se modificd adaugand o
constanta d, obtinand expresia (s; + d) si se presupune ca d — 0, atunci
cazul analizat se transforma in cazul 1 - sistem stabil sau 2 — sistem
instabil si astfel se analizeaza stabilitatea sistemului automat.

Tn cazul cand gradul de astatism v =1 cu s; = —d, sistemul
astatic (4.38) se transforma in sistem static stabil cu f.d.t. de forma:

Cc(s) _1 Cc(s) _ ki C(5)
(s+d)D1(s)  d (hs+1)D1(s)  Ts+1Dy(s)’

Hgq(s) = (4.39)

unde elementul integrator s-a transformat in element cu inertie de
ordinul unu cu parametrii coeficientul de transfer k; = 1/d si constanta
detimpT =1/d.

Locul de transfer al sistemului n circuit deschis are forma:

Hoy (o) = 1—C0®) _ __Ja_ cGw)

d (3jo+1)D1 (jw) T Tjo+1 Di(jw)

(4.40)

Se variazd w = 0:-- o0, se calculeaza locurile de transfer din
(4.38)-(4.40) cu gradul de astatismv =1 si se traseaza in planul
complex H; (jw) (fig.4.6, b, curba 1) si Hy; (jw) (fig. 4.7, b, curba 2).

Pentru hodograful H;(jw) la valoarea lui w = 0 punctul initial
tinde la —oo pe semiaxa imaginara negativa, iar pentru hodograful
Hy;(jw) la valoarea lui w = 0 punctul initial se afld pe semiaxa reala
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pozitiva kk, = k/d.
Daca gradul de astatism v = 2, atunci locul de transfer H; (jw)
are forma:

. Cjw) 1 Cw) 1 c(o)
H = = UL 4.41
aU®) = Go,Go) ~ Gl by~ @2 brGie) (441)

care la valoarea lui w = 0 punctul initial tinde la —co pe semiaxa reala.
Astfel, pentru aceste cazuri expunerea criteriului Nyquist are
urmatoarea forma.
Definitie. Locurile de transfer H;(jw) la valoarea lui w = 0 au
punctele initiale Tn +oo si acest punct prin arce cu raza Ry, care incepe
n originea planului, iar varful se afla pe punctul initial al hodografului,

se rotesc la unghiul Vg si se aduc pe semiaxa reald pozitiva. Astfel,

locul de transfer se modifica HJ*(jw) si corespunde cazului unu sau
doi.

Pentru locul de transfer modificat H]'(jw) se aplica dupa caz
definitiile unu sau doi de stabilitate a sistemului inchis.

4. Forma generalizatd a criteriului Nyquist. In cazurile cand
locul de transfer H;(jw) are forma complexa si intersecteaza semiaxa
reala negativa la stinga de punctul critic, pe segmentul (—oo,—1],
atunci se aplica o definifie generalizata a criteriului Nyquist.

Se introduc notiunile de intersectie pozitivd (4) pe segmentul
(—o0,—1], cand cu cresterea lui w = 0--- oo locul de transfer H; (jw)
intersecteaza acest segment de sus in jos si intersectie negativa (—) — de
jos insus (fig. 4.8, a).

Definitie. Pentru sistemul automat inchis stabil este necesar si
suficient ca la variatia lui w = 0---co diferenfa dintre numdrul de
intersectii pozitive si negative ale hodografului H;(jw) pe segmentul
(—o0,—1] sa fie egala cu m/2, unde m sunt radacinile pozitive ale
ecuatiei caracteristice ale sistemului deschis.

Exemplul 4.6. Se considera structura sistemului automat deschis prezentata in
conexiune serie a trei elemente cu inertie identice, avand functia de transfer:

Hy(s) =

(Ts+1)3°
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Se cere si se determine valoarea critica k.. a coeficientului de transfer al
sistemului deschis, utilizand criteriul Nyquist.

AL(w
‘{ ) L(w)=>0 | Lw)<0
hs W, w.
hy
b ¢ (w) o
_ 3
T 2 lag

b)
Fig. 4.8. Locul de transfer H;(s) generalizat a)
si caracteristicile logaritmice b)

Solutionate. Se prezintd locul de transfer al sistemului deschis:

k
(joT+1)3’

Hy(jo) =
pentru catre se determina caracteristicile amplitudine-frecventa si faza-fecventa:

K
A(w) = [Hy(jo)| = ——,
Hae) (TZamt1)
@(w) = argH;(jw) = —3arctgwT.
Sistemul automat deschis este la limita de stabilitate cand caracteristica
amplitudine-frecventd intersecteaza punctul critic (-1, jO) la 0 frecventd w = w¢,
pentru care se realizeaza conditiile:

A((‘)Cr) = 1: (p(wcr) = —mt = —180°.

Se determina valorile A(w¢;) si @(w.) si se obtine:

ker

Alwer) = m

=1, —3arctgw.T = —180°.

Se determind valoarea argumentului: arctgw.. T = 180/3 = 60°.
Pentru a calcula arctgw. T cu argumentul w.T mai mare ca unitate se
determina argumentul arccotangentei de 60°: arcctg0.5774 = 60° si valoarea acesteia
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1

se prezintd ca marime inversata

arctangentei de 60: ., T = 1.732 = /3.
In expresia amplitudinii la valoarea w.. Se determind valoarea criticd a
coeficientul de transfer k.,:

i 1.732 =+/3 care este argumentul

k
Alwe) = —o = —fer gk, =8,
((Dcr) (mf (\/m)?: 23 y Feer

Se constata ca valoarea coeficientului critic nu depinde de valoarea absoluta a
constantelor de timp.m

4.5 Analiza stabilititii sistemului automat
dupa caracteristicile logaritmice

Din formularea criteriului Nyquist generalizat se obtin
urmatoarele proprietati in scara logaritmica (fig. 4.8, b).

Cénd caracteristica L(w) = 201gA(w) intersecteazd semiaxa
negativa a absciselor pe segmental (—oo,—1], caracteristica de faza
¢(w) intersecteaza o linie cu valoarea +m(2i +1),i =0,1,2, ...

Intersectiei pozitive (fig. 4.8, a, punctul 2) a locului de transfer
H;(jw) pe segmentul (—oo, —1] 1i corespunde intersecsia caracteristicii
de fazd @(w) cand L(w) > 0 a liniilor +m(2i + 1) de jos in sus (fig.
4.8, b, punctul 2), iar intersectiei negative (fig. 4.8, a, punctul 1) Ti
corespunde intersectia de sus in jos (fig. 4.8, b, punctul 1).

Intersectarea lui @(w) cu liniile £m(2i 4+ 1) nu prezinta pericol
in privinta stabilitatii sistemului la intersectia lui H;(jw) cu segmentul
[—1,0] cdnd modulul |H;(jw)| < 1 caracteristica logaritmica L(w) =
= 20lg|H;(jw)| < 0. Din aceste considerente, valorile L(w) <1 nu
prezintd interes, fiindca nu influenteaza asupra stabilitatii sistemului.

Definitie. Sistemul automat este stabil daca diferenta dintre
numadrul de intersectii pozitive si negative ale caracteristicii de faza
@(w) cu linii £m(2i + 1) pentru valori ale caracteristicii L(w) > 0 este
egald cu m/2, unde m este numarul radacinilor pozitive ale ecuatiei
caracteristice a sistemului deschis alocate Tn semiplanul drept C*.

Pe caracteristiica logaritmicd L(w) sunt prezentate marginile de
stabilitate in amplitudine h, si h, (fig. 4.8, b) si marginea de faza A.
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4.6 Rezerva de stabilitate a sistemului automat

Din experienta proiectarii si exploatdrii sistemelor automate se
constatd cd asigurarea stabilitdtii sistemului este necesard, dar nu si
suficientd pentru o buna functionare a sistemului.

In regimul de functionare al sistemului automat parametrii
interni se modifica la actiunea factorilor atat interni, cat si externi, care
poate conduce la destabilizarea sistemului.

Din acest motiv, in faza de proiectare este necesar sa se asigure
o rezerva de stabilitate a sistemului automat [1, 2-5, 8, 11-13, 18, 21,
22].

Rezerva de stabilitate a sistemului se asigura prin introducerea
rezervei sau marginii de amplitudine h = M,(w) = M, si rezervei sau
marginii de faza Ap = M,,. Pentru determinarea indicilor h si A ai
rezervei de stabilitate a sistemului, ce caracterizeaza locul de transfer
H;(jw) al sistemului deschis in raport cu punctul critic (—1,;0), se
utilizeaza forma grafica din figura 4.9.

Fie un sistem automat deschis cu f.d.t. H;(s) si care in stare
inchisa este intern stabil (fig. 4.9, a). Se prezinta notiunile de frecventa
superioard si inferioard de tdiere a fazei si frecventd de tdiere a
amplitudinii care sunt utilizate in tratarea criteriului Nyquist pentru
determinarea indicilor M, si M,,,.

Frecventa superioard de taiere a fazei wg pentru care locul de
transfer H; (jw) intretaie axa reald in intervalul [—1, 0] (fig. 4.9, a, b).

Definitie. Se numeste rezerva Sau margine de amplitudine
superioara pe frecventa wg , marimea:

1 1

M, = : = - ,
A5 T HaGow|  [Ha(o1so)l

(4.42)

care prezintd distanta h de la punctul de intersectie a locului de transfer
H;(jwy) pe axa reald negativa in intervalul [—1,0] si punctul critic
(—=1,j0) si My s > 0 cand |Hz(jwy)| < 1. Dacd sunt mai multe puncte
de taiere pe intervalul [—1, 0], atunci in calcul se utilizeaza punctul cel
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mai apropiat de punctul critic (—1,0) si |[H;(jw,)| care are cea mai
mare valoare.

40 (w)

Fig. 4.9. Locul de transfer H;(jw) si rezerva de stabilitate ale sistemului

Daca nu existd intersectii pe interval [—1,0], atunci marginea
My = .

Indicatorul M, s caracterizeazd masura marginii de stabilitate sau
robustetii, indicdnd mdrimea maxima cu cét poate creste amplificarea n
sistemul deschis fara ca sistemul inchis sa se destabilizeze.

La proiectarea sistemelor automate se recomandd mérimea h =

=M;, =4+ 12dB sau My > 2.

Frecventa inferioard de taiere a fazei w; pentru care locul de
transfer H;(jw) intretaie axa reald in intervalul (—oo, —1] (fig. 4.9, b,
punctul 2).

Definitie. Se numeste rezerva sau margine de amplitudine
inferioara pe frecventa w; ; marimea:

1 1
My;=——=—"
AL T HgGow)l ~ |HaGwigo)l

(4.43)
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care reprezintd distanta h de la punctul de intersectie a locului de
transfer H;(jw,) pe axa reala negativa in intervalul (—oo,—1] si
punctul critic (—1,j0) cand |Hz;(jw;)| > 1. Daca sunt mai multe
puncte de tdiere pe intervalul (—oo, —1], atunci in calcul se utilizeaza
punctul cel mai apropiat de punctul critic (—1,0) si |H;(jwy)| care are
cea mai mica valoare.

Indicatorul M, ; caracterizeazd o altai mdsurd a marginii de
stabilitate sau robustetii, indicand marimea maxima cu cat poate sa se
reduca amplificarea in sistemul deschis fara ca sistemul inchis sa se
destabilizeze.

La proiectarea sistemelor automate se recomanda marginea
inferioard My ; > 0.5.

Frecventa de taiere a amplitudinii w, pentru care |H;(jw)|
intersecteaza descrescator circumferinta cu raza egala cu 1 (fig. 4.9, a)
si |[Hg(oo)| = 1.

Definitie. Se numeste rezerva sau margine de faza a sistemului
deschis marimea:

Ap =My, =1t— argH,;(jwe) =1 — |@(wy)| = 180° — |@(w,)],
(4.44)
care indica catd faza negativa se poate adauga sistemului deschis, astfel
ca sistemul inchis sa-si piarda stabilitatea. Pentru proiectare se impune
A = M, =30---60°sau M, > 30°.

Tn cazul cand argH, (jws ) = —180°, amplitudinea are valorile
A(wgy) = 0.25 + 0.63.

Marginea de faza asigurd toleranta la incertitudini de tip
intarziere care apar frecvent in sistemele automate si isi pastreaza
stabilitatea pentru o intdrziere mai micd decét raportul My, /o, [1].

Daca indicatorii My My; si M, Simultan nu sunt satisfacuti,
atunci sistemul automat este aproape de instabilitate si mici incertitudini
care intervin in modelul H;(jw) vor conduce la instabilitatea
sistemului.

Exista sisteme automate cu legaturi inverse in canalul direct, in
care sistemul poate deveni instabil nu numai la cresterea coeficientului
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de transfer din canalul direct, dar si la reducerea lui (fig. 4.9, b). Tn
aceste cazuri, se introduce rezerva de stabilitate in amplitudine dubla 2h
(h, margine superioara si h, margine inferioard) si margine in faza
+A, care formeaza sectorul hasurat ca in figura 4.9, b).

In teoria moderni a sistemelor automate se considerd ci
marginile de amplitudine si fazd nu sunt indicatori satisfacatori ai
robustetii stabilitatii sistemului, deoarece existd sisteme care satisfac
marginile M, si M, dar la incertitudini relativ mici combinate ale
amplitudinii si fazei pierd stabilitatea [1].

Exemplul 4.7 [1]. Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

0.38(5%+0.15+0.55)
s(s+1)(s2+0.065+0.5)"

Hy(s) =

Pentru acest sistem s-au determinat indicatorii M, = oo, M, ; = 0, si M, =
= 70°, care satisfac cerintele de proiectare si distanta de la punctul critic la locul de
transfer inf,|1 + H;(jw)| = 0.347.m

Acesti indici se inlocuiesc cu un singur indicator numit margine
vectoriald My, care exprimd sintetic masura corectd a stabilitatii
robuste. Marginea vectoriald M este distanta minimd de la punctul
critic (-1, jO) pana la intersectia cu locul de transfer H;(jw) (fig. 4.10)
data de relatia:

My =1+ Hy(jo)| = S(jw)™t = —— (4.45)

T 1+Hg(jw)'

unde S(jw) este functia de sensibilitate a sistemului inchis, care indica
cat de sensibild este f.d.t. Hy(s) a sistemului Inchis la variatii ale
modelului sistemului nominal.

Aceastd margine se defineste ca fiind valoarea maxima a
functiei de sensibilitate Mg a sistemului inchis pe transferul perturbatie-
iesire:

Mg = max|S(jw) ™| = rnax|
0<w<oo

1
Frvrin (4.46)
0<w<oo
Valoarea maxima a modulului functiei de sensibilitate coincide
cu valoarea minima a expresiei 1/|1+ Hy(jw)|, care este distanta
minimd de la locul de transfer pana la punctul critic. Marimea My este
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reprezentatd 1n figura 4.10 ca fiind invers proportionald cu raza 1/My, a
cercului centrat (-1, jO) si tangent la locul de transfer H;(jw).

A
, J@(w)

.= |Ha(Joor)|
r =17 v W= P{ml

[ mn
AL Ay [

a(jw)

w=10

Fig. 4.10. Marginea vectoriala M,

Pentru proiectare se impune My, > 0.5, iar Mg = 1.3 -+ 2.
Relatiile dintre My, M, si My, se dau prin relatiile:

1 .M
M, > oy Mo 2 2arcsin—- = My rad, (4.47)

iar relatiile dintre M, M, si Mg sunt:

My > %, M, = 2arcsinﬁ rad. (4.48)

Pentru determinarea rezervei de stabilitate se aplica diferite
metode.

1. Daca este cunoscuta ecuatia caracteristica a sistemului, atunci
se determina radacinile si dupa valoarea lor se stabileste gradul de
stabilitate 1 = min|Rep;|, care reprezinta distanta dintre radacina reala
(sau partea reala a radacinii complexe p; = —a; + jw;).) alocata pe
semiaxa negativd si axa imaginard a planului complex al radéacinilor
Omin < 1. Acest parametru se calculeaza din cerintele de functionare
ale procesului. Tn acest caz, rezerva de stabilitate se impune M, =

= Opin <M.
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2. Se aplica criteriul de stabilitate Hurwitz din conditia ca
penultimul determinant:

Ap_,=£>0, (4.49)

unde € se determina din cerintele de functionare ale procesului.

3. Dupa criteriile Mihailov si Nyquist se introduce un domeniu
cu raza € unde locurile de transfer A(jw) si H;(jw) sa nu-l intersecteze
(fig. 4.11, a, b).

fivew jQ (@)

ﬁ%ﬂ@ : f\I = o P()
(D= S AR

A(o)| Ha(jo)
w= o0 a) b

Fig. 4.11. Rezerva de stabilitate a sistemului automat

4.7 Metode de separare in spatiul parametrilor
4.7.1 Conceptul de separare

Pentru a determina influenta variatiilor parametrilor sistemului
automat asupra stabilitatii se utilizeazd metode de separare in planul
parametrilor sistemului [11-13, 17, 19].

Fie datd ecuatia caracteristicd a sistemului automat inchis in
forma:

Alp) =p" +ap" +ap" P+ 4 ap1p +an = 0, (4.50)

unde coeficientul ay, =1 este operatia de normare in raport cu
coeficientul de pe langa termenul cu gradul superior.

Se considera radacinile ecuatiei caracteristice pq, Py, ***, Dn-

Fie un spatiu cu coordonatele din parametrii a;,a, care este

numit spatiul parametrilor.
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Tn cazul cand variaza coeficientii @, @, ecuatiei caracteristice
(4.50), atunci radacinile pq,p,, -, p, ale ecuatiei caracteristice descriu
unele spatii in spatiul parametrilor, iar in planul radacinilor numit si
locul rddacinilor vor trasa niste curbe.

Fie o ecuatie caracteristica data de gradul trei:

Al(p) =D(p) =p* +a;p* + azp+ a3 =0, (4.51)

care are trei radacini p;, p,, p3 alocate n planul complex al radacinilor
cain figura 4.12, a) si spatiul parametrilor ca in figura 4.12, b).

D2
P2 Q- -~ e
! _ Loa
B |
R SRR ¢
Pa i oy
a)

Fig. 4.12. Planul radacinilor a) si spatiul parametrilor b)

in planul radicinilor se prezintd o ridicini reald p] si doua
radacini complexe p3, p5 alocate in semiplanul stdng, ceea ce constata
ca sistemul automat este stabil, iar in spatiul valorilor parametrilor aj,
ay, aj se regasesc in interiorul cilindrului reprezentate prin punctul A’.

Se modifica parametrul a3 al sistemului astfel, incat punctul A’
va atinge suprafata discului exterior si este notat A", iar doua radacini
complexe ating axa imaginard notate p;, p3 si sistemul este la limita
de stabilitate.

Daca se mai modifica parametrul sistemului a3’, atunci punctul
A" se va regasi in afara cilindrului, iar cele doua radacini complexe
ps', p3  sunt alocare in semiplanul drept si sistemul automat este
instabil.

In cazul cand parametrul a; = const si se modifici parametrii
a4 si a, atunci si spatiul va deveni o curbd ca in planul din figura 4.13
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si aceastd linie va separa planul in 4 domenii cu un numar egal de
radacini situate in semiplanul stang si drept.
Deplasarea radacinilor dintr-un domeniu peste aceastd linie in
alt domeniu al planului poate fi o radacina nula sau doua imaginare.
Astfel, aceastd linie se prezintd ca axa imaginard a planului
complex al radacinilor.

I.l—_]:_2

r
D(1)
/ D(0) a,
NUEANE
D(1)

Fig. 4.13. Domenii de separare

Notarea domeniilor este functie de radacinile pozitive si
negative ale ecuatiei caracteristice ale sistemului. Se noteaza D(0),
D(1), D(2), D(3), unde cifra din paranteze indicda numarul de radacini
pozitive. Domeniul cu D(0) indicd cad toate cele trei radacini sunt
negative si rezultd cd sistemul este stabil in acest domeniu. Pentru
domeniile D(3), D(2), D(1) sistemul este instabil.

Pentru ecuatii caracteristice cu gradul n > 3 spatiile devin
complexe si problema separdrii pe domenii devine dificild, care pierde
sensul clar geometric.

Din analiza efectuata se constata cd dacd la variatia parametrilor
o radacina reala devine nuld p = 0 sau daca doud ating axa imaginara
px = tjwy, atunci ecuatia (4.51) are forma:

AGwg) = D(joy) = (jor)® + a1 (jor)? + azjwy + az = 0, (4.52)
care este linia de separare, ceea ce prezintd axa imaginara si curba este
numita D separare pe domenii.

In calitate de parametri variabili ai sistemului automat se
utilizeaza coeficientul de transfer k, constante de timp T; etc.
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4.7.2 Metoda de separare pe un parametru

Fie ca trebuie sa se determine influenta unui parametru k asupra

parametrul k in ecuatie are o dependenta liniara de forma:
D(p) = kA(p) + B(p) = 0, (4.53)

unde A(p) este partea care depinde de parametrul k, B(p) — partea care
nu depinde de parametrul k.

Expresia (4.53) se prezenta in domeniul frecventa, utilizand
substitutia p = jw si se obtine:

D(jw) = kA(jw) + B(jw) = 0. (4.54)

Se calculeaza valoarea parametrului k din (4.54) si se determina
functia frecventiald prin partea reald si imaginara:

k = __B(jw) _ B(jw) A(-jw)

Ao — 20w A i) =P(w) +jQ(w). (4.55)

Se variaza w = 0 -+ o0, se calculeaza valorile lui P(w) si Q(w)
si in sistemul de coordonare P(w)-Q(w) se construieste curba (fig.
4.14). Pentru valorile lui @ = —oo -+ 0 se completeaza simetric.

tiow)

D(1) wm=o0

Yl
%Wﬂ
D) %

Fig. 4.14. Domenii de separare pe un parametru

Pentru a determina domeniile de stabilitate, curba se hasureaza
conform axei imaginare cand w = —oo -+ oo din partea stanga.
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Definitie. Ca domeniu de stabilitate este domeniul in care
hasurarea este orientatd in interior si este domeniul cu cel mai mare
numar de radacini negative.

Prin aplicarea unor calcule se determind Tn ce domenii sunt
plasate radacinile ecuatiei caracteristice.

Pot exista cazuri cAnd domenii de stabilitate nu exista, astfel, cu
variatia acestui parametru sistemul nu poare fi stabilizat.

Fie parametrul variat este coeficientul de transferk >0 al
sistemului Tn bucla deschisa, atunci acesta poate varia pe segmentul CB
al axei absciselor, deoarece este 0 marime reala (fig. 4.14).

Rezulta ca sistemul este stabil daca coeficientul de transfer k va
avea valori din interiorul segmentului CB.

Coeficientul k este o marime pozitiva si poate avea valori numai
pe segmentul OB. Valoarea negativa a lui k poate fi atunci cand reactia
in sistem este pozitiva. Cand valoarea lui k va coincide cu punctul B pe
axa absciselor, atunci acesta are valoarea critica k., si sistemul automat

este la limita de stabilitate.
Exemplul 4.8. Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

k
(Ty5+1)(Tp5+1)(T3s+1)"

Hy(s) =

Se cere sa se determine domeniul de stabilitate conform figurii 4.14 si
valoarea critica a coeficientului de transfer k. al sistemului deschis.
Solutionare. Se calculeaza f.d.t. a sistemului in bucla inchisa:

_Hgls) k _ B
Ho(s) = 1+Hg(s)  (Tys+1)(Tos+1)(Tas+1)+k  A(s)

Ecuatia caracteristica a sistemului este:
A(s) = (Tys + 1)(Tys + 1)(Tys + 1) + k = ags® + ays? + a,s + az =0,
Unde ao = T1T2T3, a, = TlTZ + T1T3 + T2T3, a, = T1 + TZ + T3, a3 =1 + k.
Se aplica criteriul Hurwitz si se calculeaza determinantul de ordinul doi Tn

conditia T; = T, = Ty = T din care se calculeazi coeficeintul critic k., al sistemului
dschis:

a, az O
aO a2 0 = O,
0 a aj
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Ap_1= D= aya; — agaz = (T1 T, + TiTs5 + ToT3)(Ty + T, + T3) —
T T,Ts(1+ k) = 3T23T —T3(1 + k) =9 — 1 — k = 0,
k., = 8.

Concluzie: sistemul inchis va fi stabil, daca 0 < k < k.. Pentru stabilitatea
sistemului se alege o valoare cu rezerva de stabilitate, de exemplu k = 0.85k,,..

Se verifica domeniul de stabilitate.

Pentru un punct din domeniul D(0), de exemplu originea (0, j0), se determina
radacinile ecuatiei caracteristice a sistemului deschis:

A(s) = (Tys + D(Tps + D)(T3s +1) = 0,

1 _ 1 _ 1
) 52 - -, 53 = —E

5 =—
1 T,

Astfel, toate cele trei radacini sunt negative si sunt alocate Tn interiorul
domeniului D(0).m

4.8 Stabilitatea structurala a sistemului automat

Avand in vedere ca proprietatile de stabilitate ale sistemului n
bucld inchisa depind de proprietatile interne ale acestuia, exprimate prin
parametrii @,, a,,, care sunt coeficientii ecuatiei caracteristice, trebuie
analizata problema stabilitatii structurale a sistemului [1, 4, 8, 11-13,
17,19, 21, 22].

Sistemul automat inchis este structural stabil daca prin
modificarea valorilor parametrilor (semnele constante) sistemul se
stabilizeaza. Daca in aceste cazuri sistemul automat nu se stabilieaza,
atunci Tn structura lui se introduc elemente de corectie.

Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

_ ST tcyS+ey C(s)
Hd(s) T dpst+e+dis+de  D(s)' m<mn, (4.56)
unde d; >0, i=1,n, ¢ >0, j=1,m, polinoamele C(s) sunt de
gradul m > 0 si D(s) este de gradul n si sunt relative prime intre ele
(nu au factori comuni) sicy = dy = 1.
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Se determina ecuatia caracteristica de gradul n a sistemului n
bucla inchisa:

P(s) =1+ Hy(s) =1+ 53=C()+D(s) =0.  (457)
Sistemul in bucla deschisa se caracterizeaza prin urmatoarele:
1. Polinomul C(s) este hurwitzian, deci, nu are radacini nule si
pozitive.
2. Polinomul D (s) se prezinta in forma factorizata:

D(s) = s” 11 (a;s? + D [T5(bjs — 1P, (s), (4.58)

unde v = 0 este gradul de astatism, constantele de timp a; >0, i =
1,q,b;>0,j=17,q=0,7>0.1ncazurile cand ¢ = 0 si/saur = 0,
au loc prin definitie polinomul []¢=°(a;s% + 1) = 1 si/sau polinomul
]'[§=°(bjs — 1) = 1, iar P;(s) este polinom hurwitzian de gradul n —{
Cul=v+2q+r.

O conditie necesara si suficienta ca sistemul automat inchis sa
fie stabil structural se cere sa fie satisfacute inegalitatile [11, 17, 21]:

a)v+r<m+1;

b) m,n sil cu valori conform tabelului 4.4.

Tabelul 4.4. Conditii de stabilitate pentru indexii m,nsil

Tipul de I Valoarea si tipul de m

m=20 m > 0, par m > 0, impar
[ par n> 2l m+n>2l-1 m+n>2(—-1)
[ impar n>2(1-1) m+n>2(-1) m+n>2l—-1

Exemplul 4.9. Se considera structura sistemului deschis cu conexiune serie a
f.d.t. Hz(s) a regulatorului si f.d.t. Hpr(s) a partii fixate, care se descrie cu f.d.t.;

k
T25241°

Hpp(s) =

Functia de transfer a sistemului deschis este:
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Hy(s) = Hg(s)Hpp(s) = Hp(s) 5

T2s2+1°

Se cere sa se determine f.d.t. Hz(s) a regulatorului astfel, incét sistemul sa fie
structural stabil.

Solutionare. Se analizeaza trei cazuri.

Cazul 1. Functia de transfer Hg(s) a regulatorului are polii si zerourile in
semiplanul stang si rezultd: v =0, q = 1,7 = O si se calculeazd L =V + 2q + 1 =
= 2.

Inegalitatea a) are forma: 0 < m + 1.

1.1. Se adoptda m = 0 si inegalitatea b) are forma n > 2l =2-2=4. Se
adoptd n = 5 si rezulta ca f.d.t.:

Hg(s) = s

534p152+pys+p3’

unde k; > 0 si polinomul numitorului este hurwitzian.

Sistemul este structural stabil.

1.2. Se adoptda m = 1. Inegalitatea b) are forma dupa tabelul 4.4 n + m >
>2(l-1),n+1>2(2—-1) = 2.Seadoptan = 2 si rezultd f.d.t. a regulatorului:

HR(S) = kR(q1$ + 1), kR > 0, q1 = 0.

Cazul 2. Functia de transfer Hg(s) a regulatorului are un pol in s = 0, iar
restul polilor si toate zerourile sunt situate in semiplanul stang C~.

Rezulta:v=1,q=1,r=0,1=3.

Inegalitatea a) are forma: 1 <m + 1.

2.1. Cazul cand se adoptd m = 0 si inegalitatea b are forma n > 4. Se adopta
n = 5 si rezultd ca f.d.t. a regulatorului:

KR
s(s2+pys+p2)’

HR(S) = kR > O, P1, P2 > 0.

2.2. Cénd se adoptda m = 1, iar inegalitatea b) are forma n+ 1> 5 si se
adoptd n = 5 si rezulta ca f.d.t. a regulatorului:

HR(S) =M kR > 0, ql > inl > O,pz > 0.

s(s2+p1s+p2)’

Cazul 3. Functia de transfer Hgr(s) a regulatorului se adopta arbitrar, de
exemplu, de forma:

k
HR(S) = Fﬁ-l’ kR > 0, P1 > 0.
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Se calculeaza f.d.t. a sistemului deschis:

kR k krk

Hy(s) = Hr(s)Hpp(s) = =

D1S+1T2s241  T2p;s3+T2s2+p;s+1’

Ecuatia caracteristica a sistemului in bucla inchisa este:

krk
T2pys3+T252+ps+1’

A(s)=1+H (s) =1+

A(s) = T?*pys® + T?s? + pys + 1 + kgk = 0.
Se calculeaza penultimul determinant:
A2= szl - szl(l + kRk) = szl - szl_kRk = _kRk < 0

Sistemul in bucla inchisa este structural instabil pentru oricare valori ale
parametrilor k; > 0 si p; > 0 ai regulatorului.

Concluzii. Cea mai simpla solutie este solutia de la cazul 1.2, unde s-a obtinut
un regulator de tipul Pl.m

Un caz particular frecvent intdlnit in aplicatii se evidentiaza
cindg=r=0sil=v,iarv € {0,1,2}.
F.d.t. a sistemului n circuit deschis are forma:

Kk cms™+-+c15+¢g k C(s)
Ha(s) = £ mittastcy _ k0

SP dpsn+-+dys+dy  SP D(s)’ (5.59)
unde polinoamele C(s), D(s) sunt hurwitziene si relativ prime intre ele.
Sistemul Tn circuit Tnchis este structural stabil:
1) pentru astatismv = 0,1 si oricem,ncuv +n > m > 0;
2) pentru astatismv = 2sioricem,ncuv+n>m=> 1.
Pentru astatism de gradul v =0,1,2 conditiile a) si b) de
stabilitate structurala ale sistemului se dau in tabelul 4.5.

Tabelul 4.5. Conditii de stabilitate pentru indexii m, n si l

Grad Conditia Conditia 2)
astatism v 1) m=0 m=2,46,. m=135,..
0 mz=0 n=>1 m+n=0 m+n=0
1 m=0 n=>0 m+n=0 m+n=>1
2 m=>1 - m+n=2 m+n=>1




Rezultd ca pentru v+n>m >0 si v = 0,1 toate inegalitatile
sunt satisfacute. Pentru v = 2 conditia a) este m > 1 si conditia b) de
asemenea este satisfacuta.

Pentru sisteme automate cu structurda complexda analiza
stabilitatii structurale este dificild si nu se pot obtine astfel de conditii ca
cele pentru sistemul cu o bucla inchisa.

4.9 Sensibilitatea sistemului de reglare automata
4.9.1 Preliminarii

Sistemele automate sunt supuse actiunilor mediului in care
functioneaza si, ca urmare, parametrii lor se modificd in timp conform
schimbarilor in timp ale factorilor mediului ambiant, Tnvechirii
materialelor si elementelor functionale etc.

Sensibilitatea caracterizeaza proprietdtile sistemului in functie
de variatia parametrilor acestuia [1, 3, 4, 8, 11-13, 18, 21].

In sistemul automat cu structura deschisi variatiile parametrilor
influenteaza direct transferul intrare-iesire.

Spre deosebire, Tn sistemul automat Tnchis cu reactie negativa,
variatiile parametrilor sunt sesizate de sistem datoritd variatiei
subsecvente a abaterii. Sistemul automat, actionand in sensul diminuarii
abaterii, determina efectiv o reducere a efectului variatiei parametrilor
asupra marimii de iesire a sistemului.

Se considera structura sistemului inchis (fig. 4.15), unde canalul
direct se descrie cu f.d.t. H;(s), iar canalul reactiei negative cu f.d.t. a
traductorului H,(s).

@b H,(s)
O, OIS y()
Htr(S)

Fig. 4.15. Structura sistemului automat n circuit Tnchis
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Se determina f.d.t. a sistemului inchis:

Hy(s) = —2as)__ _ X (4.60)

1+Hg()Her(s)  7(s)°

Se prezentda marimea de iesire In forma operationala:

¥(s) = Hy(s)r(s) = —2__y(s). (4.61)

T+H () Her (5)

Daca se considera componenta |H;(s)H.-(s)| > 1, atunci
expresia (4.61) are forma:

1
Hir(s)

Hg(s)
Hq(s)Her(s)

y(s) = r(s) = r(s). (4.62)

Ipoteza cd |Hy(s)Hy-(s)| > 1 si rezultatul (4.62) aratd ca
marimea y(s) este afectatd cel mai mult de variatiile parametrilor
traductorului cu f.d.t. Hy.(s) si intr-o masurd mult mai mica de
variatiile parametrilor elementelor de pe calea directa.

Rezulta ca traductorul trebuie sa aibd o precizie specificatd si
parametrii cat mai constanti in timp si cat mai putin dependenti de
factorii mediului ambiant. Rezulta ca sistemul automat nu poate avea
performante mai ridicate decat traductorul din structura acestuia.
automat In raport cu variatiile parametrilor se utilizeaza functiile de
sensibilitate ale sistemului [1, 3, 4, 8, 11-13, 18, 21].

Pentru o intelegere naturala a functiilor de sensibilitate se face o
comparatie Intre efectele variatiilor parametrilor in structurile sistemului
deschis si cel inchis.

Marimea de iesire a sistemului deschis este:

y(s) = Hy(s)r(s). (4.63)

Daca variaza parametrii f.d.t. H;(s), atunci aceasta va deveni
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H;(s) + AH;(s). Astfel, variatia f.d.t. AH;(s) conduce la variatia
marimii de iesire Ay(s), care datorita liniarizarii, se exprima astfel:

Ay(s) = AH;(s)r(s). (4.64)

Pornind de la structura sistemului inchis cu reactie negativa,
marimea de iesire datd de f.d.t. (4.61)-(4.62) si inlocuind in aceasta
H;(s) cu Hy(s) + AH;(s) se obtine:

y(s) + Ay(s) = ——aDHHA) .oy (4.65)

1+(Hg(s)+AH g (s))Her (s)

din care se calculeaza Ay(s) si dupa unele transformari se obtine:

_ Hd(S)+AHd(S) _ _
Ay(s) = T+ (Ha () +DH () Hey (5) r(s) —y(s)
— Hd(S)-i-AHd(S) ( ) _ Hd(S) ( ) —
1+(Hg(s)+AH g(s))Her(s) 1+Hg(s)Her(s)
= AHg(s) r(s). (4.66)

[1+(Ha()+AH¢(5))Her($)][1+H () Her (5)]

Daca |H4(s)| > AH,4(s), atunci din (4.66) se obtine:

Ay(s) = — 24 () (4.67)

(1+Hg(s)Her ()2

Comparand expresia (4.67) cu expresia (4.66) rezulta ca efectul
lui AH;(s) asupra lui Ay(s) este mult mai redus pentru sistemul
automat 1inchis, cu atdt mai mult cand se realizeaza relatia
|Ha(s)Her (s)| > 1.

4.9.2 Sensibilitatea la variatia parametrilor canalului direct

Sensibilitatea notatd S& a sistemului automat deschis la variatia
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parametrilor caii directe se defineste sub forma raportului dintre variatia
relativa a f.d.t. a sistemului Tnchis si variatia relativa a caii directe:

Hq _ AHy(s)/Ho(S) — AHy/Hg 4.68
0 AHg(s)/Hq(s)  AHg/Hg' (4.68)

Aplicand limita pentru AH; — 0 in (4.68), se obtine:

aHo/HO _ a(lnHo)

Hg _
S0 = dHg/Hg  9(InHg)' (4.69)
Pentru cazul sistemului deschis relatia (4.69) este:

© 9(lnHg)

Sensibilitatea este o functie complexd. Pentru determinarea
efectivd a gradului de sensibilitate se utilizeaza valorile functiei de
sensibilitate. Valoarea nula a modulului acesteia aratd ca sistemul
corespunzator este insensibil (robust) la variatia parametrilor.

Relatia (4.70) aratd ca sistemul deschis are o sensibilitate
ridicata la variatia parametrilor.

Rezulta ca o valoare strict pozitiva a sensibilitatii indica un
anumit grad de sensibilitate la variatia parametrilor.

Daca asupra sistemului inchis actioneaza referinta si perturbatia,
atunci ecuatia transferului intrare-iesire si perturbatia-iesire este:

Hp(s)

Y(5) = a1 () £ e s P(S) =
= Hoy(s)r(s) £ Hop(s)p(s), (4.71)
unde s-a notat:
Ho(s) = —4&__ (4.72)
1+H 4(S)Hey(s)
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Hp(s)
T+ Hg( Her ()’

Hop(s) = (4.73)

in care Hy(s) prezinta f.d.t. a sistemului in bucla inchisa referinta —
iesire, iar Hyy, (s) - f.d.t. a sistemului in bucld inchisa perturbatie-iesire.

Dupa analogie cu expresia (4.69) se obtine functia de
sensibilitate pentru perturbatie-iesire in forma:

SHd _ aHop/Hop _ a(lnHop)
Op dHy/Hg d(InHy)

(4.74)

Dacid sistemul este descris de (4.71) cu f.d.t. Hy(s) si Hop(S),
atunci aplicand (4.72) si (4.73), se obtine sensibilitatea sistemului inchis
la actiunea referintei:

L KT P —— (4.75)

OHg Hy  1+Ha®)He(s)
si respectiv sensibilitatea sistemului inchis la actiunea perturbatiei:

Hq _ OHop Hq _ —Ha()Her(s)
SOP T 9Hg4 Hop T 1+Hg(s)Her(s)’ (4'76)

Daci se indeplineste conditia |H;(s)H-(s)| > 1, atunci rezulta
ca functiile de sensibilitate S: 4 ~ 0 (4.75) indicad o sensibilitate foarte
redusa pentru sistemul fara actiunea perturbatiei si |Sé{1;i ~ 1 (4.76) are
0 sensibilitate ridicatd in raport cu variatia parametrilor caii directe.

4.9.3 Sensibilitatea la variatia parametrilor
canalului perturbatiei

Daca variaza parametrii f.d.t. H,(s) ai canalului perturbatiei,
atunci aceasta se prezinta cu abatrea care s-a produs Hy,(s) + AH,(s) =
H, + AH, si se determina sensibilitatea sistemulu automat cu f.d.t. din
(4.74) obtinand relatia:
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Hy _ OHop/Hop _ 0(nHop) _ OHop Hy _ 4 (4.77)

SP — = = =
Op O0H,/H d(InH 0H, Hy
p/Hp 14 14 14

care indica o sensibilitate ridicata a sistemului automat in raport cu
actiunea perturbatiei.

4.9.4 Sensibilitatea la variatia parametrilor
canalului de reactie

Tn acest caz, se analizeaza variatiile parametrilor traductorului si
atunci f.d.t. Hy.(s) se modifici Hg.(s) + AHy(s) = Hy + AHy,.
Pentru cazul analizat se definesc doud functii de sensibilitate ale
sistemului Tnchis Tn raport cu intrarile referinta si perturbatia.

La actiunea referintei asupra sistemului sensibilitatea este:

Hyr _ OHo/Hy _ 9(InHo) _ OHy Hyr _  Ha(s)Her(s)
507 = St/ OnHe) e By e O

si la actiunea perturbatiei asupra sistemului sensibilitatea este:

SHtr _ OHop/Hop _ 0(InHpp) _ OHop Her _ Hq(S)Her(S) (4.79)

op OHgy /Her o(InHey) OHgyr Hop N 1+Hg(s)Her(s)’

(4.78) si (4.79) se aproximeaza:

1507 = ISop| ~ 1 (4.80)
si rezulta sensibilitatea ridicata la variatia parametrilor caii de reactie.
Relatiile obtinute (4.75)-(4.77), (4.78)-(4.80) descriu noi aspecte
ale principiului abaterii. Se evidentiazd ca sensibilitatea transferului
r(t) = y(t) al sistemului automat, evaluata prin relatia (4.75), este

redusa.

e v

. H, H, H
evaluate prin Sg.¢, Sy, So", Sot.
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In cazurile cand parametrii sistemului se modifica in timp la
actiunea factorilor mediului sau altor cauze, este necesar sd se adopte
solutii de proiectare care sa asigure reducerea sensibilitatii, dar pastrand

stabilitatea sistemului.
Exemplul 4.10. Se considerd sistemul deschis descris de functia de transfer:

k
s(Tys+1)’

Hy(s) =

unde parametrii nominali au variatiile: coeficientul de transfer k = 100 + 10 s~ si

constanta de timp T; = 0.03 + 0.01 s.

Se cere sa se determine abaterea medie patratica a indicelui de rezonanta al
sistemului inchis.

Solutionare. Se determind functia de tarnsfer a sistemului inchis:

_ Hg(s) k _ 1 _ 1
Ho(s) = e
1+Hg4(s) T1S%+s+k oS +k5+1 T?2s2+42ETs+1

unde expresia f.d.t. a sistemului inchis reprezintd modelul elementului oscilator,
notand T, /k = T?, 1/k = 2&T si se obtin relatiile kT; = 1/4&2, T, = T /2.
Parametrii T si T /k ai elementului oscilator se exprima prin parametrii T; si
k ai sistemului deschis T = 1/w, = /T, /k, £ = 1/2,/kT;.
Indicele de rezonanta M se determina de relatia in domeniul frecventa si dupa
minimizare la conditia kT; > 2 se exprima in forma:

k |_ 2KTy_ _ 2100003 _ 4 gq
T1(jo)2+jw+kl ~ [akTi—1  v&1000.03-1

max

_ Amax _ Hd(jw)
M= A0) |1+Hd(jm)

Se calculeazd sensibilitatea sistemului la variatia coeficientului de transfer
Ak = o4 si a constantei de timp AT = a:

k_ ¢ — 6_M) =[2T1(2kT1—1)] =[2-o.03-(2-100-0.03—1) _
S0 =5 (ak o Lakn-1)3/2], (4100.0.03-1)3/2 ], 0.0082 s,

T e a_M) _ [2k(2kT1—1) _ [2-100-(2-100-0.03—1) _ 1
So =952 = (BT o Llekr-13/2l) — L (¢100003-1)3/2 | 27415

Se determina abaterea medie patratica maximala a indicelui de rezonanta:

AMpax = 212‘=1(5j aj)z = \/(51 )2+ (S, 0p)2 =
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= /(0.0082 - 10) + (27,41 - 0.01)? = 0.2860.

Valoarea maximala de variatie a indicelui de rezonanta a sistemului Tnchis
este:

Mpy.x =M+ AM,,,, = 1.81 + 0.2860,

iar media patraticd maximala relativa este:

Appay= "max — 9290 _ 158 (15.8 %).m

M 1.81

Pentru o calitate buna a sistemului automat indicele de rezonanta
are valorile M =1.1---1.5
Indicele de rezonanta al sistemului Tnchis descris ca element

oscilator se exprima prin gradul de amortizare M = 1/2&,/1 — 2.

parametrilor si influenta asupra marimii de iesire.

Exemplul 4.11. Se considerd structura sistemului automat alcatuitd din
regulator cu functia de transfer Hg(s) si partea fixatd cu functia de transfer Hp(s)
inseriate pe canalul direct si n canalul de reactie traductorul cu f.d.t. H.(s). Functiile
de transfer ale sistemului au forma: Hp(s) = koHpo(s), Hg(s) = krHgo(s), H.(s) =
= k,H,y(s), unde kg, kg, k, sunt coeficientii de transfer ai obiectului, regulatorului si
ai traductorului.

Se cere sd se stabileasca gradul de sensibilitate al sistemului in functie de
parametrul variat k, si influenta acetuia asupra iesirii sistemului.

Solutionare. Pentru transferul intrare referinta r(s)-iesirea y(s) a sistemului
se determind expresia operationald a iesirii la variatia lui k:

_ _ HR(s)Hp(s) _ HR(s)koHpo(s)
y(s) = Ho(s)r(s) = 1+HR(S)HP(5)HT(5)r(S) N 1+HR(s)koHpo(s)Hr(s)T(s)’

unde H,(s) este f.d.t. a sistemului Tnchis.
Se dau variatiile coeficientului k, + Ak, si se calculeaza variatia marimii de
iesire Ay(s) cu functia de sensibilitate:

9 9(Ho ()T (s)
Ay(s) — (,;yk(z)AkO — ( Oafcor S )Ako —

_ HR(s)Hpo(s)(1+HR(s)koHpo(s)Hr(s))—HR(s)koH po (s)HR(S)Hpo () Hy(s) _
= > r(s)Ak, =
(1+HR()koHpo()Hr(s))
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Hg(s)Hpo(s)
= r(s)Ak,.
CTRETETE LA

Expresia Ay(s) se prezina prin coeficientii de transfer ai regulatorului kp si
traductorului k,.:

krHRo(s)Hpo(s)
Ay(s) = r(s)Ak,.
y(s) (1+krHRo(S)koHpo(s)krHro(s))” (s)ako

Rrezulta ca Ay(s) este proportionala lui Ak,.

Daca k, — oo variatia semnalului de iesire Ay(s) — 0 si rezulta ca cresterea
lui k,- conduce la reducerea influentii lui Ak asupra iesirii y(s) a sistemului.

Dupa analogie se interpreteaza si variatia lui kg asupra lui y(s).

Concluzie. Reactia inversd negativd compenseaza influenta variatiei
parametrilor din canalul direct asupra iesirii sistemului.m

Exemplul 4.12. Se considera structura sistemului automat (fig. 4.16), alcatuita
din regulator cu functia de transfer Hg(s), partea fixata cu functia de transfer Hp(s),
inseriate pe canalul direct si in canalul de reactie traductorul cu f.d.t. H,(s). Asupra
sistemului actioneaza semnalele de intrare referinta r(t) si perturbatia p(t), care
ationeazd la intrarea partii fixate. Functiile de transfer ale sistemului au forma
Hp(s) = koHpo(s), Hgr(s) = kgrHgo(s), H,(s) = k,Hyo(s), unde ko, kg, k. sunt
coeficientii de transfer ai obiectului, regulatorului si ai traductorului.

p(t)
Mt

H,(s)

Fig. 4.16. Structura sistemului automat

Se cere sd se stabileasca gradul de sensibilitate al sistemului in functie de
variatia perturbatiei p(t) si influenta aceteia asupra iesirii sistemului automat.

Solutionare. Pentru transferul intrare perturbatia p(s)-iesire y(s) a sistemului
se determind expresia operationala a iesirii la variatia lui p(s):

¥(5) = Hop()P(5) = o= (5),

1+HR(s)Hp(s)Hy(s
unde Hy, (s) este f.d.t. a sistemului inchis la actiunea perturbatiei.

Se dau mici variatii perturbatiei p(s) + Ap(s) si se calculeaza variatia
marimii de iesire Ay(s) cu functia de sensibilitate:
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9(Hop(s)p(s))

_ 0y(s) _ _
Ay(s) = 3 p(s) = T2 Ap(s)
_ Hpo(s) _ Hpo(s)
T 1+HR(S)Hpo($)Hr(s) Ap(s) (1+kRHR(s)Hpo(s)err(s))z Ap(s).

Rezulta ca Ay(s) este proportionald lui Ap(s).

Daci k, — oo variatia semnalului de iesire Ay(s) — 0, rezulta ca cresterea lui
k, conduce la reducerea influentei variatieui Ap(s) asupra iesirii y(s) a sistemului.

Dupi analogie se interpreteaza si variatia lui kg asupra iesirii y(s).

Concluzie. Tn sistemul cu reactie inversi negativa se obtine invarianta iesirii
sistemului in raport cu perturbatia.m

Exemplul 4.13 [21]. Se considerd sistemul de reglare automata a rotatiilor
motorului electric de curent continuu (fig. 3.14) cu modificarile: amplificatorul se
substituie cu regulatorul P cu f.d.t. Hz(s) = kg, generatorul ca element de executie se
substituie cu redresorul cu functia de transfer H,(s) = k la care coeficientul de
transfer se modifica in timp, modelul matematic al motorului obtinut in ex. 2.4 descris
de f.d.t.:

— km
Hp () = (Ls+R)Us+ks)+kekm

si in canalul de reactie tahogeneratorul cu functia de transfer H,(s) = k.
Functiile de transfer ale sistemului deschis pe transferul referintd-iesire si
transferul perturbatie-iesire sunt date de relatiile:

krkkm
(Ls+R)(Js+ks)+kekm'

—(Ls+R)
(Ls+R)(Js+ks)+kekm'

Hy(s) = Hr(s)H,(s)Hp (s) = Hgp(s) =

Se cere sa se studieze functiile de sensibilitate ale sistemului Inchis referinta-
iesire S§ si perturbatie-iesire Sé‘p la variatia parametrului k pentru regimul stationar si
sd se gaseasca valoarea parametrului de acord kg al regulatorului P care asigura valori
acceptabile ale functiilor de sensibilitate.

Solutionare. Functiile de transfer ale sistemului in buclad inchisd referinta—
iesire Hy(s) si pe canalul perturbatie—iesire Hy,(s) se determina in regim stationar si
sunt necesare pentru a calcula sensibilitatea sistemului care se descriu prin expresiile:

H (S) _ Hg(s) _ krkkm _akgk
082J8=0 ™ 14 Hy()He(s)  (Ls+R)(Us+ks)+kekm+krkkmks  b+ckgk’

Hgp(s) Ls+R R

H, S)eipn = — = — =
op($)s=0 1+Hg(s)He(s) (Ls+R)(Us+ks)+kelm+kpkkmke b+ckgk'

unde coeficientii a = k,,, b = Rkg + ko k., ¢ = kppk,,a>0,b>0,¢c> 0.
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Functiile de sensibilitate ale sistemului Tnchis in regim stationar sunt:

kK _ 1 _ b

s Ha(0)HA(0) _  ckgk
0 ™ 1+H4(0)HA(0) ~ b+ckgk’

1+Hg(0)Hy(0)  b+ckgk’

|Sé{p| =

unde acestea satisfac egalitatea S¥ + |S&,| = 1.
Variind coeficientul k, s-au efectuat calculele pentru functiile de sensibilitate
Sk, 5§ si curbele sunt date in figura 4.17.

Fig. 4.17. Curbele functiilor de sensibilitate ale sistemului automat inchis

Daca se acorda o importanta egald celor doua functii de sensibilitate, atunci
solutia corespunzatoare va fi:
b ckgk
SE =Sk, —— =
0 | °p|’ b+ckgk ~ b+ckgk'

b = ckgk,

de unde se obtine: kzk = b/c.
In cazul in care este cunoscutd valoarea kpmin $i kpmax @ parametrului de
acord al regulatorului P, atunci valoarea lui ky se poate alege din conditia:

1 b 1 1
kp = E(kRmin + kRmaX) = ;( + )

kmax Kmin

Pentru a gasi solutia S¥ = |S&, | trebuie minimizata functia patratica:

b ckrk |?
_ (5(’)‘)2+|5(’fp|2 _ (b+ckRk) + b+c§Rk‘
oy = Sl ek vkl
ajk) _  bckp _
ak (b+ckRk)3( b+ ckgk) =0,

de unde se determina ceea ce s-a obtinut deja: kgk = b/c.
Intr-o forma generala se poate considera functionala de forma:

[k =l alsty

5 , 0 > 0,0, >0,
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unde o si ay,cuconditia oy + a, = 1 sunt coeficienti de ponderare prin care se
impune un avantaj celor doud functii de sensibilitate.
Reiesind din aceste conditii, Se determina:

dj(k) _ bckg[-ab+(1-ay)ckgrk] _

dk (b+ckgk)3 =0
) o . . b . .
si solutionand expresia se obtine kgk = a aa 5 cu valoarea lui a; € (0,1) fixats, iar
-1

valoarea coeficientului de acord kj se poate alege dupa relatia:

1 1
1 ab(k +k - )
kR =7 (kRmin + kRmax) = ma_x o

2 2(1-aq)c

Chestionar si probleme

1. Formulati definitia fizicd a notiunii de stabilitate a sistemului automat.

2. Prezentati conditia matematica a stbilitatii asimptotice a sistemului.

3. Care este modelul matematic pe baza caruia se analizeaza stabilitatea
sistemului?

4. De ce la analiza stabilitatii sistemului se utilizeaza ecuatia caracteristica?

5. Enumerati conditiile necesare si suficiente de stabilitate ale sistemului.

6. De ce partile reale ale radacinilor ecuatiei caracterisrice trebuie sa fie
negative pentru ca sistemul sa fie stabil?

7. De ce la analiza stabilitatii sistemului se aplica criteriile de stabilitate?

8. Se considera functia de transfer de gradul trei a sistemului astatic deschis:

k 5
S(Tys+1)(Tos+1)  s(9s+1)(3s+1)’

Hy(s) =

Se cere sa se analizeze stabilitatea sistemului Tnchis, aplicand criteriile Routh
si Hurwitz.

9. Se considerd functia de transfer din p. 8 si se cere s se determine valoarea
criticd a coeficientului de transfer al sistemului deschis.

10. Se considera functia de transfer de gradul trei a sistemului astatic deschis:

k(Ts+1) _ 3(2s+1)
S(Tys+1)(Tps+1)  s(4s+1)(2s+1)

Hy(s) =

Se cere sa se analizeze stabilitatea sistemului inchis dupa criteriul Mihailov.

11. Care sunt avantajele criteriului de stabilitate Nyquist?

12. Explicati tratarea fizicd a notiunii de punct critic utilizat in criteriul
Nyquist.
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13. Se considera functia de transfer din p. 10 si se cere si se analizeze
stabilitatea sistemului Tnchis, aplicand criteriul Nyquist.

14. Dati o interpretare a notiunii de domenii de separare pe un parametru.

15. Se considera functia de transfer a sistemului deschis alcatuit din doua
elemente cu inertie de gradul unu identice si un element untegrator si se cere sa se
calculeze valoarea critica a coeficientului de transfer al sistemului deschis.

16. Care este esenta marginii (rezervei) de stabilitate a sistemului automat si
cum poate fi exprimata?

17. Explicati notiunile de margine de stabilitate a in amplitudine si faza.

18. Formulati definitia de stabilitate structurald a sistemului automat.

19. Care elemente dinamice tipice ridica si care reduc stabilitatea sistemului?

20. Demonstrati cum influenteaza timpul mort prezent Tn structura sistemului
asupra stabilitatii?

21 Ce reprezinta notiunea de sensibilitate pentru sistemul automat?

22. Se considera functia de transfer de gradul trei a sistemului astatic deschis
cu parametrii cunoscuti:

k 5
S(Tys+1)(Tes+1)  s(65+1)(3s+1)°

Hy(s) =

Se cere pentru variatiile parametrilor de la valorile nominale a coeficientului
de transfer Ak = +0.5 si a constantei de timp AT; = +1 s se determine valorile
numerice ale functiilor de sensibilitate ale sistemului Tnchis.
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5 PERFORMANTELE SISTEMELOR AUTOMATE
5.1 Preliminarii

Calitatatea sistemului de reglare automata se determina de un
ansamblu de proprietdti, care garanteaza functionarea efectivd atat a
obiectului de reglare, cat si a intregului sistem.

In teoria sistemelor automate si practica automatizarilor termenii
calitatea sistemului si calitatea conducerii (reglarii) se utilizeaza intr-un
sens mai restrans, avand in vedere proprietatile regimului tranzitoiriu si
stationar ale sistemului automat.

Functiile esentiale calitative ale sistemului de reglare automata
sunt urmarirea referintei si rejectia perturbatiilor.

In raport cu aceste cerinte calitative, se impun si cerinte
specifice care reprezintd siguranta in functionare, calitatea productiei,
operabilitatea procesului, conformitatea cu standardele de mediu etc.

Astfel, proiectarea unui sistem automat impune nu numai
aspectele alegerii algoritmului de conducere, dar si intregul ansamblu
de masuri ce confera solutiei de automatizare fiabilitate si robustete,
operabilitatea sigurd in regimuri critice de functionare si COSturi
minime.

Cerintele de performanta ale sistemului automat se definesc in
raport cu anumite marimi exogene (referinte, perturbatii) care
actioneaza asupra sistemului.

Cerintele calitative de performanta ale sistemului automat sunt:

1) stabilitatea;

2) precizia;

3) performantele tranzitorii,

4) robustetea stabilitatii si a performantelor.

Determinarea calitatii regimului de functionare al sistemului de
reglare automata se efectueaza in domeniul timpului si in domeniul
frecventd la actiunea semnalelor de intrare referintd si perturbatie si se
reduce la stabilirea proprietatilor statice si dinamice ale sistemului [1, 3,
4,8,9,11-13, 14-23].

Analiza sistemului automat presupune verificarea stabilitatii,
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preciziei, comportdrii tranzitorii si robustetii si evaluarea unor indici de
performanta, care sa satisfaca evolutia sistemului in domeniul admisibil
sau inadmisibil.

5.2 Indicii de calitate ai raspunsului indicial al sistemului

Calitatea functiondrii unui sistem automat se evalueaza pe baza
unor indicatori de apreciere ai calitatii sistemului.

Se considera structura sistemului automat (fig. 5.1) alcétuita din
regulator cu f.d.t. Hz(s) si partea fixata cu f.d.t. Hpr(s), asupra caruia
actioneaza semnalele exogene-referinta r(s) si perturbatia p(s)
(perturbatia actioneaza prin f.d.t. H,(s)), unde canalul direct se descrie

prin f.d.t. H;(s) = Hgr(s)Hpg(s), iar reactia negativa este unitara.

p(t)

| Hy(s)

I+

y(t)

O o) ] e T

Fig. 5.1. Structura sistemului automat Tnchis

Se considera functia de transfer a sistemului automat ca o
functie rationald a raportului polinoamelor cu coeficienti reali, care
poate fi reprezentata sub forma factorizata sau poli-zerouri in forma:

_ ¥(S) _ B(S) _ bmS™+bm_1s™ 14 +bis+by _ bolljL,(s—z))
H(s) = r(s)  A(S)  anpst+ap—istl+etagstag  ao [, (s-py)’ (5.1)
unde y(s) este marimea de iesire a sistemului, r(s) — marimea de
intrare, polinomul zerourilor B(s) = 0 are radacinile z;, care sunt
zerourile finite ale f.d.t. H(s), polinomul polilor A(s) =0 are
radacinile p;, care reprezinta polii finiti ai f.d.t. H(s) [1, 3, 8, 11-13, 14-
22].
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Pornind de la modelul sistemului automat de ordinul doi cu k =
= 1 si parametrii sistemului, gradul de amortizare & si pulsatia nominala
w, la actiunea intrarii treapta unitara r(s) = 1(s), se prezinta functia
de transfer a sistemului inchis:

. 1 . w3 _ h(s)
HO(S) T OT25242ETs+1 s2428wps+w2  1(s) (5:2)
Se prezintd marimea de iesire Tn forma operationala:
w3 1
h(s) = Ho()1(s) = 57—~ (5.3)

s24+28wpstws s’

Aplicand transformata Laplace inversa relatiei (5.3), raspunsul
indicial al sistemului (fig. 5.2) se prezinta prin relatia:

—Son

h(t) = (1 - %_E:sin(wnm o (p)) 1(8) = hy(t) + e (1), (5.4)

unde defazajul ¢ = sin™!y/1 — &2 = arcsinw,, T = arccost.

rFy
n(t) /‘
Ah
/E\ vle ,hst
100% J Y £ S - = L
95% i 1
hrua 4 \/ h’l
P T =2n/w
tc
10% v ¥ t
” t . s N

Fig. 5.2. Raspunsul indicial al sistemului de reglare automata
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In (5.4) h;(t) este componenta libera a raspunsului indicial si
descrie trecerea (tranzitia) sistemului din starea initiala datd (nuld sau
nenuld) in starea datd — regimul stationar, iar hs(t) = hg — cOMponenta
fortatd sau regimul stationar hg, care este determinatd de semnalul de
intrare ce actioneaza asupra sistemului.

Calitatea unui sistem de reglare automatd se apreciazd dupa
raspunsul indicial oscilant amortizat la intrarea treapta unitara [1, 4, 8,
11-13, 14-18, 21].

Calea analitica de rezolvare a acestei probleme porneste de la
modelul matematic al sistemului automat in forma ecuatiei diferentiale,
care descrie dinamica sistemului.

Se determina calitatea sistemului automat dupd raspunsul
indicial h(t) oscilant amortizat, pentru care se utilizeaza doua tipuri de
indici de calitate:

Indicii de calitate determinati dupa regimul stationar hg.

Eroarea stationara sau precizia sistemului &g, Se alege
conventional o marime finitd in raport cu regimul stationar hg (de
exemplu e, = 0.05 sau 5 % din hg,):

e(t) = g5 = r(t) — h(t) = 1(¢) — h(0), (5.5)

unde r(t) = 1(s) este intrarea de referinta treaptd unitara ca semnal
etalon al marimii de iesire a sistemului, iar h(t) - marimea curentad a
raspunsului indicial al sistemului.

Indicii de calitate determinati dupa raspunsul indicial h(t) (fig.
5.2).

1. Timpul de crestere t. ce caracterizeaza timpul de trecere al
sistemului din starea initiala data de la 5-10 % pana la 95 % din regimul
stationar si 1/t. este indicator al rapiditatii raspunsului indicial al
sistemului.

2. Timpul de reglare t, ce caracterizeaza timpul de trecere al
sistemului din starea initiala datd (nuld sau nenuld) in banda regimului
stationar cu satisfacerea inegalitatii:

|h(t) — hy| <et=>t,>0. (5.6)
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Se constata ca regimul tranzitoiriu are o duratd finita, astfel
avand rezultate practice apreciabile, deoarece teoretic durata regimului
tranzitoiriu tinde la infinit.

Pentru raspunsul indicial oscilant amortizat de ordinul doi cu o
deviatie de 0.05 se fetermina timpul de stabilizare din (5.4) prin relatia:

_1n0.05,/1— ¢

S

~

r

la valoarea maxima a functiei sin(wt/1 — €2 + @) = 1.
Pentru sisteme automate cu valoarea lui € € (0.6 = 0.8) timpul
de reglare se determina prin relatia:

b~ — 1n0.05,/1—£2 4
r Swn Ewn’

3. Suprareglarea o sau eroarea dinamica Ah, care determina cea
mai mare abatere hp,,, de la regimul stationar hg;, este marime absoluta

sau relativa:
hmax_hst — ﬂ

hst hst

o= 100 %. (5.7)

Un sistem de reglare automata se considera calitativ pentru
suprareglarea o < 20 %.

4. Numarul de abateri sau oscilatii A de la regimul stationar pe
durata timpului de reglare t,.. Se recomanda valori pentru A < 3.

5. Perioada oscilatiilor T, = 21/w sau pulsatia oscilatiilor w =
= 21/ T,.

6. Gradul amortizarii oscilatiilor ce reprezintd raportul dintre
suprareglarea o, (a doua abatere h,) si suprareglarea o, (primei abateri
maxime h,):

§=22 (5.8)

01

7. Factorul de amortizare y se exprima de relatia:
213



=21 215, (5.9)

01 01

Intensitatea amortizarii raspunsului sistemului este satisfacatoare
daca ¢ = 0.75-+- 0.95.

Tn cazul raspunsului indicial aperiodic la eroarea stationara &g
stabilita se aplica numai indicii timpul de crestere t. si de reglare t,..

Intre indicii timpul de reglare t, si suprareglarea o existi o
stransa corelare si alegerea lor este o problemd de compromis, cand
unui indice i se atribuie un avantaj practic.

Pentru calculul performantelor sistemului se aplicd doud grupe
de metode.

1. Metode directe de solutionare a ecuatiei diferentiale sau
simularea structurii sistemului automat.

2. Metode indirecte in cazurile cand nu poate fi solutionatd
ecuatia diferentiala si atunci se aplica metode indirecte de determinare a
performantelor sistemului: metoda alocarii poli-zerouri, criterii integrale
si metode frecventiale.

Se foloseste si raspunsul sistemului la intrarea rampa unutara si
raspunsul la intrarea parabola unitara.

5.3 Precizia sistemului automat in regim stationar

Tn sistemul automat stabil existd regimul stationar (permanent),
care are o importantd deosebitd pentru caracterizarea calitdtilor
sistemului automat. Eroarea stationara se determina in raport cu fiecare
tip de semnal care actioneazad asupra sistemului, dar eroarea totald a
sistemului este suma erorilor pentru fiecare semnal aplicat asupra
sistemului automat [1, 4, 8, 11-13, 18, 21].

Daca asupra sistemului actioneaza semnalele de referinta si
perturbatia, atunci eroarea sistemului se prezintd ca suma a doud
componente ale erorilor raportate la semnalele de intrare:

e(t) = & (t) + &,(0), (5.10)
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unde &, (t) este eroarea transferului referintd — iesirea sistemului, &, (t)
- eroarea transferului perturbatie — iesirea sistemului.

Pornind de la schema structurala a sistemului automat (fig. 5.1),
se determind eroarea stationara a sistemului in raport cu semnalele
referintei r(t) si perturbatiei p(t):

1
£(5) = T T+ T ) -
= Her ($)1(S) + Hep ($)p(s) = &.(s) + £,(5), (5.11)

unde H;(s) = Hr(s)Hpp(s) este f.d.t. a canalului direct sau sistemul n
circuit deschis, Hg.(s) - f.d.t. a erorii transferului referinta-iesire,
Hg,(s) - f.d.t. a erorii transferului perturbatie-iesire, H,(s) — f.d.t. a
perturbatiei.

Pentru diferite semnale de intrare sistemul automat raspunde
diferit si eroarea in regim stationar pentru intrari de tip treapta (pozitie)
sau in regim permanent pentru intrdri de tip rampa (vitezd) si parabola
(acceleratie) pot fi egale cu zero sau diferite de zero.

Se analizeaza performantele ce caracterizeaza eroarea stationard
in raport cu semnalul de referintd numita si eroare fortata €,(s) data de
relatia:

gr(s) = 1(s) = y(s) = r(s) — Ha(s)er(s) =

=1r(s) — Hy(s)r(s) = r(s)(l - Ho(s)) = Hg, . (s)r(s). (5.12)

unde Hy(s) = (())

Pentru a caracteriza proprietatile sistemului automat Tn regim
stationar se evidentiaza urmatoarele tipuri de erori stationare:

1. Eroarea stationara de pozitie (regim pozitional) la semnalul
de referintd de tip treaptd unitara pentru care se defineste expresia
analitica, derivata si imaginea in s n forma:

este f.d.t. a sistemului in bucla inchisa.
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1
™
S

r(t) = 1(t) =const, 7(t) = 0, r(s) = 1(s) =
gr(s) =7(s) —y(s) =7r(s) = Ho(s)r(s) =

= (1= Ho())r(s) = Her (5)r(s). (5.13)

Pentru a calcula eroarea in regim stationar la pozitie de la

expresia (5.12), se aplica teorema valorii finale si se obtine eroarea de
pozitie €,:

g-(t) = lim ,.(t) =limse,.(s) = lim sH,.(s) 2 =lim Hg,(s) =
t—o s-0 5s-0 S 5s-0

. 1 1 1
- ?_IB 1+Hg(s)  1+limsHg(s)  1+kp Her(0) =&, (5.14)
s-0

unde k,, = limsH,(s) este definit coeficientul erorii de pozitie €,,.
s—0
Daca sistemul contine astatism de gradul unu si doi, atunci
coeficientul de eroare la pozitie este infinit.
2. Eroarea stationard la viteza (regim cu viteza constanta) la
semnalul de referinta de tip rampa unitara (cu viteza unitard) pentru care

se defineste expresia analiticd, derivatele si imaginea in s si se obtine:

. . 1

r(t) =tl(t), 7(t) =1,#(t) =0,r(s) = =

Pentru a calcula eroarea in regim stationar la viteza de la
expresia (5.12) se aplica teorema valorii finale si se obtine:

(1) = £,(1) = lim &, (t) =lim se, (s) = lim sHe, (s) 5 =

. 1 . 1 1 1 1
= lim He, ()5 = lim 1+Hg(s)s  limsHg(s)  ky (5.15)
s-0
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Prin definitie limsH,(s) = k,,, care se numeste coeficient de
s-0
eroare la viteza.

Pentru sisteme cu astatism de gradul unu eroarea este finita si
egala cu inversul coeficientului de eroare la viteza, iar pentru gradul de
astatism a > 1 coeficientul de eroare la viteza este infinit si eroarea este
egala cu zero.

3. Eroarea stationara la acceleratie (regim cu acceleratie
constantd) la semnalul de referinta de tip functie parabola unitara (cu
acceleratie unitard) pentru care se defineste expresia analitica, derivatele
si imaginea in s si se obtine:

r(6) = 222 i (0) = £, #(6) = 1,#() = 0,7(s) = =.

Pentru a calcula eroarea in regim stationar la acceleratie de la
expresia (5.12) se aplica teorema valorii finale si se obtine:

1
sr(t) = Ea(t) = th_)n; sa(t) :}gl_{% SEa(S) = LT(} SHar(S)S_3 =

1 1 1 1 1
= lim H.,(s) = = lim == = =& (516
s—0 er( )52 s—0 1+Hg(s) s lims2Hg(s) kg & (5.16)
$—0

unde se noteaza k, = lirrg s2H,(s), care se numeste coeficient de eroare
S—

la acceleratie.

Pentru sistemele cu astatism o > 2, coeficientul de eroare la
acceleratie k, — o si eroarea de acceleratie €, = 0.

Tn tabelul 5.1 se di o analiza a valorii erorii pentru diferite tipuri
de intdri si tipuri de sisteme.

Daca intrarile nu sunt unitare, erorile in regim stationar sunt
proportionale amplitudinilor acestora, fiindcd analizam sistemele
liniare.

Fie o intrare cu componentele de pozitie, vitezd si acceleratie
descrisa de relatia:

217



r(t) = Aju(t) + A,tu(t) + Ast?u(t), (5.17)

unde u(t) este semnalul unitar si coeficientii A;, A, si A3 reprezinta
amplitudinile acestor componente.

Tabelul 5.1. Tipuri de erori

Grad astatism Tipuri de intriri, functia de transfer
o Treaptd, 1/s | Rampi, 1/s* | Paraboli, 1/s3
0 1/(1+ky) 0 o0
1 0 1/k, o
2 0 0 1/k,

Eroarea stationara are forma:

Aq Ay A3
£t = . 5.18
st 1+1ide(s)+1+limst(s) 1+lims2Hg(s) ( )
s—0 5-0 5-0

Pentru sisteme cu astatism o = 0, 1, 2 erorile au valorile:

A
L+ 00+ oo,
kp

pentru a = 0, g = -

pentru a = 1, £y = 0 + 22 + oo,
v

pentru a = 2, & = 0 + 0 + 22,
a

unde se observa cd pentru diferite tipuri de sisteme si tipuri de intrari

eroarea este egala cu zero, finita si infinita.
Exemplul 5.1. Se considera sistemul automat deschis dat de f.d.t.

W}
s(s+2Ewp)"

Hy(s) =

Se cere sa se calculeze erorile stationare de pozitie la viteza si acceleratie.
Solutionare. Se determina erorile stationare de pozitie, la viteza si la

acceleratie, utilizand relatiile de calcul (5.14)-(5.16).
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Eroarea de pozitie (5.14):

T 1_ 4. ERT s(s+28wpn)
fo =l 5)3 =l o 6) =i 2508500 = 0

Eroarea la viteza (5.15):

. 1 . 1 1 1 1
g, = limsH, (s)5 = = lim -=- =—,
s-0 s s—0 1+Hg(s) s limsHg(s) ky
$—0

unde se calculeaza coeficientul erorii la viteza dupa relatia:

2 2
. . w w w
k, =limsHy(s) =lims ——— = "1 = -1
50 s-0 S(s+28wpn)  28wp 23

iar eroarea de viteza este:

_ 1 _ 2
& ==
Rezulta cd pentru a obtine un raspuns cat mai precis la intrari de tip rampa,
coeficientul de amortizare & trebuie sa fie cat mai mic.

Eroarea la acceleratie (5.16):
. 1 1 1
g =limsH,, (S) = =—5—-=—
¢ 550 er )53 lims2Hg(s) kg’
5-0

of
H

— Tirn 2 — Jim <2 _
ka = lim s"Hq(s) = lim 5= o

Din analiza expresiilor (5.14)-(5.16) se constata ca precizia este
definita de comportarea f.d.t. H,,-(s) in vecinatatea originii la valori

mici ale lui s.
Pentru calculul erorii stationare (5.10) a sistemului f.d.t. a

erorii Hg,-(s) se dezvolta in serie Taylor si se obtine:

1 1
He, (s) = co+cys + zczsz + et Ecksk + = Y0, cks”, (5.19)
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unde coeficientii erorii se calculeaza conform relatiei:

1 d¥Hey () 1 dk 1

cp = 0= —— .
k™ g1 ask  1s=0 k!dsk(1+Hd(s))

(5.20)

Pentru o formd generald a semnalului de referintd dat de
expresia:

r(t) =tk ki r(s) = % (5.21)

eroarea sistemului in forma operationala se da prin relatia:
€-(s) = cor(s) + cysr(s) + %czszr(s) + -+ %cks"r(s), (5.22)
iar in domeniul timpului eroarea (5.22) are forma:
& (t) = cor(t) + 17 () + 2 0o (8) + - + - ©(2). (5.23)

Coeficientii ¢y, 1, Ca,..., Ck,... din (5.19) si (5.23) se numesc
coeficientii erorii stationare in raport cu marimea prescrisa.

Un sistem automat se numeste de tipul k in raport cu marimea
de referintd daca primul coeficient al erorii stationare este nenul n
ordinea lor naturala este cy.

Daca se presupune ca f.d.t. H;(s) a canalului direct se reprezinta
prin raportul a doud polinoame:

Hy(s) = <8 (5.24)

D(s)’

in care polinoamele C(s) si D(s) sunt prime intre ele si C(s) # 0, apoi
f.d.t a sistemului in bucla inchisa va fi:

1 1 _ D(s)
1+Hg(s) ~ 1+C(s)/D(s)  C(s)+D(s)’

He(s) = (5.25)

In aceste conditii, relatia pentru eroarea stationara este:
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D(s)
T dsk (C(s)+D(s)

er(s) = Ms=o, k =0,1,2..... (5.26)

Daca sistemul automat este de tipul k =0, rezultd ca
coeficientul ¢, # 0, iar polinomul D(0) # 0. De unde rezultd ca
f.d.t. H;(s) a cdii directe nu are nici un pol in origine (in s = 0), deci nu
exista astatism — elemente integratoare. Tn acest caz, eroarea stationara
de pozitie in raport cu marimea de referinta este nenuld, dar finita.

Daca sistemul automat este de tipul k=1, rezultd ca
coeficientul ¢, = 0, ¢; # 0 si polinomul D(0) = 0 si D(s) = sD;(s),
in care D;(s) nu are nici un zero in origine sau D;(s) # 0. De unde
rezulta ca f.d.t. H;(s) a caii directe are un pol in origine (in s = 0), deci
existd astatism de gradul unu — un element integrator in structura
sistemului. Tn acest caz, eroarea stationard de pozitie in raport cu
marimea de referinta este nula si se datoreaza prezentei pe calea directa
a elementului integrator, iar eroarea stationara de viteza este nenula, dar
finita.

Daca sistemul automat este de tipul k = 2, atunci coeficientii
co=0,cy =0,iarc, # 0 sirezulta ca f.d.t. Hy(s) a caii directe are doi
poli in origine (ins = 0), deci existda astatism de gradul doi — doua
elemente integratoare n structura sistemului. Tn acest caz, eroarea
stationard de pozitie si de viteza in raport cu marimea de referintd sunt
nule si se datoreazd prezentei pe calea directd a doud elemente
integratoare, iar eroarea stationara de acceleratie este nenuld, dar finita.

Tn general, un sistem automat este de tipul k si f.d.t. a caii
directe are k poli in origine si rezulta ca calea directda contine k
elemente integratoare inseriate. Calitatea unui astfel de sistem este ca
erorile stationare (5.23) in raport cu marimea de referintd de tip
parabold unitarda de ordinul k (cu derivata de ordinul k) sunt nule pana
la ordinul k — 1 inclusiv.

O abordare similara se poate folosi pentru calculul erorilor
stationare (de pozitionare, de viteza si de acceleratie) ale sistemului
automat, utilizand f.d.t. a erorii sistemului in raport cu perturbatia (ca
semnale de tip treapta unitard, rampa unitara si parabola unitara):
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£(s) = —He(s)p(s) = ——2_p(s). (5.27)

1+Hg(s)

Calculul coeficientilor ¢, dupa relatia de baza (5.23) este dificil.
Mult mai simplu coeficientii erorii c; se calculeaza daca f.d.t. Hg,.(s) a
erorii se dezvolta in serie dupa gradele lui s, aplicand procedura de
impartire a numaratorului Bg(s) la numitorul A¢(s):

1 _ Bg(S) _ bo+biS+bysZ+-+bpys™
1+Hg(s) - Ag(s) T aotaist+apsZtetanst

Hsr(s) =

=y + €15 + €382 + -+ +cp sk (5.28)

Inmultim termenii din stanga si dreapta ai expresiei (5.28) cu
numitorul Ag:

bo+b1S+bysZ+---+bpys™
Ap+a,5+azs2+--+aysh

(ag + a;s + azs? + -+ a,s™) =

= (ag + a5 + azs% + -+ aps™)(¢o + €15 + 5% + -+ s,
bo + bys + bys? + -+ by s™ =

= (ag+ a;s + a;s? + -+ a,s™(co + 15 + €35% + -+ +cps5).
(5.29)
Din (5.29), egaland coeficientii din stanga si dreapta de pe langa
aceleasi grade ale lui s, se obtine un sistem de ecuatii algebrice din care
se calculeaza coeficientii erorii:

by = coay,
by = cyaq + cpaq,
b, = cyay + c1aq + cpa,,
................................... (5.30)

by, = cmag + Cp_1aq + -+ oy
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0 = 4100 + Cpay + -+ Colmy1,

de unde rezulta expresia recurenta:

1
Cp = a_o{bk - Zif:l Ck—rar}a

unde b, =0cand k >msia, = 0cand r > n.
Exemplul 5.2. Se da f.d.t. a caii directe de forma;
Hy(s) = ——~

S(T15+1)(Tzs+1)
cu parametrii k = 100s™, T, = 0.1, T, = 0.01 s.
Semnalul de intraire are forma:

T(t) = Ay + Ast + A,t% = 20 + 2t — 0.5¢t% rad.

Se cere sa se calculeze eroarea stationara a sistemului automat inchis.
Solutionare. 1. Se determind f.d.t. a erorii sistemului automat in bucla

inchisa:
_ 1 _ 1 _ S(T1s+1)(Tes+1)
Her(s) = 1+Hg(s) 14— K 7 s(Tys+1)(Tps+D+k
S(T1s+1)(T2s5+1)
TiTos3+(T1+T2)s+s _ bis+bys?+bgs®  Bg(s)

T TiTas3+(Ty+Tp)s+s+k  ag+ais+azs?+assd  Ag(s)
unde coeficientii au valorile:
by=0,by =1,b, =T, + T, = 0.11s, b; = T, T, = 0.001 s?,
ag=k,a,=1,a, =T +T, =0,115,a; = T;T, = 0.001 s2.
2. Se determind derivatele semnalului de intraire:

7(t) =2 —t, () = —1,7(t) = —-0.

3. Conform (5.23), in domeniul timpului se prezenta expresia pentru cazul dat
cand existd numai prima si a doua derivata a semnalului de intrare:

£ (t) = cor(t) + o 7(t) + - o (D).
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4. In expresia erorii existd numai coeficientii co, c; si c, si se utilizeaza
numai primele trei ecuatii algebrice din (5.30) pentru a calcula coeficientii erorii:

by = coay,
bl = (1Qy + CoQq ,

b2 = (0 + c1aq + CoQy,

de unde rezulta:

by O
0

1 by 1 1
¢ =—(b;—ca;) =—=-=—=0.015,
1=y —cay) =0 =1 =10

) = ai(b2 —ca; — coa,) = %(0.11 —0.01-1-0-0.11) = 0.001 s2.
0
5. Expresia erorii cu coeficientii erorii ¢, = 0, ¢; = 0.01's, ¢, = 0.001 s2 si
derivatele semnalului de intrare are forma:

£, (t) = cor(t) + c17(£) + - o7 () = 0.01(2 — £) +0.001(~1) =
= 0.02 — 0.0005 — 0.01t = 0.0195 — 0.01¢.
6. Se calculeaza semnalul fortat al iesirii Sistemului:
y(t) =7(t) — &.(t) = 20 + 2t — 0.5t — 0.0195 + 0.01t =
=19.9805 + 2.01t — 0.5¢2.

Din analiza rezultatelor obtinute pentru exemplul dat se constata:

1. Eroarea sistemului nu contine componenta constantd a Ssemnalului de
referintd r(t) A, = 20 rad, fiindca coeficientul ¢, = 0 si sistemul contine un element
integrator (sistem de tipul k = 1).

2. Componenta semnalului de referinta r(t) A; = 2t rad (semnal de viteza
constantd) impune sistemului componenta erorii ¢; = 1/k # 0, dar este o constanta.

3. Componenta semnalului de referinta 7(t) A,t% = 0,5t2 rad (semnal de
acceleratie constantd) impune sistemului componenta erorii c¢,(2 —t), care cu
cresterea lui t = oo, modulul sistemului nu urmareste exact semnalul referintei.m

Un tablou mai amplu privind eroarea sistemului automat se
poate obtine din studiul erorii dinamice a raspusului indicial al

sistemului.
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5.4 Estimarea performantelor sistemului automat
dupa metoda poli-zerouri

5.4.1 Estimarea gradului de stabilitate si a oscilantei

La determinarea procesului tranzitoiriu y(t) al sistemului
automat se utilizeaza ecuatia diferentiald a sistemului inchis, care
descrie transferul intrare-iesire.

In forma operationald, marimea de iesire y(s) se prezinti ca
produsul f.d.t. a sistemului inchis si a referintei [1, 4, 8, 11-13, 18]:

y(s) = Ho()r(s) = 287(s) = 557(s),  (5:31)

unde polinomul B(s) = k si nu contine zerouri.

La analiza stabilitatii sistemului s-a utilizat ecuatia caracteristica
A(s) = 0din (5.31).

Pentru determinarea calitatii unui sistem automat se folosesc
polii lui Hy(s) sau radacinile py,p, ale ecuatiei caracteristice A(s) =
A(p) = 0:

Alp) = app™ + a;p" 1+ -+a,_p+a, =0. (5.32)

Pentru un sistem stabil toate radacinile py,p, sunt alocate in
semiplanul stdng Rep; < 0 si modul de reprezentare a polilor se
utilizeaza pentru determinarea calitatii sistemului si principalul pentru
determinarea apropierii de situatia de instabilitate (de axa imaginara).

Tn domeniul timpului, aceasta determinare se poate face pe baza
abaterilor pe care le evidentiaza marimea raspunsului indicial:

h(t) = lim h(t) =lims Hy(s) = lims Ho(s)l = lim Hy(s) = bm,

t—ooo s-0 s-0 S s—-0 an

(5.33)

Analiza acestor determinari dupa abaterile lui h(t) sunt cu atat

mai mari si de duratd mai mare cu cat polii lui Hy(s) sunt mai apropiati
de cazul Rep; = 0 (de axa imaginara a planului complex al radacinilor).
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Practica proiectarii si utilizarii sistemului arata ca asigurarea
stabilitatii este necesard, dat nu si suficientd pentru o calitate acceptabila
a transferului temporal intrare—iesire realizat de sistemul automat.

Daca se presupune ca radacinile py, p,, ale ecuatiei caracteristice
a sistemului sunt cunoscute si alocate in semiplanul stang ca in figura
5.3, atunci in planul complex al radacinilor se evidentiazd domeniul
ABCD 1in care sunt alocate toate radacinile (p; = —a; + jw;); sunt
prezentate 4 radacini: doud reale p; = —oy, Py = —0y4 si doud
complexe p,3 = —a, + jw,.

Domeniul de repartitie a radacinilor in planul complex se
caracterizeaza prin urmatorii parametri:

1. Distanta celei mai apropiate radacini reale sau partea reald a
radacinii complexe de axa imaginara este numita grad de stabilitate si

notat n.
| Ifm
Pz " s

»
=]
v

Dy §

Fig. 5.3. Domeniul de distributie a polilor lui Hy(s)

2. Distanta dintre rddacina cea mai indepartatd si axa imaginara
notata &.

3. Unghiul format de semiaxa reald negativa si doud raze duse
din origine astfel, incat toate radacinile din partea superioara si
inferioard a semiplanului stang sa fie incadrate in acest unghi dublu si
se exprima prin valoarea tangentei:

n=tgo =2, (5.34)
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notat p si numit oscilantd, care determina componentele oscilante ale
raspunsului indicial al sistemului automat. Oscilanta p se determina
pentru perechea de radiacini complex conjugate care are valoarea
maxima sau unghiul ¢ cel mai mare.

O determinare a rapiditatii raspunsului indicial al sistemului
automat se obtine si prin utilizarea radacinii medii geometrice Q = w,
(numitd frecventa oscilatiilor proprii, care are sens fizic numai pentru
sisteme de ordinul doi), ce reprezintd relatia functionald generald
numericd a coeficientilor functiei de transfer si radacinile ecuatiei
caracteristice.

Pentru un sistem de ordinul n frecventa oscilatiilor se determina
prin relatia:

O = VIpipz = Pl = Van/ao,

care reprezinta distanta lui () de la axa imaginara in planul radacinilor.

De exemplu, daca se mareste valoarea lui Q0 de c¢ ori, atunci
forma raspunsului indicial nu se modifica, dar se reduce timpul de
reglare de c ori (t,./c). Pentru ridicarea valorii lui Q se creste valoarea
coeficientului de transfer al sistemului deschis.

In sistemul automat cu ecuatia caracteristici de gradul n cu
radacinile de multiplicitatea n exista raspunsul aperiodic optimal in
timp.

Sistemul poate pierde stabilitatea ca urmare a modificarii
alocarii polilor in planul complex.

1. Deplasarea unor poli ai lui Hy(s), situati in Rep; < 0, spre
axa imaginara, cauzata de variatia parametrilor sistemului sub influenta
factorilor mediului sau Tnvechirea materialelor.

Hy(s), fiindca estimarea valorilor parametrilor pe care se bazeaza
analiza stabilitatii este afectatd de erori sistematice si aleatorii.

3. Se mentioneaza ca dependenta dintre radacinile pq,p, ale
ecuatiei caracteristice si coeficientii sai "a,, a,, este neliniara:

p1t P2+t pn=—ay,
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P1D2 + P2p3 + * + Pp-1Pn = Az,
P1P2D3 *** Pn-1Pn = (=1)"ayn.
Pentru calculul gradului de stabilitate n se utilizeaza metoda de

substituire 1n ecuatia caracteristicd a variabilei s = z — 1 si se obtine
ecuatia noua in forma:

Az-m)=az-M"+a, -+ +a,1(z-M)+a, =

=Ag(D)"+ A1 (D" T+ A ()" 2+ -+ A1 (2) + A, =0, (5.36)

unde coeficientii A; = f(a;,m), i = 0,1 si se calculeaza prin relatia:

1 a™iA(s)
E7 iy asn-i ls=Tw

(5.37)

Aceasta substitutie este echivalentd cu mutarea axei imaginare in
stanga la distanta z si polul cel mai apropiat este situat pe axa noud, iar
sistemul este la limita de stabilitate. Pentru a calcula valoarea lui n se
utilizeaza criteriul de stabilitate Hurwitz cu conditia: A,= A,,_qa, =0
si dupa valorile coeficientilor “ay, a,, se calculeazd valoarea n (numita
problema de analizd) sau dupd valoarea lui 1 se calculeaza valorile
coeficientilor “ay, @,, (numita problema de sinteza).

Daca coeficientul 4,, = 0 din (5.36), atunci aproape de axa
imaginara este radacina reala, iar daca A, # 0, atunci aproape de axa
imaginard este o pereche de raddcini complexe.

5.4.2 Estimarea timpului de reglare

Durata regimului tranzitoriu se determind in principal de
radacina cea mai apropiatd de axa imaginard, careia 1i corespunde
exponentiala care se stinge cel mai lent din cadrul componentei libere
yi(t):
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() = XL, ciePif =y, () = cpe™ it = ¢ e, (5.38)

unde coeficientul ¢, reprezintd valoarea initiald a componentei libere a
raspunsului, iar a; — radacina reald cea mai aproape de axa imaginara.
Pentru o radacina complexa se obtine:

Y (t) = e Msinwt. (5.39)

Daci se doreste ca la t,. = t, si rdspunsul ¥, (t) sd prezinte un
procent A din valoarea initiald c,), atunci se obtine:

Ya@®) = cpe™ = A (5.40)
Sau

— o Nlr A— —
A=ce , A e

1 1 1 1
ehtr = X nt, = ll’lz, t, = T—]II’IZ (541)
Daci eroarea este A= 0.05 din valoarea lui y,(t), atunci timpul
de reglare se determina astfel:

1,01 1, 1
tr=-In-=-In—=

Jinz=<lnge (5.42)

3 |w

Pentru rddacina complexa timpul de reglare se determind cu
acoperirea de sus:

(5.43)

5.4.3 Estimarea suprareglarii si a gradului de amortizare

Daca polul cel mai aproape de axa imaginara este o pereche de
radacini complex conjugate p; , = —a x jw, atunci componenta libera
a raspunsului tranzitoriu are forma:

v, (1) = ce”*sin(wt + @), (5.44)
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unde c este amplitudinea, ¢ — defazajul.

Pentru determinarea gradului de oscilanta al sistemului se
utilizeaza notiunea de grad de amortizare si factor de amortizare.

Gradul de amortizare & se exprima ca raportul dintre marimea de
suprareglare o, la a doua abatere la suprareglarea o, la prima abatere a
raspunsului sistemului:

2T
0, = ce™1, g, = ce”Wt1¥Tp) = o ¥(O1¥), (5.45)
2T o
—a(t1+) —atq , 2T a 2m
__ 0y _ ce w’ e Mle "o  _gq— = ——
6= o, ce-at1  e-at1 e To=e #, (546

unde T, = 2m/w este perioada oscilatiilor raspunsului indicial, iar w =
= 21/T, — pulsatia sau frecventa.

Dupa valoarea oscilantei p Se calculeaza suprareglarea limitata a
sistemului automat, cdnd mai aproape de axa imaginara este o pereche
de radacini complex conjugate dupa relatia:

c<e 1100 %. (5.47)

In practica se utilizeazd miarimea inversa a oscilantei m = 1/,
pentru care se recomanda valorile m = 0.2 --- 0.5.
Factorul de amortizare y se exprima prin relatia:

2T

=1-2=1-8§=1—¢ ¥, (5.48)

01 01

01—03

Y=

unde o,, o, sunt prima si a doua suprareglare a sinusoidei h(t) (fig.
5.2).

Legatura functionala dintre gradul de stabilitate n si factorul de
amortizare y se da prin relatia:

n=—r (5.49)



Determinarile prezentate mai sus ale timpului de reglare t, si
suprareglarea o sau gradul de amortizare & sunt suficient de severe.

Ambele metode sunt valabile numai atunci cand f.d.t. (5.31) a
sistemului Tnchis nu contine zerouri:

k
Hy(s) = AG)
Prezenta zerourilor care introduc defazaj pozitiv, modifica

considerabil forma libera a raspunsului, ceea ce este dificil a face

concluzii asupra calitatii raspunsului sistemului automat.
Exemplul 5.3. Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

Hy(s) =

Se cere sa se determine indicii de calitate ai raspunsului indicial al sistemului
timpul de reglare, suprareglarea si factorul de amortizare.
Solutionare. 1. Se determind functia de transfer a sistemului inchis:

0.1
2553+1052+s’

0.1
2553+10s2+5+0.1"

Hy(s) =

2. Se determind radicinile ecuatiei caracteristice ale sistemului automat
nchis: p; , = —0.04286 + j0.10498, p; = —0.3.

3. Rezultd cd gradul de stabilitate al sistemului este = 0.043, iar oscilanta
p = 0.10498/0.04286 = 2.4494.

4. Se calculeazd timpul de reglare dupd relatia (5.43) pentru radacina
copmlexa:

=2 _=69.77s.

3
t,<-=
N 0.043

5. Se calculeaza suprareglarea dupa relatia (5.47) pentru radacind copmlexa:

n 3.14

o<e H=e 2492100 % = 27.75 %.

6. Se determina factorul de amortizare dupa relatia (5.48) si se obtine:

— _2m 2:3.14
¢=M=1—ﬂ=(1—e u>=(1—e‘m)=0.923.

01 01
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Valorile timpului de reglare, suprareglarea si factorul de amortizare s-au
verificat, simuland sistemul automat (fig. 5.4) si s-au obtinut valorile: t, = 71.06 s,

0=2506% p="1"2=1-L=1- T = 0.928.

Indicii de performantd calculati analitic si obtinuti prin simulare au valori

apropiate.m
h(t) F N
/c& o2y

/ 1
/

/

/ t,s
Fig. 5.4. Raspunsul indicial al sistemului la ex. 5.3

5.4.4 Influenta repartitiei p — z a functiei de transfer
Hy(s) asupra raspunsului indicial

Din cele expuse, pentru sistemul stabil cu radacinile alocate in
semiplanul stang, se constata concluziile [12].

1. Polul p; si zeroul z; alocati in vecinatate se compenseaza,
dac diferenta lor |p; — z;| < 0,1|p;| = 0,1|z].

2. Reducerea amplitudinii componentei oscilante, care prezinta
polii complecsi si apropierea atat mai rapid de asimptota componentei
exponentiale a polului real cu cat este mai mare modulul polului real.

3. Timpul de reglare t, depinde de valoarea absoluta a partii
reale a polului dominant, care este polul cel mai apropiat de axa
imaginara.

4. Suprareglarea raspunsului indicial depinde de raportul partii
imaginare la partea reald a polului complex dominant.

5. Zerourile apropiate de origine, daca nu sunt compensate, si
indepartate de origine, dar nu dominante in raport cu polii, conduc la
cresterea timpului de reglare si a suprareglarii.
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5.4.5 Repartitia p — z a functiei de transfer Hy(s)
si a imaginii intrarii r(s)

Sistemul automat trebuie sa reproducd semnalul de referintd cu
erori minimale. Pentru a atinge acest scop este necesar ca p — z sa fie
repartizati in modul urmator [12]:

1. Polii f.d.t. Hy(s) sa fie alocati mai departe de polii imaginii
intrarii r(s) si valorile lor sa nu se suprapuna, fiindca apare rezonanta
n sistem.

2. Zerourile f.d.t. Hy(s) sa fie alocate cat mai aproape de polii
lui r(s), astfel se formeaza dipolul p — z cu z mai aproape de origine,
se reduce componenta y.; de la referinta r(s).

3. Polii-zerourile f.d.t. Hy(s) in raport cu perturbatia p(s) se
repartizeaza astfel, incat pentru toti polii lui r(s) f.d.t. Hy(s) sa aiba
aceeasi valoare: H(p,) =~ H(p,) = -- = constsi, deci, eroarea
stationard € = min.

4. Zerourile lui Hy(s) se repartizeaza aproape de polii care sunt
mai aproape de axa imaginara dipolul p —z, care reduce eroarea
stationard € — min.

5. Polii lui Hy(s) alocati cat mai departe de axa imaginara cu
atat mai rapid se stinge componenta libera y;(t).

5.5 Criterii integrale de estimare a
performantelor sistemului

Este stabilit ca fiecare performantd separatd caracterizeaza
proprietatile concrete ale sistemului automat. Alegerea unor
performante locale pentru ca sistemul sa posede o calitate mai buna
devine o problema de contradictii, deoarece alte performante locale vor
fi mai nefavorabile.

In comparatie cu performantele dinamice definite prin criterii
locale €, 0,t,, ..., care se refera la valori ale erorii in anumite momente
ale timpului, criteriile integrale reprezinta indici sintetici de calitate ai
sistemului, ce caracterizeaza in ansamblu regimul tranzitoriu si ofera o
informatie globala despre dinamica sistemul studiat [1, 4, 8, 11-13, 17].
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Aceasta contradictie a condus la ideea definirii unor indicatori
sintetici de calitate care sa 1inglobeze toate aspectele pentru
determinarea calitatii dupa raspunsul indicial al sistemului.

Un indicator sintetic de calitate asigura o determinare globala a
performantelor regimului dinamic si stationar al sistemului automat,
care se exprimd printr-un numar real pozitiv si poate fi calculat si
masurat experimental. Acest indicator poate fi supus minimizarii valorii
lui, ceea ce implicit conduce la realizarea unei optimizari a sistemului
automat, care influenteaza asupra structurii si valorilor parametrilor
sistemului.

Se considerd un raspuns indicial aperiodic h(t) al unui sistem
automat dat in figura 5.5, a), iar in figura 5.5, b) se da eroarea &(t)
sistemului.

Pentru determinarea vitezei de raspuns si a abaterilor marimii de
reglare:

Ay(t) =e(t) =r(t) —yt) =1(t) —h(t),t =0 (5.50)
de la regimul stationar se utilizeaza criterii integrale (globale), numite si

criterii sintetice, care se formeaza in functie de tipul semnalelor externe
care actioneaza asupra sistemului automat.

() Ae(t)

t t

[ .
L L

a) b)
Fig. 5.5. Raspuns indicial aperiodic a) si eroarea sistemului b)

Daci se admite ca eroarea €(t) este abaterea raspunsului indicial
al sistemului stabil 1n raport cu comportarea ideala (fig. 5.5, a) ca
raspuns la semnalul treapta, atunci criteriul integral de performanta care
poare fi utilizat se defineste de functionala in forma:

234



J = J; L(e(t), t)dt = min, (5.51)

unde operatorul integralei L(e(t), t) este functie liniara sau neliniara de
argumentele eroarea sistemului €(t) si timpul de reglare t.

Utilizarea expresiei (5.51) pentru determinarea performantelor
sistemului impune minimizarea erorii si aceasta functie poate avea
diverse forme in dependenta de particularitatile procesului de reglare,
de forma raspunsului sistemului pentru semnale exogene standard.

Ca indice de calitate pentru raspunsuri aperiodice se calculeaza
aria erorii dintre sistemul de coordonate si curba erorii (fig. 5.5, b) cu
integrala de forma:

Ji = J, e®dt - min, (5.52)

care reprezintd un numdr si valoarea acestuia exprimd calitatea
sistemului.

Pentru raspunsuri oscilante (fig. 5.6, a) se utilizeaza criteriul
exprimat prin integrala patratica de forma:

J, = [, e (t)dt - min. (5.53)
Pentru acest criteriu se integreaza atat valorile pozitive, cat si

valorile negative ale erorii.

L163) =0
WA
+ v + + ot

— N— >
t \j

. b)

>

a)
Fig. 5.6. Raspunsul indicial oscilant amortizat a) si eroarea sistemului b)

Pentru sistemul automat de ordinul doi cu parametrii gradul de
amortizare § si pulsatia nominald w, acest indicator are o valoare
minimd pentru & = 0.5.
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Alt indicator de performantd se defineste in functie de valoarea
absoluta a erorii:

Js = [, le(®)|dt - min, (5.54)

valoarea caruia creste pentru valoarea pozitiva sau negativa si se obtine
un sistem subamortizat.

Pentru sistemul automat de ordinul doi, acest indicator are o
valoare minima pentru § = 0.7.

Indicatorul (5.53) asigura o buna distinctie intre raspunsurile
indiciale slab amortizate si cele puternic amortizate. Valoarea J, = min
se obtine pentru o valoare de compromis a amortizarii (fig. 5.6, b).
Acest criteriu poate fi masurat experimental si este avantajos pentru
tratari matematice si pentru simularea numerica.

Indicatorul (5.54) este adecvat pentru studii de simulare
numerica, dar este mai dificil de utilizat in abordari matematice.

In indicatorii (5.53) si (5.54) o influentd predominanti are
valoarea erorii din partea initiald a raspunsului tranzitoriu, care are
valori mari imediat dupa aplicarea unor semnale de tip treapta.

Indicatorii (5.53) si (5.54) pot fi aplicati si pentru procesele
aperiodice.

Pentru a creste influenta comportdrii finale in cadrul
indicatorului de performanta, se utilizeaza criterii complexe care sunt
convergente pe orizont infinit de forma:

Ja = [, tle(®)|dt — min, (5.55)
Js = [, t22(t)dt - min, (5.56)

unde prezenta variabilei timpului t Tn integrant are ca efect o pondere
adecvata a valorilor initiale si finale ale erorii. Valorile initiale mari in
valori absolute ale erorii €(t) intrd cu o pondere mica, deoarece timpul t
are valori mici, iar valorile finale mici ale erorii (t) intrda cu o pondere
mica, fiindca timpul t este mare.

In modul acesta creste rolul valorilor mici finale de regim
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stationar ale erorii si prin minimizarea criteriilor J, sau Js se realizeaza
implicit si o reducere a erorii pentru timpul t de valori mari. Indicatorul
J4 are o sensibilitate ridicata la variatia parametrilor sistemului automat
si obtinerea J, = minim poate fi determinat experimental.

Calitatea regimului tranzitoriu poate fi imbunatatita, daca o data
cu limitarea valorilor erorii €(t) se impune si o limitare a valorii primei
derivate a erorii i criteriul are forma:

Jo = J, [2(t) + T2&2(1)]dt =
= [[e(t) + T&(t)]?dt — [, 2Te(D)&(Ddt =
= ["[e(t) + T&(D)]?dt + T&2(0) - min, (5.57)
unde coeficientul de ponderare T este constantd de timp atasata
componentei libere a raspunsului aperiodic optimal, care se masoara in
unitati de timp.
Regimul tranzitoriu poate fi imbunatatit, daca o data cu limitarea

valorilor erorii €(t) se impune si o limitare a valorilor derivatelor erorii
si criteriul integral are forma generalizata:

Jr =, f(e®),&(6),E(t), ..., e™(D)dt =
= [ [ae? () + a2 (1) + a2 (8) + - + ane™2(8)]dt =

= J; [Zro (552 ] dt - min, (5.58)

unde functia din paranteza patrtd este o functie pozitiv definita,
deoarece pentru argumente, care nu sunt simultan nule la valori pozitive
si este convergenta la conditia ca eroarea stationara €(t) = 0, iar ay,
a4,..., 0, sunt coeficientii de ponderare ai derivatelor erorii.

Criteriile integrale asigura optimizarea regimurilor dinamice ale
sistemului Tn raport cu intrare referinta r(t) si perturbatie p(t) de tip
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treapta.

Daca sistemul are o comportare buna in raport cu semnale r(t)
si p(t), atunci sistemul va avea si o comportare satisfacitoare in raport
cu alte tipuri de variafii ale semnalelor r(t) sip(t).

In practica proiectarii sistemului automat prin utilizarea
criteriilor integrale, calculul conduce la exprimarea directd a indicelui
de performantd, care substituie operatia de integrare in domeniului
timpului.

Avantajul esential al acestei proceduri apare in faza finala de
minimizare a indicelui integral, care se tratcaza ca o problema de
optimizare parametricd, avand o rezolvare numericd solutionatd ca
proiectarea asistata de calculator.

Exprimarea directa a criteriilor integrale presupune obtinerea
indicelui de performanta care depinde direct de parametrii sistemului de
reglare automata.

Explicitatea indicelui de performantd integral in raport cu
parametrii sistemului automat se reduce la transformari integrale
echivalente din domeniului timpului in domeniul frecventelor in baza
teoremei de trecere Parceval [1, 4, 8, 11-13, 18, 21].

Se da metoda de calcul a celui mai des utilizat criteriu integral
de forma patratica:

J» = f, €®dt = [ e®e()dt = [ e(t){L™ [e(s)]}dt =
= fooo e(t) {zim f_Jjooo s(s)e“ds} dt =2imf_}j°oo e(s)[e(t)estdt]ds =

= if jeo e(s)e(—s)ds. (5.59)

2Tmj

Daca semnalul de referinta este treaptd unitard r(t) = 1(t),
atunci f.d.t. a erorii Tn transformata Laplace este:

e(s) =

1(s) = y(s) = = Ho(s) = = [1 = Ho(s)],
(5.60)

1+H (s) s

238



unde H;(s) este f.d.t. a sistemului deschis, iar Hy,(s) — fd.t a
sistemului nchis.
Se calculeaza expresia (5.59) cu (5.60) si se obtine expresia:

J2 = zimf ]oo[l Hy(s)][1 = Hy(=s)]r(s)r(=s)ds =
= = [ = Hy@I[1 = Ho(=9)13(~Dds.  (5.61)

Se considera f.d.t. H;(s) a sistemului deschis, care prezinta
raportul polinoamelor:

Hy(s) = (5.62)

cu un pol in origine pentru ca eroarea stationard €(t) = 0 si gradul lui
M(s) este m, iar a lui sN(s) —n si se impune conditia m < n.
Polinomele M(s) si N(s) au parametrii cunoscuti.
Functia de transfer a sistemului inchis va fi:

_ Hg(s) _ M(s)
HO(S) - 1+Hd(s) - SN(S)+M(S).

(5.63)

Se calculeaza eroarea sistemului (5.60) cu (5.63) si se obtine:

() = 1 [1~ Ho()] = 1 ~ s )3 = vy =

SN(s)+M(s)1s SN(s)+M(s)
_ bmS™+by_1S™ by _ps™ 2 +-+bys+by _ B(s) (5.64)
T aps"tan_1S"l4an_pst24-+ajs+ag | A(S) )

cuconditiacdim =n — 1.
Integrala (5.61) se calculeazd prin integrarea a unor fractii
rationale in s i —s n forma:

joo B(s)B(=s)
= [ s ds. (5.65)

Valoarea integralei J, din (5.65) se calculeaza in forma directa
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dupa algoritmul urmator.
1. Se calculeaza cu ajutorul coeficientilor a; din relatia (5.64)
determinantul de forma:

ao _az a4 _a6 0
0 a, —as as ... 0

A= —ag a, o . (5.66)
0 0 0' (n-1

2. Se calculeaza determinantii particulari A,k =0,1,2, ...,n —
—1 = m prininlocuirea in A a coloanei k + 1 cu coloana:

a,
Qg

0
ol (5.67)

0
3. Se calculeaza marimile By, By, ..., B, dupa relatiile:

Bl = b% - Zbobz,

Bz = b% - 2b1b3 + 2b0b4,,

4. Se calculeaza in forma directa indicele de performanta J,:

_ YRZiBrAk—2bgby
- 2aA

2 = f(q1, 92 0 ). (5.69)

J2
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Pentru solutionarea problemei de optimizare parametrica din
expresia (5.69) prin derivare se obtine un sistem de ecuatii algebrice cu
parametrii variabili necunoscuti q1, gz ,..., gr:

] .
rrrie 0,i=1,r (5.70)

si aplicand metode de minimizare se determina parametrii optimali, care
minimizeaza integrandul J, din (5.69).

In acelasi mod se rezolvd problema de optimizare pentru un
criteriu de tipul (5.57) dat in forma:

Jo = [, [2(®) + ag?(D)]dt = J, + J, (5.71)

unde pentru al doilea termen J; din (5.71) prin aplicarea transformatei
Laplace la expresia derivatei erorii se obtine:

.o _ ST e 18" T s T2 401 SHC
L[E (t)] - SS(S) - AnSt+ap_1S" 14+ay_s" 2+-+ays+ag (5'72)

cu raportul gradelor n — r > 2.
Se calculeaza integrala prin suma:

n—1
Jy = Disa Bl (5.73)

2a3A
unde marimile B, se determina prin relatiile:
By =c3, B, =c%,...,By41 = C& — 2Cp_1Cpp1 + -+ +
+2(=D*cocap, ooy Bpyr = €2, (5.74)
iar determinantii A si Ay se obtin ca in procedura de mai sus.
Prin Tnlocuirea Tn (5.71) a lui J, din (5.69) si J; din (5.73) se

obtine forma directd de exprimare a criteriului Jg.
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Daca se va proiecta compensatorul Tn raport cu semnalul
perturbatiei de tip treaptd, atunci expresia (5.63) este similara, dar cu
conditia c¢a f.d.t. Hpp(s) a sistemului se determind in raport cu
perturbatia, cand referinta r(t) = 0.

Astfel, se obtine:

y(s) = Hop(s)p(s) (5.75)

si eroarea sistemului in raport cu perturbatie este:
e(s) =1(s) = y($)lr=0 = —=y(s) = —Hop(s)p(s).  (5.76)

Daca se va calcula integrala J, din (5.65) prin (5.69), atunci
integrandul va contine parametrii regulatorului cu f.d.t. Hg,(s).

La alegerea parametrilor sistemului dupa criteriul J, adesea se
obtine un proces oscilant nedorit, fiindca aproprierea raspunsului y(t)
de procesul ideal treapta r(t) rezultdi o marire a vitezei initiale de
raspuns, care duce la un suprareglaj si o micsorare a rezervei de
stabilitate.

In unele cazuri functia f(qy,qy, ..., q,) din (5.69) poate si nu
aiba minim si parametrii regulatorului se aleg dupad valoarea lui J,
minimala Tn interiorul sau la frontierd care este determinatd conform
altor conditii ca rezerva de stabilitate, precizie stationara etc.

Pentru simplificarea procedurilor de calcul al integralei J, s-au
elaborat relatii de calcul al integralei J, pentru sisteme de ordinul ridicat
(r = 1,10), iar in tabelul 5.2 sunt date relatiile de calcul J, pentru
sisteme automate de ordinul 1, 2, 3, 4 [4, 8, 11-13, 17-19].

Exemplul 5.4. Se considera sistemul automat deschis descris de f.d.t. cu
datele numerice asupra céruia actioneaza semnal treapta unitara r(s) = 1(s) = 1/s:

k 2
S(Tys+1)(Tes+1)  $(0.2s+1)(55+1)’

Hy(s) =

unde k este coeficientul de transfer, T;, T, - constantele de timp.
Se cere: 1. Sa se determine valoarea criteriului J, pentru valorile parametrilor
initiali ai sistemului.
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2. S se calculeze valoarea optimald a coeficientului k. de transfer, care
minimizeaza criteriul patratic.

3. Sa se calculeze valoarea optimala a criteriului J, pentru valoarea optimala
alui kpy.

Tabelul 5.2. Expresii de calcul al integralei J,
Model de ordinul Expresii de calcul al integralei J,
n al erorii
2
g(s) = —=2 _bo
a;st+ag 2a0a,
bys+b 2 2
E(S) — 21 0 agbi+a;bg
as +a15+a0 2a0a1a2
£(s) = b,s2+bys+by aga,b2+(b?—2bgby)agas+a,asb?
aszs3+a,s?+a s+ag 2agaz(a;a,—agas)
e(s) = bZ(-adas+apaia,)+(b3-2bybs)aga a,
2apa4(-agai-a?as+a aza
_ b3s3+b,s?+bysthy 004(~G0@5 =141 +a,10,03)

ass*+azsi+azs?tasstao | +(bf—2boby)aga3as+b§ (aza3a,—0a1a5)

2aga4(-apat—-a?as+asazas)

Solutionare. 1.1. Se determina expresia semnalului erorii sistemului automat
lacomditam =2, n = 3:

e(s) = He(s)1(s) = ————

_ S(Tys+1)(Tps+1) 1 _
T - = =

S S— S(T15+1)(Tys+1)+k s

5(025+1)(55+1) (Trs+1)(Tzs+1)

TTps%+(T1+Tp)s+1 _ bps?+byis+by
TiTos3+(Ty+Ty)s2+s+k  azs3+ays?+ais+ap’

UndEbz=T1T2=0.2'5=152,b1=T1+T2=0.2+5=5.2$,b0=1,a3=
=T1T2=0.2'5=1Sz,a2=5.25,a1=1,a0=k=2.

1.2. Se calculeazi determinantul conform relatiei (5.66):

ao _az 0
A=[0 a 0|=aya,a, =52k=52-2=104.
O _ao az

1.3. Se calculeaza determinantii particulari A,, k = m = 0,1, 2 prin inlocuirea
in A a coloanei k + 1 cu coloana a4, a,, 0:
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=a?a, + apas =1-52+2-5.2% =59.28,

A(): ao a1 0
0 _ao az
a a; O
A=]0 a; 0|=ala,=22-52=208,
0 0 a,

Gy —4; 4y
0 a, Qg
0 _ao 0

=ad=2%=38.

1.4. Se calculeaza marimile By, By, ..., B,,, dupa relatiile:
By =b% =1,B; = b? —2byb, =522 —2-1-1=25.04,B, = b; = 1.

1.5. Se calculeaza valoarea integralei (5.69) cu coeficientii by, b,, By, B, cu

valoarea lui k = 2:

J, = BoBo+B1A1+ByAy=2bobid _ 1'59.28425.04208418-21:52104 _ ¢ g
2= 2a2A - 2:22-10.4 e

1.6. Se determina valoarea integralei J, dupa formula din tabelul 5.1 pentru
n = 3 cu valoarea lui k = 2:

- 2_5.1.1)2- 2
211+4(522-2:11)2:145.2:21 _ 4475,

a0a1b§+(b%—2b0b2)a0a3 +a2a3bg _
2:2:1(1-5.2-21)

2= =
2apaz(ajaz—-apas)

2.1. Calculul integralei J, se obtine mult mai simplu daca se utilizeaza forma
tabelara. Pentru sistemul de ordinul n = 3 din tabelului 5.1 randul trei se prezinta

expresia integralei cu datele numerice pentru k necunoscut:

k+(5.2%2-2)k+5.2 _ 26.04k+5.2

a0a1b22+(b%—2b0b2)a0a3+a2a3bg _
2k(5.2-k)  10.4k—2k?’

2=
2apaz(aiaz—apas)

2.2. Se determina derivata partiald a integralei in raport cu coeficientul k si se

egaleaza cu zero:

_ 26.04(10.4k—2k?)—(26.04k+5.2)(10.4—4k) _
- (10.4k—2k?2)2 -

8J, _ 9J> (26.04—k+5.2)
dk 8k \10.4k—2k?2

_ 52.08k%+20.8k—54.08 _ 0
T (104k-2k2)2
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Din ultima expresie se calculeaza valoarea optimala a lui k:
26.04(10.4k — 2k?) — (26.04k + 5.2)(10.4 — 4k) =
= k? + 0.3994k — 1.0384 = 0,

_ —0.399441/0.39942+4-1.0384 _ —0.3994+2.0768

k., =
1,2 2 2

Pentru valoarea lui k > 0 se obtine:

kopt — —0.39942+2.0768 = 0.8387.

3.1. Se calculeaza valoarea optimala a integralei (5.69) la valoarea lui kqp:

26.04k+5.2 26.04-0.8387+5.2
J20pt = = = 3.6961.

10.4k—2k?2 10.4:0.8387—-2:0.83872

Tn figura 5.7 se reprezinta raspunsurile indiciale ale sistemului cu datele
initiale ale parametrilor (fig. 5.7, &, alura 1) si cu valoarea optimala a coeficientului de
transfer k. al sistemului inchis (fig. 5.7, b, alura 2).

Inct i

| \ VYT

1 z a 4 ) L) T ] 2

Fig. 5.7. Raspunsuri indiciale ale sistemului automat la ex. 5.4

Exemplul 5.5. Se considera f.d.t. a sistemului deschis alcatuit din regulator cu
actiune proportionald-derivativa cu f.d.t. Hpp (s) si partea fixatd cu f.d.t. Hpr(s):
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Hpp(s) =k, + kgs, Hpp(s) = @,
unde k,, k, sunt parametrii de acord ai regulatorului PD, k,, = 20 sTL, T=0.1s.

Se cere sa se calculeze valoarea coeficientului k,, care determind nivelul
semnalului primei derivate si corespunde criteriului patratic cand la intraire se aplica
semnalul impuls unitar §(t) = 1.

Solutionare. 1. Se determina f.d.t. a sistemului deschis:

ky+k,
Hd(s) = HPD(S)HPF(S) = (kp + de) 1 _ kptkgs

s(Ts+1)  s(Ts+1)

2. Se determina f.d.t. a sistemului Tnchis:

Hg(s) _ kp+kgs
1+Hg(s)  Ts?+(1+kg)s+kp

Hy(s) =

3. Mérimea de iesire a sistemului ca raspuns la semnal impuls unitar este:

kptkgs kptkgs bis+b
y(s) = Ho(s)8(s) = —5-b————x1= £ =
Ts2+s(1+kg)+kp Ts2+(1+kq)s+kp  azs?+a;s+ag

Unde b]_ = kd, bo = kp, az = T, al =1 + kd, ao = kp.
4. Pentru sistemul de ordinul doi din tabelul 5.1 se da expresia de alcul a
integralei:

) _agbl+azb} _ kpk3+TkE  k3+Tkp
2 2a0a1a; 2kp(L+kg)T  2T(A+kg)’

5. Se calculeaza derivata lui J, pe variabila k:

djz _ —
s = ki +2ky — kT = 0.

6. Se rezolva ecuatia pétraticd pe variabila k; si la valorile date ale
parametrilor sistemului se obtine valoarea optimala pentru radacina pozitiva:

kg =-1+/1+k,T=-1++v1+20%0.1=0.73,

unde parametrul k, este functie neliniard de produsul mérimilor k, T si nu depinde de
coeficientul de transfer al partii fixate. m
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5.6 Performantele sistemului automat
la actiunea semnalelor armonice

Pentru determinarea performantelor sistemului automat se
utilizeazd indicii de calitate care se calculeaza dupa functiile
frecventiale: functia frecventiald realda P(w), functia frecventiala
imaginara Q(w), functiile frecventiale amplitudine A(w) si faza @(w)
si functia amplitudine in scard logaritmica L(w) = 201gA(w) si faza
o (w).

Se prezintd indicii de calitate ai sistemului de reglare automata
inchis determinati dupa functia amplitudine frecventa A(w) (fig. 5.8),
ce caracterizeazd raspunsul sistemului la toate frecventele semnalului
sinusoidal aplicat la intrarea sistemului [11, 12, 13, 17, 19].

'“'A((u)

f
A(DJ,L

0.707A(0) "7

Amax (ml’"}

v ¥ W
':")r mtmn=m3

1%
Ll

Fig. 5.8. Functia amplitudine—frecventa A(w)

1. Factorul de rezonanta M se determind ca raportul

amplitudinii maximale A,,.x(w,) la valoarea A(0) cand argumentul
w=0:

_ Amax(07)
M = fmecor (5.77)

Cu cat este mai mare valoarea acestui indice, cu atat sunt mai
mari oscilatiile si este mai mare suprareglarea raspunsului sistemului si,
ca urmare, este mai mare si timpul de reglare.
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Pentru o calitate bund a sistemului automat inchis indicile de
rezonanta are valorile M = 1.1--- 1.5.

2. Pulsatia proprie sau de rezonanta w, care se determind
pentru valoarea maxima a amplitudinii A, ,x-

3. Banda de frecventa joasa w, = wg = 3w, indicd gama de
frecvente care prezinta regimul de lucru al sistemul automat.

4. Frecventa de taiere sau de frangere w, la care A(w;) =1
(fig. 4.9, a). Cunoscand frecventa de taiere w; se determina timpul de

reglare dupa relatia:
_ (@-2)2m

Wt

t, (5.78)

5. Dupa locul de transfer al sistemului automat deschis H; (jw)
(fig. 4.9, a) se introduc pe caracteristicile de amplitudine A(w) si faza
@(w) rezerva (marginea) de stabilitate in modul h = AA =1 — A(wy),
pentru care se recomandia valoarea AA > 0.5---0.6 si rezerva
(marginea) de faza A@ = 1 — |@(w,)]| si se recomanda Ag > 30 --- 60°
(A > 30°).

Rezerva de stabilitate in amplitudine in scard logaritmica se
prezinta prin relatia:

AL = 20[1gA(wq)|

si valorii absolute a amplitudinii AA > 0.5 --- 0.6 Ti corespunde marimea
AL > 6---8dB.

Chestionar si probleme

1. Ce proprietati ale sistemului automat caracterizeaza calitatea?

2. Dupd care caracteristicd dinamicd a sistemului se determind indicii de
calitate?

3. Care dintre indicii de calitate ai sistemului caracterizeaza oscilanta si care
timpul de reglare?

4. Expuneti procesul indicial al sistemului la intrarea referintei si perturbatiei
pentru suprareglajul o = 50 %.

5. Care proprietate a sistemului caracterizeaza coeficientii erorii?

6. Se considera f.d.t. a sistemului deschis Hy(s) = k/(s(Ts + 1)) asupra
careia actioneaza semnalul de intrare r(t) =5+ 8t. Calculati coeficientii erorii
sistemului.
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7. Cum influenteaza distributia radacinilor ecuatiei caracteristice din planul
complex asupra stabilitatii si calitatii sistemului?

8. Cum influentiaza alocarea zerourilor in planul complex al radacinilor
asupra calitatii sistemului automat?

9. Ce legatura este intre raddcina ecuatiei caracteristice din planul complex
cea mai apropiata de axa imaginara si timpul de reglare?

10. Pentru radacinile p, = —2,4, p, = —1,6, p3, = —1,3 £ j7 ecuatiei
caracteristice a sistemului determinati gradul de stabilitate si oscilanta sistemului.

11. Pentru radacinile p; = —2,4, p, = —1,6, p34 = —1,3 £ 7 ecuatiei
caracteristice a sistemului determinati timpul de reglare.

12. Care parametri ai raspunsului sistemului se utilizeazd in criteriile
integrale?

13. Cum influenteaza radacinile reale si complexe ale ecuatiei caracteristice
asupra raspunsului indicial al sistemului automat?

14. Pentru care procese indiciale ale sistemului se utilizeaza criteriul liniar?

15. De ce pentru raspunsurile indiciale oscilante ale sistemului se utilizeaza
criteriile integrale patratice si dupa modul?

16. Care din doua raspunsuri indiciale ale sistemului are performante mai
ridicate cu valoare mare sau mica a integralei? De ce?

17 Explicati de ce raspunsul indicial al sistemului automat optimizat dupa
criteriul patratic este oscilant amortizat?

18. Se considera sistemul automat deschis, alcdtuit din regulatorul PI inseriat
cu obiectul de reglare cu f.d.t.:

K _ 0.6
(T1s+1)(Tos+1)  (35+1)(5s+1)"

Hp(s) =

Utilizand criteriul patratic tabelar se cere sa se determine valorile optimale ai
parametrilor k,, si k; ai regulatorului.

Calculati valoarea criteriului patratic la valorile optimale ale parametrilor
regulatorului PI.

19. Se considera sistemul deschis, alcatuit din regulatorul PD inseriat cu
obiectul cu f.d.t.:

k 4
(T1s+1)(Tos+1)  (55+1)(9s+1)’

Hp(s) =

si aplicand criteriul patratic forma tabelard determinati valorile optimale ale
parametrilor k,, si kg ai regulatorului. Calculati valoarea criteriului patratic la valorile
optimale ale parametrilor regulatorului PD.

20. Pentru raspunsul indicial al sistemului automat este cunoscut timpul de
reglare t, = 7s. Calculati frecventa de taiere a sistemului.
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6 CORECTIA SISTEMELOR AUTOMATE
6.1 Conditii impuse sistemului automat

Construirea unui sistem automat se realizeazd prin calculul
energetic la alegerea si dimensionarea elementelor functionale ale
sistemului. Reiesind din acest concept, este dificil a garanta sistemului
construit stabilitatea si calitatea necesara in regimuri tranzitorii si
stationare (precizie in regim stationar, rapiditate, timp de reglare redus,
rejectia actiunilor perturbatiei etc.) la actiunea semnalelor de referinta si
perturbatei [8, 9, 11-13, 17, 19, 21].

In etapa actuald de realizare efectivi a corectiei unui sistem
automat exista patru conditii de baza, care necesita a fi satisfacute.

1. Sistemul automat trebuie s fie robust stabil (stabilizarea
regimului de functionare si garantarea marginii de amplitudine si fazd)
la modificarea parametrilor sub actiunea diversilor factori interni si
externi.

2. Sistemul automat trebuie sa asigure o anumita exactitate in
regimul stationar, ceea ce inseamnad ca in regimul stationar eroarea
trebuie sa fie nuld sau satisfacator de mica. Eroarea sistemului va fi nula
daca in structura sistemului existd elemente integratoare si eroarea
satisfacdtor de mica daca, in lipsa polilor in origine, coeficientul de
transfer al sistemului deschis este suficient de mare.

Analizand conditiile 1) si 2) apare problema ca acestea sunt
contradictorii, deoarece introducerea unui integrator sau cresterea
coeficientului de transfer al sistemului deschis conduc spre instabilitatea
sistemului (stabilitatea trebuie sa fie robusta).

Reiesind din aceste cerinte, se formuleaza urmatoarea conditie.

3. Raspunsul indicial al sistemului in raport cu marimea rescrisa
si/sau perturbatie trebuie sa fie suficient de amortizat ceea ce se impune
prin alegerea marginii de amplitudine si de faza.

Satifacerea conditiilor 1)-3) nu este suficientd pentru realizarea
performantelor impuse sistemului automat si se impune urmatoarea
conditie.

4. Sistemul automat trebuie sa raspunda suficient de rapid atét la
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modificarea marimii de referinta, cat si la variatia perturbatiei.

Din analiza conditiilor 3) si 4) se constatd ca, Intr-o anumitd
masura, acestea sunt contradictorii.

Tn cazul cand cerintele de stabilitate si calitate ale sistemului nu
pot fi garantate in rezultatul modificarii parametrilor interni ai
sistemului, atunci Tn structura sistemului se introduc noi elemente,
numite elemente de corectie, care au rolul de a garanta stabililitatea si
performantele sistemului [12, 17, 19, 21].

Elementele de corectie pot fi conectate in structura sistemului n
trei variante:

1. Conexiune in serie.

2. Conexiune n paralel.

3. Conexiune in reactie.

Elementele de corectie dupa constructie se impune cerinta sa fie
simple la realizare, care conduc la fiabilitatea ridicata a sistemului.

Elementele de corectic Se realizeaza pe elemente pasive (fara
sursa de energie) sau active (cu sursa de energie).

Modelul matematic al elementului de corectie se cere sa fie nu
mai mare de ordinul doi.

Modelul matematic al elementului de corectie se descrie cu
elemente dinamice tipice sau combinatie din elemente tipice.

6.2 Conexiune in serie a elementului de corectie

Se considera structura sistemului automat (fig. 6.1), alcatuita din
trei elemente cu f.d.t. H;(s), H,(s), H3(s) in conexiune serie.

A 4

v

Y

. t
ﬂ»CT)ﬂ Hey(s) Hy(s) Hy (s) Hy (5) —T—)f

Fig. 6.1. Structura sistemului automat cu element de corectie in serie

Este necesar a ridica valoarea coeficientului de transfer al
sistemului deschis, care conduce la ridicarea preciziei sistemului, dar
are tendinte de destabilizare a sistemului reducand rezerva de stabilitate.
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Pentru a ridica valoarea acestui coeficient se recomandd a
utiliza elementul de corectie cu f.d.t. H.;(s) in conexiune serie si cel
mai potrivit loc de conectare ar fi in canalul erorii sistemului (fig. 6.1),
realizat practic ca un amplificator.

Se identifica ce proprietati ale sistemului trebuie modificate
pentru a determina modelul matematic al elementului de corectie cu
f.d.t. H..(s).

Functia de transfer echivalenta a sistemului deschis cu elementul
de corectie inseriat se determina ca si conexiune serie:

Ha(s) = Hoy (D H1 (D (5)H () = 223, 6.1)

In calitate de elemente de corectie pot fi construite ca si
conexiune paralela din elementele tipice proportional-integrator si
proportional-integrator-derivator date de f.d.t. de forma:

kp is+1 kps+kl

Hei(s) = kp + — T =k, + TS — (6.2)
unde k; = 1/T;,
1 ki
Hy(s) =k, +—+Tgs =k, +?+kds =
_ TqTis*+kpTis+1  kgs?+kps+k; (6.3)

Tis N

Aceste doua tipuri de elemente de corectie (6.2), (6.3) introduc
derivata de ordinul unu (un zerou si compensarea unui pol) si derivata
de ordinal doi (doud zerouri si compensarea a doi poli) de la semnalul
erorii si integrarea erorii, care introduc astatism si defazaj pozitiv
(derivata) si negativ (integrarea) si, astfel, modificaind proprietatile
sistemului, care conduc la stabilizarea sistemului si ridicand
performantele sistemului In regimul tranzitoriu si stationar.

Avantajul acestei conexiuni este simplitatea in realizarea
practicd a constructiei elementului functional si a modelului matematic.
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Alegerea valorii necesare a coficientului de transfer se efecueaza n
functie de valoarea criticd a acestuia pentru a garanta precizia regimului
stationar si rezerva de stabilitate a sistemului automat inchis.

6.3 Conexiunea in paralel a elementului de corectie

Se considerd structura unui sistem automat (fig. 6.2) cu
elementele cu f.d.t. H;(s), H,(s), H3(s) inseriate. Analizand structura
sistemului, se decide la care element se va utiliza elementul de corectie
cu fdt H,(s). In cazul dat, se prelucreaza semnalul erorii cu
elementul de corectie in conexiune in paralel la elementul cu f.d.t.
H, (s) din canalul direct.

T(t) ~\E(1) . (5) H(5) Ha(s) y(t)

Y

I+

HCZ(S)

Fig. 6.2 Structura sistemului automat cu element de corectie in paralel

Functia de transfer echivalenta a sistemului deschis se prezinta
ca conexiune serie (elementele H;(s) si H.,(s) sunt conectate Tn
paralel) a elementelor canalului direct:

Hq(s) = (H.(s) + Hez(5))Hz(s)H3(s) =

= Ho(s)H(5)H3(s) = 743 (6.4)

unde H.(s) = H,(s) + H¢y ().

Elementul de corectie poate fi realizat ca element proportional,
derivator si element integrator sau combinatia acestora.

Avantajul acestei conexiuni este simplitatea in realizare si
introducerea defazajului pozitiv cu elemente derivatoare, ceea ce
accelereaza procesul si ridica gradul de stabilitate al sistemului, dar are
dezavantajul — introduce defazaj negativ (elemental integrator), care
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reduce gradul de stabilitate. Astfel, poate fi modificat coeficientul de
transfer din canalul direct si introduce defazaj pozitiv-negativ, care
influenteaza asupra gradului de stabilitate al sistemului si ridica
performantele regimului tranzitoriu si stationar al sistemului.

Exemplul 6.1. Se da structura sistemului (fig. 6.2) alcatuita din trei elemente

cu f.d.t.
_ _ks
T Tys+1

k
Hy(s) = ky, Hy(s) = Tzs—il’ Hs(s)
si elementul de corectie ca element integrator cu f.d.t.:

i

1
He(s) = o=+
i

Se cere sa se aplice elementul de corectie cu f.d.t. H.,(s) n conexiune
paralela la elementul cu f.d.t. H; (s) pentru modificarea proprietatilor canalului direct.

Solutionare. In structura sistemului se conecteaza elementul de corectie si se
calculeaza functia de transfer echivalenta a conexiunii in paralel, obtindnd:

1 KkTs+1
Ho(s) = Hy(s) + Hp(s) = ky +§ :T =

1 1
= (k T;s + 1)T—is =(Tys+1) o

unde T,; = k,T; este constanta de timp de derivare.

Elementul echivalent obtinut reprezintd conexiunea serie a elementului
derivator ideal cu fortare cu coeficientul kK = 1 si a elementului integrator. Acesata
conexiune are o importantd deosebitd in implementarea sistemelor automate, deoarece
permite realizarea in practica a elementului derivator ideal cu fortare, care introduce
un zerou 1n structura sistemului, compensand un pol (inertia) si, astfel, ridicand gradul
de stabilitate si reducand timpul de reglare ale sistemului automat.m

Exemplul 6.2. Se da structura sistemului (fig. 6.2) alcdtuita din trei elemente
cuf.d.t.:

_ _ks
! H3(S) T Tas+1

k
Hi(s) = ky, Hy(s) = Tzs_il

si elementul de corectie, alcatuit din elementul integrator si elementul derivator ideal
n conexiune in paralel, cu f.d.t.:

1
HC(S) = E + TdS.
L
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Se cere sd se aplice elementul de corectie cu f.d.t. H.(s) Tn conexiune
paraleld la elementul cu f.d.t. H; (s) pentru modificarea proprietitilor canalului direct
al sistemului.

Solutionare. In structura sistemului se introduce elementul de corectie si se
calculeaza functia de transfer echivalenta a sistemului deschis:

1 k;
Hi(s) = Hi(s) + H.(s) = k; +E+Tds =k +?l+ kys =

1

52 .
= “T+"1”“ = (T,T;s* + k,Tis + 1) Ti

Tn acest caz, elementul ideal cu f.d.t. H,(s), la aplicarea corectiei in paralel,
se transforma n element derivator ideal de ordinul doi inseriat cu elementul integrator,
care introduce doua zerouri pentru compensarea a doi poli si modifica proprietatile
regimului tranzitoriu si stationar ale sistemului, ridicand gradul de stabilitate,
reducand timpul de reglare si ridicand precizia sistemului.m

Exemplul 6.3. Se da structura sistemului (fig. 6.2) alcatuita din trei elemente
cu inertie cu f.d.t.:

k3
T3s+1

= _k — _ke —
Hy(5) = 75, Hy(s) = 25 H(s) =
si elementul de corectie cu f.d.t.:
Hey(s) = ke

Se cere sa se aplice elementul de corectie cu f.d.t. H.,(s) Tn conexiune
paralela la elementul cu f.d.t. H,(s) pentru modificarea proprietatilor canalului direct
al sistemului automat.

Solutionare. Se calculeazd functia de transfer echivalentd a conexiunii n
paralel si se obtine:

kq _ Tikes+kctky _ bos+by _ B(S)
Tis+1 ¢ -

He(s) = Hy(s) + Hea(s)) =

Tys+1 ags+a;  A(s)'

unde by = Thk./(k.+ky), by =1,ay0 =Ty, a, = 1.

Tn cazul dat, elementul cu inertie cu f.d.t. H,(s), la aplicarea corectiei in
paralel cu element ideal, s-a transformat in element derivator de ordinul unu cu fortare
si pastrand inertia elementului de ordinul unu (element cu anticipare-intarziere la
conditia by =a; =1 si by > a,), care introduce un zerou si compenseaza polul
elementului cu inertie, astfel, modificAnd proprietatile regimului tranzitoriu si stationar
ale sistemului automat.m
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6.4 Conexiunea in reactie a elementului de corectie

Se considera structura sistemului automat (fig. 6.3) cu
elementele cu f.d.t. H,(s), H,(s), H5(s) in canalul direct.

Tn acest caz, elementul de corectie cu f.d.t. Hz3(s) se conecteazi
in canalul de reatie negativa, mai rar pozitiva, la elementul din canalul
direct cu f.d.t. H,(s) pentru ai modifica parametrii interni.

r(t) £(t) H, (s) _,O_. Hy(s) j—» Ha(s)
- +
T— Hes(s)

Fig. 6.3. Structura sistemului automat cu element de corectie in reactie

y(©)

Functia de transfer echivalenta a acestei conexiuni cu reactie se
determinad de relatia:

Ho(s) = ——28)__ (6.5)

1FHz(S)Hcz(s)
Expresia (6.5) in domeniul pulsatie la indeplinirea inegalitatii:
|H,(jw)Hez (jw)| > 1 (6.6)

are forma:

. H, (o) H, (o) 1
U9 = S Gointe) ~ BGoHate) ~ iage” (07

Din (6.7) rezultd avantajul acestei conexiuni: proprietatile
acestui circuit se determind numai de proprietdtile elementului de
corectie din reactie, iar proprietatile elementului cu f.d.t. H,(s) sunt
compensate si nu influenteaza proprietatile canalului direct ale
sistemului automat.

In conexiunea in reactie se utilizeazi urmitoarele tipuri de
reactii dupa proprietédtile lor :
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Reactia rigida care actioneaza atat in regim tranzitoriu, cat si in
regim stationar, realizatda cu elemente tipice ideal, oscilant amortizat,
inertie de ordinul unu si doi.

Reactia elastica, care actioneazd numai in regim tranzitoriu,
realizata cu element derivator ideal sau real.

Reactia integratoare, care actioneaza atat in regim tranzitoriu,
cat si in regim stationar, realizata cu element integrator.

Reactia combinata, realizata prin combinarile primelor trei tipuri
de reactii.

Se expun cele mai caracteristice tipuri de reactii rigide utilizate
in practica.

Exemplul 6.4. Fie un element ideal cu f.d.t.:

H(s) = k.
Se cere sa se aplice reactia rigida negativa cu f.d.t.:
H,(s) =k

si sd se determine f.d.t. echivalenta, evidentiind noile proprietati ale structurii obtinute.
Solutionare. Se calculeaza functia de transfer echivalentd a conexiunii:

= 4+ —

H(s) k k/kky
He( )_ - — 1T -1 - |kkr>>1
1+H(s)Hy(s) 1+kky ik
»

= +k,,
unde k, = 1/k, este coeficientul echivalent de transfer si, la indeplinirea conditiei
kk, > 1, isi schimba semnul. Elementul echivalent pastreaza proprietatea elementului
ideal, dar proprietatile acestei conexiuni se determind numai de proprietatile
elementului din reactie, iar proprietatile canalului direct se compenseaza.m

Exemplul 6.5. Se da un element ideal cu f.d.t.:

H(s) = k.
Se cere sa se aplice reactia rigidd negativa cu inertie cu f.d.t.;

r

T,s+1

H.(s) =

si sa se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietéti ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:
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H(s) _ k _ k(Trs+1) _ ke(Trs+1)

H,(s) = = =
e(s) 1+H(s)Hr(s) 1+kTrk5r+1 Tys+1+kky Tes+1

unde k, = k/(1 + kk,) este coeficientul echivalent de transfer, T, = k/(1 + kk,) —
constanta echivalentd de timp, care se reduc de 1+ kk, ori. Rezultatul arata ca
utilizarea reactiei rigide cu inertie modifica structura elementului ideal si se obtine un
element cu anticipare-Tntarziere, care in dependentd de raportul constantelor de timp
este derivator real sau introduce inertie.m

Exemplul 6.6. Fie elementul cu inertie de ordinul unu descris de f.d.t.;

k
Ts+1'

H(s) =
Se cere sa se aplice reactia rigida negativa cu f.d.t..
H,(s) =k,

si sd se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietati ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:

H (S)= H(s) — k — ke
e 1+H(S)Hp(S)  Ts+1+kky  Tes+1'

unde k, = k/(1 + kk,) este coeficientul echivalent de transfer, T, = T/(1 + kk,.) —
constanta echivalentd de timp. Rezultatul indicd faptul ca utilizarea reactiei rigide nu
modificd structura elementului cu inertie, dar reduce valoarea coeficientului de
transfer k si valoarea constantei de timp T de 1+ kk, ori ale elementului initial.
Astfel, utilizarea reactiei rigide are avantaj in practica, avand posibilitatea de a reduce
inertia mare a elementului si, astfel, a ridica performantele sistemului.m

Exemplul 6.7. Se considera elementul oscilant amortizator cu f.d.t..

k
T252428Ts+1"

H(s) =

Se cere sa se aplice reactia rigida negativa cu f.d.t.:
H(s) = ky

si sa se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietéti ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:

H(s) _ k ke

14+H(s)Hp(s)  T2s242ETs+1+kky  T2s2+2ETes+1’

H.(s) =
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unde k., = k/(1 + kk,) este coeficientul echivalent de transfer, T, = T//1+ kk, —

constanta echivalenta de timp si §, = §/,/1 + kk, - coeficientul de amortizare.
Se constatd ci reactia rigidd nu modifica structura elementului din canalul
direct, Tn schimb reduce valoarea lui k de 1 + kk, ori, iar a parametrilor T si & de

1+ kk, ori, care ridica performantele acestei structuri echivalente in comparatie cu
cea initiald.m
Exemplul 6.8. Fie un element integrator descris cu f.d.t.:

1 ki
H(S) =—=?.

Tis
Se cere s se aplice reactia rigidd negativa cu f.d.t.:
H,(s) =k

si sa se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietati ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:

_ H(s) _ 1 _ ke
H(s) = 1+H(S)Hr(S)  Tis+ky  Tes+1’

unde k., = 1/k, este coeficientul de transfer echivalent, T, = T;/k, — constanta de
timp.
P Reactia rigida negativa transforma elementul integrator in element cu inertie
de ordinul unu cu parametrii k, = 1/k, siT, = T;/k,.m
Se dau exemple de aplicare a reactiei integratoare, care este larg
utilizata in practica.
Exemplul 6.9. Fie elementul ideal descris de f.d.t.:

H(s) = k.
Se cere si se aplice reactia negativa integratoare cu f.d.t.:

1 ki
Hr(S) = T_ls = ?l

si sa se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietéti ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:

H k T 1
Ho(s) = rpor— = — = T4 = Tys ——
1+H(s)Hy(s) 1+kq— Tes+1 Tes+1
L
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unde T, = T; este constanta de timp de derivare, T, = T;/k — constanta de filtrare.
Rezultatul are importantd practica, fiindcd reactia integratoare transforma

elementul ideal Tn element derivator real, prezentat ca conexiune serie a elementului

derivator ideal cu elementul cu inertie de ordinul unu cu coeficientul de transfer egal

CU unu, care reprezinta un filtru trece-jos de ordinul unu in domeniul pulsatic.m
Exemplul 6.10. Se da un element cu inertie de ordinul unu cu f.d.t.:

k
Ts+1'

H(s) =

Se cere si se aplice reactia negativa integratoare cu f.d.t.:

1 k;
Hr(S) = T_ls = ?l

si sa se determine f.d.t. echivalenta si noile proprietati ale structurii obtinute.
Solutionare. Se determina functia de transfer echivalenta a conexiunii:

H(s) KT;s Tas 1
= = 2 = Tdsz—’
1+H(s)Hy(s) Tis(Ts+1)+k T15%+Tys+1 T1S%+Ts+1

He(s) =

unde T, = T; este constanta de timp de derivare, T, = T;T /k, T, = T;/k — constante
de timp de filtrare.

Rezultatul are importantd practicd, deoarece reactia integratoare transforma
elementul cu inertie de ordinul unu in element derivator real de ordinul doi reprezentat
ca o conexiune serie a elementului derivator ideal cu elementul cu inertie de ordinul
doi, care reprezinta un filtru trece-jos de ordinul doi in domeniul pulsatie.m

6.5 Concluzii

Tn unele cazuri este necesar a alege realizarea tipului de
conexiune a elementului de corectie.

In baza celor expuse se prezentd legiturile functionale dintre
functiile de transfer ale tipurilor de conexiuni in serie, in paralel si in
reactie a elementului de corectie in structura sistemului. Se calculeaza
functiile de transfer pentru fiecare canalul deschis al structurilor cu
conexiune in serie, in paralel, in reactie si egalandu-le se obtine:

Ha(s)Hc1(s) = Ha(s)(1 + Hez(s)/H1(s)) =

= Hy(s)/(1 + Hez(s)Hy(s)),
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unde Hy(s) = Hy(s)H,(s)H;(s) este functia de transfer a conexiunii
serie a elementelor din canalul direct, iar H.(s), H¢2(s), He3(s) — f.d.t.
ale elementelor de corectie in serie, In paralel si in reactie respectiv.

Din egalitatea obtinutd se exprima f.d.t. a elementului de
corectie in conexiune serie, paralel si reactie prin f.d.t. a conexiunii
respective, care va fi realizat:

Hei(s) =1+ Hep(5)/Hi(s) = 1/(1 + Hez (s)Hy (),
Hep(s) = (1 = Hi(s))/(Hea(s)H1(s)) =
= —He3(s)H1(s)Hz(s)(1 + Hes (5)Hq(8)),
Hes(s) = (1 = Hei(8))/(Hei ($)H1(5)) =
= —He(5)/(H2(s)(Hy () + Hez(5))).
Daca f.d.t. H.,(s) va avea semnul minus, atunci elementul de
corectie in paralel se conecteaza ca reactie pozitiva si, daca f.d.t. H.3(s)

are semnul minus, atunci semnalul de iesire al elementului de corectie
n paralel se scade din semnalul iesirii f.d.t. H;(s).

Chestionar si probleme

1. Cu ce scop se utilizeaza elementele de corectie in structura sistemului?

2. Ce reprezintd elementele de corectie si cum se conecteazd in structura
sistemului?

3. Cum se realizeazd modelele elementelor de corectie?

4. Ce tipuri de reactii se utilizeaza si cu ce elemente tipice se realizeaza?

5. Care sunt avantagele si dezavantajele reactiei rigide, elastice si
integratoare?

6. Se considerd elementul oscilant amortizator. Aplicati reactia elastica si
calculati f.d.t. echivalenta si explicati avantajele si dezavantajele acestei conexiuni.

7. Se considera elementul cu inertie de ordinul doi. Aplicati reactia
integratoare si calculati f.d.t. echivalenta si explicati avantajele si dezavantajele
acestei conexiuni.

8. Pentru elementul cu inertie cu parametrii k =10, T =7 s alegeti si
aplicati elementul de corectie astfel, incat parametrii elementului sa se reduca de 2 ori.

9. Pentru elementul cu inertie de ordinul doi aplicati reactia rigida si explicati
proprietdtile elementului echivalent in comparatie cu elementul initial.

10. Pentru elementul cu inertie de ordinul doi aplicati reactia integratoare si
explicati proprietatile elementului echivalent in comparatie cu elementul initial.
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7 SISTEME DE REGLARE AUTOMATA
CU PROPRIETATI SPECIFICE

Sunt expuse sistemele automate cu timp mort, sistemele de
conducere combinata si sistemele multivariabile [1-4, 8-14, 17-19, 21,
23].

7.1 Sisteme automate cu timp mort

Se considera structura sistemului (fig. 7.1) asupra céruia
actioneaza intrarile de tip treapta referinta r(t) si perturbatia p(t). Pe
canalul direct sunt conectate in serie regulatorul cu f.d.t. Hiz(s) si partea
fixata cu timp mort cu f.d.t. Hpg(s), iar in canalul de reactie negativa
este conectat traductorul cu f.d.t. H;,-(s).

p(t) (O

(), ~E®
O Has) = Her® ——OT

T He(s) [

Fig. 7.1. Structura sistemului automat

Tn sistemul automat timpul mort exista Tn obiecte (procese)
sau/si in canalele de masura — n traductoare [1, 4, 8, 11-13, 17-19, 21].
Se determina f.d.t. a sistemului Inchis:

Hy(s) = HR(s)Hp(S) _ Hgr(s)H(s)e ™ _ B(s) 7.1)

L+HR(S)Hp(SHer(s) — 1+HR(SHer (H(s)e™™ — A(s)’
Rezulta ecuatia caracteristica a sistemului Tnchis:
A(s) =1+ Hg(s)H-(s)H(s)e ™ = 0. (7.2)

Din analiza f.d.t. (7.1) si a ecuatiei caracteristice (7.2) se
constatd ca in componenta acestora existd componenta timpului mort.
Prezenta timpului mort in sistem influenteaza puternic negativ
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stabilitatea, destabilizand-1 si reducand performantele sistemului.

Astfel, pentru analiza stabilitatii dupa ecuatia caracteristica (7.2)
nu pot fi utilizate criteriile algebrice de stabilitate Routh sau Hurwitz.

In aceste cazuri, analiza stabilitatii se efectueaza aplicand
criteriile frecventiale Mihailov sau Nyquist.

Deoarece termenul cu timp mort e~ nu este un polinom
rational, dar este o functie transcendenta cu care este dificil de operat si,
avand o infinitate de radacini, apare problema realizabilitatii fizice a
acestei f.d.t. printr-un sistem finit dimensional, care se reduce la o
aproximare printr-o functie rationala strict proprie sau proprie.

Pentru aproximarea functiei transcendente e~ ca realizari
finite se aplica urmatoarele metode [1, 8, 11, 12, 17, 19, 21]:

1. Prezentarea in serie cu un numar limitat de termeni de forma:

TZSZ .[353 .[4-54- TZnSZ‘n

—TS — — - = -
e =1—1s+ ” " + " ot !

+.. (7.3)

2. Prezentarea prin aproximatiile uzuale Pade de ordinul (2+0),
(2+1), (1+1) si (2+2) In forma:

s

1 1-=
e ~ —3 =
1252 21s 1252

2 3 6

-5 1Ty

—TS ~ 2 —TS ~ 2 12
eV x5 e x5k (7.4)

2 2 12

3. Aproximarea prin elemente identice de ordinul n in forma:

e & — (7.5)

T (At

Astfel, descrierea sistemului automat se obtine in functii de
transfer rationale si analiza stabilitatii si performantelor sistemului se
efectueaza prin metodele expuse pentru sisteme liniare.

7.2 Sisteme automate cu conducere combinati

Sistemele de reglare automata, in care se utilizeaza principiile de
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conducere in functie de abatere si perturbatie, se numesc Sisteme
automate cu conducere combinatd. In functie de actiunea externi
referintd ori perturbatie, pentru care este organizat circuitul de
compensare, sistemele cu conducere combinata se impart in doua clase
[4,8,11-13, 17-19]:

1. Sisteme de reglare combinata.

2. Sisteme combinate de urmarire.

Sistemul automat este invariant in raport cu oricare semnal
extern, dacad dupa stabilirea regimului stationar marimea reglata si
eroarea sistemului nu depind de aceste semnale.

Reglarea combinata se efectueaza pentru a reduce influenta unei
perturbatii, cea mai puternicd, aplicata asupra obiectului condus.
Schema structurald a unui astfel de sistem este reprezentatd in figura
7.2, unde H,(s) este f.d.t. a amplificatorului (A), Hgz(s) — f.d.t. a
elementului de executie (EE), H(s) — f.d.t. a obiectului de reglare,
H¢(s) — f.d.t. a compensatorului perturbatiei (C) si H,(s) — f.d.t. a

perturbatiei.
p(t)
He(s)
H,(s)
r(t) £(t) ¥ y(t)

h
Y

Hy(s) o He(s) H(s) |—» :
B ¥, (£)

Fig. 7.2. Schema structurala a sistemului cu conducere combinata

Circuitul inchis, alcatuit din elementele cu f.d.t. Hy(s), Hgg(s)
si H(s), realizeaza reglarea in functie de abatere care asigura reglarea
marimii conduse y(s) conform marimii prescrise r(s) si reduce
influenta perturbatiilor secundare interne si externe. Circuitul
suplimentar, in functie de perturbatia principala p(s), alcatuit din
compensatorul C cu f.d.t. Hq(s), are ca scop compensarea actiunii p(t)
care actioneaza asupra marimii conduse si care se mai numeste circuit
de compensare. Circuitul de compensare se cupleaza, de obicei, in
canalul direct ori la intrarea elementului de corectie in serie (daca acesta
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existd).
Conform structurii sistemului din figura 7.2, se determina
functia de transfer a transferului perturbatie-iesire p(t) — y(t):

Hc(s)HA(s)HEE(S)H(s)—Hp(s)
1+H4(s)Hgg(s)H(s)

Hy,(s) = (7.6)

Dacia in (7.6) se doreste compensarea actiunii perturbatiei p(t)
si obtinerea invariantei marimii de iesire y(t), atunci se impune
conditia ca functia de transfer perturbatie-iesire sa fie egala cu zero si
dupa unele transformari se obtine expresia din care se calculeaza f.d.t a
compensatorului:

Hc(s)HA(S)HEE(S)H(S)—Hp(S)
1+H(s)Hgg(s)H(s)

=0,

Hc(s)Hu(s)Hgg(s)H(s) — Hy(s) = 0,

Hy(s) _ B
Ha()HEE(DH(S)  Ap(s)

Hc(s) = =qo+ q15 + q5* + -, (1.7)

care reprezintd un element dinamic derivator ideal.

Astfel, relatia (7.7) este conditia invariantei totale a marimii de
iesire y(t) a sistemului in raport cu perturbatia p(t).

Insa, valorile initiale ale perturbatiei si derivatele ei formeaza
componenta de tranzitie a marimii conduse y(t). Daca valorile initiale
ale perturbatiei si derivatele ei nu influenteaza marimea condusa, atunci
invarianta este absoluta, pentru care sunt necesare conditii suplimentare.

In sistemul examinat mai sus invarianta absoluti va avea loc
numai Tn cazul, cand elementele compensatorului C, amplificatorului A
si elementul de executie EE nu vor avea inertie si atunci se va realiza
egalitatea (7.7). Din cauza inertiei elementelor principale ale sistemului,

satisfacerea conditiilor invariantei totale implica mari dificultati.
Exemplul 7.1. Se considera elementele sistemului (fig. 7.2) cu proprietatile:

H(s) = yHy(8) = ky, Hgp(s) = H (s) =
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Se cere sa se determine functia de transfer a elementului compensator.
Solutionare. Conditiile de invariantd se determina dupa relatia (7.6):

- Hp(s) __kp 22 _
H(s) = A e OHG) = akek (TEs? +Tos+ D)(Ts+ 1) =
=P (TT2s3 + (T2 + TT)s? + (T + T,)s + 1) =
kakgk ) ,
=qo T 415 T q25° + 357,
kp _ kp(T+T) _ kp(TE+TT,) _ kpTT?

unde q, = = = = .
o kakgk' 11 kakgk ' 12 kakgk 3 7 kakgk

Este necesar a realiza elemental de compensare ca un element derivator de
ordinul trei.m

In cazul dat, pentru a realiza invarianta totala, elementul de
compensatie trebuie sa realizeze derivatele de ordinul unu, doi si trei ale
semnalului perturbatiei. Tn aceste cazuri, realizarea fizici a elementelor
derivatoare este dificila si practic irealizabild. Astfel, se constatd ca se
obtine o invarianta cu o precizie pana la o marime mica 6.

Chiar dacad nu este posibild realizarea invariantei totale, cu atat
mai mult a celei absolute, sistemele combinate au calitati importante.

Scopul principal in sistemul de urmarire (fig. 7.3) 1l constituie
reproducerea cdt mai precisd la iesire a evolutiei semnalului de
referinta.

»| H-(s)
r(t) e(t) y(t)
T ) | Hys (5) |—{ H(s) T
- Y (1)

Fig. 7.3. Structura sistemului de reproducere a semnalului de referinta

De aceea, circuitul suplimentar se realizeaza in functie de acest
semnal. In sistemul combinat de urmarire (sistem invariant la semnalul
de intrare) reproducerea semnalului prescris se realizeaza in temei pe
baza circuitului de accelerare H.(s), iar circuitul inchis joaca un rol
secundar, care are rolul principal in reducerea influentei perturbatiilor
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interne si externe nemasurabile. Circuitul de accelerare se cupleaza in
sistemul inchis in acelasi mod ca si circuitul de compensare a
perturbatiei.

Conform schemei structurale a sistemului (fig. 7.3), functia de
transfer a sistemului in bucla inchisa este:

_ HA(S)Hgg(s)H(s)+Hc(S)HEE(s)H(S)
Ho(s) = 1+ Ha()Hpz(s)H(S) ' (7.8)

Pentru reproducerea cu exactitate a referintei r(t) functia de
transfer in bucla inchisa trebuie sa fie egala cu unu [8, 12, 18]:

_ Hu(s)Hgg(s)H(s)+Hc(s)Hgp(s)H(S) _
Ho(s) = 1+ Ha(s)Hgg()H(s) =1 (7.9)

Pe baza expresiilor (7.8) si (7.9) dupa unele transformari se
determind functia de transfer a circuitului de acceleratie:

_ 1 _ Bc(s) _ 24 ...
He(s) = HeeOHG) — ace) 40 + q15 + qzs° + -+, (7.10)

care este un element cu proprietati preponderent derivatoare dificil de
realizat.

Pentru a reproduce ideal la iesire marimea urmaritd r(t) de
sistem, trebuie 1indeplinita egalitatea (7.10), care este conditia
invariantei erorii de urmarire £(t) de marimea prescrisa r(t).

Practic pot fi realizate elemente derivatoare de ordinul nu mai
mare decat doi, fiindca derivarea semnalului repetatd este dificila si are
eroare si, ca rezultat, conduce la intensificarea considerabild a nivelului
de bruiaj. De aceea, in sistemul combinat de urmarire, invarianta erorii
de urmarire €(t) de marimea prescrisa r(t) se realizeaza partial cu
precizia derivatei de ordinele zero, unu si doi. Cu alte cuvinte, poate fi
realizat corespunzator un astatism de ordinul unu, doi si trei, in raport
cu marimea urmarita r(t).

Inertia inevitabild a elementelor derivatoare (desi neinsemnata),
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inexactitatea determindrii coeficientilor functiilor de transfer si
realizarea acestora duc la faptul ca si invarianta partiald se realizeaza cu
0 exactitate pana la o marime mica. Indiferent de aceasta, circuitul de
accelerare sporeste substantial precizia de urmdrire a sistemului, de
aceea acesta beneficiaza de o utilizare largd. Cu cat mai lent se schimba
marimea prescrisa r(t), cu atat mai mare va fi efectul invariantei partiale
g(t) in functie de referinta r(t).

In incheiere mentionam ca circuitul suplimentar nu influenteaza
asupra stabilitatii circuitului inchis, insd e necesar ca insasi aceastd
legatura sa fie stabila.

Tn expresiile (7.7) si (7.10), f.d.t. a regulatorului prezinti
elemente derivatoare ideale, deoarece regulatorul H-(s) si modelul
procesului au proprietiti de inertie si integrale. Tn aceste cazuri, f.d.t. a
regulatorului-compensator are forma:

Hc(s) = qo + q15 + q25% + g3 + -, (7.11)

care prezinta un element dinamic derivator.

Pentru realizarea relatiilor de forma (7.11) se obtin aproximatii
care realizeaza invarianta partiala.

Functia de transfer a compensatoarelor H.(s) din (7.7) si (7.10)
trebuie sa fie stabila si proprie, deoarece actioneaza in bucla deschisa a
sistemului.

Utilizarea acestor structuri de sisteme asigura rejectia directa a
perturbatiei masurabile si reproducerea semnalului de referinta de catre
sistemul automat, care asigura o imbunatitire a performantelor
sistemului pentru intrari lente si foarte lente.

Pentru realizarea invariantei in sistemul automat trebuie sa
existe doud canale de propagare ale intrarilor catre marimea care trebuie
sa fie invarianta in raport cU aceste intrari.

Sistemele de conducere combinatd analizate sunt sisteme de
conducere cu doud grade de libertate, care conduc la realizarea a doud
regulatoare pe canalul direct si pe canalul de compensare a perturbatiei.
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7.3 Sisteme automate multivariabile
7.3.1 Modelele matematice ale proceselor multivariabile

Industria moderna, tehnica si stiinta s-au dezvoltat intensiv in
ultimele decenii, care este strans corelatd cu aparitia unor procese
tehnologice si industriale tot mai complexe si, astfel, determinand
necesitatea automatizarii acestora. Astfel, s-a rezultat o clasi de sisteme
complexe, care au un inalt grad de complexitate si se disting prin mai
multe caracteristici specifice cum ar fi:

- existenta unui numar relativ mare de marimi reglate;

- existenta mai multor marimi de intrare ;

- nterinfluenta dintre diferitele canale intrare-iesire.

Sistemele automate complexe caracterizate prin asemenea
particularitati se numesc sisteme automate multivariabile sau multiple si
formeaza una dintre categoriile cele mai importante ale sistemelor
automate complexe [1, 2, 9, 14, 23]. Sistemele automate multivariabile
por fi liniare sau neliniare, cu semnale deterministe sau cu semnale
aleatorii etc.

Procesele tehnologice complexe Se caracterizeaza prin doua sau
mai multe variabile de intraire si iesire si Se numesc procese
multivariabile si rezulta necesitatea de reglare a mai multor variabile.

In corespundere cu dimensiunea procesului se utilizeazi un
numar adecvat de traductoare si elemente de executie pentru fiecare
canal al marimilor reglate. Schema partii fixate (fig. 7.4) a unui proces

mt)l lpz(r) lpr(r)

uy (t) e ——p ¥ ()
uz t “"-..:l-:-__—""'"-:::-—"' Vz t
—_——— E:—f— —— ___:"—.-‘;..-::-"’.—.’
: BT St i :
um{t) __..-r-"“f:-d ‘-"::-.:"_r_» yn(t)
e —_————————————— —

Fig. 7.4. Proces multivariabil
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multivariabil, unde sunt insemnarile: vectorul u(t) = (uy, ..., Un)
prezintd marimile de intraire, vectorul y(t) = (¥4, ...,Y,) - marimile
masurate ale procesului, iesirea, vectorul p(t) = (py, ..., py) - marimile
perturbatoare.

Transferul intrare—iesire dintre marimea de iesire y(t) este
functie de intrarile u(t) si p(t):

y(@) = fu®), p(t)). (7.12)

Conducerea unui proces multivariabil se efectueaza pe baza unui
obiectiv definit prin marimea de calitate z. Aceste marimi prezinta
parametrii tehnologici: temperaturi, presiuni, debite, concentratii etc.
sau marimi netehnologice: randamente, cantititi productii etc. Cu
ajutorul vectorului z, obiectivul conducerii se exprima prin necesitatea
urmadririi de catre z a unui program impus de tehnolog si prezentat ca
vector de referinta z,..

Interventia asupra procesului se realizeaza prin intermediul unui
set de marimi de executie v, iar starea curentd a procesului este
cunoscutd prin marimile masurate yy,...,),. Deoarece marimile de
calitate nu sunt accesibile, atunci programul de referintd se impune de
obicei madrimilor mdsurate y.

Relatiile dintre marimile respective pe canalele directe si de
interinfluentd au o anumita functie de transfer. In absenta perturbatiilor
p = 0 si, considerand procesul multivariabil liniar, f.d.t. a fiecarui canal
se prezintd prin H;; (s), i = 1,n si j = 1,m, iar modelul matematic al
transferului intrare—iesire al procesului multivariabil se prezintd in
forma:

y1(s) = Hy1($)uq () + Hiz(8)uz(s) + - + Hyp (8)uy (5),
Y2(8) = Hy1(8)uy(s) + Hpp (S)uz(s) + -+ + Hypy (S)Uy (), (7.13)

Yn(8) = Hp1($)us(s) + Ha($)uz(s) + 4 Hyp ()t (s)

sau Tn forma vector-matriceald;
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y(s) = Hp(s)u(s), (7.14)

unde vectorul transpus al iesirii Y(s) = [y1(s),y2(8), .., ¥ ()],
vectorul transpus al intririi u(s) = [uy(s) uy(s), ..., um(s)]7, iar
Hp(s) este matricea de transfer a procesului de forma:

Hii(s) Hip(s) - Hyp(s)
Hp(s) = [M21(8) Haz(s) - Hom (), (7.15)
Hnl(s) an(s) Hnm(s)

Functiile de transfer H;;(s) exprimad transferul din canalele
directe, iar functiile de transfer H;;(s) prezintd transferul dintre canalele
de interactiuni.

Daca se considera ca la intrarile obiectului de reglare actioneaza
semnale treapta unutara, atunci aplicadnd transformata Laplace la relatia
(7.14), marimrea de iesire are forma:

hi1(t) hi(0) - hin(O) |2
y(©) = hp)1(t) = P22 (8 h22(®) o hom (B 1111 (7.16)
hnl (t) hnz (t) o hnm (St) 1

unde hp(t) este matricea de tranzitie a obiectului, h;; (t) — raspunsurile
indiciale pe canalele principale (i = 1,n) ca rispuns la semnalul treapti
unitard aplicate la intrarile respective, h;;(t) — raspunsurile indiciale pe
canalele de interinfluenta (i # j), care prezinta raspunsul din canalul i
cand semnalul de intraire actioneaza la intrarea canalului j.

Matricea pondere a obiectului de reglare se obtine prin derivarea
matricei de tranzitie:

w1 () wip(t) - wyip(D)
w() = 2= [Wa® walt) o wan® - (7.47)
Whi (t) an(t) an(t)
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7.3.2 Reglarea proceselor multivariabile

Reglarea proceselor multivariabile la actiunea semnalelor de
referintd u si a perturbatiilor p se realizeaza cu algoritmi de reglare
multivariabili sau regulatoare multivariabile (RMV). Regulatoarele pot
fi plasate pe cale directa sau pe cale de reactie a sistemului
multivariabil.

Regulatoarele RMV au rolul de a asigura atit performantele
impuse pentru fiecare canal de legatura directa intraire—iesire, cat si de a
compensa efectul perturbatiilor si ale interactiunilor existente intre
diferite variabile pe diferite canale intrare-iesire si perturbatie-iesire.

Tn figura 7.5 se reprezinta structura sistemului multivariabil cu
regulatorul pe cale directa.

ﬂ_p(t)
r(t)
—

R:%EE:%IT&}

|| 0] T ke

Fig. 7.5. Schema functionala a sistemului
multivariabil de reglare automata

In schema se utilizeaza notatiile: IT este instalatia tehnologici in
care evolueaza procesul, EE — elemente de executie, R — regulatorul
automat, Tr — traductoare, r — vectorul intrarilor, u = (uy, Uy, ..., Upy,) —
vectorul marimilor de comanda, v — vectorul marimilor de reglare a
procesului, z — vectorul iesirilor procesului — obiectivul conducerii,
Yy = (¥1,¥Y2, -, V) — Vectorul marimilor masurate ale procesului, p =
(p1,p2, ---, prr) — Vectorul marimilor perturbatoare.

Datorita complexitatii. SMV, proiectarea acestora are
particularitdti specifice in raport cu sistemele monovariabile.

Astfel, necesitatea compensarii interactiunilor dintre canale
impune utilizarea regulatoarelor multivariabile, deoarece utilizarea
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regulatoarelor monovariabile destinate conducerii fiecarei marimi de
iesire y;, numai in baza legaturilor principale intrare-iesire, care este 0
solutie usor de implementat, dar care conduce la obtinerea unor
performante nesatisfacatoare.

7.3.3 Algoritmi de reglare a proceselor multivariabile

Reglarea proceselor multivariabile la actiunea semnalelor de
referintd u si a perturbatiilor p se realizeaza cu algoritmi de reglare sau
regulatoare multivariabile (RMV). Regulatoarele pot fi plasate pe cale
directa sau pe cale de reactie a sistemului multivariabil (fig. 7.6).

Din figura 7.7 rezulta relatiile intrare-iesire care descriu aceste
forme canonice. Pentru forma canonica P, procesul se descrie prin
matricea de transfer de forma:

Hi1(s) Hyz(s)

H(s) = Hy1(s) Hayp(s)I

(7.18)

£(s) u(s) MONELIOWRO) y(s)

I:{)%:bHR::)HP S Hp
u(s)

) b) Hr
Fig. 7.6. Structuri de sisteme multivariabile
iar mdrimea de iesire se exprima prin forma:
y(s) = H(s)u(s), (7.19)

unde:

¥() = [1(5), y2 ()T, uls) = [ua (), u2 (). (7.20)
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Uy ()

Se introduc notatiile:

Hy(s) =

Hy, (92 L) Hyy (s) B &
IHH (s) Hy5(s)
p \
Hy,(s) Hj1(s)
i:sz(S) 228 %(3) H5(s) 1{:—5)’
a) b) S2
Fig. 7.7. Structuri de procese multivariabile
Pentru forma canonica V se obtine:
y1(s) _ Hy4(s) 0 | . uy (s)
y2(s) 0 Hyy ($)1 Tuy(s)
0 Hiz(s)| |y1(s)
. . 7.21
O R B (720
Hy;(s) 0 _ 0 Hiy(s)
0 H22(5)|’ Hn(s) = Hy1(s) 0 |’ (7.22)

unde H,(s) este matricea diagonala alcatuitd din f.d.t. care descriu
canalele directe principale, iar Hy,(s) este matricea diagonald formata
cu f.d.t. de pe canalele de interactiune.

Relatia (7.21) cu notatiile (7.22) are forma:

y(s) = Hi(s)u(s) + Hi(s)Hp(s)y(s)

sau dupa unele transformari se obtine:
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y()I — Hi(s)Hp(s)] = Hi(s)u(s),
y(s) = [I — Hi(s)H(s)] " Hy (s)u(s). (7.24)

Deoarece 1in structura canonicd P a procesului intrarile
actioneaza asupra tuturor iesirilor prin f.d.t. H;;(s) si H;;(s), rezulta ca
aceastd structura poate fi folositd si pentru prezentarea proceselor
multivariabile cu dimensiunea m # n. Insi, forma canonici V se poate
utiliza pentru descrierea proceselor multivariabile numai de
dimensiunea m = n.

Pentru un proces cu doua intrari si doua iesiri forma canonica P,
structurile sistemelor de conducere cu regulatoare monovariabile si
regulatoare multivariabile se dau in figura 7.8.

€1 Ug iz €1 Uq

T
—1’O-> HRllE Hll —> Y HRll H11 b2
1

H12 HR12 H12

E Hjq Hgaq Hy
T'z 82 YZ Tz yZ
H H H H
—Q—P ra2[Q ¥ 2 "O‘T’ o LiR22 L 22
a) b)
Fig. 7.8. Structuri de SMV cu regulatoare

monovariabile a) si multivariabile b)

Structura regulatorului multivariabil contine patru componente
cu fdt: primele fdt Hgy1(s)si Hgyo(s) numite regulatoare
principale, care regleaza marimile respective de iesire si alte doua f.d.t.
Hpg1,(s) si Hgy41(s) numite regulatoare de decuplare, care prin actiunea
lor compenseaza actiunile existente intre cele doua canale.

Numarul de blocuri de reglare din structura regulatorului
multivariabil este functie de dimensiunea procesului analizat.

Intensitatea interactiunilor din structura partii fixate impune
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adoptarea structurii de reglare cu regulatoare monovariabile sau
multivariabile. Din aceste considerente este necesar a cunoaste modelul
matematic al partii fixate cu interactiunile dintre canale, canale de
legdturda directa intraire—iesire, cit si de a compensa efectul
perturbatiilor si al interactiunilor existente intre diferite variabile pe
diferite canale intrare-iesire si perturbatie-iesire.

In cazul utilizarii regulatorului multivariabil pentru procesul
multivariabil, aceasta conduce la compensarea interactiunilor dintre
canale si se obtine o decuplare completd intre intrdrile si iesirile
sistemului multivariabil si fiecare marime reglata este influentata numai
de marimea de referinta a canalului respectiv. Aceste tipuri de sisteme
multivariabile se numesc decuplate sau autonome.

Tn cazul cand regulatorul multivariabil nu asigurd decuplarea
totala a interactiunilor, atunci raman anumite interactiuni intre marimile
de referintd si marimile reglate din canale diferite si sistemul
multivariabil este nedecuplat sau neautonom.

Pentru aceasta clasd de sisteme se efectueaza analiza stabilitatii
si calitatii sistemului automat multivariabil.

La sistemele multivariabile, datoritd comlexitatii structurii lor,
studiul stabilitatii este mai dificil decat Tn cazul sistemelor
monovariabile.

Din analiza matricei de transfer a sistemului multivariabil
rezultd ci fiecare element H;;(s) al matrcei este un sistem inchis.

Pentru stabilitatea sistemului multivariabil se cere ca toate
canale Tnchise sa fie stabile.

Partea controlabild si observabila a sistemului deschis se
prezinta cu matricea de transfer a sistemului deschis:

Hy(s) = Hr(s)Hp(s).
Pentru stabilitatea SMV este necesar si suficient ca partile reale

ale radacinilor ecuatiei caracteristice ale partii controlabile si
observabile ale sistemului deschis sa fie negative:
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det|I + Hy(s)| = 0, (7.25)

unde determinantul (7.25) prezinta ecuatia caracteristica a sistemului
multivariabil, I - matricea unitara.

Descrierea dinamicii sistemelor automate multivariabile se

efectueaza si prin modele matematice in forma intrare-stare-iesire, care
vor fi expuse in capitolul 8.

Chestionar si probleme

1. Cum se explica necesitatea descrierii sistemelor cu timp mort?

2. n care elemente din structura sistemului pot s existe timp mort?

3. De ce este necesar a utiliza structuri de sisteme de conducere combinata?
4. Explicati conditiile de invarianta ale sistemului de conducere automata.
5. Cum se realizeaza circuitul de compensare Tn sistemul de conducere

combinati de urmarire?

reglare?

6. Ce tip de element dinamic este elementul care realizeaza invarianta?
7. Dati o tratare a modelului multivariabil al obiectului.
8. Ce reprezinta formele canonice P si V pentru modelul obiectului de

9. Dati exemple de obiecte multivariabile.

10. Ce reprezinta canalele principale si canalele de interinfluenta?

11. Cum se conecteaza regulatorul in structura SMV?

12. Care este diferenta dintre regulatoarele monovariabile si multivariabile?
13. Ce reprezinta matricea de transfer a obiectului de reglare?

14. Explicati notiunea de sistem multivariabil autonom si neautonom?

15. Care sunt conditiile de stabilitate ale sistemului multivariabil?
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8 MODELE MATEMATICE IN FORMA
ECUATIILOR DE STARE

8.1 Ecuatii de stare

O caracterizare mult mai generala si eficientd a sistemului de
reglare automatd se obtine daca in modelul matematic, pe langa
informatiile functionale (intrare-iesire), se includ si informatii
structurale prin intermediul unor variabile de stare (intrare-stare-iesire).
Cunoasterea acestor variabile la orice moment de timp permite, in cazul
cunoasterii evolutiei intrarilor, determinarea evolutiei iesirilor
sistemului automat [1-5, 10, 13-15, 18, 20, 23].

Definitie. Variabilele de stare sunt acele variabile, care
determind comportarea viitoare a unui sistem, cand starea prezenta a
sistemului si intrarile sunt cunoscute.

Se considera sistemul multivariabil la intrare si iesire (fig. 8.1).

w, () yi(t)
0, 5 e
v H(s)

Uy, (t) R yi(t)

Fig. 8.1. Sistem multivariabil intrare-iesire

Se presupune cad trebuie sd existe cel putin o marime
intermediara intre marimea de intrare u; 1 marimea de iesire y;. Aceste
mdrimi intermediare din cadrul sistemului care pot fi sau nu marimi
fizice reale si care pot fi sau nu marimi masurate direct reprezintd
variabilele de stare x,,. Aceste marimi caracterizeaza complet structura
interna a sistemelor dinamice.

Un sistem de reglare automatd multivariabil prin mdarimile
intrare-stare-iesire se reprezinta schematic prin structura din figura 8.2.

Multimea marimilor de intrare-iesire si cea a variabililor de stare
apartin unor spatii topologice multidimensionale reale (euclidiene):

ueUcR™ yeYcR), xeXcR" pePcR",
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unde u = (uy, Uy, +,Uy) sunt marimile de intrare (vectorul um-
dimensional), y = (yq,::+,y;) - marimile de iesire (vectorul y [-
dimensional), x = (x4, x,,+**,x,) - marimile de stare (vectorul x n-
dimensional), p = (p1, P2, -, Pyr) - marimile de intrare ale perturbatiei
(vectorul p r - dimensional); U este multimea din spatiul R™, Y -
multimea din spatiul R!, X - multimea din spatiul R™, P —
multimea din spatiul R".

P
u, (t) s, x,(t) S, ¥ (1)
u, (1) Xz (f): L&)’
— | H H,(s)
u,, (t) x,(t) yi(t)

Fig. 8.2. Sistem multivariabil intrare-stare-iesire

Spatiul R™la care se mai adauga o coordonata suplimentara
timpul ¢ devine spatiul R™*? si se numeste spatiu de fazd.

Starea unui sistem la timpul t, este reprezentata de cea mai mica
multime de date, in mod obignuit o multime de numere (marimi)
x1(to), x5 (tg), =+, x,(to) = x(ty) = x4, din care se poate determina
univoc pentru orice timp t > t, (viitor), evolutia sistemului automat
presupunand ca toate intrarile care influenteaza sistemul automat pentru
timp t > t, ca si ecuatiile de functionare ale sistemului sunt cunoscute.
Tn acest mod, starea unui sistem, definita complet la un moment dat de
timp t prin variabilele de stare x, se poate considera ca o informatie
pentru caracterizarea evolutiei sale ulterioare.

Modelul cel mai general asociat unui sistem este:

x=f(x,up,t), (8.1)

y=gx1t), (8.2)

unde (8.1)este ecuatia de stare, iar (8.2) ecuatia de iesire (de legaturd).
Daca perturbatia p = 0, atunci modelul (8.1) va avea forma:
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x=f(x,ut), (8.3)

y=gx1). (8.4)

Functiile f si g pot fi functii liniare sau neliniare.

Pornind de la ecuatiile (8.1) si (8.2), se defineste notiunea de
sistem dinamic neted prin tripletul de marimi (u, f, g) cu proprietatile
urmatoare:

1) u sunt functii continue (eventual pe portiuni);

2) f - functii continue si global lipschitziene Tn raport cu x si x #
+ 0, xf(x) > 0;

3) g - functii continue.

Conditiile 1) si 2) asigura existenta globala a solutiei ecuatiei (8.1)
n raport cu orice intrare u si initializare x(t,) = x,. Solutia ecuatiei de
stare (8.1) in acest caz este:

x(t) = @(t, to, xo,u), (8.5)

unde @(*) se numeste traiectorie de stare care trece la momentul de
timp t, prin x,.

Daca sistemul (8.1)-(8.2) nu depinde de timp, atunci se numeste
invariant in timp si are forma:

fxu,t) = f(x,w),
(8.6)

g(x,t) = g(x).

Daca functiile f(x,u) sig(x) sunt liniare, atunci sistemul
dinamic este liniar.

Un sistem dinamic liniar invariant multivariabil este definit prin
sistemul de ecuatii:

x = f(x,u) = Ax + Bu,
(8.7)
y=gx) =Cx.
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Daca variabilele depind de timp, atunci sistemul (8.7) are forma:

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
(8.8)
y(t) = Cx(t).

Tn cazurile cand iesirea sistemului depinde si de marimea u(t),
atunci (8.8) se prezinta:

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
(8.9)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

Daca asupra sistemului actioneaza si perturbatiile, atunci (8.9)
are forma:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ep(¢t),
(8.10)
y(t) = Cx(t) + Du(t).

Tn expresiile (8.7)—(8.10) se utilizeazi notatiile:

A — matricea coeficientilor interni de dimensiunea n x n,

B — matricea de comanda de dimensiunea n x m,

C — matricea de iesire de dimensiunea [ x n,

D — matricea de iesire de dimensiunea [ x m,

E — matricea perturbatiilor de dimensiunea [ x r,

u(t) — vectorul coloana de comanda (a intrarilor) m —
dimensional,

x(t) — vectorul coloana a starilor n — dimensional,

y(t) — vectorul coloana a iesirilor [ — dimensional,

p(t) — vectorul coloana a perturbatiilor r — dimensional.

Schema structurala a sistemului automat multivariabil descris de
sistemul (8.9) se reprezinta in figura 8.3.
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W D
u(t)| . x(1) | x(0) - y(t)
A

Fig. 8.3. Schema structurala a sistemului automat multivariabil

Pentru un sistem automat monovariabil la intrare si iesire (fig.
8.4), sistemul de ecuatii matriceal-vectoriale are forma:

x(t) = Ax(t) + bu(t),
(8.11)
y(t) = cTx(t) + du(t),

unde x(t) = (x,(t), x,(t), -, x,(t)), A — matricea de dimensiunea
nxn, b — vectorul coloand de comandd de dimensiunea 1xn, ¢ —
vectorul de iesire de tip coloani de dimensiunea n x 1, iar ¢’ — vectorul
transpus de dimensiunea 1 x n — rand, d — vectorul coloana de comanda
de dimensiunea 1 x n.

> d
u(o) x(t) x(t) v(t)
b — :
A

Fig. 8.4. Schema structurala a sistemului automat monovariabil

Alegerea variabilelor de stare sau a vectorului de stare x(t) =
= (x1(t), x5(t), "+, %, (1)) se realizeaza intr-o infinitate de moduri.
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Pentru a defini sistemul automat liniar invariant (matricele nu
depind de timp), sistemului i asociem tripletul (4, B, C) sau (4, b, cT)
si se noteaza X = (4,B,(),. Dimensiunea n a spatiului starilor se
numeste ordinul sau dimensiunea sistemului X.

Traiectoria de stare a sistemului se obtine ca solutie a ecuatiei de
stare pentru o intrare u(t) € U si o stare initiala x(0) = x,:

x(t) = eftx, + foteA(t‘T)Bu(‘t)dr. (8.12)

Daca se introduce notatia ®(t), numitda matrice fundamentala
(matricea de tranzitie a starilor) a sistemului, atunci expresia (8.12) este:

x(t) = d()x, + [, D(t — 1) Bu(t)dr, (8.13)

unde ®(t) = et si descrie translatiile de stare ale sistemului X liber (cu
intrare nula u(t) = 0):

x(t) = O(t)x,. (8.14)
sau in forma:
x1(t) @11(t)  @12(8) - @ (D) [x1(0)
xz-(t) _ <P21.(t) @zg(t) " (p21}(t) _ Xz.(O).
® om® @m® ~ em®! |0

Din ultima relatie rezultd cd elementul ¢;;(t) prezintd reactia
variabilei de stare i la semnalul de intrare a conditiei initiale j, iar restul
conditiilor initiale sunt nule.

Pentru calculul functiei exponentiale matriceale se utilizeaza
mai multe metode, dar calculul este dificil [1, 4, 10, 13-14, 18, 20, 23].

O metodi de calcul este prezentarea et in sirul:

A2 2 A3 3 Ak k
eAt=I+At+ t + t + - t + -,
2! 3! k!

unde I este matricea unitara.
283



Utilizarea caracteristicii ®(t) pentru un proces permite a
determina evolutia intrare-iesire. Avand solutia ecuatiei de stare, se
calculeaza raspunsul liber si raspunsul fortat.

Pentru un sistem neted liniar monovariabil raspunsul sistemului
se calculeaza prin relatia:

y(©) = c"etxy + [ cTeAtDu(t)dr (8.15)
sau daca se utilizeaza functia pondere se obtine:
w(t) = cTd(t)b = cTetb. (8.16)
Atunci expresia (8.15) cu (8.16) are forma:
y(t) = cTettx, +f w(t — Du(t)dr, (8.17)
unde functia pondere a sistemului reprezinta raspunsul cauzal la impuls

al sistemului (4, b, c7).
In cazul functiei treapta unitara a semnalului de intrare:

pentrut < 0,

u® = {1(13) pentrut > 0 (8.18)
raspunsul sistemului (4, b, c”) conform relatiei (8.15) se prezinta:
y(t) = cTe’xo + f h(t — Du(r)dr. (8.19)

Daca se utilizeaza produsul de convolutie, atunci expresia (8.19)
se scrie in forma:

y() = cTo(t)xy + (h=u)(t), t = 0. (8.20)

Raspunsul sistemului automat se calculeaza prin relatia:
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y(@®) =) +y:(0), t =0, (8.21)

unde y;(t) = ¢’ ®(t)x, este componenta liberd, yy(t) = (h*u)(t) —
componenta fortata.

8.2 Functia de transfer a sistemului automat

Aplicarea transformatei Laplace sistemului (8. 11) cand d = 0

sx(s) = Ax(s) + bu(s),

(8.22)
y(s) = cTx(s).
Efectuand transformarile respective in (8.22), se obtine:
y(s) = cT[sI — A]" bu(s) = H(s)u(s), (8.23)
Din relatia (8.23) se obtine functia de transfer a sistemului:
YS) _ H(s) = ¢"[sI — A]"'b. (8.24)

u(s)

Pentru un sistem liniar neted f.d.t. este o functie rationala strict
proprie:

cTadj [sI-A]b __B(s)

det[sI-4] m’

H(s) = (8.25)

unde B(s) = cTadj [sI — A]b este polinom de gradul n — 1, iar A(s) =
= det[sI — A] polinomul caracteristic al matricei A de gradul n.

Pentru un sistem multivariabil se obtin:

1. Matricea pondere:

W(t) = CO(t)B. (8.26)

2. Matricea de transfer:
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H(s) = C[sI — A]"'B. (8.27)

Pornind de la matricea pondere a sistemului multivariabil (8.26),
se obtine raspunsul sistemului de forma:

y(£) = wo(D)xg + wy, (Du(t) + wy, (Op(t), (8.28)
unde wq(t) = Ce”t pentrut > 0,

_ (Ce?*Bpentrut =0, _ . 3

wy,(t) = { 0 pentru ¢ < 0, raspuns la impuls de comanda,

__ (Ce*tE pentrut > 0,

Wyp(t) = {0 pentrut < 0,
perturbatie.

Matricea de transfer pentru sistemul (8.28) are forma:

raspuns la impulsul de

H(s) = C[sI — A]"'B + D. (8.29)

Modelul raspunsului (8.28) este preferat in calcule altor metode
din considerente cd determinarea matricelor pondere w,, (t) si wy,,(t)
nu necesita cunoasterea structurii interne a sistemului studiat.

Exemplul 8.1. Se considerd cunoscute pentru sistemul automat matricele
starii A, iesirii C i intrarii B:

a=[2, L]ec=12 a.B=10 1"

Se cere sa se determine matricea de tranzitie a starilor sistemului si functia
pondere a sistemului.
Solutionare. Se prezinta matricea caracteristica:

[sI—A]=S[(1, (1)]—[_02 _13]=[<S) (s)]_[—oz —13]=[; s_+13'

Se determind matricea caracteristica inversa:
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[s] — A]"1 = Cadj[sI-A]B _ 1 [s +3 1]

det[sI-4]  s2+3s+2| —2

Se aplicad transformata Laplace inversa la fiecare element al matricei si se
obtine matricea de tranzitie a starilor:

-t =2t -t =2t
Dt [ —e e t—e ]
© = 2e7t+2e7% —e7t 42072

Se determina functia pondere dupa relatia:

y(t) = w(t) = LY{C[sI — A]"*B} = L"X{CP(¢t)B} =

s {2 0][ et—e™ et~ ][o 1] }—Ze—f 2e72t m
2e7t 4 2e7% —e7t 4 2 -2t '
8.3 Realizarea sistemica a functiei
de transfer a sistemului automat

8.3.1 Preliminarii

Pentru solutionarea unor probleme de conducere automata se
solicita determinarea modelului matematic intrare-stare-iesire (MM ISI)
atunci cand se cunoaste modelul matematic intrare-iesire (MM II)
aferent sistemului. Existd doud modalitati de rezolvare a problemei.

1. Pe baza ecuatiilor diferentiale primare care au stat la originea
MM Il se determina MM ISl la care variabilele de stare x;(t) au, de
reguld, semnificatie fizica (dar pot fi si marimi fictive), fiind marimi de
stare.

2. Pe baza MM 1I se determina prin procedee pur matematice un
MM ISI. Tn acest caz, variabilele de stare nu mai au semnificatie fizica.

Asocierea unui MM ISI la un sistem dinamic (sistem fizic sau
proces) caracterizat prin MM Il se numeste realizare sistemica a f.d.t.
H(s).

In functie de obiectivele formulate se pot determina diferite
forme (variante) de realizare sistemica a f.d.t. H(s). Obiectivele
urmadrite pentru care se obtine o realizare sistemica pot fi diferite.

1. Evidentierea unor proprietdti structurale ale sistemului.
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2. Simularea pe calculator numeric a evolutiei sistemului.

3. Dezvoltarea unor structuri de reglare.

4. Scrierea avantajoasd a unui algoritm de reglare.

5. Calculul unor indicatori de calitate utilizati ca functii obiectiv
n probleme de optimizare.

Functia de transfer H(s) pentru un sistem de reglare neted
permite obtinerea unei realiziri a tripletului (4, b, cT) printr-o alegere
convenabild a variabililor de stare x;(t). Problema realizarii se
formuleaza in modul urmator: pentru un model matematic intrare-iesire
se cere si se determine o realizare a tripletului (A4, b, c¢7) astfel ca f.d.t.
H(s) =c"(sI — A)'b.

Se numeste realizare a f.d.t. H(s) orice sistem (4, b, ¢T) pentru
care se satisface egalitatea H(s) = ¢’ (sI — A)~'b.

Daca se considera f.d.t. a sistemului automat o rationala strict
proprie (coeficientul a, =1, pentru aceasta toti termenii de la
numarator si numitor se impart la a,,) de forma:

_ B(S) _ bn15""+bp_ps" 2+ +byst+hy _ Y(5)
H( ) B A(s) N sM+ap_q sV 1++ays+ag - u(s)’ (830)

careia i1 corespunde ecuatia diferentiala:
YW+ anay® Y 4ty +agy =
= by u™ Y + by L u™2 4+ b+ byu, (8.31)

atunci pentru H(s) se pot obtine diverse realizari printr-0 alegere
corespunzatoare a variabililor de stare x;(t).

Sunt expuse patru forme de realizare a tripletului (4, b, c"), care
au o larga utilizare la descrierea sistemului prin variabilele de stare

X (t) .
8.3.2 Forma de realizare canonica controlabila

Se considera ecuatia diferentiala care descrie sistemul automat:

288



YU + an-1y () + -+ ary(8) + agy(t) = u(t). (8.32)

Realizarea data se obtine daca variabilele de stare x;(t) se aleg
n forma:

Xy =Y, Xy =Y, X3 =F, o, Xy =y, (8.33)

Ecuatia diferentiala (8.32) cu (8.33) se reprezinta prin sistemul
de ecuatii diferentiale de ordinul unu de forma:

5(1 = xZ,

Xy = X3,

................... (8.34)
Xp = —AgXq1 — A1Xy — An-_1Xn +u

Introducand vectorul de stare x = [x; x, -+ x,] sistemul (8.34)
are forma matriceal-vectoriala:

%1 0 1 0 - 0 1rx1 [0
x=l"?‘=lf’. AU | 1 B b PICE D
5Cn _ao —a1 _az

sau Tn forma vector-matriceald:

% = Ax + bu, (8.36)
unde:
0 1 0 0 0
y Y I 1 5 b RRC K1)
—Qo —ap —Aaz:r —Ap—y 1

Ecuatia de legaturd iesire-stare este:
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y(t) = boxy + b1Xxy + -+ by _3Xpn_q1 + by_1X, =
=[100 - 0]x(t) = cTx(t), (8.38)

Unde CT = [bo bl bZ bn—l] = [1 00 --- O]
Schema bloc informationala aferenta realizarii (8.37)-(8.38) se

prezinta in figura 8.5.
I_,( ) PO ¢ )_,( D_(y 3
b

bn—l n—2 bl bﬂ

v

_HD

Fig. 8.5. Schema bloc informationala

Pentru obtinerea ecuatiei de legatura se procedeaza in modul
urmator.
F.d.t. (8.30) se scrie in forma:

_Y() _ y(s) x0(s) _ bp—15""14+by_p8" "2 4-+by5+bg
HS) = i = n®mue) = siransirtasray - (8:39)

Din relatia (8.39) se obtine:
Xo(s) = H(s)u(s) si y(s) = H(s)xo(s).

Ecuatiile de stare (8.34) se obtin prin convertirea in domeniul
timpului a ecuatiei:

Xo(S)[s™ + ap 18"+ -+ ags + ag] = u(s), (8.40)

290



careia 1i corespunde sistemul variabilelor de stare:
x1(6) = L7 xo ()], % = xi41. (8.41)
Daca se aplica transformata Laplace inversa ecuatiei algebrice:
y(s) = x9(s)[bp_1s™ " + =+ + bys + bg] (8.42)

se obtine marimea de iesire in domeniul timpului:

y(t) = box1(t) + byxz(t) + =+ by_12x,(t) (8.43)
sau n forma:
X1 X1
X2 X2
(O = [bo by byl 2] =11 00 — 01| Z| = cTx(0), (8:44)
xn le

Unde CT = [bo bl o bn—l] = [1 0 O o 0]
Exemplul 8.2. Se da circuitul electric RLC cu sursa de energie SE (fig. 8.6) si
parametrii elementelor R =5 Q, L = 0.005 H, C = 0.005 F.
Se cere sa se prezinte modelul matematic intrare-stare-iesire a circuitului.
Solutionare. Alegerea variabilelor de stare se bazeaza pe expresia energiei
acumulate in circuit in bobina cu inductanta L si in condensatorul cu capacitatea C
[2,21]:
1,90 1,9
E = ELLL + EClC,

unde i; este curentul in bobina, i, — curentul condensatorului.

Fig. 8.6. Circuitul electric RLC

Se utilizeaza legea Kirchhoff a curentilor in circuit:
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; C duc © —i
ic =C——=u(t) —i.
c dt L
Aplicand legea Kirchhoff a tensiunilor la partea dreapta a circuitului, se
obtine ecuatia care determind viteza de modificare a curentului in inductanta:

Starea sistemului se caracterizeazd de doud variabile de stare x; este
tensiunea la bornele condensatorului u.(t) si x, este curentul in inductanta i; (t).
Marimea de iesire este tensiunea la bornele rezistentei uy (t):

ug(t) = Ri (t) = y(0).

Tn baza primelor relatii se alcatuieste sistemul de ecuatii de stare in forma:

B — u(t) — iy, = —iy +u(t),

diy (1) . .
L T —Ri () + uc(t) = uc(t) — Ri (t)

sau prin variabilele de stare:

dx _ _ 1 1 —0-y 21 1
Pl Cx2+cu(t)—0 Xq Cxz+cu(t),

dx,

=1y, - 2%x, =2x x
ac L7t L7z 1 2

L
si marimea de iesire:
y() = Ri (t) = Rx;.

Ecuatiile de stare se prezenta in forma vector-matriceala:

1
N E 2 B 1
x=|.1=| r| X+ |clu,
.xz - . 0
L
y=10 Rlx,

sau
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x = Ax + bu,
y =cTx,,

unde

1
C

C
|

L

,cl'=10 R|

=~
I
SIENES)

De exemplu, pentru datele numerice R =5 Q, L = 0.005 H, € = 0.005 F,
atunci ecuatiile de stare au forma:

1

. 0.005
X = 1 5 x +

0.005 0.005

1

0.005
0

—200

|280 —1000** |280| u

u=

y=10 5lx,.m
8.3.3 Forma de realizare canonica observabila

O realizare a f.d.t. H(s) se obtine daci H(s) = H(s)T =
b"(sI — A"")71c. Se constatd ca daca (4, b, cT) este o realizare, atunci
si (AT, c, bT) este o realizare.

Forma de realizare canonica observabila se obtine din (8.31)
substituind s = d/dt:

S"Y 4+ ap_1S"ly + -+ a5y + agy =
=by_1s™ U+ b,_,s" 2u+ -+ bysu + byu

si dupa unele transformari ia forma:
1 1
y= ; (—ap-1y + by u+ E (—ap2y + by ou+- -+

+ = (—agy + b)), (8.45)

careia ii corespunde schema bloc informationala din figura 8.7.
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! 3

b;[ bn—z

L,_:
by
Xn Xn {n-1 Xn—1 X3
S_l_., S_l_h'"

—ay —n-2

t 3 3

Fig. 8.7. Schema bloc informationala

Din (8.45) si schema informationala se obtin ecuatiile de stare:

561 = —Qp-1X1 + Xy + bn_lu,
.').Cz = —Ap_2Xq + X3 + bn_zu,
................................................ (8.46)
Xp_1 = —aq1X1 + x, + byu,
)'Cn = —a0x1 + bou,
Yy = X1.
Din (8.46) se obtine forma canonica observabila:
X = Ax + Bu,
(8.47)
y = Cu,
unde
—dn-1 1 0 0 bn-1
—0n-2 (0 1 0 bp_»
A= : , B = ,C=[100--0].
—aq 0 O 1 b1
—a 0 O 0 b,



In aceasta realizare elementele matricei de stare A se obtin din
coeficientii functiei de transfer, iar iesirea este prima variabila de stare

y = xl.
Exemplul 8.3. Se considera functia de transfer a sistemului automat:

bys®+bys+bg _ 3s52+5s+2
s3+azs2+a;s+ag  S3+6s2+8s+4

H(s) =

Se cere sia se prezinte formele de realizare de controlabilitate si
observabilitate.

Solutionare.

Utilizand relatiile (8.35)-(8.38), se determina forma de realizare controlabila:

0 1 01X b,
x=Ax+Bu=|0 0 1 [|%2] + [by|u =
—Qay —aq —a, X3 bo
0 1 0% 0
=0 0 1 | [*2| + |0fu.
-4 -8 —611x3 1

Ecuatia de legétura iesire-stare este:
y(€) = boxy + byx; + byxz = |bg by by|x(t) =
=12 5 3|x(t) =Cx(b).

in baza relatiei (8.47) se obtine forma de realizare observabila:

—a; 1 0]|* b, -6 1 0]* 3
x=Ax+Bu=|—a1 0 1||*%2|+|biju=1]|-8 0 1||*2|+[5|u,
—ay 0 O0llxs b, -4 0 0llx;3 2

y@)=1-x,)+0-x,(t)+0-x35(t)=11 0 O0|x; =Cx. N

8.3.4 Forma de realizare canonica Jordan

Aceasta forma de realizare se obtine pentru H(s), evidentiind
polii f.d.t. Daca admitem ca polii f.d.t. H(s) sunt reali si diferiti cu
ordine de multiplicitate egala cu zero, atunci f.d.t. H(s) ia forma:

295



H@)=;%Z+ 2 (8.48)

S+p2 S+pn

lesirea sistemului se calculeazd ca conexiune in paralel a
elementelor de ordinul unu dupa forma:

y(s) =

(8.49)

Daca iesirea fiecdrui element este variabila de stare, atunci se
obtin relatiile:

u(s) .
xi(s) = g L= 1,n. (8.50)
Mairimea de iesire a sistemului se obtine in forma:
y(s) = Xt cixi(s). (8.51)

Daca se aplica transformata Laplace inversa sistemului (8.50),
(8.51) se obtine sistemul de ecuatii a variabilelor de stare si iesirea
sistemului in forma:

xi(t) = —pix;(t) +u(t),i=1,n (8.52)
y(t) = Z?:l Cixi(t). (853)

Pentru cazul sistemului de ecuatii (8.52)-(8.53) realizarea
tripletului (4, b, ¢T) are forma:

—P1 0
0 0

CT = [C1 Cy *** Cp— 1 (854)
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8.3.5 Forma de realizare canonicda Jordan

Aceastd forma de realizare se obtine daca pentru f.d.t. H(s)
existd un pol real p; multiplu de k ori, atunci f.d.t. H(s) se prezinta in

forma:
+ C2 4o k. + _Ck+1

S+P 5+p1 S+p1 S+Dk+1

H(s) =

unde ¢; = lim [dsl - (s + pl)"H(s)] i=1k.

1; (i-1)

(s) .
¢; = lim(s + P i=k+1 k+2,-,n.
: sapl( pl)%(Pz( 5%

Alegand variabilele de stare in forma:

1 .
xj(s) = ——=zzuls), j =1k,
(s+pj)
1 .
xi(s)zgu(s),l=k+1, k+2,-,n (8.56)
i
se obtine realizarea de forma:
—p1 0 o - 0 0
0 -pp 1 == 0 O
: : EE : : 0
“Pesr 00 0 oY
0 P42 1 =+ 0 0
0 : : :
0 0 0 —Pn-1 1
0 0 0 0 ~Dn
_0_
0
1
b=]|-| cl = [Cl Cy "'Cn]- (857)
1
1
[ 1
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In mod similar pot fi obtinute diverse forme de realiziri ale
sistemului de matrice (4, B,C) pentru sistemele automate
multivariabile.

Dupa cum rezultd indirect in denumirile asociate, aceste forme
permit evidentierea unor proprietati structurale ale sistemului.

Trecerea de la o forma canonica la alta sau determinarea unei
forme canonice pe baza modelului matematic initial revine la
determinarea unei realizari sistemice echivalente.

8.4 Sisteme echivalente

Definitie: Doua sisteme multivariabile liniare § = (4, B, C, D) si
$=(AB,C,D) se numesc echivalente dupid stare si se noteazi
(A4,B,C, D)~(A, B,C, f)), daca existd o matrice de dimensiunea n X n
nesingulara T, astfel incét:

A=TAT"', B=TB,C=CT',D=D (8.58)
sau echivalente dupad intrare-iesire daca pentru aceeasi intrare U aplicata

sistemelor iesirile lor fortate sunt egale.
Cazul a doua sisteme monovariabile:

i = Ax + bu, (8.59)
y=cTx
si
x = Ax + bu, (8.60)
y = é''%,

sunt echivalente dacd existd o matrice de dimensiunea nxn nesingulara
T, astfel ncat:

A=TAT ', b=Th, ¢" =T (8.61)
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si respectiv:
A=TYAT,b=T'h, " =¢T. (8.62)

Daca transformarea este de forma % = Tx, atunci se obtine
pentru sistemul monovariabil:

T % = AT 'x + bu, (8.63)
y=c'T x
sau
% = TAT 'x + Thu = Ax + bu, (8.64)

y=c'Tlx=¢"x.
Se verifica direct cd echivalenta este o relatie de echivalenta,
adica este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Se constatd ca doud sisteme echivalente dupd stare au aceeasi
dimensiune si aceeasi f.d.t.:

A(s) = é[sI — A] b = €' T-[sTT~! — TAT™1]"1Th =
= cT[sI — A]7'b = H(s). (8.65)

Adoptarea unei realizari sau a alteia se va face, reiesind din
scopul urmarit (analiza sau sinteza Sistemului automat) si totodata
tinand seama de eficienta calculelor.

Observatie: Pentru doua sisteme echivalente pe stare, se
subanselege acelasi sistem dar vdzut insa in doud sisteme de
coordonate diferite, legate intre ele prin matricea T, care este doar
matricea de transformare.

Realizarile echivalente ale wunui sistem au urmatoarele
proprietati importante:

- conduc la aceeasi f.d.t. H(s);

- au acelasi polinom caracteristic A(s);

299



- evidentiaza aceleasi proprietati ale sistemului.

Utilitatea diferitelor reprezentari echivalente consta in faptul ca
ele pot confirma nemijlocit proprietatile structurale ale sistemului.

Cautarea unei anumite forme canonice este adeseori laborioasa
si revine la definirea matricei de transformare T.

8.5 Proprietatile structurale ale sistemelor liniare
Se considera sistemul descris de modelul de stare in forma:

x = Ax + Bu, (8.66)
y = Cx + Du.

Principalele proprietati structurale ale sistemului automat (8.64)
pe baza cdrora se rezolva problemele de analiza si sinteza sistemica sunt
controlabilitatea (accesibilitatea) si observabilitatea (constructibilitatea)
[1-6, 9, 13-15, 18, 20].

Controlabilitatea starii sistemului automat x(t) se obtine prin
variatia vectorului de intrare u(t), iar observabilitatea starii sistemului
automat x(t) se obtine prin masurarea vectorului de iesire y(t).

Astfel, rezulta doua probleme, care au o deosebitd importantad
pentru teoria sistemelor automate.

1. Se poate oare trecut sistemul automat din starea initiala
x(ty) = x, in oricare alta stare x(t;) pentru timpul t; > t, prin variatia
respectiva a vectorului de intrare u(t)?

2. Se poate oare, daca vom observa vectorul iesirii y(t) tntr-un
timp nemarginit, sa se determine starea initiala x(t,) = x, a sistemului
automat?

Prima problema se refera la notiunea de controlabilitate a unui
sistem automat.

A doua problema se refera in cadrul notiunii de observabilitate a
sistemului automat.

Controlabilitatea este proprietatea structurala a sistemul automat
care pune in evidenta posibilitatea determinarii unei astfel de conduceri
ca sistemul sd se transfere din starea initiald in starea finala.
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Definitie. Sistemul automat (obiectul de reglare) este
controlabil, daca se obtine in timpul t; (t; > t,) un vector de intrare
u(t), care transfera sistemul din starea initiala (x,,t,) Tn starea finald
x(t) = (x(tq), ty).

Daca sistemul automat este controlabil pentru orice valoare a lui
to si t; (ty >ty) si o comandda u(t) (t, <t <t;), care transfera
sistemul din starea initiala (x,,t,) Tn starea finala (xq,t;), atunci
sistemul este complet controlabil.

Pentru a determina controlabilitatea starii sistemului automat se
utilizeaza criteriul (sau teorema) Kalman reprezentat prin matricea de
controlabilitate R data de relatia [18]:

R =[BABA’B --- A" 'B] = rangR = n. (8.67)

Daca sistemul de matrice (4, B) este controlabil, atunci matricea
R are rangul n.

Daca matricea R va avea rangul n pentru y < n, atunci rangul se
calculeaza prin relatia:

rangR, = rang[B AB A’B --- AY"'B] =n. (8.68)

Daca sistemul de matrice (4, B) este controlabil, atunci cel mai
mic intreg k care satisface relatia (8.68) se noteaza prin y si este numit
indice de controlabilitate al perechii de matrice (A4, B) sau al sistemului.

Pentru verificarea controlabilitatii se utilizeaza metode directe si
metode indirecte. Prin metodele directe se evalueaza rangul matricei
controlabilitatii R.

Prin metodele indirecte se utilizeaza o etapd intermediard de
transformare a matricelor sistemului pentru a simplifica operatiile de
verificarearang R = n.

Utilizand definitia controlabilitatii, se deduce un criteriu de
verificare a controlabilitatii, care pentru un timp t; solutia ecuatiei de
stare se da:

0 = edlix, + ft": eAt=Y By (v)dr, (8.69)
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pentru care e4®: este nesingulari si din (8.69) se obtine:
—xo = [, e A" Bu(t)d. (8.70)
Prezentand matricea exponentiala din (8.70) in serie de forma:
e = ay (DI + oy (1)A + o (VA% + -+ + a1 (T)A™ 1 (8.71)

expresia (8.70) se transforma in forma:
—xo = Y13 AVB [ aj(Du(t)dr. (8.72)

Fiecare termen definit de integrald este un vector constant de
dimensiunea m x [:

v; = [* a(Du(r)d. (8.73)

Expresia (8.72) cu aplicarea relatiei (8.73) are forma:

Vo
v
—x,=[BABA*B - A" 'B]| ' |. (8.74)

Vn-1

Relatia (8.74) evidentiazd conditia ca orice vector —x, Se
exprima ca o combinatie liniara a coloanelor matricei (8.67).

O forma mai strictd de controlabilitate este normalitatea
sistemului (8.66).

Definitie. Sistemul (8.66) este normalizat daca fiecare
componentd a vectorului de comanda u separat asigura controlabilitatea
sistemului.

Daca sistemul (obiectul de reglare) este cu o singurd marime de
conducere dimu = 1, atunci B = b si matricea de controlabilitate este:
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R = [b Ab A%b --- A" 1b]. (8.75)

In acest caz, sistemul este complet controlabil, daca
determinantul matricei de controlabilitate este diferit de zero:

detR # 0. (8.76)

Exemplul 8.4. Se consideri sistemul (8.66) monovariabil n forma:
o= [o] =% allel+ LGl
sau in forma:
X, = Ai1x; + Apx, + byu,
X, = Ay,
unde matricea A este reprezentata prin blocurile A;;, A2, A,5.

Sistemului ecuatiilor de stare ii corespunde structura sistemului din figura
8.8.

25 5
1

Fig. 8.8. Structura sistemului automat

Din structura sistemului se constatd cad marimea de conducere u actioneaza
numai la blocul cu vectorul de stare x,, iar partea sistemului cu blocul vectorului de
stare x, nu este supusa actiunii marimii de conducere u.

in concluzie rezulti ci blocul cu vectorul de stare x; este controlabil, iar
blocul cu vectorul de stare x, nu este controlabil.m

Exemplul 8.5. Fie sistemul descris de functia de transfer de forma:

H(s) =28 = L

x(s)  s3+ays?+aqs+ag’

careia 1i corespunde ecuatia diferentiala:
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(@) +a;3(8) + a,y(0) + apy(t) = u(t).

Se cere sa se verifice controlabilitatea sistemului.
Solutionare: Se introduc variabile de stare:

X1 =Y, X1 =Y =X, X =Y = X3.

Ecuatia diferentiald intrare-iesire se prezintd cu sistemul de ecuatii
diferentiale Tn variabilele de stare de forma:

J'Cl = X2,
.).CZ = X3,
X3 = —QpX; — A Xy — ApX3 + U.

Introducand vectorul de stare x = [x; x, x3]7, sistemul ecuatiilor de stare
obtine forma vector-matriceala:

X1 0
X = xz X2 +10|u
—ao—a1 X3 1
sau forma:
x = Ax + bu,
unde

A=

003 fe=f)

Dupd ordinul sistemului n =3 se determind numarul componentelor in
matricea controlabilitatii care are forma:

=[p Ab A?b].

In continuare se calculeaza componentele matricei R:

LA (N
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0|, Ab =
1

b =




0 0 1
_ao_a1 az _ao_a1 az 1 a3 —a,

00 1
=[b Ab A?b]=(0 1 —a
1-a; a3 — a,
Se calculeaza determinantul matricei:
00 1
detR=1]0 1 —a; | =-1,

1—-a;a3—a,

care este diferit de zero si rezulta ca sistemul este controlabil.m
Exemplul 8.6. Sistemul multivariabil se descrie prin sistemul de ecuatii de

stare:
Xy 010 01
x=|[x]=100 1 10|u
X3 111 01
sau n forma:
X = Ax + Bu,
unde
010 01
A=100 1|,B=|10]
111 01

Se cere sa se verifice controlabilitatea sistemului.
Solutionare. Sistemul dupa stare este de ordinul n = 3, deci matricea de

contolabilitate are forma:

R=[B AB A®Bl

Se calculeaza componentele matricei R:
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01
10|,AB =
01

010][01 11
o0 1/|10]-19|
1111101 11
0 10][0 107101 21
00 1”0 0 1”10]=[10].
11111111101 21

Rezulta matricea de controlabilitate:

R=[B AB A?B]=

(SRR
[ ==
N RN

1
0 il
1
de unde se determina rangul r = 2, care este mai mic decat ordinul sistemului n = 3.

Pentru determinarea rangului matricei R se calculeazd minorii matricei dupa

care se stabileste rangul.
Conform criteriului de controlabilitate (8.67), sistemul nu este complet

controlabil.m
Observabilitatea este o proprietate structurala a sistemului

automat care pune in evidentd posibilitatea determindrii unei stari din
prelucrarea marimii masurate y(t) a iesirii.

Definitie. Sistemul (obiectul de reglare) este observabil, daca
pentru masurdrile (observarile) obtinute y(t) si u(t) pentru un interval
determinat de timp t, <t < t; se poate obtine numai o stare initiala
x(ty) = x,.

Pentru realizarea masurarilor (observarilor) in sistemul real este
necesar a asigura accesibilitatea la marimile masurabile ale sistemului.

Sistemul automat este complet observabil, daca sunt observabile
toate starile sistemului In orice moment de timp.

Pentru determinarea observabilitatii sistemului automat se
foloseste criteriul (sau teorema) Kalman exprimat prin matricea de
observabilitate Q data de relatia:

0
1
0

[ = R

o=| ¢ (8.77)
CA;Q—l
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sau in forma transpusa:
QT — [CT ATCT (AT)ZCT (AT)n—lcT].

Daca perechea de matrice (C,A) este observabild, atunci
matricea de observabilitate Q are rangul n:

rangQ = n. (8.78)

Observabilitatea sistemului automat se obtine din proprietatile
matricelor A4 si C.

Dacda matricea Q are rangul n pentru p <n exprimat prin
relatia:

rangQ, = rang[C" A"C" (AT)?CT--- (AT)*1CT], (8.79)

atunci cel mai mic intreg k pentru care rangQ = n se noteaza prin W si
se numeste indice de observabilitate al perechii de matrice (C, A) sau al
sistemului.

Daca sistemul (obiectul de reglare) are o singurd marime de
conducere dimy = 1, y = ¢Tx + d"u si matricea de observabilitate are
forma:

c
cA

Q= : (8.80)
cA;l‘1
sau forma transpusa:

QT — [CT ATCT (AT)ZCT"' (AT)n—lcT].

In acest caz, sistemul (obiectul de reglare) este complet
observabil, dacd determinantul matricei de observabilitate este diferit de
Zero.
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detQ # 0. (8.81)

Problema inversd a constructiei vectorului de iesire y(t) din
vectorul x,(t) care se da reprezinta proprietatea de constructibilitate. O
pereche de matrice (C, A) observabila este si construibild, dar sistemul
construibil nu este si observabil.

Pornind de la definitia matricelor de controlabilitate R si
observabilitate Q, se constatd cd proprietatile de controlabilitate si
observabilitate sunt duale. Daca perechea de matrice (C,A) este
observabild, atunci perechea de matrice (A7, CT) este controlabild si
daca perechea de matrici (4, B) este controlabild, atunci perechea de
matirce (BT, AT) este observabili.

Acest moment este usor de verificat, fiindcd dacad rangR = n,
atunci rangR” = n.

O realizare minimala pentru un sistem constata ca sistemul este
complet observabil si complet controlabil si rangQR = n.

Astfel, studierea tripletului de matrice (4, B,C) permite a
determina proprietatile principale ale sistemul automat: accesibilitatea,

observabilitatea, controlabilitatea si constructibilitatea.
Exemplul 8.7. Sistemul este descris de ecuatia diferentiala de ordinul doi:

a;y(t) — a;y(t) + aoy(t) = bu(t),
unde coeficientii au valorile numerice a, = 2, a; =4,a,=1,b = 1.

Ecuatia diferentiald initiala se prezinta in forma monica (coeficientul a, = 1)
si dupa transformarile respective cu datele numerice are forma:

y(t) — 2y(t) + 0.5y(t) = 0.5u(t).

Se cere si se verifice observabilitatea sistemului.
Solutionare. Se introduc variabilele de stare:

X=X =Y =X, X =Y
si se obtine sistemul ecuatiilor de stare si ecuatia iesirii:

561 = Xy,
5(2 = _O.le + sz + 0.5u,
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sau Tn forma vector-matriceal:

*= [2] N [—8.5 %] [2] + [0?5] w

y=1[1 0]x,
Ssau
x = Ax + bu,
y = c"x,
unde

A=[—g.5 %J’b=[0(.)5]’cr=[1 0].

Sistemul este de ordinul doi si matricea de observabilitate (8.77) contine doua
componente:

Q=1I[c" cTA"].

Se calculeaza componentele matricei:
T _ T AT _ —-05 21_710
=l 1.ca" = [ > =[]

Se calculeaza matricea de observabilitate:

1 0
— [T AT AT] =
o=l carl=[; |
Se calculeaza determinantul matricei de observabilitate:
_ |1 0] _
detQ = | 0 1= 1

si rezultd ca sistemul este complet observabil, deoarece determinantul nu este egal cu
zero.m

Exemplul 8.8. Se considera sistemul de ordinul n = 3 descris de ecuatiile de
stare Tn forma:

X1=X2—u,
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J‘Cz = le + 2X3 + u,
)'Cz = —le + ZX3 —u,
Yy = —2x1 + X;.

Se cere sa se verifice observabilitatea sistemului.
Solutionare. Sistemul de ecuatii se prezinta in forma vector-matriceala:

X 0 1 07[*%1 -1
x=[x]=|5 0 2|[*2|+]| 1 |u,
X3 -2 0-211x3 -1
y = —2x1 + Xy,
x = Ax + bu,
y=cx,
unde
010 -1
A=|5 0 2|,b=| 1],cT=[-2 1 o0l
-2 0-2 -1

Se determina matricea de observabilitate cu trei componente:

2 5 -14
Q=I[c" ATc" AM)2T] = [1 -2 5 l
02 -8

pentru care se calculeaza determinantul matricei:

[2 5 —14]
detQ =|1-2 5 | =24
02 -8
Conform conditiei (8.81), sistemul este complet observabil.m
In continuare se analizeazi un sistem pentru care se obtin forme
de descriere intrare-stare initiala-iesire, proprietati, realizari minimale.

Exemplul 8.9. Este dat sistemul automat descris prin relatia intrare-stare
initiala-iesire de forma:

y(t) = e tx;(0) + e %x,(0) + e 3tx5(0) +
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+ fot[e_(t‘e) + 2e72(70) 4 £=3(=0)]y () de.

Se cere sa se determine:

1. Vectorul functiilor de baza.

2. Matricea de tranzitie normata a starii.

3. Raspunsul la impuls al starii.

4. Modelul matematic intrare-stare-iesire (IST).

5. Verificarea relatiilor dintre matricea de tranzitie si raspunsul la impuls al
starii sistemului.

Rezolvare 1. Componentele vectorului functiilor de baza se obtin prin
identificarea raspunsului la intrarea nula dat de relatia:

y(@) = yi () + y(0),
yi(®) = @™ (t)x(0),

unde
@1(t)

@) = [@2(8),
¢3(t)
Y1) = @1(£)x1(0) + @2 (£)x2(0) + @3(t)x5(0),
r(®) = [, w(t — )u(6) de.
Tn baza expresiilor de mai sus se determina vectorul functiilor de baza:
et
o) = Ie'”l-
o3t

2. Matricea de tranzitie a starii se construieste cu componentele vectorului
functiilor de baza:

Qo) = [P1(1) P2(1) Ps(O)| =|—e™t —2e7% —3e73|.

@1(8) @2(t) @3(t) [e't e2t e3¢
O1(t)  92(8) 93(0) et 4et 9e~*

1 1 1
@o(0) = [—1 -2 -3 # I3ys.
1 4 9l
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Rezultd cd matricea de tranzitie a starii @,(t) este nenormata.
Pentru normarea acestei matrice se utilizeaza relatia matriceala:

@) = @, () ;(0),

unde
-6 -5 -1 3 5/2 1/2
<po‘1(0)=—5[6 8 2 =[—3 —4 —11,
—2 -3 -1 L1 372 172
3ot _ 32t 4 o3t %e‘r—ﬂl—e_zt +§e—3r %e_t—e_2r+§e_3r
@(t)=|—-3e "+ 6e7% — g% —ge't +8e72t + %e‘gt —%e" + 272 _Zp7E

3. Raspunsul la impuls al starii este vectorul de forma:
w(t)

w(t) = (w(t)|,

w(t)

unde w(t) = e~t + 2e 7%t + e3¢ i se obtine din identificarea raspunsului fortat.
Inlocuim pe w(t) Tn w(t) si se obtine:

e t+2e7 %t +e73t
w(t) = |—e " —4e 2t —3e73|.
et +8e7% + 973t
4. Se determind modelul matematic intrare-Stare-iesire:

x(t) = @(0)x(t) + w(0)u(t),

y(t) = @ (0)x(t),

unde
0 1 0
<p(0)=[0 0 1|=4,b=w0)=[4 -8 18],
-6 —-11 -6

cF=@"0)=[1 1 1N x=[x1 x2 x3]T.

5. Se verifica prin calcul cé relatia dintre matricea de transfer si raspunsul la
impuls al starii este:
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w(t) = @(0)w(0)
si utilizdnd ecuatiile de stare si de iesire se obtine:

x(t) = @(®)x(0) + [, w(t — 8)bu(8)ds,

y(®) = c"@(®)x(0) + [ " @(t — B)u(6)do.m
Exemplul 8.10. Se da sistemul automat descris prin sistemul ecuatiilor de

stare:

% (1) = =3x,.(t) + x,(t),
X, (t) = =2x,(t) + u(t),
y(@) = x,(0).
Tn reprezentarea vector-matriceala de stare sistemul de mai sus ia forma:
x(t) = Ax(t) + bu(t),

y(t) = cTx(t),

unde

a=[3 o=l =l

Se cere sd se determine:

1. Vectorul functiilor de baza.

2. Raspunsul la impuls al sistemului.

3. Ecuatia intrare-stare initiala-iesire.

4. Matricea de tranzitie normata a starilor.

5. Functia de transfer a sistemului.

6. Matricea de controlabilitate si observabilitate a sistemului si sa se
precizeze natura acestora.

Rezolvare.

1. Se calculeaza vectorul functiilor de baza, aplicand transformata Laplace
ecuatiei matriceale de stare si Se obtine:

sx(s) —x(0) = Ax(s) + bu(s),

y(s) = c"x(s).
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Din acest sistem, dupa unele transformari, se determina vectorul de stare si se
calculeazd marimea de iesire:

x(s) = (sI — A)"*x(0) + (sI — A)"*bu(s),
y(s) = " (sI = A)7'x(0) + c"(sI — A)~'bu(s) = y,(s) + ys(s).
Se prezenta raspunsul sistemului Tn domeniul timpului:
y(©) =L y()] = L7 (s = A)7'x(0)] + L7 (sT — A~ bu(s)] =
= y,(t) + y7(£) = @7 ()x(0) + [, w(t — )bu(6)de,

unde

[1 O][—SZ si3]
s2+3s+2 -

@' () =L c"(sI-A ] =171

=1 [[ s 1 ” =[—e~t 42072t ot — o2t].

s2+35+2  s2+35+2

2. Se determina raspunsul la impuls al sistemului:

524+3s+2

S 1 0
w(t) =L Y [c"(sI —A)~'b] = Lt [M] _

_ 1 _ _
=L1[ ]:et_ezt.
52+43s+2

3. Se determina ecuatia intrare-stare initiala-iesire:

y(®) = (—e™" +2e72)x;(0) + (67" — e7*)x,(0) +

+ [ le=@0) e=2E-0]u(0)do.

4. Matricea de tranzitie normata a starilor se determina prin relatia:

N 1
- 17 _ 7—1 |G+D(s+2)  (s+1)(s+2)| _
(p(t) - L 1[(51 - A) 1] - L ! -2 s+3

(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

[ e t+2e72 et —e72t
T l—2et+2e7% et — e'”]’
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de unde se obtine:
@(0) = Iy

Matricea de tranzitie a starilor se poate calcula cu aplicarea directd a
definitiei acesteia prin intermediului vectorului functiilor de baza:

T _ _ _ _
@ (1) [—et+2e 2t et—er]
t = = )
®o(t) [(i)T(t) et —4e %t  —et 42072
iar
(1 0
@o(0) = _3 1],

dar care nu este normata.
Pentru normarea matricei se utilizeaza relatia matriceala:

o) = @y (D@ (0).

5. Se determind functia de transfer a sistemului care este transformata
Laplace a raspunsului la impuls, w(t):

H(s) = Lw(t)] = L[e™t — 2] = — — L 1

s+1 s+2 (s+1)(s+2)

Functia de transfer a sistemului se poate calcula si pe baza relatiei matriceale:

[1 0][ s ! ][0] 1
o7 AN-1p — -2 s+3llal _
H(s) =c"(sI—A)""b s243542 (s+1)(s+2)’

6. Pentru studiul controlabilitatii sistemului automat se determina matricea
fundamentala de controlabilitate:

_ _J0 1 _[-3 173101 _[-3*0+1%17_11

R=[b Ab]= 1 0] (Ab_[—Z 0 '[1]_[—2*0+0*1 h [0])'

Pentru ca sistemul s& fie complet controlabil este necesar ca detR # 0 si in
acest caz detR = —1. Rezulta ca sistemul automat este complet controlabil.

7. Pentru studiul observabilitatii sistemului se determind matricea
fundamentala de observabilitate:

1 —3]
= T = = 1
Q=I[c A" [0 1

Sistemul automat va fi complet observabil daca detQ # 0 si in acest caz

detQ = 1. Rezulta ca sistemul este complet observabil.
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Tn rezultat, sistemul automat este complet controlabil si complet observabil.m
Chestionar si probleme

1. Care este diferenta dintre modele intrare-iesire si intrare-stare-iesire?
2. Ce reprezinta ecuatiile de stare si variabilele de stare?
3. Se considera ecuatia diferentiala care descrie sistemul automat:

a,y®(©) + as¥(©) + a;5(0) + a,y(6) + aoy(t) = bu(?).
Se cere sd se obtina ecuatiile de stare si forma vector-matriceala.

4. Ce proprietati ale sistemului reprezintd matricea A in ecuatia vector-
matriceala?

5. Cum se determina iesirea sistemului prin variabilele de stare?

6. Explicati notiunea de realizare a functiei de transfer a sistemului.

7. Care este sensul fizic al notiunii de controlabilitate a sistemului?

8. Care este sensul fizic al notiunii de observabilitate a sistemului?

9. Cum se determina controlabilitatea sistemului?

10. Cum se determina observabilitatea sistemului?

11. Se considera ecuatia diferentiald a sistemului automat din exemplul din
p.3. Determinati forma de realizare canonica controlabila.

12. Se considerd ecuatia diferentiald a sistemului automat din exemplul din
p.3. Determinati forma de realizare canonica observabila.

13. Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

Hy(s) = “ =

azs3+azs?+ajs+ag  3s3+6s2+55+4"

Calculati ecuatiile de stare ale sistemului inchis si forma vector-matriceala.

14. Utilizdnd matricea A obtinutd n p. 13, prezentati matricea de transfer
H(s) a sistemului.

15. Pentru matricea A obtinutd in p. 14, prezentati ecuatia caracteristica a
sistemului.

16. Se considera functia de transfer a sistemului deschis Tn punctul 13 si se
cere sd se verifice controlabilitatea sistemului Tnchis.

17. Se considera functia de transfer a sistemului deschis Tn punctul 13 si se
cere sa se verifice observabilitatea sistemului inchis.

18. Explicati notiunea de matrice a tranzitiilor de stare.

19. Se considera sistemul de ordinul n = 3 descris de ecuatiile de stare:

X1 = x1+Uy,
Xy = x3 + Uy,
X, = —x3 + au,
Determinati controlabilitatea sistemului automat.
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9 SINTEZA SISTEMULUI DE REGLARE AUTOMATA

9.1 Structura sistemului de reglare automata

Tn etapa actuald de proiectare a sistemului automat exista doua
clase de probleme contradictorii.

1. Sistemul automat trebuie s fie robust stabil (stabilizarea
regimului de functionare si garantarea marginii de amplitudine si faza)
la modificarea parametrilor sub actiunea diversilor factori interni si
externi.

2. Sistemul automat sa aiba performante ridicate in regimurile
tranzitorii si Stationare (precizie Tn regim stationar, rapiditate, timp de
reglare redus, rejectia actiunilor perturbatiei etc.) la actiunea semnalelor
de referinta si perturbatei.

Construirea unui sistem automat se realizeaza prin calculul
energetic la alegerea si dimensionarea elementelor functionale ale
sistemului (fig. 9.1), alcatuitd din elementele din canalul direct:
elementul de amplificare (EA) cu f.d.t. Hy(s), elementul de executie
(EE) cu f.d.t. Hg(s), procesul (P) cu f.d.t. Hp(s), iar in canalul de
reactie traductorul (Tr) cu f.d.t. Hy-(s). Asupra sistemului actioneaza
semnalele de referinta r(s) si perturbatia p(s). Marimea u(s) este
marimea de conducere/reglare, y(s) — marimea de iesire (marimea
condusa/reglata), €(s) — eroarea sistemului, y,.(s) — semnalul reactiei.

___________________________________

r(s) ~ &(s) u{sji
Hy(s) »

()

Hp(s)

o
~—
ta
P
h

Fig. 9.1. Schema bloc structurala a sistemului de reglare automata

Structura sistemului este alcatuitd din minimul de elemente
functionale necesare pentru functionarea lui si este numitd structurd
conventionala a sistemului automat [1, 4, 7-9, 11, 15, 18, 21].

In procesul de functionare al sistemului automat, ansamblul din
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elementul de executie EE, procesul condus P si traductorul Tr (figura
incadrata cu linie intreruptd) nu isi modificd parametrii si atunci acest
ansamblu este numit partea fixata (PF) a sistemului cu f.d.t. echivalenta
a conexiunii in serie:

Hpp(s) = Hg(s)Hp(s)Hy-(S) (9.1)

si structura sistemului se reduce la structura datd in figura 9.2.

+|p(s)

T o) B e (91— )—T—>y )

Fig. 9.2. Schema structurala a sistemului de reglare automata

Ambele structuri ale sistemului automat urmaresc acelasi scop
de a realiza sistemul stabil si cu performante impuse.

Conceptual structura sistemului automat din figura 9.1 poate sa
nu corespundd cerintelor de stabilitate si performantelor impuse
sistemului. Din aceste considerente este strict necesar ca in structura
sistemului sa fie introduse elemente adugatoare conectate in modul
corespunzator pentru a realiza cerintele impuse sistemului.

In sistemul automat se determind eroarea (abaterea) dintre
semnalul referintei ca semnal etalon si semnalul marimii masurate a
iesirii sistemului:

e(t) =r(t) —y(0), (9.2)

care are rolul decizional.
reglare automata.

1. Tn structura sistemului automat (fig. 9.1) se introduc elemente
de corectie conectate In modul corespunzator.

2. Tn structura sistemului automat (fig. 9.2) cu partea fixati cu
f.d.t. Hpr(s) se substituie amplificatorul cu f.d.t. Hy(s) cu regulatorul
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automat cu f.d.t. Hiz(s), pentru care se sintetizeaza algoritmul de reglare
— marimea de conducere care este functie de eroarea sistemului:

u(t) = f(e(@). (9.3)

Algoritmii liniari tipici au fost expusi in punctul 1.5.2.

Definitie. Conducerea (reglarea) automatd este un proces
sistemic decizional pe baza erorii, evoluand in mod automat, duce la
anularea erorii stationare € = 0.

Tn sistemul de urmirire functia de reglare — anularea erorii este
urmarirea cat mai fidela de catre marimea de iesire y(t) a referintei.

Tn sistemul de rejectic a perturbatiilor se asigurd mentinerea
constanta (la o valoare prescrisd), independent de perturbatii, a marimii
de iesire a sistemului. In cazul masurarii perturbatiilor, decizia in
sistemul de rejectie a perturbatiilor masurabile se realizeaza pe baza
masurarii acestora.

In cazul prezentat eroarea sistemului se prelucreaza cu cea mai
elementara strutura de regulator. Structuri flexibile de regulatoare se
obtin cand se prelucreaza decizional, diferentiat semnalul referintei
r(t), marimii de iesire y(t), erorii €(t) si perturbatiei p(t), obtinand
structuri de regulatoare cu multiple grade de libertate, care pot asigura o
evolutie dorita a sistemului proiectat atat in raport cu referinta, cat si in
raport cu perturbata.

In rezultatul proiectirii sistemului automat la o referinti
constanta, acesta trebuie sa fie fizic realizabil, stabil si robust la variatia
parametrilor obiectului condus si sd asigure performatele impuse in
regimul tranzitoriu si stationar al sistemului.

9.2 Formularea problemei de proiectare a
sistemului de reglare automata

Pentru sinteza unui sistem de reglare atomatd se impune
definirea obiectivelor si cerintelor de performantd necesare in alegerea
unei solutii optimale de automatizare a procesului condus.

Sinteza unui regulator presupune parcurgerea a trei etape:
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1. Sinteza modelului optimal al regulatorului.

2. Sinteza structurii optimale de realizare a modelului optimal al
regulatorului.

3. Sinteza parametrilor optimali ai regulatorului, care mai este
numitd acordarea parametrilor regulatorului.

Pornind de la structura sistemului din figura 9.2, se formuleaza
problema de proiectare a algoritmului de conducere/reglare ce
reprezenta o procedura de parcurgere a urmatoarelor etape:

1. Se considera modelul matematic al procesului condus in
forma functiei de transfer cu parametrii cunoscuti.

2. Se impun performantele sistemului automat proiectat.

3. Pornind de la modelul obiectului si performantele impuse, in
baza unor proceduri se construieste functia de transfer a sistemului
automat inchis:

_ _Hr(S)Hpr(s) _ B(s)
Ho(9) = e tipre — acy ™ =T (94)

unde m < n este conditia de realizabilitate fizica a sistemului.
4. Se sintetizeaza algoritmul de conducere din (9.4) n forma
functiei de transfer:

_ HE 1 _e®
He(S) = i@ ime® ~ piy M ST (99)

unde Q(s) si P(s) sunt polinoamele cu parametrii necunoscuti ai
regulatorului si mg; <mn, este conditia de realizabilitate fizicd a
regulatorului.

5. Verificarea realizabilitdtii algoritmilor sintetizati si analiza
conditiilor de implementare pe suport tehnic. Algoritmul de conducere
elaborat pentru un sistem automat este util si eficient, daca este
implemantabil pe suport tehnic cu erori minime. Se face o alegere
optimd a echipamentului tehnic care asigurd implementarea cat mai
precisa a algoritmului de conducere.

6. Validarea solutiei obtinute prin simularea sistemului si
analiza performantelor acestuia implementat pe procesul condus.
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Daca performantele obtinute corespund cerintelor impuse, atunci
procedura de proiectare s-a realizat. Tn caz contrar, se reia procedura de
proiectare cu acordarea parametrilor regulatorului pe procesul in regim
de functionare.

9.3 Modele matematice ale obiectelor de conducere

In realitatea ce ne inconjoard exista diverse tipuri de procese
industriale, tehnologice, instalatii tehnologice, masini etc., care produc
diferite bunuri materiale, diverse servicii Tn domeniul activitatii umane.

Procesele pot fi clasificate dupd mai multe criterii: stationare,
nestationare, termice, electrice, chimice etc. [1-4, 8, 11-13, 16-22].

Din diversitatea proceselor tehnologice se pot evidentia un
numar redus de procese simple tipice, care prin combinarea acestora se
obtin procese complexe 1n industrie (nu se refera la procese chimice si
biologice):

1. Procese mecanice:

1.1. Procese cu viteza liniara.
1.2. Procese cu viteza unghiulara.
2. Procese termice si de difuzie:
2.1. Procese de incalzire si racire.
2.2. Procese de uscare si umezire.
2.3. Procese de evaporare.
2.4. Procese de dizolvare.
2.5. Procese de precipitare (depunere) din suspensii.

3. Procese pneumo-hidraulice:

3.1. Procese de umplere/golire a rezervorului cu granule.
3.2. Procese de umplere/golire a rezervorului cu gaze.
3.3. Procese de umplere/golire a rezervorului cu lichid.

In calitate de parametri tehnologici care determini starea
procesului se utilizeaza marimile: temperatura, debit, presiune, nivel,
concentratie etc.

Se evidentiaza procese simple si complexe. Procesele simple se
prezinta dintr-0 capacitate, iar cele complexe — din doua si mai multe
capacitati in care evolueaza procesul.
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Se prezinta exemple de procese industriale si tehnologice.

1. Se considera un recipient tehnologic de acumulare a lichidului
(fig. 9.3) cu sectiunea transversala S, in care prin conducta C; curge
fluxul Qq, iar prin conducta C, se extrage fluxul Q, si in rezultat se
acumuleaza o cantitate de lichid de volumul V.

€,

Fig. 9.3. Recipient tehnologic

Pentru descrierea dinamicii acestui proces de acumulare a
lichidului in recipient se aplicd legea bilantului material care se exprima
n forma:

SAL = (Q1(t) — Q2(D)AL, (9.6)

Sau

dL(t)

L0 = 0,0 - Q2(0) = 20(®) = Q(), (9.7)
unde S este sectiunea transversala, m?, L — nivelul lichidului acumulat,
m, care este marimea de iesire, () este abaterea ca marime de intrare.

2. Se considerd o masa m, care este necesar a fi pusa in miscare.
Asupra masei actioneaza forta Py, iar forta de rezistentd este forta de
frecare P,, marimea de iesire va fi viteza de miscare v.
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Pentru descrierea dinamicii acestei mase se aplica legea lui
Newton care are forma:

dv(t) _
ac

P (t) = Pp(t) = AP(t) = P(1), (9.8)

unde m este masa, kg, v — viteza de miscare ca iesire, m/s, P — este
marimea de intrare.

3. Se considerd un motor ideal simbolic prezentat in figura 9.4
cu simbolizarile: marimea de intrare r(t) in baza careia se dezvolta
momentul dinamic M;, marimea de iesire n(t) sau w(t) — viteza
unghiulara a rotorului in jurul axei, marimea Mg — cuplul de sarcind sau
perturbatia.

lMs{t)

r(t) n(t)
— M e

Fig. 9.4. Motor ideal

Pentru descrierea dinamicii motorului ideal (se neglijeaza
momentul de frecare) se aplica legea arborelui (legea Newton,
D’Alambert), care are forma:

dw(t)
dt

J = Mg(w) — Ms(w) = AM(w) = M(w),  (9.9)
unde J este momentul de inertie al rotorului, Nm?, w — viteza unghiulari
a rotorului - iesirea, s™*, M; — momentul dinamic dezvoltat de motor,
Nm, Mg — momentul de sarcina sau de rezistentd, Nm, M — este intrarea.

In exemplele de mai sus mérimile S este sectiunea transversala,
m — masa, si /] — momentul de inertie care exprima proprietatile interne
ale proceselor respective.

Din exemplele analizate, rezulta ca ecuatiile diferentiale, care
descriu dinamica proceselor, sunt similare dupa forma si de acelasi
ordin.
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In baza acestei constatiri se di forma generalizatd a descrierii
proceselor simbolic reprezentata in figura 9.5 cu urmatoarele notatii.
Semnalul marimii de intrare x(t), ce caracterizeaza valoarea
instantanee a actiunii energetice sau fluxul de substanta si la procese in
miscare reprezintda forta sau momentul, la procesele hidraulice sau
pneumatice este fluxul de intrare al lichidului sau gazului, la procesele
termice este cantitatea de caldurd etc., y(t) - semnalul marimii de
iesire, care la miscare este viteza, la incalzire - temperatura, la umplerea
rezervorului cu gaz (lichid) — presiunea etc., L - proprietatea interna
care determind intensitatea modificarii in timp a marimii de iesire.

lL

y(t)

>

x(t)

—P

Fig. 9.5. Model de proces

Ecuatia diferentiala care descrie evolutia (dinamica) unui proces
generalizat (fig. 9.5) cu notatiile introduse are forma:

dy(t) _
LT = X(t) (910)
sau
ay() _ 1
- LX(t). (911)

Dupa integrarea ecuatiei (9.11) se obtine forma integrala:

y(t) =1 J, x(Ddt. (9.12)

Expresia (9.12) descrie dinamica unui element integrator, unde
constanta de timp de integrare se determina de valoarea numerica a
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parametrului L, ce caracterizeaza proprietatea internd si exprima inertia
evolutiei procesului condus.

Pentru conducerea proceselor, indiferent de tipul proceselor, este
necesar sd fie cunoscute proprietdtile interne si in baza acestora se
elaboreaza algoritmii de conducere.

Se considera un proces condus cu o capacitate in regim de
functionare care are proprietatile:

1. Proprietatea de acumulare/disipa a energiei, materiei etc. care
exprima inertia procesului.

2. Proprietatea de autoreglare sau autostabilizare a starii
procesului.

3. Timpul mort.

Dinamica procesului se descrie prin ecuatia diferentiala cu
inertie de ordinul unu cu timp mort de forma:

d
To 8 + py () = x(t — 1), (9.13)

unde T, este constanta de timp a obiectului cu dimensiunea s, care
exprimd proprietatea de inertie (acumulare), p — coeficientul de
autoreglare, adimensional, care exprimd proprietatea procesului de
stabilizare dupa ce a fost excitat de un semnal (prin modificarea
conditiilor initiale sau aplicarea unui semnal), Tt — timpul mort cu
dimensiunea s, pe durata acestuia la iesirea obiectului semnalul este
egal cu zero.

Marimile Ty, p, T se numesc parametrii obiectului condus si
exprima proprietatile respective - inertia, autoreglarea si timpul mort.

Ecuatia (9.13) mai putin este aplicatd in practica si, din aceste
considerente, se aduce la forma canonicd, impartind toti termenii din
partea stanga si dreapta la coeficientul p, care are forma:

T2 4y (1) = kx(t — ), (9.14)

unde T =T,/p este constanta de timp a procesului, k =1/p —
coeficientul de transfer al obiectului condus, t — timpul mort.

325



Tn acest caz, parametrii obiectului condus (reglat) sunt T, k, T,
care exprima proprietatile procesului real.

Dupa proprietatea de autoreglare a obiectului de reglare rezulta
o clasificare a obiectelor (fig. 9.6).

1. Daca p > 0, atunci obiectul are regim stabil de functionare si
este numit obiect static.

2. Daca p < 0, atunci obiectul are regim instabil de functionare
si se numeste obiect instabil.

3. Dacd p =0, atunci obiectul are regim de integrare si se
numeste obiect astatic sau neutru.

*y(0)

Fig. 9.6. Clasificarea modelelor de procese

Pentru ecuatia diferentiala (9.14) functia de transfer are forma:

H(s) =%— (9.15)

Pentru a optine modelele matematice ale proceselor se utilizeaza
proceduri de identificare:

1) metode analitice;

2) metode experimentale;

3) metode analitico-experimentale.

Metodele analitice constau Tn aplicarea legilor fundamentale
care guverneaza procesul pentru a obtine modelul matematic al
obiectului de reglare. Prin aceste metode este dificil a fi obtinut
rezultatul scontat.

Metodele experimentale au o larga utilizare si se reduc la
ridicarea caracteristicilor de timp (raspunsul indicial, functia pondere) si
functiilor frecventiale si prin proceduri de identificare se determind
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modelul matematic al obiectului de reglare in forma functiei de transfer
Cu parametrii cunoscuti.

Metodele analitico-experimentale se aplica in mod combinat de
determinare a modelului matematic al obiectului de reglare cu
parametrii cunoscuti.

Tn aceasti etapa se analizeazi procesul pentru a cunoaste sursele
de energie si modul de utilizare a acestora, a variabilelor masurabile, a
marimilor de calitate specifice procesului, natura fizica si
particularitatile perturbatiilor, care actioneaza asupra procesululi,
regimul stationar de functionare si mediul in care evolueaza pentru a
adopta o solutie de automatizare.

Tn urma analizei de proces se vor alege, dimensiona si pozitiona
traductoarele si elementele de executie in functie de regimul de
functionare selectat al procesului si a variabilelor masurabile si
controlabile.

Traductoarele (senzorii) au functia de culegere a informatiei din
proces prin masurarea si conversia marimilor fizice ce asigura
informatia necesara pentru deciziile de conducere a procesului. Tn
cazurile cand unele marimi fizice nu pot fi masurate, atunci pot fi
generate informatii despre proces dupa unele observatii si masurdri
indirecte, care conduc la ideea de senzor virtual.

Traductoarele se aleg din conditia de satisfacere a unor cerinte:
natura fizicA a marimilor masurate, precizie ridicatd de masurare
(rezolutia traductorului), liniaritatea caracteristicii statice, sensibilitatea
si capacitatea de rejectie a zgomotelor, finetea si fidelitatea, viteza de
raspuns (dinamica), robustete (viguros, rezistent), pret de cost,
compatibilitate cu mediul in care evolueaza procesul.

Traductoarele, care contin in structura lor elemente sensibile si
adaptoare de semnal, furnizeaza marimea masurata ca semnal unificat
(cel mai utilizat de curent continuu 4-20 mA).

Elementele de executie regleaza fluxurile de energie (substanta)
din procesul condus.

Elementele de executie, datorita proprietatile lor, pot ridica sau
reduce performantele sistemului automat.

Alegerea, dimensionarea si pozitionarea elementelor de executie
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se efectueaza in baza criteriilor: forta sau cuplul dezvoltat, domeniul de
liniaritate al caracteristicii statice cat mai ridicat, dinamica (viteza de
raspuns cat mai mare si precizie ridicatd) elementului si compatibilitatea
cu dinamica procesului, capacitatea organului de executie pentru
asigurarea fluxului de energie necesar compensarii perturbatiilor,
compatibilitatea elementului de executie cu mediul industrial, robustete
si sigurantd ridicata in functionare in medii dificile, greutate specifica
cat mai redusa si pret de cost cat mai redus.

Performantele sistemului de reglare automata pot fi influentate
de proprietatile neliniare esentiale ale elementelor de executie.

Tendintele dezvoltarii domeniului elementelor de executie
conduce la dezvoltarea unor elemente de executie inteligente cu ridicata
compatibilitate, atdt cu instalatia tehnologica (procesul), cat si cu
sistemele numerice de conducere in timp real.

Ansamblul alcatuit din elementul de executie, instalatia
tehnologica (procesul) si traductorul, in regim de functionare,
parametrii acestora nu se modifica si se numeste partea fixata.

Se considerd dinamica elementelor partii fixate descrisa de f.d.t.
cu inertie de ordinul unu a elementului de executie, a procesului condus
si a traductorului:

ktr
+1

Hg(s) = Hp(s) =

He(s) = (9.16)

si se realizeaza conditia cand constantele de timp ale elementului de
executie si ale traductorului sunt cu mult mai mici decét constanta de
timp a procesului: Ty < Tp si Ty < Tp.

Tn acest caz, f.d.t. echivalentd a conexiunii serie a partii fixate
este:

Hpp(s) = Hp(s)Hp(s)Hy (5) = ke Ko

TES+1Tps+1 Tges+1

~ kekpker _ Kk (9.17)

Tps+1 TpS+1,

unde k = kgkpk,, este coeficientul de transfer al partii fixate.
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La proiectare se utilizeaza atdt modele intrare-iesire, cat si
modele intrare-stare-iesire ale obiectelor conduse. Cel mai larg utilizate
modele pentru descrierea obiectelor conduse sunt modelele intrare-
iesire parametrice (ecuatii diferentiale, functii de transfer) si
neparametrice (caracteristicile frecventiale, raspunsul indicial), care se
obtin dupa prelucrarea datelor experimentale.

Pentru determinarea modelului matematic de aproximare al
raspunsului procesului se parcurg urmatoarele etape.

1. Se determind procesul tehnologic si se analizeazd evolutia
procesului.

2. Se determind parametrii procesului cu valoarea nominala si
eroarea admisibila.

3. Se alege si se dimensioneaza traductorul cu datele necesare
pentru masurarea parametrului tehnologic cu eroarea data in proces. Se
analizeaza caracteristica statica si dinamica a traductorului.

4. Se alege si se dimensioneaza elementul de executie.

5. Se aplica semnalul de proba treaptd unitara, se ridica si se
inregistreaza raspunsul indicial al procesului.

6. Prelucrarea datelor experimentale si determinarea modelului
matematic de aproximare al procesului analizat.

Se da un exemplu de determinare a modelului matematic al unui
proces pe cale experimentald. La intrarea procesului s-a aplicat
semnalul treapta unitara 1(t) si s-a ridicat raspunsul indicial h(t), care
este reprezentat in figura 9.7.

F Y h(t) 5 hst

k —

A t,s
0 T 3 T

- -
- Ll

Y

Fig. 9.7. Raspunsul indicial al obiectului de reglare
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Procedura de determinare a modelului obiectului dupa curba
experimentala se reduce la etapele:

1) pe curba se alege punctul de inflexiune I, Tn care derivata
(viteza) 1si schimba semnul,;

2)in punctul T la curba se traseaza tangenta AB pana la
intersectia cu axa absciselor si regimul stationr;

3) se determind proiectia tangentei pe axa absciselor si acest
segment de timp reprezinta constanta de timp T a procesului;

4) segmentul pe axa absciselor de la originea O pana la punctul
A de intersectie a tangentei cu axa absciselor reprezinta timpul mort T al
procesului;

5) coeficientul de transfer este valoarea regimului stationar k =
= hse/ 1

In rezultatul procedurilor efectuate s-au obtinut parametrii unui
model de obiect cu inertie de ordinul unu cu timp mort cu functia de
transfer (9.15).

Modelul obtinut, prin procedura data, este o aproximare a
procesului, insa pot fi obtinute si alte aproximari (modele) de ordin mai
ridicat dupa aceasta curba, dar procedura este dificila.

Din aceste considerente s-au elaborat pachete de programe (de
exemplu MATLAB), care se aplicd pentru identificarea modelului
matematic in forma functiilor de transfer dupd curba raspunsului
indicial ridicata experimental pentru procesul real.

Pentru clase largi de procese lente si foarte lente se utilizeaza
modele parametrice in forma functiilor de transfer. Se dau exemple de
functii de transfer pentru modele de obiecte de reglare cu diferite
proprietati si ordine:

k 1 e~ TS k
H(s) = HS) =55 H(S) =77 H(S) = oy
ke ™ k ke=TS
() = Gy 1O = G H6) = gopn (0.19)
k ke—‘ts
H(S) - (T1$+1)(T25+1)n’ H(S) - (T15+1)(T2$+1)n.
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Tn (9.18) se dau f.d.t. pentru modele de obiecte de reglare:

1) cu inertie de ordinul unu;

2) cu astatism (integrare);

3) cu astatism si timp mort;

4) cu inertie de ordinul doi;

5) cu inertie de ordinul doi si timp mort;

6) cu inertie cu elemente identice de ordinul n;

7) cu inertie cu elemente identice de ordinul n si timp mort;

8) cu inertie de ordinul n + 1;

9) cu inertie de ordinul n + 1 si timp mort,
unde k, T, T;, T,, T, n sunt parametrii modelelor respective.

Se da o forma generalizata a modelului procesului cu functia de
transfer complexa:

ke ™B(s) ke ™  bys™+bp_1S™ 1+--+by
sVA(S) sV s Via, sV l+etaqs+tag

H(s) = ,m<n, (9.19)

unde k este coeficientul de transfer, t — timpul mort, v — gradul de
astatism, B(s) — polinomul numaratorului de gradul m, care prezinta
zerourile modelului obiectului si accelereazd procesul, A(s) -
polinomul numitorului de gradul n- v, care reprezinta polii modelului
obiectului si exprimd inertia obiectului condus, iar raportul m <n
reprezinta realizabilitatea fizica a procesului.

Functia de transfer H(s) a procesului este proprie cand n > m si
atunci H (o) este finita, f.d.t. H(s) este strict proprie cand n > m si
H(o0) = 0 si f.d.t. H(s) este biproprie cand n = m. Procesul descris de
f.d.t. H(s) cum > n este impropriu.

Primele 6 modelele din (9.18) au un grad redus de aproximare,
care descrie comportarea reald a procesului condus in vecindtatea
punctului static de functionare pentru variatii de amplitudine redusa ale
variabilelor functionale intrarii u(t) si iesirii y(t).

Pentru descrierea proceselor rapide pot fi aproximate cu modele
de forma:

k
}Tclzl(TkS+ 1)(T25+1)’
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unde T} sunt constante de timp dominante, care au valori mai mari de
10 s, iar Ty, - constanta de timp parazitd, care este mult mai mica decat
cea mai mica constantd de timp dominanta si se determind ca suma
constantelor mici de timp.

Modelele neparametrice se reprezinta prin procese temporale si
caracteristicile frecventiale ca modele simplificate, liniare si de ordin
redus, care descriu procesele reale cu un grad mai mare sau mai redus
de incertitudine. Incertitudinile la construirea modelelor este rezultatul
reducerii ordinului modelelor, de liniarizarea neliniaritatilor din
procesul condus etc.

Incertitudinile se clasifica in doua tipuri:

1. Parametrice cand sunt incorecte valorile parametrilor
modelului obiectului.

2. Structurale cand structurile modelului sunt imperfecte.

Daca este cunoscut raspunsul indicial, atunci prin metode de
identificare se determind modelul parametric al procesului.

Un rol tot mai important se atribuie modelelor obiectelor liniare
intrare-stare-iesire la proiectarea sistemelor cu conducere automata cu
actiunea semnalelor intrarii u(t) si a perturbatiei v(t) pentru obiectul
multivariabil prezentat in forma vector-matriceala:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ep(t),
(9.21)
y(t) = Cx(t) + Du(d),

unde se utilizeaza notatiile:
A este matricea coeficientilor interni de dimensiunea n x n,
B — matricea de comanda de dimensiunea n x m,
C — matricea de iesire de dimensiunea [ x n,
D — matricea de iesire de dimensiunea [ X m,
E — matricea de perturbatie de dimensiunea [ x r,
u(t) — vectorul intrarii de dimensiunea m,
x(t) — vectorul de stare de dimensiunea n,
y(t) — vectorul iesirii de dimensiunea [,
p(t) — vectorul perturbatiilor de dimensiunea 7.
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Tn cazul obiectului monovariabil modelul (9.21) are forma:

x(t) = Ax(t) + bu(t) + ep(t),
(9.22)
y(t) = cTx(t) + du(t),

unde x(t) = (x,(t), x,(t), -+, x,(t)) este derivata vectorului starii,
x(t) — vectorul de stare, A — matricea coeficientilor interni de
dimensiunea n xn, b — vectorul coloand de comanda de dimensiunea
1xn, ¢ — vectorul de iesire de tip coloani de dimensiunea n x 1, iar ¢’
— vectorul ¢ transpus de dimensiunea 1 x n — rand, d — vectorul coloana
de comanda de dimensiunea 1 xn, e — vectorul coloana al perturbatiei
de dimensiunea 1 x n.

Daca asupra procesului actioneaza referinta u(t) si perturbatia
p(t) (fig. 9.8, a), atunci modelul matematic al obiectului de reglare se
prezinta in forma (fig. 9.8, b), cdnd marimea de iesire a obiectului de
reglare in forma operationalda se prezinta prin relatia din doua
componente:

Y($) = yu(s) £ yp(s) = Hyu(u(s) + Hy,y ()p(s),  (9.23)

unde y, (s) este componenta raspunsului la actiunea referintei, y,(s) —
componenta raspunsului la actiunea perturbatiei, H,,(s), H,,(s) -
functiile de transfer, care descriu transferurile intrare-iesire respective.

lp(t)
u(t) H(s) y(t) p(t) i, () Vp(t)
@) b) t
JOUmSAORNIO

Fig. 9.8. Modelul matematic al obiectului de reglare
cu actiunea referintei si perturbatiei
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9.4 Alegerea si acordarea regulatoarelor
9.4.1 Legile de reglare tipice
Se considera structura sistemului automat cu reactie (fig. 9.9, a),
n care regulatorul R in baza informatiei erorii £(t) elaboreaza marimea
de comandau(t) (fig. 9.9, b) cu obiectul de reglare OR dupa
algoritmul (legea) de conducere [1, 4, 7-9, 10, 21, 22] dat prin relatia:
u(t) = f(e(®)). (9.24)

Se utilizeazd mai multe tipuri de algoritmi de reglare: liniari,
neliniari, discreti etc.

r(t) e(t) " u(o) oR y(t) up(t)
i_ [ e(t) u, (t u(t)

a) !

h 4
)

up ()

» D

b)
Fig. 9.9. Schema functionala a sistemului a) si a regulatorului b)

Legile de reglare P, PI si PID au o larga utilizare in automatica
industriala.

Ecuatiile diferentiale ale algoritmilor de reglare sunt date in p.
1.5.2. Se prezintd functiile de transfer ale algoritmilor P, PI si PID dupa
structura regulatorului din figura 9.9, b) in forma:

Hp(s) = ky, (9.25)

Hpi(s) = ko + = = k, + 4 = 22 (9.26)

Tis s s

kq s2+kps+k;

1 ki
HPID(S) = kp +T_l'S+TdS:kp +?+kds= ,(927)
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unde ky, T;, k; = 1/T;, Ty = kg sunt parametrii regulatorului.
9.4.2 Metode empirice de acordare a regulatoarelor tipice

Metodele empirice sunt relatii stabilite experimental pentru
structura sistemului intre parametrii regulatorului P, PI, PID si
parametrii modelului obiectului de reglare cu inertie de ordinul unu si
timp mort si modelul obiectului cu astatism si timp mort pentru procese
tranzitorii ale sistemului aperiodice cu durata minima, oscilante
amortizate cu suprareglare o < 20 % si cu criteriul integral minimal.

Tn tabelul 9.1 sunt date relatiile empirice de acordare a
parametrilor regulatoarelor P, PI si PID pentru modelul obiectului de
reglare cu inertie de ordinul unu si timp mort:

ke—TS
Ts+1'

(9.28)

unde k este coeficientul de transfer, T — constanta de timp, t — timpul
mort.

Tabelul 9.1. Relatiile empirice de acordare a
regulatoarelor P, PI, PID

Tip Tipul procesului tranzitoriu
regulator Aperiodic cu Oscilantcu o < Criteriu
durati minima 20 si durata integral
minima minimal
P k, = 0.3T/kt k, = 0.7T /kt k, = 0.9T /kt
Pl k, = 0.6T/kt k, = 0.7T [kt k, = 1.0T /kt
PID k, = 0.95T /kt k, = 1.2T [kt k, = 1.4T [kt
Ti = 2.4t Ti = 2.0t Ti =13t
T; = 0.41 T; = 0.41 T; = 0.5T
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9.4.3 Alegerea i acordarea regulatoarelor
pentru procesele lente

Se considera procese lente care se caracterizeaza prin modele
aproximate cu constante de timp mai mari de 10 s si care contin si
componenta cu timp mort. Pornind de la modelul procesului si
performantele impuse, pentru proiectarea algoritmului de reglare exista
mai multe metode [1, 7-9, 21].

Dacd in functionarea unui proces existd componenta timpului
mort, atunci se recomanda atat alegerea algoritmilor de reglare liniari de
tipul PL, PID, cat si algoritmi neliniari bipozitionali sau tripozitionali.

Componenta derivativda D se include in structura algoritmului
pentru un proces cu timp mort numai dacd se obtine o imbunatatire a
performantelor sistemului. Pentru valori ale raportului t/T < 0.2 la
cerintele de performanta reduse se recomanda algoritmi neliniari.

Pentru procesele cu constanta de timp medie si timp mort redus
cu actiunea perturbatiei cu amplitudine medie si frecventd joasa, se
recomanda alegerea unui regulator bipozitional sau un regulator de tip
P. Pentru perturbatii cu frecventd mai mare si cu diverse amplitudini se
recomanda regulatorul Pl, iar pentru procesele cu mai multe constante
de timp si timp mort redus cu actiunea perturbatiilor se recomanda un
algoritm PID.

Pentru procesele cu doud si mai multe constante de timp
dominante se recomanda algoritmul PI sau PID, care asigura eroarea
stationard € = 0 si o vitezd de raspuns mai ridicatd. Pentru reglari de
nivel se recomanda utilizarea algoritmului de tip PI. Pentru reglari de
presiune se recomanda algoritmi PI, parametrii cdrora sunt diferiti
pentru gaze si lichide, deoarece constanta de timp la lichide este mai
redusa decat la gaze. La reglari de debite si amestecuri de fluid, care au
constante de timp mici si o amplificare mare se recomanda algoritmi PI.
La reglari de temperaturd cu raportul t/T mare se recomanda algoritmi
PID.

Tn tabelele 9.2 si 9.3 se dau recomandari la alegerea tipului de
algoritm de reglare pentru diverse modele de f.d.t. ale procesului si
parametrul tehnologic reglat [1].
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Tabelul 9.2. Alegerea algoritmului de reglare dupa modelul
functiei de transfer al procesului

Nr. Functia de Tipul algoritmului de reglare
crt. transfer a P Pl PD PID
procesului
k Da Da, dacd | Da, daca T | Nu
Ts + 1 se impun | este precis
1 cerinte determinata
asupra
erorii
stationare
k Da, cu Da, cu Se Da, cu
2 | (T,s + 1)(T,s + 1) | performante | restrictii utilizeaza restrictii
reduse asupra rar asupra
aplificarii amplificarii
k Rar utilizat, | Da Se Da
3 m pefformange utilizeaza
scazute rar
ke ™™ Da, cand Da Foarte rar Neconvenabil,
Ts+1 raportul % < cand t este
0,1si produs de
4 eroarea timpul de
stationara traps?ort si
este exista zgomot
admisibila
5 ke ™ Nu Nu Nu Nu
ke ™™ Nu Da Nu Rar, in functie
(Tys + 1)(Tos + 1) de tipul T si
6 de efectul D
al
componentei

mort.

Alegerea si acordarea regulatoarelor pentru procesele cu timp
mort este o problema dificild la determinarea cu precizie a timpului
mort, cat si a influentei nefavorabile a timpului mort asupra stabilitatii
si regimului tranzitoriu al sistemului automat. Pot fi utilizate diverse
metode de calcul al algoritmului de reglare pentru procesele cu timp

337




Tabelul 9.3. Alegerea algoritmului de reglare dupi parametrul reglat

Nr. | Parametrul Tipul algoritmului de reglare
crt. reglat P Pl PD PID
1 | Temperaturd | Da, daca raportul | Da Da Da, in
<01 functie de
r raportul —
2 | Presiune Da, daca nu exista | Da Tn cazuri -
timpi morti prea speciale
mari
3 | Debit Nu Da Nu -
4 | Nivel Da, dacd nu existd | Da - Da
timpi morti prea
mari

9.4.4 Alegerea si acordarea regulatoarelor
dupda metodele experimentale

1 Criterii experimentale de acordare a regulatoarelor

Dificultatile care intervin in procedura de identificare cu
precizie a proceselor lente, comportarea neliniara in procese si
caracterul aleatoriu al unor perturbatii care actioneaza asupra proceselor
limiteaza utilizarea metodelor analitice de acordare a regulatoarelor.

Metodele practice de acordare utilizeaza experienta acumulata in
alegerea si acordarea regulatoarelor [1].

Pentru un sistem dat in regim de functionare cu marimea de
referintfd si cu marimile perturbatoare mentinute constante, prin
modificarea parametrilor de acord pana se atinge limita de stabilitate, se
determina parametrii oscilatiilor intretinute, amplitudinea si frecventa.
Pe baza acestor parametri se determind valorile optimale ale
parametrilor de acord ai regulatorului.

Se utilizeaza criteriile experimentale metoda Ziegler-Nichols si
metoda Offereins.

2 Metoda Ziegler-Nichols
In multe cazuri, procesele industriale exista ca atare sau sunt
cunoscute modelele matematice ale partii fixate si, deci, acordarea se
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efectueaza in baza criteriilor experimentale. Metoda Ziegler-Nichols se
aplica la acordarea regulatoarelor pentru procesele lente la care
perturbatiile sunt determinate de sarcina si au o duratda mare [1, 7].

Pentru structura unui sistem de reglare automata cu un regulator
PID se fixeaza la valoarea maxima parametrul componentei integratoare
T; = oo si la valoarea minima parametrul componentei derivative T; =
= 0 si, Tn continuare, se modificd valoarea parametrului componentei
proportionale k, pana ce la iesirea sistemului se instaleaza oscilatii
intretinute, care reprezinta regimul critic al sistemului, deci, sistemul
este la limita de stabilitate. Pentru acest regim critic al sistemului se
stabilesc parametrii critici ai oscilatiilor coeficientul critic k. si
perioada oscilatiilor T,. In baza parametrilor critici kg, si T, se
calculeaza valorile optimale ale parametrilor de acord ai regulatoarelor
P, PIL, PID dupa relatii date in tabelul 9.4. Aceste relatii s-au obtinut din
conditia ca la iesirea sistemului si se stabileasca raportul 1/4 dintre
amplitudinea celei de-a doua oscilatii pozitive si amplitudinea primei
oscilatii pozitive, ceea ce formeaza amortizarea intr-un sfert de
amplitudine.

Tabelul 9.4. Determinarea parametrilor de acord
dupia metoda Ziegler-Nichols

Parametrul reglat Algoritmul de reglare
P PI PID
k, 0.5k, 0.45k, 0.75k.,
T; - 0.8T, 0.6T,,
Ty - - 0.125T,

3 Metoda Offereins

Metoda Offereins permite determinarea valorilor parametrilor
optimi de acord, utilizand valorile critice ale sistemului coeficientului
critic k.. si perioada oscilatiilor T,. Pentru un raspuns optim al
sistemului parametrii regulatorului PI se calculeaza cu relatiile: k,, =
= 0.5k, si T; = 3T, unde T, este valoarea limitatd a lui T; pentru
care se depaseste limita de stabilitate, men{inand valoarea lui k,, ceea
ce mdreste raportul k,, /T; pana la depasirea limitei de stabilitate si se
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refine valoarea lui Ty,

In cazul utilizarii regulatorului PID, acordarea se porneste de la
regulatorul PI, apoi prin incercari se utilizeazd componenta derivativa D
care ar ridica performantele sistemului.

Efectuarea experimentelor presupune insa atingerea limitei de
stabilitate, proces care poate dura uneori foarte mult sau poate impune
functionarea sistemului intr-un regim nefavorabil.

Din aceste motive se dezvoltd si alte metode specifice pentru
acordarea regulatoarelor, evitdnd dezavantajele metodelor indicate.

9.4.5 Metoda gradului maximal de stabilitate

Pentru a evita problemele care apar la utilizarea metodelor
indicate in punctele 9.4.2-9.4.4 se propune a folosi la acordarea
regulatoarelor tipizate metoda gradului maximal de stabilitate (GMS) al
sistemului automat proiectat [7, 8, 10].

Ideea metodei consta in urmatoarele.

Se considera descrierea unui model matematic al obiectului de
reglare descris prin ecuatia diferentiala:

y®™ (1) + s a;yDO(t) = ku(t), (9.29)

unde y(t) este mirimea de iesire a obiectului, y©(t) = dDPy(t)/dt®
sunt derivatele lui y(t), u(t) — marimea de conducere, a; — constante,
k — coeficientul de transfer al obiectului.

Se cere de sintetizat algoritmul de conducere cu obiectul (9.29),
care are forma:

u(t) = -Y",qiy V@), m<n-1, (9.30)

unde YU = [[y(@©)dt, yO@©) =y(), yP() = dy(t)/dt,
o y @M=D) = dm Dy () /dt™ D sunt  derivatele de ordinul
respectiv, care conduc la realizabilitatea fizica a legilor de reglare P, 1,
D, PI, PID etc., gi — parametrii de acord ai regulatorului respectiv.
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Problema constd in a garanta pentru legea de reglare respectiva
gradul maximal de stabilitate al sistemului automat proiectat.

Utilizand expresiile (9.29)-(9.30), se obtine ecuatia caracteristica
a sistemului automat in circuit inchis Tn forma:

A, @) =p"+Xgap' + kX, qip P =0,  (9.31)

unde q = (9o, 91, ***» @m) sunt parametrii de acord necunoscuti ai unui
algoritm concret de reglare de tipul (9.30), iar p = d/dt este operatorul
de derivare.

Se introduce notiunea de grad maximal de stabilitate ] al
sistemului automat proiectat si in ecuatia caracteristica (9.31) se
substituie p = —/, obtinand ecuatia caracteristica in forma:

AL = D"+ 250 ai(-D + kER (=D =0, (9.32)

unde J este variabila necunoscuta.

Ecuatia caracteristica (9.32) contine m parametri de acord
necunoscuti ai regulatorului si variabila J necunoscuta.

Pentru determinarea valorilor lui J si a parametrilor g; ecuatia
caracteristica (9.32) se deriveaza de m ori pe variabila / conform
numarului m de parametri de acord prezenti in legea de reglare
respectiva si in rezultat se obtinute un sistem de ecuatii algebrice de
forma:

ﬂ%%2=OJ=OJWUm. (9.33)

Ultima ecuatie din sistemul (9.33) este o ecuatie algebrica de
gradul respectiv pe necunoscuta ] si radacinile solutiei acesteia
reprezintd gradele maximale de stabilitate ale sistemului automat
proiectat [7, 8].

Gradul optimal de stabilitate al sistemului automat se determina
conform relatiei [7, 8, 10]:
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] = Jopt = —minmaxRep;(q), (9.34)

unde Rep; sunt radacinile reale sau partile reale ale radacinilor
complexe ale ecuatiei caracteristice (9.31), alocate in semiplanul stang
al planului complex al radacinilor sau in sens geometric este distanta
dintre radacina reald respectiva (Sau partea reala a radacinii complexe)
cea mai apropiatd de axa imaginara.

Utilizand gradul optimal de stabilitate /,,. al sistemului automat
din ecuatiile algebrice m — 1 din (9.33), se determina valorile optimale
ale parametrilor de acord ai legii de reglare respective:

qi = fi(aOI a1:"';an_1;]), (l =0,1, 2,"',771). (935)

Forma expusa mai sus a metodei gradului maximal de stabilitate
este forma clasica a acestei metode [7, 8, 10].

Daca performantele impuse sistemului sunt satisfacute, atunci
procedura de acordare s-a incheiat, iar daca performantele impuse
sistemului nu sunt satisfacute, atunci procedura de acordare se reia de la
Tnceput cu alt tip de lege de reglare sau prin utilizarea altei metode.

Tn continuare se di un exemplu de acordare a regulatoarelor
tipice, aplicind metoda empiricd si metoda gradului maximal de
stabilitate.

Exemplul 9.1. Se considera modelul obiectului de reglare cu inertie de ordinul
unu si timp mort descris cu functia de transfer:

ke™™ _ 0.3e7%S
Ts+1 7s+1

H(s) =

Se cere sa se efectueze:

1. Si se acordeze parametrii regulatorului P, PI si PID dupa metodele
empirice pentru procesul tranzitoriu cu criteriul integral minimal si sa se determine
performantele sistemului automat.

2. Sa se acordeze parametrii regulatorului PI si PID dupd metoda gradului
maximal de stabilitate si sd se determine performantele sistemului automat.

Solutionare.

1.1. S-au determinat parametrii de acord ai regulatorului P, PI si PID dupa
metoda empirica pentru raspunsul sistemului dupa criteriul integral minimal si datele
numerice calculate se dau n tabelul 9.5.
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2.1. S-au determinat parametrii de acord ai regulatorului PI si PID dupa

metoda gradului maximal de stabilitate si datele numerice se dau in tabelul 9.5.

Tabrlul 9.5. Parametrii si performantele sistemului automat

Metoda Tip Parametrii Performantele sistemului
acordare | regulator regulatorului
k, T; s Ty, s t.,,s | 6,% | t.S A
Metoda P 10.5 - - 3.83 | 28.90 | 11.91 2
empirica Pl 11.67 | 6.993 - 4.23 | 16.68 | 148 1
PID 16.33 2.6 1.0 3.43 | 52.65 | 56.37 14
Metoda Pl 24.002 | 1.1439 - Sistem instabil
GMS PID 8.6618 | 1.1439 [ 42247 | 1132 [ - [1132 ] -

S-a simulat sistemul automat cu modelul obiectului cu inertie de ordinul unu
si timp mort si cu parametrii regulatorului P, PI, PID acordati dupd metoda empirica
cu datele din tabelul 9.5 si alurile raspunsurilor sunt reprezentate in figura 9.10, notate
P, PI si PIDE, iar performantele sunt date in tabelul 9.5.

S-a simulat sistemul cu modelul obiectului cu inertie de ordinul unu si timp
mort si cu parametrii regulatorului PI, PID acordati dupd metoda gradului maximal de
stabilitate cu datele din tabelul 9.5 si alura raspunsului PIDG este reprezentata in

figura 9.10, iar performantele sunt date in tabelul 9.5.

Sistemul cu regulatorul PI acordat dupa metoda GMS este instabil.

h
f\ |PIDG
R\
d.l,f'h\f, ..\*.;i.\./ A= ot Bl S By ST S
VT p7
| (PIDE
t,s

Fig. 9.10. Raspunsurile indiciale ale sistemului automat

Din analiza datelor din tabelul 9.5 rezulta ca cele mai ridicate performante s-
au obtinut pentru sistemul cu regulatorul PIDG acordat dupa metoda gradului maximal
de stabilitate.
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Chestionar si probleme

1. Ce reprezinta notiunea de proces tehnic sau tehnologic si parametrii lui?
Dati exemple de procese.

2. Numiti propietatile de baza ale procesului si parmetrii modelului obiectului
de reglare care ii caracterizeaza proprietatile.

3. Dati exemple de modele de obiecte de reglare cu diverse proptietéti.

4. Se consideri ecuatia diferentiala care descrie un proces:

agy + a .y + a,y + azy = byx(t — 1).

Prezentati functia de transfer si numiti parametrii modelului.

5. Explicati notiunea de sinteza a sistemului automat.

6. Ce reprezinta algoritmul de reglare si rolul lui in sistemul automat?

7. Explicati ce prezintd algoritmii de reglare tipici.

8. Cum se clasifica algoritmii de reglare tipici si si care sunt parametrii?

9. Prezentati pentru algoritmul PID ecuatia diferentiala, functia de transfer si
explicati sensul fizic al parametrilor regulatorului.

10. Explicati etapele de proiectare a algoritmului de conducere.

11. Se considerd modelul obiectului de reglare cu inertie de ordinul unu si
timp mort:

ke—rs Se—SS
Ts+1 1ls+1

H(s) =

Calculati parametrii de acord ai algoritmilor de reglare P, PI, PID dupa
metoda empirica conform tabelului 9.1.

12. Utilizadnd parametrii de acord ai regulatoarelor P, PI, PID calculati la p.
11, perezentati functiile de transfer ale regulatoarelor.
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ANEXE

Anexa l

Functii de timp continue si imaginea Laplace

Nr. Denumirea Original f(t) Imaginea f(s)
crt. functiei
1 | Delta impuls 5(t) 1
2 | Treapta unitara 1(t) 1
s
3 | Functie rampa t 1
s2
4 | Functie t" n!
polinomiala sn+l
5 | Exponentiala etat 1
s—a
6 | Exponentiala et 1
sta
7 | Sinusoida sinwt w
5?2 4+ w?
8 | Cosinusoida coswt S
5?2 4+ w?
9 | Sinusoida sin(wt — @) W COS @ — ssin @
5?2 + w?
10 | Produsul e “sin(wt — @) | wcos@—(s—a)sing
exponentei (s — )2 + w2

cu sinusoida
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