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INTRODUCERE

In structura unui sistem automat real exista diverse elemente
functionale de diversa natura fizica si prin descrierea functionarii
acestora se obtin relatii neliniare [1, 4, 9, 12, 13, 17, 18].

Istoric, evolutia automaticii a inceput cu dezvoltarea Teoriei
sistemelor automate — sisteme liniare in timp continuu cu parametri
constanti la actiunea semnalelor deterministe, pentru care s-au elaborat
metode eficiente de analizd si sinteza bazate pe teoria ecuatiilor
diferentiale liniare, transformata Laplace si metode frecventiale
reprezentate ca modele matematice intrare—iesire. Modelele liniare se
obtin prin proceduri de aproximare a caracteristicilor de functionare a
elementelor si sistemului integral si aceste modele se solutioneaza.

Tn anii '70 ai secolului al XX-lea s-au dezvoltat intens metodele
moderne de analizd si sintezd a sistemelor automate liniare In baza
formalismului  modelelor matematice intrare—stare—iesire (spatiul
starilor), care au conditionat o noud viziune a evolutiei sistemelor de
conducere si eficientizarea functionarii acestora.

Insa nu pentru toate elementele functionale reale ale sistemului
automat neliniar se pot obtine aproximari cu modele liniare si atunci
aceste elemente se descriu prin relatii neliniare (ecuatii diferentiale
neliniare, caracteristici statice neliniare etc.). Solutionarea ecuatiilor
diferentiale neliniare de ordin mai mare decét doi este dificila si atunci
fiecare tip de ecuatie neliniard se studiazi separat. In multe cazuri,
relatiile neliniare ale elementelor nu pot fi reprezentate ca modele
matematice si aceste relatii se dau in forma grafica (caracteristici Statice
releice, histerezis etc.).

Deoarece principiul superpozitiei nu este aplicabil sistemelor
neliniare, rezultd cd@ nici determinarea componentelor liberd si
permanentd nu are sens, deoarece semnalul nu se descompune in
componente care pot fi analizate separat, dar se analizeaza integral.

Din aceste considerente, modelele matematice ale sistemelor
neliniare nu pot fi generalizate, iar modelul sistemului neliniar se
analizeaza ca model particular, in functie de neliniaritatile componente
ale sistemului automat.

Astfel, solutionarea modelelor matematice neliniare devine o
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problemd dificild, insd realizarea practica a sistemului poate fi mai
simpla, avand unele avantaje.

Problema de analiza a sistemului neliniar consta in construirea
modelului matematic al sistemului si studierea lui pentru a determina
dependenta proprietatilor modelului de variatia valorilor parametrilor si
posibila alegere a unui regim favorabil de functionare a sistemului.

In problema de sintezd a sistemului neliniar, pornind de la
cerintele de functionare a sistemului, se determind structura,
componenta si valorile parametrilor elementelor sistemului.

Pentru analiza si sinteza calitativa a regimurilor de functionare
a sistemelor automate neliniare s-au dezvoltat mai multe clase de
metode (spatiul fazelor, metoda Leapunov, metoda functiei de
descriere, criteriul de stabilitate absolutd, metoda liniarizarii vibratorii
etc.), care permit a construi sisteme eficiente pentru automatizarea
diverselor procese industriale si tehnologice.

Sistemele mentionate sunt sisteme continue (in timp continuu)
sau analogice, cand la intrarile si iesirile elementelor, Semnalele lor pot
aparea Tn orice moment de timp. Dar de aici nu rezulta ca aceste clase
de sisteme sunt cele mai eficiente din punct de vedere tehnico-
economic.

In practica se realizeazi si sisteme discrete, in care semnalele
elementelor pot fi discretizate in nivel si timp [1, 4, 9, 12, 13, 17].

Sistemele discrete si numerice se deosebesc de sistemele
continue prin faptul ca n unul sau mai multe elemente functionale ale
sistemului automat, semnalele la intrare si/sau la iesire reprezintd o
succesiune de impulsuri sau un cod Tn momentele discrete de timp,
deplasate la intervale de timp (de exemplu egale).

In literatura de specialitate se utilizeaza frecvent termenii sistem
cu esantionare, sistem discret, sistem cu timp discret si Sisteme
numerice.

Corect este considerat termenul sistem cu esantionare, cand
unul dintre parametrii informationali ai impulsului (amplitudinea,
durata, faza) se moduleaza (se modificd) in timp. Termenul sisteme
numerice se refera la sisteme, in care semnalul discret in forma de cod
este generat de un calculator sau de elemente numerice. Tn cazul cand
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n structura sistemului existd elemente cu esantionare, cat si elemente
numerice, sistemul se numeste sistem discret.

Modelele matematice ale sistemelor cu esantionare si numerice
se descriu prin ecuatii cu diferente finite, care sunt un analog al ecuatiei
diferentiale pentru sistemul liniar continuu. Solutionarea ecuatiilor cu
diferente este dificila si aceasta se transforma 1n ecuatii recurente, care
se solutioneaza simplu, dar cu recurenta pentru intervalul de timp al
raspunsul sistemului.

S-au dezvoltat metode de analiza si sinteza ale sistemelor cu
esantionare si numerice. In practica, sistemele discrete se construiesc in
baza unor elemente functionale simple, care reduc costurile si ridica
fiabilitatea sistemului.

Clasele de sisteme liniare, neliniare si discrete se analizeaza la
actiunea semnalelor externe bine determinate. Aceastd formulare a
problemei corespunde informatiei complexe despre sistemul studiat.

Insa, in practicd, asupra sistemului automat actioneaza semnale
interioare si exterioare a cdror evolutie nu este cunoascutd Cu
certitudine, care deterioreaza regimul de functionare a sistemului.
Pentru depasirea acestor dificultdti se aplicd teoria probabilitatilor
privind descrierea fenomenelor probabiliste (ca procese stocastice) care
actioneaza asupra sistemului si aceste actiuni se considera functii
probabiliste sau stocastice [ 9, 12, 17-19].

Daca procesele stocastice sunt stationare, atunci ansamblul de
realizari ale procesului stocastic se substituie cu o realizare a procesului
in domeniul timpului in baza ipotezei ergodice, ceea ce simplifica
solutionarea prolemelor de analiza si sinteza a sistemului automat.

Un proces stocastic se caracterizeaza prin functia de distributie
si densitatea distributiei, care sunt larg utilizate la studierea sistemelor
neliniare.

Pe parcurs s-au elaborat metode de analiza si sinteza a
sistemelor automate liniare continue, neliniare, cu esantionare si
neliniare-discrete la actiunea semnalelor stocastice in domeniul
timpului — functiile de corelatie — si in domeniul frecventa — functiile
spectrale [9, 12, 17-19]. Pentru analiza si sinteza sistemelor automate
neliniare s-a elaborat metoda liniarizarii statistice.
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1 SISTEME AUTOMATE NELINIARE
1.1 Introducere

Sistemele automate reale sunt sisteme automate neliniare,
deoarece un element sau mai multe elemente componente ale sistemului
se descriu prin modele matematice intrare—iesire (descriere externa)
neliniare (organe de reglare cu limitari ale semnalelor, elemente de
actionare cu caracteristica de saturatie, elemente cu caracteristica de tip
releu, elemente cu caracteristica cu histerezis (mecanic, termic, electric
sau magnetic) etc.), inclusiv procesele industriale care se automatizeaza
sunt neliniare [1, 4, 9, 12, 13, 15, 17, 18]. In calitate de procese
industriale, ca obiecte de reglare servesc diferite tipuri de instalatii din
diverse ramuri ale industriei in care evolueazad procesele cu reglarea
temperaturii, presiunii, debitului, nivelului, vitezei liniare, rotatiile unui
motor etc.

Un sistem automat este neliniar daca contine unul sau mai multe
elemente functionale neliniare. Un sistem automat liniar trebuie
acceptat ca un caz particular la care se ajunge prin diverse idealizari si
aproximari ale fenomenelor reale dupa care functioneaza elementele
sistemului.

Rezultatele obtinute in baza modelelor matematice pentru
sistemul liniarizat (idealizari si aproximatii ale fenomenelor reale) sunt
acceptabile ca modele ce corespund cerintelor practice.

Exista insa numeroase situatii, cand obtinerea unui model liniar
duce la aproximatii inacceptabile si atunci sistemul (fenomenul) trebuie
studiat ca sistem (fenomen) neliniar.

Astfel, se obtine o clasd noua de sisteme automate neliniare
(SAN) care va fi studiata.

Sistemele automate neliniare realizate in practicd pot avea
structura mai simpla sau mai complexa pentru efectuarea unei conduceri
optimale a obiectului de reglare.

Se considera ca sistemele automate neliniare satisfac ipoteza de
separabilitate, care presupune ca sistemul poate fi divizat in subsisteme
liniare si neliniare conectate adecvat intre ele. Subsistemele liniare se
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descriu cu ajutorul transformatei Laplace (functie de transfer) sau
ecuatiilor de stare, iar elementele functionale neliniare se caracterizeaza
prin diferite tipuri de neliniaritati ca functii intrare—iesire.

In general, neliniaritatile se pot clasifica in neliniarititi statice si
neliniaritdti dinamice sau, in termeni ce ilustreaza mai bine diferenta
dintre acestea, neliniaritati fara memorie si neliniaritati cu memorie.

Pentru simplificarea studiului sistemului automat, proprietatile
dinamice ale neliniaritatilor se ataseaza clementelor liniare si, in
continuare, neliniaritatea se accepti ca neliniaritate statica. In cazul
neliniaritatilor statice, comportamentul acestora la un anumit moment
nu este influentat de comportamentul pana la momentul respectiv si sunt
reprezentate ca functie intrare—iesire, numita caracteristica statica a
elementului neliniar, care modeleazd regimurile de functionare a
elementelor reale: saturatie, zona de insensibilitate, histerezis etc.

1.2 Particularitatile sistemelor automate neliniare

Sistemele automate neliniare sunt caracterizate de urmatoarele
particularitati [1, 4, 9, 12, 13, 17, 21].

1. Tn sistemul automat neliniar, un regim oscilant neamortizat
este un regim normal de functionare in comparatie cu sistemul automat
liniar in care astfel de regimuri nu pot exista, dar se deosebesc de
sistemul liniar prin faptul ca parametrii sistemului neliniar nu depind de
semnalul de intrare (acest semnal poate fi si nul).

2. Stabilitatea sistemului, ca stare de echilibru, se analizeaza in
baza solutiei ecuatiei diferentiale (componenta liberd) y;(t). Pentru
sistemul liniar se studiaza stabilitatea numai in vecinatatea regimului
stationar - stabilitatea Tn mic, iar pentru sistemul neliniar se studiaza
stabilitatea regimului de functionare pentru tot domeniul de variatie al
variabilelor - stabilitatea completa sau globala (absoluta).

Se studiaza trei tipuri de stabilitate a sistemului neliniar:

1) stabilitatea in mic (abateri initiale mici);

2) stabilitatea in mare (abateri initiale mari) este stabilitatea
care nu depinde de conditiile initiale;

3) stabilitatea globala (oricare abateri initiale) — este stabilitatea

14



absoluta care nu depinde de tipul concret de neliniaritate si de conditiile
initiale.

Tn figura 1.1 se dau doud tipuri de procese tranzitorii ale
sistemului neliniar cu conditiile initiale yy, si yo,: in figura 1.1, a curba
1 reprezinta sistemul instabil in mic, iar curba 2 — sistemul este stabil in
mare; in figura 1.1, b curba 1 reprezinta sistemul neliniar stabil in mic,
lar curba 2 — sistemul este instabil Tn mare.

'y AVI(L
Yoz Yoz R ©

Yoz
Vo1

Fig. 1.1. Tipuri de stabilitate Tn sistemele automate neliniare

3. Pentru sistemul liniar este valabil principiul superpozitiei care
simplificd procedura de studiere a dinamicii sistemului automat. Tn
sistemul neliniar, principiul superpozitiei nu mai este valabil si rezulta
ca procedurile de studiere a evolutiei sistemului devin o procedura
particulara care va depinde de particularitdfile sistemului (tipul de
neliniaritate, numarul de neliniaritati, dependenta conditiilor de
stabilitate de marimea semnalelor exogene). In aceste cazuri, sistemul
neliniar este stabil la unele valori ale semnalelor si devine instabil la alte
valori ale semnalelor exterioare.

Conditiile de stabilitate, forma raspunsului si indicii de
performantd ai sistemului neliniar depind de marimea si forma
semnalelor exogene.

1.3 Tipuri de neliniaritati

Fenomenele neliniare sunt proprii multor sisteme, procese din
diverse domenii ale realitatii fizico-tehnice, dar exista si cazuri in care
asemenea fenomene neliniare se introduc in intentionat in sistemele si
si procesele tehnice.

Neliniaritatile descriu evolutia elementelor functionale neliniare
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(EN) si se clasifica dupa urmatoarele criterii:

1. Neliniaritatile proprii elementelor neliniare si Se numesc
neliniaritati intrinseci si se clasifica astfel:

- Neliniaritati perturbatoare, care au influenta nedorita asupra
proceselor cum ar fi: jocurile in transmisii mecanice cu roti dintate,
cuplajele de orice tip etc.;

- nNeliniaritati functionale, care asigurd functionarea unor
procese: jocul mecanic dimensionat si condus corespunzator - Se
utilizeazd 1n functionarea ceasornicelor mecanice, fenomenele
gravitationale - se folosesc in sistemele giroscopice cu corectie
gravitationala, oscilatoare neliniare (pendule) etc.

2. Dupa efectul neliniaritatilor asupra evolutiei sistemelor
neliniare, acestea se impart in doua categorii:

- Neliniaritafi esentiale se introduc in mod intentionat pentru
realizarea unor relatii intrare—iesire ce nu se pot obtine folosind
sistemele liniare;

- neliniaritati neesentiale (accidentale), care nu sunt introduse
in mod intentionat si au caracter natural si, In general, sunt nedorite.
Aceste tipuri de neliniaritati permit obtinerea unor modele aproximative
(liniarizate) cu un grad restrans de valabilitate in jurul punctului static
de functionare pentru care se face liniarizarea.

3. Neliniaritatile descrise de functii continue si derivabile de un
numar necesar de ori se numesc analitice. Neliniaritatile care nu satisfac
aceste conditii se numesc neanalitice.

4. Neliniaritatile pot fi simetrice si asimetrice. Neliniaritatile
simetrice se descriu prin functii impare u = f(g) = —f(—¢) simetrice
n raport cu originea sistemului de coordonate €, u.

5. Exista neliniaritati statice si dinamice. Neliniaritatile statice
definesc instantaneu relatia intrare—iesire u = f(€) in regim stationar al
elementului functional sau sistemului si sunt reprezentate prin
intermediul caracteristicilor statice (functie), care pot fi stationare si
nestationare.

In neliniaritatile dinamice parametrii sunt functii de timp.

In cadrul structurilor uzuale de sisteme neliniare se utilizeaza
neliniaritati statice de tipul saturatie, zona de insensibilitate, histerezis,
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caracteristici de tip releu etc.

Tn continuare, dim cele mai larg utilizate neliniaritati la
descrierea evolutiei elementelor functionale neliniare reprezentate prin
caracteristici statice u = f(¢) si functiile analitice [1, 4, 9, 13, 17, 18].

1. Zona de saturatie (fig. 1.2) reprezinta limitarea astfel:

u
o ke gl <e
e ‘/: u={ y el < &, (1.1)
0 a, g csigng, || = g,
1

0 % unde k = tga

--J—c
Fig. 1.2. Zona de saturatie

2. Zona de insensibilitate (fig. 1.3):
u ke, el < &,
—€ T K= u= {csigns, le| = €, (1.2)
/ |0 € & unde k = tga.

Fig. 1.3. Zona de insensibilitate

3. Zona de insensibilitate si saturatie (fig. 1.4):

u 0, le]<¢g,
cbo___ _ k(e —¢1), €€ (g1,8,), (1.3)
— O(E £ k(e+e1), €€ (—&,—€),
0 & & csigne, |g| > gy,

—c unde k = tga.

Fig. 1.4. Zona de insensibilitate si saturatie
4. Releu ideal (bipozitional) (fig. 1.5):

A

c “ c, €>0,
g U= csigne = {nedefinit, e=0,(1.4)
0 " —c, €<0.
—C

Fig. 1.5. Releu ideal (bipozitional)

5. Releu cu zona de insensibilitate (tripozitional) (fig. 1.6):
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0, e€(—¢&p8), (1.5
—c, €< —g.

u
C [
ﬂ‘ c, e>¢
—& €, { r =0
u:

Fig. 1.6. Releu cu zona de insensibilitate (tripozitional)

6. Releu cu zond de insensibilitate si histerezis (fig. 1.7):

Au
cl-- ( C €28y,

e IR . | ¢, €€ (gg,8,),
SR > u= { 0, €€ (—555,), (1.6)
i | —c, €€ (—g1,—5y),
--—c k —C, €< —&,.
Fig. 1.7. Releu cu zona de insensibilitate si histerezis

7. Releu cu histerezis activ (fig. 1.8):

Ay
Cc

? C, €2=¢,
“%o £ u= {O, € € (—gp8), (1.7)
—C, € < —¢.

—C
Fig. 1.8. Releu cu histerezis activ

8. Neliniaritate de tip joc sau luft (joc in angrenaje) (fig. 1.9):
A U

Cl
Eg k(e —¢gy), €>0,
—&o g(‘) 5 u= {ic, £=0, (1.8
Eg‘ k(e +¢5), <0,
k = tga.

—C

Fig. 1.9. Neliniaritate de tip joc (luft)

n caracteristicile statice de mai sus sunt utilizate insemnarile:
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u = f(€) este marimea de iesire a neliniaritatii, k — coeficientul de
transfer, ¢ — valoarea constantd a marimii de iesire, € — marimea de
intrare a neliniaritatii, €, — valoarea constanta a marimii de intrare, €; —
valoarea de revenire, €, — valoarea de actionare, histerezisul h releului
se determina prin diferenta dintre semnalele g, €,:

h:£2_£1.

Caracteristicile statice mentionate pun in evidenta fie o
polaritate directa, care reprezinta functia intrare—iesire in cadranele I si
I1l, sau o polaritate inversd cu reprezentarea functiei intrare—iesire n
cadranele Il i IV.

Separarea caracteristicilor statice neliniare de cele dinamice
liniare evidentiaza faptul ca starea de referintd completeaza descrierea
partilor liniare, iar caracteristicile neliniare sunt functii pe multimea
intrarilor. Aceastd separare este posibild dacd operatorii functiei
determina Tn mod univoc marimile de iesire, cand se dau marimile de
intrare si o stare de referinta initiala, finala etc. Exista atat neliniaritati
statice univoce (fig. 1.2-1.6), cat si neliniaritati neunivoce (fig. 1.7-1.9).

Neliniaritatile pot fi analitice si neanalitice. Neliniaritatile
analitice se descriu prin functii continue si continue derivabile in raport
cu argumentele (semnalele de intrare), iar cele neanalitice sunt
neliniaritagi continue sau discontinue nederivabile in raport cu
argumentele lor.

Neliniaritatile pot fi conectate In trei moduri: in serie, in paralel
si in reactie. In rezultatul aplicarii comutdrilor respective a
neliniaritagilor se obtine neliniaritatea echivalenta u = f(g).
Caracteristica echivalentd cel mai simplu se obtine daca neliniaritatile
sunt date in forma grafica.

1.4 Scheme structurale ale sistemelor automate neliniare

La analiza si sinteza sistemului neliniar se utilizeaza structuri de
scheme tipice in care se evidentiaza elementele neliniare reprezentate
prin caracteristici statice si partea liniara a sistemului care inglobeaza

toate elementele liniare componente ale sistemului.
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Se utilizeaza urmatoarele tipuri de structuri ale sistemului
automat neliniar:

1. Structura clasica a sistemului de reglare automata (fig. 1.10),
cand elementul neliniar EN si partea liniard PL sunt plasate in canalul
direct, iar reactia este unitara.

—ﬂ?—% EN % PL T»y

Fig. 1.10. Structura standard a sistemului automat neliniar
cu elementul neliniar Tn canalul direct

2. Structura sistemului (fig. 1.11) cand partea liniara PL (obiect
de reglare liniar) este plasata in canalul direct, iar partea neliniara EN
(regulatorul) este plasata pe calea de reactie.

PL

EN

Fig. 1.11. Structura sistemului automat neliniar
cu elementul neliniar 1n reactie

3. Structura generald a sistemului neliniar data in figura 1.12
cand elementul neliniar este un regulator neliniar si partea liniard
(prezinta obiectul de reglare) sunt plasate Tn canalul direct.

_T" u y

RN > PLT—b

Fig. 1.12. Structura sistemului automat neliniar

4. Structura sistemului automat neliniar (fig. 1.13), in care se
evidentiaza neliniaritatea N, introdusa de elementul de executie (EE) si
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pozitionerul cu neliniaritatea N,. In structura sistemului, in canalul
direct este conectat regulatorul R si partea liniara formata din doua
elemente cu functiile de transfer H, (s) si H,(s). In sistem existd doua
tipuri de reactii: reactia in elementul de executie (reactia locald) si
reactia sistemului.

u y
NG Ny —>{H1(s) o H,(s)

A 4

N

Fig. 1.13. Structura sistemului automat neliniar cu doua neliniaritati

5. Structura de sistem neliniar cu reactie data in figura 1.14 cu
regulator neliniar RN in canalul direct si in reactie cu element de
corectie liniar cu f.d.t. H.(s), elementul de executie cu f.d.t. Hgg(s) si
obiectul de reglare cu f.d.t. Hy(s) conectate in canalul direct. Comanda
furnizatd de acest regulator are forma unor impulsuri modulate in
durata.

A\ 4

Hc(s)

Fig. 1.14. Structura sistemului automat neliniar cu element de corectie

Analogiile dintre notiunile de raspuns ale sistemului neliniar la
semnal in frecventa si de functie de descriere permit tratarea sistemului
neliniar similar sistemelor automate liniare. Pentru o schema-bloc
structurald a unui sistem neliniar se efectueaza operatiile de separare a
elementelor neliniare si a partii liniare. Pentru elementele liniare ale
sistemului neliniar se pot aplica regulile de transformare a schemelor-
bloc structurale cunoscute de la sistemele liniare cu conditia ca
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marimile de intrare ale elementelor neliniare sa ramdna neschimbate
[4,9, 12,13, 17].

Aceasta conditie se explica prin aceea ca functia de descriere a
EN depinde de amplitudinea marimii de intrare a elementului.

Pentru un sistem automat neliniar cu o singura neliniaritate,
dupa transformarile efectuate pentru partea liniara, forma cea mai
simpla este schema-bloc structurala tipica data in figura 1.15.

| Ho(s) — O f©) sl HE) Tlh Hy(s) 1

Fig. 1.15. Schema-bloc structurala standard a sistemului automat neliniar

A 4

Tn rezultat, s-a obtinut o structura tipica cu element neliniar si
partea liniara cu functia de transfer echivalenta H(s) si reactie negativa.
In partea stangi si dreapta de aceasta structura exista blocurile cu linii
intrerupte descrise de f.d.t. H,(s) si H,(s), care se obtin in urma
transformarii partii liniare a sistemului si in calcule nu se utilizeaza.

Tn structura aceasta se preferd ca reactia negativa sa fie unitara
si, in raport cu sistemul liniar, nu are un echivalent mai simplu.

In cazul unui sistem neliniar cu doud sau mai multe elemente
neliniare, reducerea la forma tipicd indicatd nu este posibila datorita
conditiillor mentinerii neschimbate a marimilor de intrare ale
elementelor neliniare.

1.5 Modele matematice ale sistemelor automate neliniare

Structurile de sisteme neliniare cu neliniaritati si caracteristici
statice grupate si parti componente liniarizate interconectate sunt cel
mai larg utilizate 1n practica realizarii sistemelor automate
(automatizarea diferitor procese). Pentru descrierea dinamicii
sistemului neliniar se utilizeaza metode generale ale ecuatiilor
diferentiale neliniare de forma:

x = f(x,u,p,t), x(ty) = X, t = ¢y, (1.9)
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y=g(xt), (1.10)

unde multimea marimilor de intrare—iesire si cea a variabililor de stare
apartin unor spatii topologice multidimensionale reale (euclidiene):

ueUcR™yeYcR,xeEXcRYpEPCR",

unde u = (uq, Uy, -+, Uy) este vectorul marimilor de intrare m-
dimensional, y = (y41,¥,,:*,¥;) — vectorul marimilor de iesire [-
dimensional, x = (x4, x,,*+, x,,) — vectorul variabilelor de stare n-
dimensional, p = (p1,p2, ", pr) — vectorul perturbatiilor -
dimensional, U,Y,X,P sunt multimi din spatiile respective R™, R!,
R™, R", functiile f si g sunt functii neliniare de argumentele lor.

Spatiul R™la care se mai adaugd o coordonatd suplimentara
timpul t devine spatiul R™*1 si se numeste spatiul de faza.

Starea unui sistem la timpul t, este reprezentata de cea mai mica
multime de date, in mod normal o multime de numere (marimi)
(x1(to), x2(to), -, x,(to)) = x(ty) = x,, din care se poate determina
univoc pentru orice timp t > t, (viitor) evolutia sistemului automat,
presupunand ca toate intrdrile care influenteaza sistemul pentru timpul
t > t, ca si ecuatiile de functionare ale sistemului sunt cunoscute. In
acest mod, starea unui sistem, definitd complet la un moment dat ¢t prin
variabilele de stare x, se poate considera ca o informatie minima asupra
evolutiei sale anterioare si o reuniune de condifii inifiale pentru
caracterizarea evolutiei sale ulterioare [1, 4, 9, 13, 17].

In modelul matematic general asociat sistemului neliniar ecuatia
(1.9) reprezinta ecuatia de stare, iar ecuatia (1.10) este ecuatia de iesire
(de legaturad).

Functiile f si g pot fi functii neliniare.

Pornind de la ecuatiile (1.9)-(1.10), se defineste notiunea de
sistem dinamic neted prin tripletul de mérimi (u, f, g) cu proprietatile
urmatoare:

a) u sunt functii continue (eventual pe portiuni);

b) f este functie continua si global lipschitziana in raport cu x
six # 0, iar xf(x) > 0;
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c) g este functie continua.

Conditiile a), b) asigura existenta globalda a solutiei ecuatiei
(1.9) in raport cu orice intrare u si initializare x(ty) = x,.

Solutia ecuatiei de stare (1.9) in acest caz este:

X(t) = (P(t, tO' xO'u)’ (111)

unde o(t, ty, xo,u) se numeste traiectorie de stare care trece la
momentul t, prin x,.

Daca sistemul (1.9)-(1.10) nu depinde de timp si perturbatiap =
= 0, atunci este invariant in timp si se reprezinta in forma:

x = f(xut) = f(x,u), x(ty) = x,t =0, (1.12)
y=gxt) =gx). (1.13)
Daca functiile f(x,u) si g(x) pot fi liniarizate in jurul unui

punct static de functionare, atunci se obtine modelul liniar invariant de
forma:

x = f(x,u) = Ax + Bu, (1.14)
y =g(x) = Cx. (1.15)

Daca variabilele depind de timp, atunci sistemul (1.14)-(1.15) se
reprezinta in forma:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.16)

y(t) = Cx().

Tn expresiile (1.14)-(1.16) se utilizeaza notatiile: A este matricea
coeficientilor interni de dimensiunea n X n, B — matricea de comanda
de dimensiunea n X m, € — matricea de iesire de dimensiunea [ X m.

Matricele A, B, C se calculeaza prin relatiile:

4 = G g = Yo = 29
Ox  1(x0 y%) ou  l(x0 40) 0x
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Functiile neliniare f si g au fost liniarizate in jurul punctului de
liniarizare (x°, u°) cu f(x° u®) = 0 i g(x°) = 0. Matricele 4, B, C
depind de punctul de liniarizare (x°, u°).

Daca se considera diferite regimuri de functionare a sistemului
neliniar, atunci rezulta diferite seturi (4%, B, C*) care reprezinta diferite
modele ale sistemului.

O asemenea aproximare a modelelor neliniare evidentiaza un
anumit grad de incertitudine structurala in descrierea obiectelor reale
neliniare prin aproximatii liniare.

Descrierea intrare—iesire a sistemului neliniar evidentiaza atét o
caracteristica statica neliniara, cat si o caracteristica dinamica neliniara.

Daca se defineste un sistem prin operatorii f si g Tn forma:

fu,y) =0, (1.18)
y=gQ), (1.19)

unde acesti operatori introduc operatii de derivare, integrare sau alte
operatii similare, atunci acest sistem este neliniar dinamic si are o
evolutie proprie in timp. Tn acest caz, fiecarei valori de intrare stabilizata
ii corespunde o valoare stabilizatd la iesire §i caracteristica statica a
elementului studiat sau a sistemului se determind de totalitatea acestor
puncte (u;, y;).

Forma generald a modelelor matematice a unui sistem neliniar
multivariabil ce defineste asemenea structurii (fig. 1.16, a) si are forma:

X = Ax + Bu,
y=C"x, (1.20)
u = @),

unde u = (uy, uy, -+, uy,)T este un vector de intrare transpus m—

dimensional al intrarilor neliniare, daca se aproximeaza ca numarul de
unitati neliniare este egal cu numarul m al iesirilor partii neliniare, x =
= (xq,x,, -+, x,) — vectorul variabilelor de stare n-dimensional, A —
matricea coeficientilor constanti ai partii liniare de dimensiunea n X n,
B — matrice cu coeficientii constanti de dimensiunea n Xm , C —
matrice cu coeficientii constanti de dimensiunea n X m si €T — matrice
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transpusa.

Ecuatia a doua din (1.20) este ecuatia de legatura dintre partea
liniara si partea neliniara. Rezulta ca sistemul consta din m neliniaritati
cu o intrare §i o iesire. Ecuatia u = @(y) ce descrie partea neliniard cu
functia vectoriald neliniard ¢p(y) datda se descompune Th m ecuatii
scalare u; = @;(y;), i = 1,m, iar @(y) este o matrice diagonala de
dimensiunea m x m.

—-u|x=A4Ax+Bu,| y —u y
ychx H(S)
) u=f(y)e
u:
PYy) 2 b)

Fig. 1.16. Modele de sisteme neliniare

Pentru sistemele neliniare monovariabile (fig. 1.16, b) cu
modelul partii liniare 1n variabile de stare sistemul (1.20) ia forma:

x(t) = Ax(t) + bu(t),
y(t) = cTx(t), (1.21)
u = f(y),

unde marimile u §i y sunt marimi scalare, iar f () este o functie scalard,
x = (x4, Xy, -+, x,) — vVectorul variabilelor de stare n-dimensional, A —
matricea de dimensiunea n X n, b — vectorul coloana
de comanda de dimensiunea 1 X n, ¢ — vectorul coloana de iesire de
dimensiunean x 1, iar ¢’ — vectorul ¢ transpus de dimensiunea 1 X n.
Daca sistemul neliniar se descrie prin metoda intrare—iesire (fig.
1.17) si modelul matematic al partii liniare se descrie prin functia de
transfer H(s), atunci se obtine:

y = —H(s)u, (1.22)
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u = f(y),

iar pentru sistemul din figura 1.17 eroarea € = r — y, si daca r = 0,

atunci € = —y.
r € u Y
— O/ © H(s)—T—>

Fig. 1.17. Structura sistemului automat neliniar

A 4

Pentru descrierea sistemelor automate liniare se utilizeaza
ecuatiile diferentiale liniare, care au o solutie generala [3, 5, 8, 10, 17].

Pentru descrierea sistemelor automate neliniare se utilizeaza
ecuatiile diferentiale neliniare pentru care o solutie generald nu exista,
dar solutiile se obtin pentru cazuri particulare in functie de tipurile sau
clasa de neliniaritati. Acest impediment evidentiaza dificultatile, care
apar la analiza si sinteza sistemului neliniar.

S-au elaborat mai multe metode de studiere a dinamicii
sistemului neliniar. Mentionam metodele care sunt utilizate mai
frecvent pentru analiza si sinteza sistemului automat neliniar [1, 4, 9,
12,13, 17].

1. Metode de liniarizare a caracteristicilor statice neliniare.

2. Metode bazate pe rezolvarea ecuatiilor diferentiale neliniare
(analitice, grafice, grafo-analitice, numerice).

3. Metode bazate pe analiza calitativa a ecuatiilor diferentiale
neliniare.

4. Metoda planului fazelor.

5. Metoda functiei de descriere (liniarizarii armonice).

6. Metode bazate pe serii Volterra.

7. Metoda liniarizarii statistice.

Analiza si sinteza sistemelor automate neliniare se efectueaza
prin utilizarea diferitor metode aplicabile unor clase diferite de sisteme.
Multe metode se bazeaza pe idei si concepte din teoria sistemelor
automate liniare, dar aceste metode au un scop comun de analizd a
stabilitatii si sinteza unor sisteme automate neliniare stabile.
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Propunem in continuare metodele de analizd a sistemelor
neliniare: metoda planului fazelor, metoda functiei de descriere (in
planul Mihailov si planul Nyquist), metoda Liapunov si criteriul V. M.
Popov de stabilitate absoluta a sistemului neliniar.

1.6 Punct de echilibru al sistemului automat neliniar

Functionarea unui sistem neliniar si studierea evolutiei acestuia
satisfac urmatoarele ipoteze pentru partea liniara cu functia de transfer
[1,9, 12,13, 17, 21]:

_ Y _B©
H(s) =22 =28, (1.23)

1. Partea liniard are o caracteristicd atenuare-frecventa de tipul
filtru trece-jos cu o panta cel mult egala cu —40 dB/decada in zona
pulsatiei de taiere.

2. Partea liniara are cel mult un pol pe axa imaginara in origine
(p = 0), iar restul polilor toti sunt alocati in Rep < 0.

3. Polinoamele B(s) si A(s) sunt relativ prime intre ele.

4. Functia de transfer H(s) poate sa contina si un element cu
timp mort.

Avand in vedere cd elementul neliniar poate avea o caracteristica
statica complexa, sistemul neliniar poate avea mai multe puncte de
echilibru. Din aceste considerente, notiunea de stabilitate a sistemului
neliniar se transforma in notiune de puncte de echilibru ale sistemului.

Dupa analogia sistemului continuu liniar, regimul de functionare
uzual al unui sistem automat neliniar este regimul stationar ca utilizare
practica.

Pornind de la schema structurala tipica a sistemului neliniar din
figura 1.17, regimul stationar este posibil daca variabilele din sistem vor
avea valori constante: referinta r = ry = const, marimea de comanda
u = u, = const, eroarea € = g, = const si marimea de iesire y =
= y, = const. In acest caz, cvadruplul (r,, uy, €y, Vo) determini un
punct de functionare al sistemului neliniar descris de sistemul de
ecuatii:
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Yo = H(p)uy,
up = f(&o), (1.24)
€ = To — Yo

d . - .
unde p = — = s este operatorul de derivare care substituie variabila s

dac
inf.d.t. H(s).
Yo = @f(s )
70 ° gy 0 r =0 ~ Asg F(8e) Au= Ay
Yo1 Yo=T10— & —

H(p) T’

Fig. 1.18. Punctul de echilibru a) si structura sistemului
neliniar Tn punctul de echilibru b)

b)

(1
1
1
1
1
1

€

Deoarece f.d.t. este definita de raportul polinoamelor:

H(p) = Y@ = Imp"4bmoa " tbaptby Do _ o (q 95)
P u®) ~ anpMtan—i p"l+otaiprag P07 aq '

rezulta ca in punctul M de functionare al sistemului actiunea derivatelor
dispare (este nuld), deci, au loc egalitatile:

p"yo =p" tyy = =pyo =0,
ptug =p"tuyg = =puy =0 (1.26)

si atunci se constata ca cvadruplul (ry, ug, €9, yo) defineste un punct de
echilibru al sistemului neliniar ca un regim stationar.
Din expresiile (1.24)-(1.26) se obtine:

b
Yo=To— & = a_zf(so),
Yo = To — &o- (1.27)
Pentru expresiile (1.27) in figura 1.18, a se dau reprezentarile
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grafice unde este dat punctul de echilibru cu coordonatele M(gy4, Vo1)-
Daca exista mici abateri Ag, Au, Ay ale marimilor €, u, y, de la
regimul stationar, atunci, conform sistemului (1.24), se obtine sistemul:

Yo + Ay = H(p) (u, + Auw),
Uy + Au = f(gy + A¢), (1.28)
€ + Ae =1y — (Yo + Ay).

Din sistemul de ecuatii (1.28) se scade sistemul (1.24) si se
obtine sistemul 1n abateri:

Ay = H(p)Au,
Au = Af (Ag), (1.29)
Ae = —Ay,

unde s-a utilizat notatia:

Af(Ae) = f(go + Ag) — f(&) = f(Le).

Sistemului de ecuatii (1.29) 1i corespunde schema structurala a
sistemului neliniar din figura 1.18, b, care reprezinta schema-bloc
structurala standard asociatd punctului de echilibru M(ry, ug, €9, o) si
pentru o valoare fixa a semnalului g, rezulta ca abaterile sunt nule Ay =
= 0, Au = 0, Ae = 0 si aceasta este unica stare de echilibru a sistemului
automat neliniar.

Este posibil ca sistemul de ecuatii (1.29) sa admita si solutii
periodice (oscilatii intretinute) in vecindtatea punctului de echilibru cu
coordonatele Ay = 0, Au = 0, Ae = 0.

Exemplul 1.1 [6]. Se considera schema structurald a sistemului automat

neliniar data in figura 1.19, a cu elementele functionale descrise de functiile de
transfer:

k k k
H,(s) = 7"15_1+1’ Hy(s) = TZS_ZH, H3(s) = 7"35_11’ H,(s) = kys, Hs(s) = ks,

iar f (&) reprezinta caracteristica staticd a elementului neliniar.

Procedura de transformare a schemei structurale a sistemului neliniar se
efectueaza pe etape.

In prima etapa se deplaseaza f.d.t. H,(s) la stanga peste sumatorul S; si
totodata se introduce si in canalul reactiei sistemului. Ca rezultat, reactia sistemului
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T, Hy (s) &l £(e) | H, (s)Hs (s) 92
H,(s)(«
Hs(s) |«
a)
L H,(s) £yl £(e) el Hy(5)Hs(5) |92
Hy(s) Hy(s)[¢
T_ Hg(s) [«
b)
£(&) g o () Hs () 2>
H(s) )

Fig. 1.19. Scheme structurale ale sistemului neliniar:
a) initiala, b) transformata, c¢) echivalenta

este 0 conexiune paraleld a produsului f.d.t. H;(s)Hs(s) cu f.d.t. H,(s) din reactia
locala (fig1.19, b) si functia de transfer a reactiei echivalente se reprezinta in forma:

kiks +hys = k4T152+k4s+k1k5.
Tys+1 Tys+1

H'(s) = H,(s)Hs(s) + Hy(s) =

Tn etapa a doua se deplaseazi produsul H, (s)H(s) la dreapta peste nod si se
introduce si in canalul de reactie al sistemului (fig. 1.19, c), se obtine schema
structurala tipica a sistemului automat neliniar.

In acest mod, partea liniara se descrie prin functia de transfer echivalenti si
dupa unele transformari se obtine expresia ca raportul a doud polinoame:

H(s) = H'(s)H,(s)H3(s) = [H1(s)Hs(s) + Hy(s)[Ho(s)H3(s) =

_ koks (k1k5 Fhys) = kykskaTys?+kykakas+kykoksks
(T5+1)(T3s+1) “Tys+1 4 (T15+1)(To5+1)(T3s+1)
_ cs?+e1s+e __ bys?+bistby _ B(s)
T d3s3+dys2+dis+dy | s3+azs+agstag | A(s)’
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in care coeficientii ¢y, ¢y, ¢, dg, dq, d;, d3 sunt functii de coeficientii de transfer si de
constantele de timp initiale ale elementelor sistemului:

Co = kikaksks, ¢y = kyksky, c; = kyksk,Th,
do = 1, dl = Tl + T2 + T3, dz = T].TZ + T1T3 + T2T3, d3 = T1T2T3.

Tn expresia lui H(s) se impune conditia ca coeficientul d; = 1 si atunci toti
coeficientii f.d.t. se impart la d5, obtindnd forma finala a f.d.t. exprimata ca raportul
polinoamelor B(s) si A(s) cu coeficientii:

b, =c¢;/ds, by = ¢;/ds, by = ¢o/d3,
as =1, a, =dy/ds, ay = dy/d3, a0 =dy/ds.m

Chestionar si probleme

1. Numiti proprietitile de baza ale sistemelor neliniare.

2. Dati exemple de elemente functionale neliniare.

3. Numiti tipurile de baza de caracteristici statice neliniare.

4. Dati exemple de caracteristici unilaterale statice neliniare.

5. Dati exemple de caracteristici neunivoce statice neliniare.

6. Ce reprezinta clasificarea caracteristicilor statice releice?

7. Prezentati o caracteristica statica de tip releu cu zona de insensibilitate si
histerezis si explicati modul de functionare.

8. Ce reprezinta schema-bloc functionald a sistemului neliniar? Dati
exemplu.

9. Dati un exemplu de sistem automat neliniar si reprezentati schema-bloc
functionala.

10. Ce reprezinta schema-bloc functionala standard a sistemului neliniar?

11. Explicati punctul de echilibru al sistemului automat neliniar.

12. Se considera partea liniard a structurii sistemului din exemplul 1.1 cu
elementele H,(s), H,(s) sunt elemente cu inertie de ordinul unu, H;(s) — element
integrator, H, (s) — element ideal derivator, Hs(s) — element ideal. Determinati functia
de transfer a partii liniare.

13. Pentru partea liniara a structurii sistemului neliniar din exemplul 1.1 cu
elementele H;(s), H,(s) sunt elemente cu inertie de ordinul unu, H;(s) — element
integrator, H,(s) — element real derivator, Hs(s) — element ideal. Determinati functia
de transfer a partii liniare.

14. Pornind de la partea liniard a structurii sistemului din exemplul 1.1 cu
elementele H;(s), H,(s) sunt elemente cu inertie de ordinul unu, H;(s) — element
integrator, H,(s) — element ideal, Hs(s) — element ideal, determinati functia de
transfer a partii liniare.
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2 METODA PLANULUI FAZELOR
2.1 Analiza sistemului neliniar prin metoda planului fazelor

Metoda spatiului fazelor a fost introdusd de Poincare pentru
studierea sistemelor mecanice cu unul sau mai multe grade de libertate
si de Gibbs la studiul echilibrului chimic. In principiu, aceasti metoda
se asociazad migcarii sistemului considerat un punct care se misca
simultan cu sistemul Tntr-un spatiu raportat la un sistem de coordonate,
alcatuit din variabilele care determina pozitia momentana a sistemului
si derivatele acestor variabile, denumit spatiul fazelor [1, 4, 9, 12, 14,
17].

Aceastd metoda este una precisa CU reprezentare grafica care se
aplica cu precadere sistemelor automate de ordinul doi, invariante,
descrise prin variabilele de faza. Exista si extinderi la sisteme descrise
prin variabilele de stare sau variabile de faza de ordin superior, dar din
cauza dificultatilor care apar in procedurile de calcul, sunt mai rar
utilizate. Avantajul metodei consta in faptul ca reprezintd o imagine
dinamic [1, 4, 9, 12, 14, 17].

Deoarece starea unui sistem fizic, descris de o ecuatie
diferentiald de ordinul n, este complet determinatd de variabila de stare
aleasa x si cele (n — 1), derivate ale acesteia x, ¥, -+, x™ ! si reprezinti
variabilele de faza, care sunt coordonatele spatiului starilor x; = x,
X, = X,x3 =X, ,, %, = x™ L. Pentru sistemele cu un singur grad de
libertate, spatiul fazelor devine planul fazelor, cu coordonatele x4 si x,
— respectiv variabila de iesire a sistemului y = x,, caracterizand
functionarea sistemului automat in regim dinamic si x, = dx4(t)/dt =
= X, — prima ei derivata in raport cu timpul.

De exemplu, in cazul unui sistem de reglare automatd cu
parametrul de reglare a marimii de iesire y Se aleg variabilele de faza:
raspunsul sistemului y = x; si viteza de variatie a raspunsului
sistemului dy(t)/dt = dx,(t)/dt = x,. In planul fazelor (x;, x,),
oricarui punct M(x4,x,) cu coordonatele x;,six, Ti corespunde o
singura stare a sistemului reprezentat. Pentru timpul variabil ¢, punctul
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M(x4, x,) se deplaseaza pe o curba numita traiectorie de faza (fig. 2.1)
si aceastd curba poate fi gradatd in valori de timp t,,ty,t,, +, tp,
permitand evaluari calitative ale comportarii sistemului automat
reprezentat.

Caracterul miscarii punctului curent pe traiectorie nu depinde de
momentul initial ca proprietate de sistem dinamic.

Familia de traiectorii de faza determinata de variatia conditiilor
initiale x; (0), x,(0), se numeste portret de faza al sistemului automat.

4

Fig. 2.1. Traiectorie de faza

Desigur, analiza dinamicii sistemului cu ajutorul planului
fazelor este limitatd la sisteme de ordinul unu sau doi, deoarece
derivatele de ordin superior nu pot fi reprezentate grafic, iar un sistem
automat de ordin superior nu poate fi complet definit numai prin
variabila de stare i prima ei derivatd. Avand in vedere ca, in general,
sistemele automate neliniare din multiple aplicatii industriale pot fi
aproximate prin sisteme de ordinul doi, metoda isi gaseste o anumita
aplicabilitate si la studierea acestora.

Se considera un sistem automat neliniar de ordinul doi descris
prin ecuatia:

y=fyy =0, (2.1)

unde y poate fi marimea de iesire a sistemului sau eroarea sistemului g,
lar u — marimea de intrare (u = 0), functia f se considera functie
neliniard analitica (olomorfa).

Variabila y din (2.1) este marimea de iesire a sistemului. Se
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introduc variabilele de stare:

Yy = Xq,
dy . _dxqy _ . _ 29
Y _y="t=g =1, (2.2)
d’y .. d%x;

acz Y T a2

Se considera ca ecuatia (2.1) admite o singura solutie pentru
fiecare pereche de conditii initiale x;(0), x,(0), care se reprezinta
printr-o traiectorie de faza unica in planul fazelor (x4, x5).

Expresia (2.1) cu variabile de stare (2.2) are forma:

(2.3)
d .
f = X, = f(x1, x2)%x3.
Impirtind ecuatia a doua la prima din (2.3), se obtine ecuatia
diferentiald in forma:

o I - fn,x), (24)

dxq X2

din care s-a eliminat timpul si care descrie traiectoria de fazi a
sistemului automat.

Reprezentarea geometrica a solutiei ecuatiei (2.4) se numeste
curbd integrald sau traiectorie de faza. Deoarece derivatele x; si x,
sunt determinate de ecuatiile (2.3), orice punct nesingular in planul
fazelor reprezentat prin (x;, x,) pe curba integrala se misca cu o viteza
definitd de-a lungul curbei integrale si acest punct, care prezinta starea
sistemului, descrie o traiectorie de miscare sau o traiectorie de faza. La
valoarea x, = 0 si f(xq, x,) = 0 nu exista miscare, deoarece derivatele
X, si X, devin egale cu zero In aceste puncte si se numesc puncte
singulare.
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Solutia ecuatiei de stare la x; = 0 si x, = 0, denumita stare de
echilibru, reprezinti solutia triviald a ecuatiei (2.4). In aceste ecuatii,
variabilele x; si x, sunt selectate astfel, incat sa exprime deviatia de la
0 oarecare stare de echilibru, care pentru x; =0six, =0 este
denumita starea de echilibru la zero. Originea coordonatelor in planul
fazelor (x4, x,) este intotdeauna un punct singular. Pe axa absciselor n
jurul punctului de origine poate sd existe segmentul de repaus.

Existenta mai multor puncte singulare pe partea interioard a
curbei integrale determina o divizare (bifurcatie) a acesteia in mai multe
traiectorii de faza.

Din expresiile (2.3)-(2.4) se obtin un sir de particularitati ale
planului fazelor cum ar fi:

1. Daca functia f(x,, x,)x, este analitica, atunci solutia x, este
unica in raport cu timpul ¢ in planul (x4, x;) si este dictata de conditiile
initiale x4 (0), x,(0) si de marimea de intrare u(t). Unicitatea solutiilor
(cu exceptia punctelor singulare) 1n raport cu timpul t indicd o
traiectorie de faza pentru conditiile initiale date. Printr-un punct al
planului fazelor trece o singura traiectorie de faza. Daca functia f nu
este analitica, atunci printr-un punct al planului trec mai multe
traiectorii de faza. Asemenea puncte Se numesc puncte singulare sau
critice ce caracterizeaza comportarea unui sistem automat liniar sau
neliniar.

2. In cazul cand dx, /dt = %; = x, > 0, marimea lui x; creste
si se constata ca in partea superioara a planului fazelor pentru timpul ¢
in crestere punctul caracteristic se misca pe traiectoria de fazd de la
stinga la dreapta, iar in partea inferioara a planului miscarea se
efectueaza de la dreapta la stinga, deoarece dx;/dt = %; = x, < 0 si
marimea lui x; se micsoreaza.

3. In punctele x, = 0si f(xy,x,) # 0, dar nu in punctele
singulare ale axei absciselor, traiectoriile de faza intersecteaza axa
absciselor sub un unghi drept de sus in jos in semiplanul din dreapta si
de jos in sus in semiplanul din stanga.

4. In planul fazelor existd puncte de echilibru cand x, = 0,
f(x1,x,) = 0sau puncte singulare pe axa absciselor care sunt stabile
sau instabile.
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Daci traiectoriile de faza converg catre punctele de echilibru,
atunci aceste puncte sunt stabile, si invers, daca toate traiectoriile de
fazd pornesc din punctele de echilibru, atunci aceste puncte sunt
instabile.

Dupa traiectoriile de faza se poate caracteriza cum va evolua
procesul tranzitoriu in sistem. Pentru traiectoria de faza x, = f(x;) fara
calcule se poate construi calitativ curba procesului tranzitoriu x; (t) (fig.
2.2, a), si invers, dupa curba procesului tranzitoriu x,(t) se poate de
construit calitativ portretul de faza curba x, = f(x,) (fig. 2.2, b). Pe
curbe sunt indicate punctele caracteristice A, B, C, D, E.

x1(t) A4 x1(2) X2

b)
Fig. 2.2. Traiectoria de faza si procesul tranzitoriu al unui sistem automat

2.2 Puncte singulare pentru sistemul liniar in planul fazelor

Se considera un sistem automat liniar descris de sistemul de
ecuatii diferentiale:

x = Ax, (2.5)

pentru care originea este punctul de echilibru unic daca det4 # 0 si
rezulta ca originea (zero) nu este valoarea proprie a matricei 4.

De exemplu, sistemul (2.5) este un sistem de ordinul doi cu
parametrii a,, a, cunoscuti:

X(t) + a;x(t) + a,x(t) =0 (2.6)
si ecuatia operationala a acesteia este:
p?+a;p+a,=0, (2.7)

care are radacinile de forma:
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-a,+ ,a§—4a2

P12 = >

vvvvv

D2 $1 p1 # P2, P1 # 0, p, # 0, obtinand solutia ecuatiei diferentiale
(2.6-2.7) in forma:

x(t) = ¢ eP1t + c,eP2t, (2.8)

unde ¢, si ¢, sunt constantele conditiilor initiale ale sistemului.

In acest caz particular existi mai multe situatii posibile de
trasare a traiectoriei de faza, care depind de proprietatile interne a4, a,
ale sistemului exprimate prin radacinile ecuatiei p;, p,.

Tn planul fazelor, traiectoriile de faza se prezintd ca o multime
(familie) de curbe la variatia conditiilor initiale ale variabilelor de stare
X10, X20-

1. Punct de echilibru. Valorile proprii (radacinile) ale sistemului
sunt reale diferite si au acelasi semn, atunci traiectoriile de faza din jurul
punctelor de echilibru sunt radiale si acestea se numesc noduri, care
reprezinta echilibrul stabil sau instabil.

1. Daca radacinile sunt reale negative p; = —ay si p, = —a,
(element cu inertie de ordinul doi stabil), atunci traiectoriile de faza
formeaza nodul asimptotic stabil (procese tranzitorii aperiodice stabile)
si planul radacinilor, traiectoriile de faza si procesele tranzitorii sunt
date 1n figura 2.3, a, b, ¢ cu traiectoriile de faza 1-5 si procesele
tranzitorii 1-5 cu punctele caracteristice B;, B3, By, B¢ si Cs, Cy.

|

Fig. 2.3. Planul radacinilor, traiectoriile de faza si raspunsul
tranzitoriu Tn vecindtatea unui nod asimptotic stabil

1.2. Dacéd radacinile sunt reale pozitive p; = o4 si p, = a,
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(element cu inertie de ordinul doi instabil), atunci traiectoriile de faza
formeaza nodul asimptotic instabil (procese tranzitorii aperiodice
instabile) si planul radacinilor, traiectoriile de faza si procesele
tranzitorii sunt date n figura 2.4, a, b, c.

4w Ax, Ax, (t) 1

o Ay

Fig. 2.4. Planul radacinilor, traiectoriile de faza si raspunsul
tranzitoriu in vecinatatea unui nod asimptotic instabil

2. Daca radacinile (valorile proprii) sistemului sunt complex
conjugate, atunci traiectoriile de faza din jurul punctelor de echilibru
au forma de spirale si acestea se numesc focare (fig. 2.5).

2.1. Daca parametrul a; < 0 si radacinile ecuatiei sunt complex

conjugate p; = —a + jw, p, = —a — jw (element si proces tranzitoriu
oscilant amortizat, 0 < & < 1), atunci traiectoriile de faza formeaza
focarul stabil si traiectoriile de faza si procesele tranzitorii se reprezinta
in figura 2.5, a, b.

2x; X2
\

X1 X1

a) |[T—0 b)

Fig. 2.5. Vecinatatea unui focar stabil a) si instabil b)

2.2. Daca a, > 0 si radacinile sunt complex conjugate p; =
o+
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+jw, p; = o — jw (element si proces tranzitoriu oscilant instabil, cand
—1 < § < 0), atunci traiectoriile de faza formeaza focarul instabil si
traiectoriile de faza si procesele tranzitorii se dau in figura 2.5, b.

3. Daca radacinile sunt reale si au semne contrarii p; = a4,
p2, = Fa, (element si proces tranzitoriu instabil, & = 0), traiectoriile de
faza (proprii sistemelor liniare instabile) sunt curbe deschise de tip
hiperbole si asimptote cu un singur punct de echilibru numit sa si
traiectoriile de faza 1, 2 sunt date in figura 2.6, a. Traiectoriile de faza
2 reprezinta separatoare.

Separatoarele divizeaza (separa) portretul de faza in domenii
care pot fi stabile sau instabile.

4. Daca a; = 0, iar radacinile sunt imaginare p; = jw, p, =
= —jw, atunci traiectoriile de faza au forma unor elipse, care formeaza
punctul de echilibru centru si traiectoriile de faza in forma de elipse si
sunt reprezentate in figura 2.6, b.

Tn cazul sistemului automat liniar conservator, traiectoriile de
fazd au forma unor elipse (fig. 2.6, b), ce corespund oscilatiilor
neamortizate. Aceste oscilatii neamortizate nu sunt autooscilatii, fiindca
amplitudinea lor este functie de conditiile initiale si nu sunt asimptotic
stabille. Originea, Tn cazul dat, este un punct singular care nu apartine
nici uneia dintre traiectoriile de faza, numit centru (turbion), asociat cu
echilbrul neutru, care este stabil dupa Liapunov.

A xz

(i
!

a)

Fig. 2.6. Vecinitatea unui punct de echilibru sa a)
si ciclul-limita centru (elipsd) b)

Exista sisteme automate neliniare care pot avea diferit de centru
puncte singulare prin care trec doud traiectorii de faza separate ce se
numesc separatoare.
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Pentru sistemul automat neliniar este necesar a cunoaste nu
numai punctele singulare, dar si proprietatile lor. Dupa traiectoriile de
faza ale sistemului se stabilesc punctele singulare si traiectoriile de faza
si se determina stabilitatea sistemului neliniar in mare si in mic.

La reprezentarea sistemului in planul fazelor pot sd aparad una
sau mai multe traiectorii de fazad inchise, numite cicluri-limita, de-a
lungul carora miscarea are caracter periodic (fig. 2.7, a, b).

kxz

ey
S

X
B

—

Fig. 2.7. Vecindtatea unui ciclu-limita stabil a) si instabil b)

In cazul sistemelor neliniare, datoritd particularitatilor acestora
in comparatie cu cele liniare, la reprezentarea functionarii lor in planul
fazelor apar o serie de curbe speciale.

De exemplu, regimurilor cu oscilatii intretinute specifice
sistemelor automate neliniare le corespund in planul fazelor tot elipse,
reprezentadnd ciclurile-limita stabile sau instabile. Pentru un sistem
automat neliniar in regim cu oscilatii intretinute stabile, ciclul-limita
corespunzator este stabil (fig. 2.7, a), iar pentru un raspuns ce
caracterizeaza un sistem neliniar stabil in mic si instabil in mare, pentru
care oscilatiile intretinute sunt instabile, ciclul-limita este instabil (fig.
2.7,b). In functie de comportarea sistemului neliniar, in planul fazelor
pot exista si curbe deschise, de genul celor care au fost prezentate, insa
asociate cu ciclurile-limita.

Tot in cazul sistemelor neliniare se mai intalnesc si alte curbe
speciale in planul fazelor. De exemplu, pentru abateri mici de la regimul
stationar Tn sistem pot aparea oscilatii intretinute, care depind de
conditiile initiale, iar pentru abateri mari regimul sistemului este
aperiodic instabil. In acest caz, in planul fazelor se obtin traiectorii de
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faza sub forma de elipse si hiperbole, delimitate de prezenta unor puncte
singulare tip sa.

2.3 Sisteme neliniare cu neliniaritati de tip releu

Analiza traiectoriilor de faza a sistemului neliniar cu relee
permite a evidentia influenta diversilor factori-proprietati (zona de
insensibilitate, histerezis etc.) asupra stabilitatii si convergentei
proceselor [1, 4,9, 12, 17].

Consideram o structura de sistem neliniar reprezentata in figura
2.8, a cu partea liniard formata din obiectul de reglare cu inertie de
ordinul unu cu ecuatia In operatori:

(Tp+ 1)y =—ku (2.9)
si ecuatia care descrie regulatorul (partea neliniard):
pu=f(), (2.10)

unde u = f(g) = f(y) este caracteristica statica neliniara (fig. 2.8, b).
In sistem automat referinta r = 0, iar eroarea € = —y = —x;4,

u=f(e)=fy) = fx).

ck-

I

T € u y —& —&; €
? N PL ‘ A |0& &
- 4
-4—c

a) b)

v

Fig. 2.8. Structura sistemului automat cu releu

Descrierea sistemului se obtine din ecuatiile (2.9)-(2.10):
k
(Tp + Dy = -2f),

Tp*y + py = —kf(y),
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TEL 42— _kf(y). (2.11)

Introducand variabilele de stare in expresia (2.11), se obtine:

yle’
dy _dxq _

dt a2

d?y _ d?x; _ dx,
atz ~ dtz ~ dt

si, dupa unele transformari in ecuatia diferentiala (2.11), se obtine
sistemul ecuatiilor de stare:

dxq _

—_— xz’
dt

d k

i) (212)

Din sistemul (2.12) se obtine ecuatia traiectoriei de faza:

axp _ 1 _kflxy) (2.13)

dx1 - T T X2

Functia neliniard u = f(y) = f(x;) Se descrie pentru x, > 0:

—c pentru x; < —¢g4,
flxy) = { 0 pentru —g; < x1 < &y, (2.14)
+c pentru x; > g,

si pentru cazul x, < 0:

+c pentru x; > g,
flxy) = { 0 pentru —¢, < x; < g4, (2.15)
—c pentru x; < —¢,.

Din analiza relatiilor (2.14) si (2.15) rezulta ca in planul fazelor
functia u = f(x,) are trei valori si planul se separd in trei domenii:

In domeniul I functia are valoarea f(x;) = —c.

In domeniul II functia are valoarea f(x;) = 0.

In domeniul III functia are valoarea f(x;) = c.
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in planul fazelor aceste domenii se separa prin linii de comutare.
Planul fazelor este compus din trei foi (coli). Pe fiecare coala
traiectoriile de faza au forma lor si la liniile de comutare aceste coli se
unesc — traiectoriile de faza se unesc de pe o coala si de pe alta. Astfel,
apar puncte singulare unde traiectoriile se unesc.

Sistemul (2.13) pentru caracteristica statica (fig. 2.9, a) se
reprezinta in planul fazelor prin traiectoriile de faza pentru domeniile |,
I, 11 (fig. 2.9, b).

Au
ct---

-——=4 —C

Fig. 2.9. Portretul de faza al sistemului cu releu cu histerezis

Pentru domeniul I, functia f (x;) = —c traiectoria de faza este:
axa _ _ 1 ke xamke (2.16)
dX1 T T X2 TxZ

Ecuatia (2.16) ia forma:

Tx, 22 = —(x, — ko),

dxq -
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Pentru integrare, ultima expresie ia forma:
X,dx
x1 = _Tfﬁ_’rfdxz + Cl'
Dupa integrare se obtine solutia traiectoriei de fazd care se
descrie prin expresia:
x1 ES _kCTlnle - kCl - sz + Cl' (217)

Traiectoriile de faza au forma unor elipse cu ramurile orientate
spre stanga si au asimptota x, = kc la care tind cand x; — oo.
Pentru domeniul I, functia f(x;) = 0 traiectoria de faza este:

o __1 (2.18)

dxq T
Solutia traiectoriei de faza se da prin expresia:
hz—%+g. (2.19)

Traiectoriile de faza reprezinta linii drepte care formeaza un
unghi negativ cu axa absciselor.

Pentru domeniul Ill, functia f(x,) = +c traiectoria de faza
este:
ax, _ _1_kc (2.20)
dx1 T T X2 ' ’
Solutia traiectoriei de faza se descrie prin expresia:
x1 = kc T In|xy, + kc| — Tx, + Cs. (2.22)
Traiectoriile de fazd au forma unor elipse cu ramurile orientate
spre dreapta si au asimptota x, = —kc la care tind cand x; se
micsoreaza.

Pe axa absciselor x; se evidentiaza segmental de repaus
[—&; - &), larx, = 0.
Constantele C, C,, C5 sunt constantele de integrare, care se determina
de conditiile initiale ale variabilelor de stare. Pentru a determina familia
de traiectorii de faza este necesar a cunoaste conditiile initiale ale

45



variabilelor de stare x; (ty) = x4, i x2(tg) = x2.

2.4 Portretul de faza n cazuri
particulare de sisteme neliniare

Se analizeaza sistemul neliniar pentru doud tipuri de
caracteristici ale releului cu zond de insensibilitate si cu histerezis. In
primul caz, caracteristica neliniard de tipul releu cu zona de
insensibilitate i saturatie se da in figura 2.10, a unde segmentul &; =
= g, = g, si liniile de comutatie reprezinta doud drepte paralele axei
ordonatelor i care intersecteaza axa absciselor la distanta t¢.

—_—
»

Fig. 2.10. Portretul de faza al sistemului cu releu
cu zond de insensibilitate

Descrierea traiectoriilor de faza se dau de relatiile (2.17), (2.19),
(2.21). Planul fazelor se reprezenta in figura 2.10, b. Pe axa absciselor
este reprezentat segmentul de repaus [—gg *+* + &].

Tn cazul al doilea, caracteristica neliniara este de tipul histerezis
din figura 2.11, a in care nu este zona de insensibilitate si in planul

4
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fazelor domeniul II nu exista si se descrie prin urmatoarele relatii.
Pentru cazul cand x, > 0 functia are valorile:

_(—c pentrux; < g,
fx) = {+c pentru x; > g,. (2.22)
Pentru cazul cand x, < 0 functia are valorile:
__(tc pentrux; > —¢,,
f) = {—c pentru x; < —¢,. (2.23)

Relatiile (2.22)-(2.23) determina liniile de comutare ale
traiectoriilor de faza.

Portretul de faza se da in figura 2.11, b. Traiectoriile de faza din
stanga se descriu prin ecuatia (2.17), iar din dreapta prin ecuatia (2.21)
si reprezintd curbe de tip elipse. Pe axa absciselor este reprezentat
segmentul de repaus [—¢gq - + €]

sz ,
1
Au \\?‘\_l
» T
cl ~
A —kc /'/J:
—&p £, v —&p / 1 xlk
0 > T 0 € »
A 4 €0 \“// 0/ ke
N : <« v

Fig. 2.11. Portretul de faza al sistemului cu releu cu histerezis activ

Tn sistemul automat neliniar se stabilizeazd oscilatii
neamortizate si traiectoria de faza este inchisa, reprezentand ciclul-
limita. Traiectoriile de faza din afara ciclului-limita si din interiorul lui
sunt convergente la ciclul-limita.

2.5 Cicluri-limita in planul fazelor

Cicluri-limita reprezinta traiectorii (curbe) inchise in planul
fazelor, catre care tind asimptotic dintr-o vecinatate determinata toate
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traiectoriile atat din interior, cat si din exterior daca ciclurile-limita sunt
stabile (fig. 2.12, a) si, invers, cicluri-limita instabile (fig. 2.12, b) de la
care diverg traiectorii, atat spre interior cat si spre exterior, care sunt
traiectorii perturbate de la aceste cicluri-limita.

Sistemul automat la care punctul de echilibru x; = x, = 0 este
instabil, iar ciclul-limitd este unic si este stabil, se numeste instabil in

A xZ
———

a) T———

Fig. 2.12. Vecinatatea unui ciclu-limita stabil a) si instabil b)

mic §i stabil in mare.

Daca traiectoria se indeparteaza de ciclul-limita spre exterior,
atunci sistemul este instabil Tn mare. Aceste modele simple din plan
denota ca si ciclurile-limita au rolul de separatoare.

Existenta sau absenta ciclurilor-limitd in tabloul calitativ de
miscare a sistemului depinde de tipul neliniaritatilor si de parametrii
partii liniare. Pentru neliniaritdtile date si cu modificarea parametrilor
partii liniare punctele de echilibru instabile pot deveni stabile, si invers.

Valorile parametrilor pentru care are loc o asemenea inversare a
starii sistemului se numesc valori-limita sau bifurcatie si formeaza
curbe sau suprafete de bifurcatie in spatiul acestor parametri [1, 4, 9,
17].

Metoda planului fazelor permite o analiza calitativa a evolutiei
sistemului dinamic liniar sau neliniar cu evidentierea unor puncte de
echilibru stabile sau instabile, cicluri-limita stabile sau instabile.

Dacd in sistem apar excitatii, atunci traiectoriile de faza rezultate
tind catre ciclurile-limita stabile, si invers, traiectoriile de faza rezultate
din vecinatatea ciclurilor-limita tind spre origine sau se indeparteaza de
ciclurile-limita.
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Ciclul-limita are parametrii amplitudinea A care se determina de
segmentele OA sau OB de pe axa absciselor si parametrul pulsatia w
care se determina prin raportul segmentelor OC/OA sau OD/OB.

Traiectoriile de faza gradate in timp permit determinarea unor
indici cantitativi pentru evaluarea calitatii raspunsului sistemului
neliniar.

2.6 Construirea traiectoriilor de faza ale sistemului automat

Se cunosc mai multe metode care permit sa se determine exact
sau aproximative traiectoriile de miscare in planul variabilelor de stare.
Aceste metode pot fi extinse si la sistemele de ordin superior pentru
construirea traiectoriilor de faza in spatiul n-dimensional.

Cel mai larg utilizate metode sunt [1, 4, 9, 14, 16-18, 20]:

1. Metoda Lienard.

2. Metoda triunghiurilor.

3. Metoda cercurilor.

4. Metoda izoclinelor.

Tn continuare este descrisd metoda izoclinelor care se bazeazi
pe trasarea unor drepte sau curbe, numite izocline, ce formeaza o retea
plana formatd din punctele de pantd sau inclinare data, constanta, a
traiectoriilor de faza. Prin unirea punctelor cu aceeasi panta se obtin
curbele izocline. Din intersectia acestor curbe cu linii continue, conform
pantei fiecareia in punctele de intersectie, se obtin traiectoriile de
miscare.

Se considera ecuatia de miscare data de variabilele de stare:

X1 = f1(%1,%2),
Xy = fo(%x1,%2) (2.24)

sau prin traiectoria de faza:

dxz _ fa(X1,%2) _ F(x1,x,) = k = const, (2.25)

dxy  f1(x1,x2)

unde constanta k exprima valoarea tangentei unghiului in raport cu axa
absciselor si aceste valori variaza in intervalul (—oo -+ + 00).
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Din expresia (2.25) rezulta:

f2(x1,x2) = kfi (x4, %2). (2.26)

Constructia izoclinelor cu panta data se simplificd daca se obtin
ecuatii explicite in raport cu variabilele de stare x; sau x, [1,4,9,17,18]:

xl = gl(xZ, k) Sau xz == gz(xl, k) (227)

Deoarece scarile m; si m, pe axele x; si x, pot fi diferite, este
necesar ca in expresia lui k exprimatd prin tangenta unghiului de
inclinare a a fi introdus raportul scarilor in forma:

=Mz o= m2
k= oy tga si a arctgm1 k.

Modificand valoarea lui k=0, k=+1,.., k=40 1In
intervalul (—oo -+ + ), din relatia (2.25) se obtine o retea de izocline
trasate in planul fazelor, care permite determinarea traiectoriilor de faza

Izoclinele tangentelor orizontale si celor verticale la valorile lui
o= 0sia=m/2 au respectiv valoarea lui k; = 0 si k, = +oo. Insa,
n general, aceasta regula nu este valabila.

Se considera construita reteaua de izocline pentru valorile lui
k=0, k==1,.., k =+ (fig. 2.13) si atunci traiectoriile de faza
pentru diverse valori ale conditiilor initiale x; , X Se construiesc grafic
in modul dat in figura 2.13 (sunt numerotate izoclinele 1, 2, 3,...).

Se considera punctul My(—x;9, X50) pe izoclina 2. Din acest
punct se traseaza doua drepte: prima dreapta ML, se duce paraleld la
panta izoclinei 2, iar a doua dreapta ML, — paraleld la panta izoclinei
3. Pentru segmentul obtinut pe izoclina 2 se gaseste centrul acestuia in
punctul M;. Din acest punct M; se repeta procedura ca pentru punctul
My si prin iteratii se obtin punctele M,, Ms,....

Punctele obtinute My, My, M,,... se unesc prin segmente de linii
si, in rezultat, se obtine o linie franta care reprezinta traiectoria de faza.
Se modifica conditiile initiale, se repetd procedura de construire a
traiectoriilor de faza descrisa mai sus si, astfel, se obtine un ansamblu
de traiectorii de faza pentru sistemul automat analizat. Dupa modelul de
faza construit se stabilesc particularitatile sistemului: sistemul este
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stabil sau instabil, exista autooscilatii sau nu si se determind parametrii
autooscilatiilor.

sz
3k =

Fig. 2.13. Construirea traiectoriilor de faza ale sistemului automat liniar

Exemplul 2.1. Se considera structura sistemului automat liniar, care se descrie
prin ecuatia diferentiala de ordinul doi de forma:

Se cere sa se determine ecuatiile de stare si traiectoria de faza ale sistemului
automat.

Soluionare. In cazul cand coeficientul d, # 1, atunci toti coeficientii
ecuatiei diferentiale se impart la d, si se obtine ecuatia diferentialad in forma:

V(@) + a1 (@) + agy(t) = byt + bou,

incare a;, = d,/d,, ag = dy/d,, by =c¢1/dy, by = co/d5.

Pentru a obtine ecuatiile de stare ale sistemului automat din ecuatia
diferentiald, se parcurg etapele in modul urmator:

1. Prima variabila de stare este marimea de iesire:

X1 =Y.

2. A doua variabila de stare se alege in forma:

X, = X1 + au,

unde coeficientul a ecte necunoscut si are rolul de a neutraliza actiunea marimii
derivatei © din ecuatia diferentiala, care se va calcula in continuare.

3. Prima ecuatie de stare a sistemului se determina din expresia din p. 2 in
forma:
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X, = X, — au.
4. Se calculeaza derivata a doua a ultimei expresii:

y = 551 = XZ - O(Il
5. In ecuatia diferentiald derivatele marimii de iesire se substitue cu
variabilele de stare si ia forma:
(%, —aw) + a; (x; —au) + agxy = byt + byu.
6. Din ultima ecuatie, dupa unele transformari, se determind a doua ecuatie
de stare in forma:
J'Cz = _a0x1 - ale + u(b1 + O() + u(bo + O(al).
7. In ecuatia variabilei de stare se impune conditia ca actiunea componentei
derivatei % si se anuleze si se obtine:
b; +a=0saua=—b,.

8. Sistemul ecuatiilor de stare se reprezinta in forma:
J'Cl = xZ + blu,

Xy = —aox; — a;x; + (bp — by,
y = xl!

unde y este marimea de iesire.
9. Se da sistemul de ecuatii de stare in forma vector-matriceala:

0 1

i = %] = X1 by
x2 —ay —aq| lx2 bo-biay
X1
=10
y=[10] %,
sau n forma:
x = Ax + bu,
y=cTx,
unde
0 1
A= b=| P [ cT=|10].
—ay —aq bo-biay

10. Se obtine traiectoria de faza, prin divizarea ecuatiei a doua la prima din
sistemul ecuatiilor de stare, Th forma:
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ax; _ —agx1—a1x2+ (bg—biaq)u

dxq X2+biu

Exemplul 2.2. In cazul cind partea liniard a sistemului contine un element
integrator si elemente cu inertie, atunci ecuatia diferentiald a sistemului neliniar are
forma:

y(@) + a;y(t) = byu(t) + bou(t).

Efectuand calculele conform procedurii expuse in exemplul 2.1, din ecuatia
diferentiald se obtine sistemul ecuatiilor de stare ale sistemului in forma:

.7‘(1 = xZ + blu,

J‘Cz = —a1x2 + (bo - blal)u.
Pentru sistemul de ecuatii de stare forma vector-matriceala este:

)'c=’.‘1=01"1 by,
X2 0 -aq| I bo—bia;
X1
y=110|
X2
sau Tn forma:
x = Ax + bu,
y = cTx,
unde
0 1 b
= = 1 T =
4 | 0-a| bo—bqiaq € 10].

Prin divizarea ecuatiei a doua la prima din sistemul ecuatiilor de stare se
determind ecuatia traiectoriei de faza in forma:

dx; _ —ayxy+ (bg—biai)u

dxq X2+biu

2.7 Sistemul automat neliniar cu regim alunecator

Se considera structura unui sistem automat neliniar (fig. 2.14)
cu reactie unitara, alcatuita din elementul neliniar N de tip releu ideal
cu caracteristica statica (fig. 2.16, a) si cu partea liniara alcatuita din
doua integratoare inseriate cu functia de transfer H(s) = k/s?,r(t) =
= 1(t) este semnalul de intrare treapta unitard, y(t) —semnalul de iesire,
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eroarea g(t) = r(t) — y(t), u(t) — marimea de comanda.
Se substituie releul ideal cu un amplificator liniar cu coeficientul
de amplificare k, si caracteristica statica se descriec u = f(€) = kq¢&.
1 y
S

ATy

Fig. 2.14. Sistem automat neliniar cu releu ideal

A\ 4

A\ 4

k
s

Sistemul liniar inchis se descrie prin functia de transfer H,(s):

Ho(s) = 5 = X (2.28)

s2+kik  1r(s)

Din (2.28) se obtine ecuatia operationala si utilizand operatorul de
derivare p = s se determina ecuatia diferentiala in forma:

pzy + klky = klkr,

dzytﬁt) + kyky(t) = kikr(0). (2.29)

In conditia r = 0, componenta libera a raspunsului sistemului la
modificarea conditiilor initiale se descrie prin ecuatia diferentiala de forma:

YO — ey (0) (2.30)

dt?

si reprezinta un proces neamortizat (oscilatii armonice intretinute).
Se introduc variabilele de stare x; = y si din (2.30) se obtine
sistemul ecuatiilor de stare:

561 = Xg,
X'Z = _klkxl + klkT', (2.31)

din care se obtine traiectoria de faza:
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o - _laka g k. (2.32)

dx1 X2

Tn conditia r = 0, expresia (2.32) are forma:

D - L (2.33)

dx1 X2

Dupa divizarea variabilelor de stare si integrarea relatiei (2.33) se
obtine ecuatia de forma:

x5 + kikxf — C* =0, (2.34)
unde C este constanta de integrare functie de conditiile initiale.

Expresia (2.34) descrie curba de ordinul doi de tip elipsa si
reprezinta traiectoria de faza inchisa de tipul ciclu-limita (fig. 2.15).

\—»e/

»

Fig. 2.15. Traiectoriile de faza ale sistemului liniar

Modificand conditiile initiale C, care se realizeaza pe elementele
integratoare, sistemul inchis este un sistem conservator cu portretul de
faza in forma unor familii de elipse concentrice (fig. 2.15), care
reprezinta cicluri-limita, iar procesul tranzitoriu va fi un proces oscilant
neamortizat.

Se considera neliniaritatea un releu ideal (fig. 2.16, a) care se
descrie prin expresia:

u=f(e) = f(y) = f(x1) = csigne = *c, (2.35)
unde c este amplitudinea releului.
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Fig. 2.16. Caracteristica staticd a) si traiectoriile de fazi b)
ale sistemului neliniar cu releu ideal

Sistemul ecuatiilor de stare ale sistemului neliniar prin
variabilele de stare cu y = x; are forma:

X1 = Xz,
X, = kf(€) = kcsign(e) = tkc. (2.36)
Ecuatia traiectoriei de faza a sistemului neliniar din (2.36) este:
R (2.37)

dxq Xy

Dupa integrarea expresiei (2.37) se obtine solutia ecuatiei care
reprezinta traiectoria de faza a unei curbe inchise, formata din doua
segmente de parabole ce se unesc pe linia de comutare, care coincide cu
axa ordonatelor (fig. 2.16, b). Traiectoriile de faza sunt curbe de tip
elipse si Se descriu prin ecuatia:

x2/2 + ckx; = C, (2.38)

unde C reprezinta conditiile initiale ale variabilelor de stare.

Tn expresia (2.38), semnul "+" corespunde semiplanului din
dreapta, iar semnul "—" celui din stanga.

Introducerea zonei de insensibilitate in caracteristica statica a
releului ideal (fig. 2.17, a) conduce la aparitia unui interval de
repaos [- €y, €o] pe axaabsciselor, format de liniile de comutatie verticale
care trec prin punctele —g; si €y, in limitele caruia traiectoriile de faza
sunt linii paralele axei absciselor, iar in stanga si preapta de liniile de
comutare segmentele traiectoriilor de faza au forma de parabole.
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Fig. 2.17. Caracteristica statica a) si traiectoriile de faza b)
ale sistemului cu releu cu zona de insensibilitate

Daca se introduce in structura sistemului un releu cu histerezis
pozitiv (fig. 2.18, a), atunci traiectoriile de faza nu sunt convergente
(fig. 2.18, b), si invers, daca se introduce in Structura sistemului un releu
cu histerezis negativ (fig. 2.19, a), atunci traiectoriile de faza sunt

convergente (fig. 2.19, b).

Ay A
X
ch- | 2 |
1
A
\ 4 1 1
—& & £, // [TE2 =& AN
0& & : 0 €u £ g
A . |
\ 4 1 1
— I I
- a) b)

Fig. 2.18. Caracteristica statica a) si traiectoria de faza b)
ale sistemului cu releu cu histerezis pozitiv

tu X2
cr- 1 i
A | > 1
4 o 1
—&y —& € —& '—81 . : xl‘
) 0 & & \: 0 Sl:y !
\ ! '
Y 1 l :
1
— _C I I
a) b)

Fig. 2.19. Caracteristica statica a) si traiectoria de faza b)
ale sistemului cu releu cu histerezis negativ
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Un sistem automat neliniar poate fi stabilizat daca se introduce
o reactie dupd vitezd cu un coeficient de transfer o > 0 (reactie
suplimentard dupa derivata marimii de iesire).

Tn schema sistemului reprezentata in figura 2.20 derivata este
egald cu coordonata x, = dx;/dt dupa care si se efectucaza reactia
suplimentara.

Tn acest caz, eroarea sistemului se descrie astfel:

€= —X; —0X, = —X; — OSX; = —X; — OXy. (2.39)

r l € u

X2

RN
|‘<
Il
=
[y

v | &

(04

A

Fig. 2.20. Structura sistemului neliniar cu releu si reactie dupa viteza

Pentru sistemul neliniar cu releul ideal se obtine sistemul
ecuatiilor de stare:
5C1 = xZ,

X, = —kcsign(e) = —kcsign(x; + ax,). (2.40)

Ecuatia diferentiala a traiectoriei de faza este:

dx; _ kcsign(xq+axy)
e (2.41)
Tn acest caz, traiectoriile de faza se descriu prin parabole:
x2/2+ ckx; = Cy, € = x; + adx,/dt > 0 (2.42)

cu ramurile orientate de la origine spre stanga in semiplanul superior si
parabole:
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x5/2 —ckx; = Cy, £ = x; + adx, /dt <0, (2.43)

cu ramurile orientate de la origine spre dreapta in semiplanul inferior.

Tn cazul dat, linia de comutatie MN in planul fazelor (fig. 2.21)
nu va mai coincide cu axa ordonatelor x, si nici nu este paralela acesteia,
dar se descrie printr-o ecuatie diferentiala de ordinul unu data de
expresia:

€= —(xy +adxy/dt) = —(x1 + ax,) = 0. (2.44)

Fig. 2.21. Portretul de faza al sistemului neliniar cu regim alunecator

Din (2.44) se determina descrierea liniei de comutare:
1

Xy = —=X1. (2.45)

Linia de comutare (2.45) este o dreapta ce trece prin origine,
fiind inclinata spre axa absciselor sub un unghi egal cu arctg(-1/a) si
situatd in cadranele II si IV. Inclinarea acestei linii de comutare indica
faptul ca la o distantd considerabila de origine, procesele in sistemul
neliniar cu releu ideal devin atenuate.

Se considera doua parabole (linii punctate) la care linia de
comutare MN va fi tangenta in punctele A si B. Pe linia de comutare pot
fi evidentiate trei portiuni caracteristice, limitate de punctele de tangenta
A si B ale liniei de comutare MN cu parabolele trasate cu linii intrerupte.
1n afara segmentului AB, orice traiectorie de faza dintr-0 parte a liniei
de comutare are prelungire si de cealalta parte a liniei de comutare. In
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interiorul segmentului AB, traiectoriile de faza se apropie de linia de
comutare din ambele parti, intdlnindu-se pe ea. Nimerind pe segmentul
AB, punctul reprezentativ nu poate iesi de pe acesta, dar nici nu poate
ramane pe acesta, fiindca viteza miscarii punctului nu este egala cu zero.

Viteza miscarii punctului reprezentativ de-a lungul segmentului
AB nu este determinata de ecuatiile (2.44)-(2.45), insa studiile speciale
ale acestui fenomen aratd ca ea este limitatd i variaza dupd marime in
jurul valorii ordonatei punctului reprezentativ. Punctul reprezentativ va
aluneca in lungul segmentului spre origine care este punct de echilibru
de tipul nod stabil. Segmentul AB se numeste linie de alunecare, iar
regimul obtinut al sistemului se numeste regim alunecdator in sistemul
automat.

Regimul alunecator se explicd pe segmentul AO in modul
urmator (fig. 2.22). Cand miscarea pe traiectoria 1 intersecteaza linia
AO, miscarea continud pe traiectoria 2 care inverseazd miscarea in
directia opusa, apoi procesul continua pe curba 3 cu inversarea miscarii
si a.s.m.d. In modul acesta, punctul reprezentativ de miscare se apropie
de origine, avand oscilatii de frecventd inaltd, iar amplitudinea este
mica. Toate comutatiile sunt efectuate de releul ideal.

A
A ¥ X2

1

o
N

B

Fig. 2.22. Regimul alunecator in sistemul neliniar

Ecuatia miscarii in lungul liniei de alunecare este:

ax, + x1 = % +x; =o0x; +x; =0. (2.46)

Dupa cum reiese din ecuatia (2.46), miscarea punctului absolut
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nu depinde de parametrii partii liniare sau a parametrilor neliniaritatii,
dar depinde numai de parametrii reactiilor si este determinata de gradul
de inclinare a liniei de comutare. Acest important fenomen se foloseste
la construirea sistemelor automate cu structura variabila [1, 9].

Miscarea precisd pe linia de alunecare este posibila numai in
cazul comutatiei momentane a releului. In realitate, din cauza inertiei
apare un numar mare de comutatii care urmeaza una dupa alta si duce
la aparitia vibratiilor de o frecventa 1nalta in jurul liniei de comutare.

Tn releele electromecanice un astfel de regim duce la arderea
contactelor. De aceea, cand acest regim a fost descoperit, se considera
daunator si se cautau cai pentru a fi evitat. Odata cu aparitia releelor fara
contact (relee electronice) aceste regimuri au inceput sa fie create
artificial cu scopul de a asigura performantele dorite in sistemele cu
parametri instabili [1, 17].

Linia de comutare nu este o traiectorie de faza, desi ea poate fi
facutd sa coincidd cu o traiectorie de fazi. In acest caz, procesul in
sistem se prezinta din doua etape: aproprierea de linia de comutare de-a
lungul unor traiectorii cu conditiile initiale respective, apoi miscarea
spre pozitia de echilibru de-a lungul liniei de comutare (fig.2.23).

A
X3

v

NS

Fig. 2.23. Linia de comutare este traiectorie de faza a sistemului neliniar
Miscarea de-a lungul liniei de comutare este exact determinata

de ecuatiile diferentiale. Un asemenea proces este optimal 1n viteza
pentru ecuatiile:
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x2/2 + kex, = C, (2.47)

daca o restrictie este impusa asupra derivatei a doua:

< ke. (2.48)

de

Pentru sistemul cu releu ideal ecuatia pentru legea de comutare este:
€=x, + axy|x,| =0, (2.49)

unde a = 1/kc.
Expresia (2.49) cu valoarea lui « = 1/kc are forma:

gkc = —x2/2 + kcx, = 0, pentru x, < 0,
ekc = x%/2 + kcx, = 0, pentru x, > 0. (2.50)

Astfel, se constatd ca ecuatia liniei de comutare a regimului
alunecator este identica cu ecuatia traiectoriei de faza (fig. 2.23).
Solutia ecuatiei diferentiale (2.46) ce caracterizeaza miscarea
este:
x(t) = xpe /@ (2.51)

si procesul decurge pe exponente.

Determinarea valorilor punctelor A si B pe segmentul MN se
efectueaza in modul urmator. In aceste puncte, tangentele la parabole
coincid cu liniile de comutare. Aceasta conditie este exprimata prin
relatia:

dx; _l _ _E
ot (2.52)
Pentru punctul A din (2.52) se obtine valoarea lui x;,:
kc 1
_a === X,5 = kca. (2.53)
Pentru punctul B din (2.52) se obtine valoarea lui x,g:
kc _l _
e = o XB = kca. (2.54)

Rezulta ca segmentul AB este cu atat mai mare, cu cat este mai mare
coeficientul de transfer al sistemului deschis kc.

62



2.8 Sisteme automate neliniare cu structura variabila

Realizarea unor performante impuse in cadrul unor structuri de
sisteme automate neliniare necesita utilizarea unor algoritmi de reglare
neliniard pentru diverse regimuri de functionare a procesului condus.
Aceasta se poate realiza prin introducerea in mod intentionat in structura
sistemului a unor blocuri functionale liniare sau neliniare, in functie de
starea procesului si de regimul lui de functionare [1, 4, 9, 18].

Sistemul cu structura variabila este sistemul la care legaturile
dintre blocurile functionale se modifica dupa o anumita lege prescrisa
in functie de starea sistemului.

Schema generald a unui sistem cu structura variabila este data in
figura 2.24.

Rezulta ca in sistem se introduce algoritmul de reglare cel mai
eficient pentru un regim de functionare a procesului, iar structura
sistemului se modificd in timpul functionarii pe baza informatiilor
acumulate despre procesul condus.

£
r EC > EE Proces Y

f ﬁp
:

Fig. 2.24. Schema-bloc functionala a sistemului automat
neliniar cu structura variabila

=~
\4

Prin combinarea mai multor blocuri functionale BMS se pot
obtine performantele cerute sistemului, schimbarea structurii sistemului
facandu-se in concordantd cu cerintele de performanta impuse
sistemului.

Tntr-un sistem cu structurd variabild pot fi reunite mai multe
proprietati utile, corespunzatoare fiecareia din multimea de structuri,
dar se pot obtine si alte noi proprietati calitativ superioare care nu sunt
proprii nici uneia dintre structurile separate.

Se considera structura sistemului automat cu structura variabila
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reprezentata n figura 2.25.

kq
u =X
r €l Ea 5 BL -S4 l—’EE OR o !

o Lkz

A\ 4

\ 4

Fig. 2.25. Structura sistemului neliniar cu structura variabila

In sistem se utilizeaza elementele functionale: elementul de
amplificare EA, elementul logic EL, comutatorul C, elementele cu
coeficientii de transfer k; si k,, elementul de executic EE si obiectul de
reglare OR. Se considera elementele EA, EE ideale, iar obiectul de reglare
prezinta astatism de gradul doi si sistemul deschis se descrie astfel:

Hy(s) = =, (2.55)

S
unde k este coeficientul de transfer al sistemului deschis.
Dinamica sistemului automat la comutarea comutatorului C la
elementul k, se descrie prin ecuatia diferentiala:
d?x(t)
dt?
jar la comutarea comutatorului C la elementul k, se obtine ecuatia
diferentiala:

+ kkyx(t) = 0, (2.56)

d?x(t)
dt?

+ kk,x(t) = 0. (2.57)

Se introduc variabilele de stare x; si x, si se determind legea de
comutare: elementul k, se va comuta in conditia cand x;x, > 0, iar
elementul k, se va comuta in conditia cand x;x, < 0. In aceste conditii,
ecuatia diferentiala (2.56) se prezinta la comutarea elementului k4 :

d?x(t)
dt?

portretul de faza se reprezinta in figura 2.26, a.

+ kk,x(t) = 0, pentru x;x, > 0 (2.58)
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Ecuatia diferentiala (2.57) se prezinta la comutarea elementului k:
d?x(t)
dt?
portretul de faza se reprezinta in figura 2.24, b.

Sistemul neliniar descris de ecuatiile diferentiale (2.58)-(2.59) este
instabil si are un regim oscilant neamortizat, iar traiectoriile de faza sunt
cicluri-limita de tip centru.

Se alege o comutare a elementelor 1 si 2 in modul urmator: in
cadranul I se construieste traiectoria de faza din figura 2.26, a, cand x; x, >
> 0, iar in cadranul IV se construieste traiectoria de faza din figura 2.24, b,

+ kk,x(t) = 0 pentru x;x, < 0 (2.59)

Ax,
\
X2
X1 __\\‘\xk
y )
b)
a)
X1X, <0 X1%, > 0
X1
X1x3 >0 X1%5 < 0

Fig. 2.26. Traiectoriile de faza ale sistemului neliniar
cu structura variabila
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cand x; x, < 0 siin cadranul III se construieste traiectoria de faza din figura
2.26, a cu x;x, > 0 etc. si, in rezultat, se obtine traiectoria de fazd a
sistemului automat care este data in figura 2.26, c.

Analizand traiectoria de faza obtinuta a sistemului rezulta ca procesul
este convergent si sistemul a devenit stabil datoritd comutarii structurii la
momentele de timp respective, iar procesul tranzitoriu este aperiodic.

Tn structura sistemului din figura 2.25 se poate obtine un regim
alunecator daca se considera coeficientul k; > 0, iar coeficientul k, < 0.

Elementul logic va forma semnalul dupa relatia:

Z =X, + CX4. (2.60)
Comutarea in sistem se va efectua pentru cazurile:

dj;g” + kk;x(t) = 0, pentru zx; > 0, (2.61)
d;’;gt) + kkyx(t) = 0, pentru zx; < 0. (2.62)

Pentru acest caz, linia de comutare (linia undulata in figura 2.27) se
descrie:

Xy = — CX;. (2.63)

Conform relatiei (2.55), in domeniile unde zx; > 0 - in semiplanul
superior si in semiplanul inferior, traiectoriile de faza vor fi elipse, iar in
domeniile unde zx; < 0 traiectoriile de faza vor fi hiperbole (fig. 2.27).

xz = ._.‘ xl \‘A‘ ’l:;,\&- £
V “B“‘.‘V\A\‘N
k\i\ \\\h“

;Q\ My
\\\\\
xx,; >0 N

N
xx, <0

/

Fig. 2.27. Portretul de miscare si regimul alunecator
al sistemului neliniar
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Toate traiectoriile de faza att din partea superioara, cat si din partea
inferioard converg catre linia de comutare in orice conditii initiale, care
reprezintd integral linia de alunecare descrisa de ecuatia (2.46) ca ecuatie
diferentiala:

561 + Cxl = 0
cu solutia:

x1(t) = xo(t)e ™,

unde timpul t =0 si xy(t) se determind in momentul cand punctul
reprezentativ al traiectoriei de faza atinge linia de alunecare din figura 2.27.

Se mentioneaza ca forma regimului alunecator depinde de
parametrul c al elementului logic si nu depinde de coeficientii k si k4 Sau k.,
ai partii liniare a sistemului. Aceasta proprietate fundamentala a regimului
alunecator se utilizeaza pentru construirea sistemelor cu structura variabila [ 1,
4,9, 18].

Exemplul 2.3. Se considera o structura practicd de reglare automata cu
structurd variabild reprezentatd in figura 2.28. Partea liniara este alcatuitd din
elementul integrator cu constanta de timp de integrare T; inseriat cu elementul cu inertie
de ordinul unu cu parametrii coeficientul de transfer k si constanta de timp T. Partea
neliniara contine blocul logic BL cu elementul de amplificare cu coeficientul k, si
blocul logic descris prin functia @(, £, y), care genereaza prin functia sa urmétoarea
lege de reglare:

u=kye+ @& y)y.

\ 4

Ts+1

¢(g €y)

Fig. 2.28. Schema sistemului de reglare automata cu structurd variabila

Principala caracteristicd a acestor sisteme este obtinerea
caracterului procesului tranzitoriu dorit, la modificarea arbitrard a
parametrilor in limite determinate, pe baza regimului alunecator ca o
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consecintd a comutatiilor in timp.
Chestionar si probleme

1. Ce reprezinta metoda planului fazelor?

2. In ce sistem de coordonate se construieste traiectoria de faza pentru
sistemul de ordinul doi?

3. Cum se determind miscarea de-a lungul traiectoriei de faza?

4. Ce reprezinta ciclurile-limita si care sunt parametrii acestora?

5. Cum se determina parametrii autooscilatiilor dupa traiectoriile de faza?

6. Care puncte cardinale ale traiectoriei de faza determina regimul stationar
al sistemului automat?

7. Explicati cum se modifica traiectoriile de faza, variind conditiile initiale.

8. Ce reprezintd regimul alunecator al sistemului neliniar?

9. Cum se obtine regimul alunecitor din structura sistemului neliniar din
figura 2.14?

10. Care parametri ai sistemului neliniar influenteaza miscarea regimul
alunecator?

11. Ce reprezinta linia de comutare in sistemul neliniar cu elementul releu
ideal?

12. Cum se modifica traiectoriile de faza ale sistemului neliniar cu releu cu
zona de insensibilitate?

13. Prezentati traiectoriile de faza pentru sistemul neliniar cu releu cu
histerezis activ.

14. Cum se obtine sistemul neliniar cu structura variabila?

15. Ce reprezintd traiectoria de fazd a sistemului neliniar cu structura
variabila?
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3 METODA FUNCTIEI DE DESCRIERE
3.1 Introducere

Metoda functiei de descriere sau metoda liniarizarii armonice
reprezintd analiza transferului intrare—iesire a neliniaritdtilor si se
utilizeazd la liniarizarea neliniaritatilor in domeniul frecventelor,
aplicatd unei clase largi de neliniaritati si, In special, neliniaritatilor
discontinue, pentru care liniarizarea bazatd pe metoda dezvoltarii in
serii Taylor este inoperantd. Metoda functiei de descriere este utild
pentru sistemul automat neliniar care functioneaza n regim cu oscilatii
intretinute (autooscilatii) si permite determinarea prin proceduri relativ
simple a parametrilor autooscilatiilor amplitudinea A si pulsatia w [1,
4,12-18, 21].

Pentru neliniaritatile continue si Sistemele neliniare cu mai
multe neliniaritéti creste considerabil dificultatea calculelor.

Pentru sistemele automate neliniare stabile, in care nu exista
autooscilatii, metoda nu este eficienta, fiindca oferd minim de informatii
asupra calitatii sistemului.

3.2 Principiul metodei

Se considera o structura a sistemului neliniar din figura 3.1, in
cadrul caruia neliniaritatile sunt reprezentate cu neliniaritatea
echivalentd N, iar partea liniard se descrie de f.d.t. H(s) care este stabila
sau cu astatism.

T u X y

H(g) T

Fig. 3.1. Structura sistemului automat neliniar

Z
A\ 4

Se admite ca partea liniara a sistemului are o comportare de filtru
trece-jos cu o panta cel mult egala cu -40 dB/decada in zona pulsatiei
de taiere, deci, permite trecerea numai a armonicii fundamentale a
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semnalului periodic x(t) aplicat la intrarea acesteia si se exprima prin
relatia locului de transfer [1, 4, 9, 12-18, 20, 21]:

|HGw)| > |H(ko)|, k = 2,3, (3.1)

unde k este numarul armonicii.

In conditiile cand semnalul x se obtine ca solutie periodici din
dezvoltarea in serie Fourier a raspunsului partii neliniare la un semnal
sinusoidal u aplicat la intrarea neliniaritagii, descrierea sistemului
neliniar se reprezinta astfel:

y =—H(s)x, (3.2)
x = f(u)

sau in domeniul frecventa:
y = —-H(jw)X,

unde ¥ si X variaza dupa o lege sinusoidala.

Pentru a constata aparitia autooscilatiilor in sistemul neliniar
(fig. 3.2), se considera ca la intrarea neliniaritatii N cu caracteristica
statica se aplica semnalul armonic u(t) = Asinwt, iar semnalul la iesire
x(t) = f(u(t)) contine spectrul de armonici x5, X, X3, ... .

() = Asinot
u SIinw f(u) X H(](D) y

Y

y(t) = Y;sin(wt + @)

Fig. 3.2. Structura sistemului automat liniarizat

Rezulta ca semnalul de iesire x(t) din neliniaritate va fi o functie
periodicd, care poate fi dezvoltata in serie Fourier. Datoritd comportarii
partii liniare H (jw) ca filtru trece-jos, vor fi retinute din dezvoltarea in
serie Fourier a functiei x(t) numai componenta constanta si termenii
care contin prima armonica si se obsine relatia:
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x(t) = % + Yr=q Bsinkwt + Y7, Crcoskwt =
= % + Y r=1(Bsinkwt+Cycoskwt). (3.3)

Daca neliniaritatea x = f(u) este simetrica f(u) = —f(—uw),
atunci coeficientul B, = 0 din seria (3.3) si, in baza metodei liniarizarii
armonice, se neglijeazd toate armonicele cu k > 2 de frecventa
superioard din dezvoltarea in serie Fourier (au efect neglijabil n cadrul
sistemului), aproximand iesirea elementului neliniar numai cu prima
armonica sau numita si armonicda fundamentala descrisa prin relatia:

x(t) = Bysinwt + C;coswt. (34

Coeficientii seriei Fourier din (3.3) se calculeaza prin relatiile
cunoscute [1, 4,9, 11, 13, 15, 17, 21]:

B, = %foznf(Asinoot)d(wt),

By = : foznf(Asinu)t)sinku)td(oot), (3.5)

T

1 p2m .
Cp = T_[fo f (Asinwt)coskwtd (wt).
Pentru a defini functia de descriere, se exprima valorile sinusului
si cosinusului ca functii ale valorii instantanee a semnalului de intrare
u(t) = Asinwt si in rezultat se obtine:

sinwt = u/A, coswt = pu/(Aw), (3.6)

unde p = d/dt este operatorul de derivare.
In expresia (3.4) se substituie sinusul si cosinusul cu valorile lor
din (3.6) si se obtine:
By

=B, b By bk
X =—u+—— u(A+Aw). (3.7)
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Functia de descriere a elementului neliniar se determina ca
raportul marimii de iesire catre marimea de intrare si din (3.7) se obtine:

X _ B Gp
-= N, p,w) = Tt 3.8)

Daca in relatia (3.8) se introduc notatiile:
b(A) = B, /A, g(A) = C1/A, (3.9)
atunci aceasta ia forma:
N(4,p,w) = b(4) + g(Ap/w, (3.10)

unde b(A) si g(A) sunt coeficientii liniarizarii armonice ai elementului
neliniar care au forma:

_ _ ﬂ _ i 21 . .
b=b(A) == — fO f (Asinwt)sinwtd (wt),
(3.11)
g=g@) = % = ﬁfoznf(Asinwt)coswtd(wt).
Expresia (3.4) cu insemnatrile (3.11) se reprezinta astfel:
x(t) = A(bsinwt + gcoswt). (3.12)

Pentru stabilirea unui formalism asemandtor cu cel utilizat la
metoda frecventiald in cazul sistemelor liniare, functiile trigonometrice
se Inlocuiesc prin functii complexe, unde variabilele reale y, i, X sunt
inlocuite prin valorile complexe cu aceiasi parametri: amplitudine,
frecventa si faza.

Expresia complexa a semnalului de intrare se da astfel:

fi(t) = Asinwt = Ae/®t, (3.13)

Expresia complexa pentru (3.12) are forma:
72



X(t) = A(bsinwt + gcoswt) = (b _|_jg)Aejoot _

= (b + jg)i(t). (3.14)

Se introduce notiunea de coeficient de transfer armonic sau functie de
descriere a elementului neliniar ca raportul amplitudinii marimii de iesire la
cea de intrare a neliniaritatii si din (3.14) se obtine:

N(4) == = b(A) +jg(A) = \[bZ+ g7 e®n = N,eS%n, (315)

unde b(A) este partea reala a functiei complexe, g(A) — partea imaginara a

functiei complexe, N,, = /b2 + g2 este modulul ca raportul amplitudinilor
semnalelor de iesire x si de intrare u, iar ¢, = arctg g/b este defazajul
semnalului de iesire x Tn raport cu semnalul de intrare u.

Expresia (3.7) In domeniul timpului cand neliniaritatea depinde de
marimea de intrare si de derivata acesteia se reprezinta astfel:

B, Cy
x(t) = —L Asinot + —

d
1 YPVT: — (Asinwt) =

du(t)

= bu(t) + 222 = (b(4, w) + L2 pyu, (3.16)
unde b(4, w) = B;(4, w)/Asi g(A, w) = C;(4, w)/A.

Daca neliniaritatea depinde numai de marimea de intrare u(t) si nu
depinde si de derivata ei, atunci coeficientii liniarizarii armonice sunt functii
numai de amplitudinea A.

La elementele cu caracteristici univalente (univoce) fazele
variabilelor de intrare si iesire coincid (defazajul este zero) si
componenta cosinusului dispare, iar coeficientul g = 0 si functia de
descriere a elementului neliniar se reprezinta cu partea reala N(A4) =
= b(A4).

Pentru neliniaritati liniare pe portiuni coeficientii b si g se
calculeazd relativ simplu. Pentru neliniaritdti de curburd aproximate
polinomial, coeficientii contin functii de tipul I', iar In cazul aproximarii
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hiperbolice sau armonice, coeficientii b si g contin functii Bessel de speta
l-a[1, 9,13, 17, 18].

Se mentioneaza ca functia de descriere N(A) din (3.15) atat
partea reala, cat si partea imaginara depind de amplitudinea semnalului
sinusoidal de intrare. Partea imaginara a functiei de descriere exista
numai pentru neliniaritati de tip histerezis (neliniaritagi neunivoce).

Cunoasterea functiei de descriere pentru un sistem neliniar
permite analiza performantelor sistemului prin metode cunoscute din
analiza sistemelor liniare.

Se considera partea liniara a sistemul automat neliniar descrisa
n operatorul p in forma:

® _ P
®) =% = aw (3.17)
si, deoarece sistemul este inchis cu reactie, rezulta ca u = —y (semnalul de

intrare r = 0) si din (3.17) se obtine forma operationala a partii liniare:

QP)y() = P(p)x(p) (3.18)
sau cu substitutiau = — y n forma:
—Q(p)ulp) = P(p)x(p). (3.19)

Tn expresia (3.19) se substituie valoarea lui x(p) din (3.16) si se
obtine:

A,
Q) + P@)[b(,w) + LD ) =

= Q) + PMIbA w) + X2 pTup) =0,  (320)

care reprezintd ecuatia diferentiala pentru sistemul liniarizat armonic cu
condifia ca parametrii primei armonici A si w sunt constanti.
Din (3.20) se obtine ecuatia caracteristica a sistemului liniarizat:
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LAD) = Q) + P [b(4,0) +L2%p =0 (321)
sau ecuatia caracteristica in forma generala:

LAD) =1+ N2 =1+ NH®) =1+ Hy(Ap) =0,

Q)

(3.22)
unde H;(A,p) = N(A)H(p) reprezinta functia de transfer a sistemului
deschis.

In domeniul frecvents, utilizand substitutia p = jw, ecuatia (3.22)
se reprezinta astfel:

L(A,jw) =1+ N(A)H(jw) =
=Q(w)+P(w)[h(4,w)+jg(4A w)] =0. (3.23)

Din ecuatia caracteristica sistemului liniarizat (3.23) se pot determina
parametrii primei armonici amplitudinea A si pulsatia w.

Functia de descriere se scrie Th mod similar ca locul de transfer
in domeniul frecventelor, cu observatia ca atat partea reald, cat si partea
imaginara depind de amplitudinea semnalului sinusoidal de la intrare.

Pentru un element neliniar de tip releu cu zona de insensibilitate
si histerezis se calculeaza functia de descriere intr-o maniera similara
cand la intrarea acestuia se aplica semnalul u(t) = Asinwt. Astfel,
pentru caracteristica staticd a neliniaritatii din figura 3.3, @ marimea de
iesire a elementului neliniar se da in figura 3.3, b si se calculeaza prin
relatia (3.4), iar functia de descriere se defineste prin expresia (3.15).

In functie de zona de insensibilitate si de marimea histerezisului,
se calculeazd marimile de conectare +u, si de deconectare tu;, a
releului la timpul de conectare t, si de deconectare t;, din conditiile:

u, = Asinwt, sau sinwt, = u,/A,
(3.24)
u, = Asinw(m/w — tp) sau sin(m — wt,) = u, /A.

Functia de descriere a neliniaritatii se determina prin relatia:
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2ty . 2¢
b(A) = B;/A =afta csinwtd(wt) = — (coswt, — coswty ).
(3.25)
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Fig. 3.3. Neliniaritate de tip releu cu zona de insensibilitate
si histerezis si transformarea semnalului

In mod similar se obtine si partea imaginarid a functiei de
descriere:

g(A)) =C, /A =§f02nx(/lsinwt) coswtd(wt) =

= (2n/A) fttab ccoswtd (wt) (3.26)

sau dupa calcularea integralei si Inlocuirea valorilor corespunzatoare
pentru functiile sinwt, si sinwt; se obtine:
2c
g(A) = = — (Uqg — Up). (3.27)
Substituind relatia (3.15) cu relatiile (3.26) si (3.27), se obtine
functia de descriere a elementului neliniar cu zond de insensibilitate si
histerezis cu caracteristica statica reprezentata in figura 3.3, a:
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N(A) = —[\/1— “a \/1—(%)1—%%. (3.28)

Pentru un releu ideal cu caracteristica univoca functia de
descriere contine numai partea reala si din (3.28), inlocuind u, — u;, =
= 0, se obtine:

N(4) _—[\/1— ﬁ \/1—(%)2| =% (329

Pentru un releu cu zona de insensibilitate i saturatie se obtine
functia de descriere datd numai de partea reala si din (3.29) Tn
conditia u, = u, rezultd expresia functiei de descriere:

N(4) = 2 V1= (ua/A)?]. (3:30)

Asadar, functia de descriere este definitd in raport cu
amplitudinea A a marimii de intrare u, si parametrii caracteristici ai
neliniaritatii, fiind preferatd in unele aplicatii o forma normalizata a
functiei de descriere. In aceste cazuri, se aleg careva marimi de baza si
coeficientii liniarizdrii armonice se raporteazd la aceste marimi.

Se considera caracteristica statica de tip releu cu zond de
insensibilitate §i histerezis: pentru normalizarea coeficientilor
liniarizarii armonice se aplicd operatia de divizare la marimea zonei de
insensibilitate u,, si se obtine: b, (A) = b(A4) /uy, gn(4) = g(A) /u,.

Pentru caracteristici statice univoce de tip releu prima armonica se
determina prin relatia:

. A
y1 = A;sinot = fu = ku,
care este o caracteristica proportionala cu tangenta unghiului k = A4, /A.

Tn cazul caracteristicilor neunivoce de tip releu, prima armonica
se calculeaza prin relatia:

_A1 B1 du
yi=7 Aw dt”

Exemplul 3.1. Se considera caracteristica staticd y = f(x) de tip releu cu zona
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de insensibilitate si saturatie reprezentatd in figura 3.4.

Fig. 3.4. Liniarizarea caracteristicii statice de tip releu
cu zond de insensibilitate si saturatie

Pentru semnalul de intrare dat se calculeaza valoarea sinusului si cosinusului:

. . u

u(t) = Asinwt, sinwt = "
du du/dt
— = Awcoswt, coswt = / ,

dt Aw

iar pentru marimea de iegire se determind valoarea primei armonici:
. Ay
y; = Ajsinwt = U= ku,

care reprezintda caracteristica statica liniarizatd a neliniaritatii ca o dreapta data in
figura 3.4 cu tangenta unghiului in raport cu axa absciselor egala:

A _
tga = —"= k.
Locul de transfer al neliniaritatii se descrie prin relatia (3.31) si se obtine:

N =2 = p(4) =2 = 2 ([T=(b/A)2) = 25 VAT = h7.m

A

3.3 Determinarea oscilatiilor intretinute
ale sistemului cu o neliniaritate

Caracteristicile statice ale neliniaritatilor pot fi simetrice si
nesimetrice. Se vor analiza ambele cazuri de determinare a oscilatiilor
posibile Tn sistemul liniarizat [4, 9, 12-18, 21].
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3.3.1 Cazul oscilatiilor simetrice

Se considera ca sistemul neliniar functioneaza cu oscilatii
intretinute i rezultd cd ecuatia caracteristicd a sistemului liniarizat
armonic va avea cel putin o pereche de radacini imaginare conjugate si
ecuatia caracteristica (3.23) in domeniul frecventa 1n rezultatul
transformarilor se reprezinta prin partea reala si partea imaginara:

L(Ajw) =1+ NAH(w) =

=Q(w) + P(jw)[b(4, w) + jg(4, w)] =
= X(4, w) + Y (4, 0) = 0. (3.31)

Deoarece ecuatia caracteristica (3.31) este egala cu zero, rezulta ca si
partea reald si partea imaginara, de asemenea, vor fi egale cu zero si Se obtine:

X(4,0) =0,
(3.32)
Y(4, ) =0,

care reprezintd sistemul din doua ecuatii algebrice cu doud necunoscute —
parametrii oscilatiilor intretinute amplitudinea A si pulsatia w a sistemului
liniarizat.

Rezolvarea acestui sistem de ecuatii algebrice conduce la
determinarea parametrilor oscilatiilor intretinute A si w. Daca nu se gasesc
solutii reale si pozitive pentru parametrii autooscilatiilor 4 si w, rezulta
ipoteza admisa initial ca sistemul neliniar admite autooscilatii si nu este
valabila.

Rezolvarea analitica a sistemului (3.32) este, Tn general, dificila,
deoarece in sistemul de ecuatii existd termeni transcendenti. Pentru a
depasi aceste dificultati se aplica metode grafice.

3.3.2 Cazul oscilatiilor nesimetrice

Oscilatiile intretinute nesimetrice pot sa apara cand caracteristica
statica a elementului neliniar este nesimetrica sau marimea de referinta
r(t) in sistemul neliniar este lent variabila.
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Tn aceste cazuri, semnalele de intrare u(t) si iesire x(t) din
neliniaritate au o componenta continua i si respectiv X si componenta
alternativa 7 (t). Semnalul de intrare in neliniaritate se reprezenta prin
componenta continua U si alternativa (sinusoidald) % (t) prin relatia:

u(t) =u+ u(t) = U+ Asinwt (3.33)

si semnalul de iesire din neliniaritate:
x(t) = f(u,pu) =X+ [b(A, w, ) + @p] u(t), (3.34)

unde componenta constantd x° se descrie prin relatia:

% = [ f(u)du. (3.35)

Pentru sistemul neliniar inchis semnalul erorii se determina prin
relatia:
— _ P(p)
u() =r)—y) =r() - @x(t). (3.36)

Dupa unele transformari in (3.36) si utilizind expresia (3.34) se
obtine:

Q(pu(®) + PM[E + (b4, w,1) + Z220 py ()] = Q(p)r (D).

(3.37)

Pentru sistemul liniarizat se separda componenta continua si

alternativa. In componenta continui se include si referinta ca marime
constantd r(t) = const sau lent variabila.

Operatorii polinomiali de derivare aplicati componentelor

continue devin egali cu zero P(0) = Q(0) = 0 si expresia (3.37) se

transforma astfel:

Q(0)u + P(0)X(4, w) = Q(0)r(t), (3.38)

Q(p)a(®) + PB4, 1) + L4220 p) (1)) = 0. (3.39)
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Daca exista autooscilatii in sistem, atunci ecuatia caracteristica (3.39)
admite solutia p = jw si se obtine partea reald si imaginara egale cu zero:

X(A, w,1) =0,
(3.40)
Y(A, w,1) = 0.

Ecuatia (3.38) si sistemul (3.40) formeaza un sistem din trei ecuatii
algebrice:

X(4, 0,18 =0,
Y(4, w,1) =0, (3.41)
Q(0)u + P(0)xX(4, w) = Q(0)r(t),

din care se determina necunoscutele A, w,, reprezentand parametrii
oscilatiilor intretinute a sistemului liniarizat.

3.4 Determinarea autooscilatiilor sistemului neliniar
3.4.1 Generalitati

Metoda liniarizarii armonice, fiind o metodd aproximativa, va
conduce la obtinerea performantelor sistemelor neliniare cu un grad de
precizie limitat. Cu cat partea liniara a sistemului are o comportare mai
buna de filtru-trece jos, cu atat rezultatele obtinute sunt mai aproape de
valorile lor reale.

Liniarizarea armonica se realizeazd in jurul unei solutii bine
determinate, pentru care aproximarea liniara este optima conform unui
criteriu minimal dat (media integrala patratica pe un interval de timp
dat, de exemplu, perioada oscilatiilor intretinute).

Daca intr-un sistem automat neliniar din figura 3.1 partea liniara
este descrisa prin functia de transfer ca raportul a doud polinoame prime.

O]
H(s) =55 (3.42)
iar partea neliniara este descrisa prin functia de descriere N(A), atunci
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functia de transfer a sistemului automat neliniar inchis se defineste n
domeniul frecventelor in forma:

N(A)H(jw) _ B(Ajw)
1+N(AH(w) LA jo)

Ho(A,jw) = (3.43)

Conditia pentru aparitia oscilatiilor intretinute in sistemul (3.43)
este obtinuta din ecuatia caracteristica in forma standard in domeniul
frecventa a sistemului si se numeste ecuatia bilantului armonic:

L(A,jw) =Q(jw) + P(jw)[h(4, w) +jg(A4,w)] = 0. (3.44)

Dacd in sistemul automat neliniar in forma standard exista
oscilatii intretinute si acestea se aproximeaza la nivelul fundamentalei,
atunci amplitudinea A si pulsatia w satisfac ecuatia bilantului armonic
(3.44), care sunt constante.

Tn aceste cazuri, expresia liniarizatd poate fi analizatd prin
metode cunoscute din teoria sistemelor liniare.

Prezenta autooscilatiilor in sistemul liniarizat denotd conditia
ca sistemul este la limitd de stabilitate. Pentru studierea oscilatiilor
intretinute se vor utiliza criteriile de stabilitate Mihailov si Nyquist [4, 9,
13, 15, 17].

Exista doud metode de determinare a oscilatiilor intretinute Tn
sistemul liniarizat.

1. Metoda planului Mihailov (metoda algebricad).

2. Metoda planului Nyquist (metoda Goldfarb).

3.4.2 Metoda planului Mihailov
Studierea autooscilatiilor sistemului liniarizat in planul Mihailov
reprezintd o procedurd mai simpla, care se reduce la urméatoarele etape.

Se determina ecuatia caracteristica a sistemului liniarizat de
forma (3.44):

L(4,jw) = Q(jw) + P(jw)[b(4, ) + jg(A, w)] = 0,
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care poate fi tratata ca locul de transfer Mihailov pentru sistemul dat.

Expresia (3.44) este egala cu zero numai in cazul cand partea
reald si cea imaginard in acelasi timp vor fi egale cu zero sau curba
Mihailov trece prin origine. Prin urmare, expresia (3.44) se divizeaza
intr-un sistem din doud ecuatii algebrice alcatuite din partea reala si
Imaginara cu necunoscutele 4 si w:

X(A,w) = ReL(4,jw) =0,
Y(4,w) =ImL(A,jw) = 0. (3.45)

In rezultatul solutiei sistemului de ecuatii (3.45) se determina
parametrii oscilatiilor intretinute — amplitudinea A, si pulsatia w,.
Solutia poate fi obtinuta in forma grafica si analitica.

Se reprezenta solutia de determinare a oscilatiilor intretinute Tn
forma grafica. Pentru ilustrare grafica se analizeaza planul Mihailov. Se
considera o vecinatate a originii planului X (4, ), Y (4, w) parametrizata
dupa frecventd w = wg, W1 = Wo + Aw, W34 = W1, + Aw,... s dupd
amplitudine A = Ay, A1, = Ag £ AA, A3, = A1, £ AA,... prezentate in
figura 3.5 cu raportul frecventelor fixate w, < W, < Wy < W; < W3 §i
amplitudinilor fixate A, < A, < Ay < A; < A;. In acest caz, ecuatia
caracteristicd determina o retea de curbe izoamplitudine si izofrecventa.

Fig. 3.5. Retea de curbe izoamplitudine si izofrecventa

Tn acest caz, ecuatia caracteristica a sistemului determini o retea de
curbe izoamplitudine si izofrecventa.
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Daca in sistemul automat exista autooscilatii, atunci curbele A4,
sl w, trec prin origine. Dacd originea planului este situatd la stanga si
amplitudinea A = A; > A,, atunci amplitudinea scade pana la A, si se
constata 0 stabilitate locald. In cazul cind A = A, < A,, amplitudinea creste
pana la A, si se obtine 0 instabilitate locala. Amplitudinea stabilizata A, ca
punct de convergentd din ambele parti, este stabild. Prin inversarea
rapoartelor din rapoartele lui Ay, A;, A, se obtine o amplitudine “stabilizata”
A, instabila.

Ecuatia caracteristica are radacinile imaginare p; , = tjw. Tn planul
X(A,w),Y(A, w) se poate localiza domeniul sau domeniile in care
ecuatia caracteristica admite radacini imaginare si, deci, in sistem sunt
posibile solutii periodice. In afara acestor domenii, ecuatia caracteristica
admite numai radacini reale si complex-conjugate cu partea reald
nenula.

Rezultd ca analitic granitele acestor domenii se obtin din
anularea partii reale a fiecarei perechi de radacini complex-conjugate.

Astfel, calea grafica devine dificila.

Metoda analiticd a stabilitatii solutiilor armonice simetrice. In
cazul cand A = A, si w = w, ecuatia caracteristica este egala cu zero.
In acest punct, curbele izoamplitudine A, si izofrecvente w, admit

vectorii plani tangenti 4, si @, de componente:

Ao—( )0 J(aw)o’
(3.46)

000—( )0 ()0

Definitie. Conditia necesara si suficientd de stabilitate a solutiei
periodice (Ay, ) este ca produsul componentelor celor doi vectori s
verifice inegalitatea:

(axgz,w))Ao (aY;i;w))mo _ (ax{gﬁ;w))mo (aYé,:w))Ao > 0. (347)

Aceasta conditie corespunde cazului cand locul de transfer Mihailov
inconjoara originea planului.
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Pentru stabilitatea autooscilatiilor trebuie sa fie satisfacuta conditia:
Aw > 0cand AA > 0siAw < 0cand AA < 0.

Stabilitatea solutiilor periodice din (3.45) pot fi determinate in
ipoteza ca functiile X(A, w) siY (A4, w) sunt derivabile in raport cu
parametrii A, si w, din inegalitatea (3.47):

So= (%52%),, (5%, - (559, 5.,

0

Oscilatia Intretinutd caracterizatd prin perechea (4, wg), care este
solutia ecuatiilor (3.44), este limita stabild daca S, > 0, limita instabila
dacda S, < 0 si limita semistabild daca S, = 0.

Tn cazul cand ecuatia caracteristica are solutii periodice, hodograful
Mihailov trece prin origine (fig. 3.6, curba 1).

TY (4 w)

Ww=o00| 1

Fig. 3.6. Locul de transfer in planul Mihailov

Daca se modifica amplitudinea A = A, + AA, atunci se modifica si
coeficientii ecuatiei caracteristice si se modifica si modulul  hodografului 1,
care se va deplasa din origine (fig. 3.6, curba 2 cand » > 0 sau curba 3 cand
r < 0). Din teoria sistemelor liniare se constata ca daca hodograful 1 prezinta
curba 2 cadnd AA > 0, atunci oscilatiile se amortizeaza si sistemul este stabil
conform conditiilor criteriului Mihailov, iar dacd hodograful 1 tinde catre
curba 3 cand AA < 0, atunci oscilatiile se destabilizeaza si sistemul este
instabil.

Daca ecuatia caracteristicd nu are radacini reale pozitive A, s1 wy,
atunci autooscilatiile nu sunt posibile Tn sistemul liniarizat.
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Daca N(A) si H(jw) sunt expresii complexe, atunci este dificil a
gisi prin metode analitice solutiile ecuatiilor (3.44). Tn aceste cazuri, se
utilizeaza metodele grafice [4, 9, 12-18, 21].

Din analiza stabilitatii oscilatiilor intretinute in sistem cu
utilizarea acestui criteriu rezulta ca oscilatiile cu amplitudine mai mica

sunt instabile si oscilatiile cu amplitudine mai mare sunt instabile.
Exemplul 3.2. Se considera sistemul automat neliniar reprezentat din partea
liniard cu functia de transfer de forma:

;8% + ¢15 + ¢

H(s) =
() = T+ dys? + dys + dg

si neliniaritatea ce este un releu cu zona de insensibilitate si saturatie (fig. 3.4) descris
prin locul de transfer numai cu partea reala de forma:

N(A) =b(@A) =2 [1-%

Datele numerice: ¢, =5, ¢; = 2.5, ¢, = 10, d3 = 120,d, = 79, d, = 16,
do=1,b=02c=14.

Se cere: 1) utilizand metoda planului Mihailov, sa se verifice posibilitatea
existentei oscilatiilor intretinute in sistem si sd se determine parametrii oscilatiilor; 2)
sa se verifice stabilitatea oscilatiilor intretinute in sistem.

Solutionare

1. Se da ecuatia caracteristica a sistemului neliniar in domeniul pulsatie,
utilizand substitutia s = jw si se obtine:

c2(jw)?+cq jw+cg
d3(jw)3+dz(jo)2+ds jotdy

L(4,jw) =1+ b(A)

=d;(jw)?® + dy(jw)? + dyjw + dy + b(A)c,(jw)? +
+jb(A)c;w + b(A)cy = —jds03—d,w? + jdw + dy —
—b(A)c,w% + jb(A)c;w + b(A)cy =

= (—d,w? + dy — b(A)c,w? + b(A)cy) +

+j(—d;0® + dyw + b(A)c ) = X(4,w) + jY(4,w) =0, )

unde partile real si imaginara au forma:
X(4,w) = —dyw? +dy — b(A)c,w? + b(A)cy =
= —w?(dy + b(A)cy) + dy + b(A)cy = 0; 2
Y(4,0) = —dyw? +diw+ b(A)cw =
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= _d3(1)3 + (l)(dl + b(A)Cl) = _d3(1)2 + dl + b(A)Cl = 0. (3)

Din (2) si (3) se exprimi w?:

2 _ d0+b(A)C0
T dy+b(A)cy’ )
(1)2 — d1+h(A)C1. (5)
ds

Expresiile (4) si (5) se egaleaza si, dupd unele transformari, se obtine o
ecuatie algebricad de gradul doi cu necunoscuta coeficientul b(A):

d0+b(A)C0 _ d1+h(A)C1

d+b(A)cy ds
ds;(dg + b(A)cy) = (d, + b(A)cy)(dy + b(A)cy),
dsdy + dsb(A)cy = dydy + dyb(A)cy + b(A)cydy + b2(A)cycy,
b2(A)cycq + b(A)(dyeq + dicy — dscy) + dydy — dsdy =

=aox?+a;x+a, =0, (6)

unde s-a notat: x = b(A4), ay = c,¢; =5-2.5=12.5,a, = dyc; +dyc; — dscy =
=79-25+16-5—120-10 = —994.5, a, = d,d, — dsdy = 7916 — 120 -
-1 =1144.

Ecuatia patratica (6) se reprezinta in forma:

apx? + a;x + a, = 12.5x% — 994.5x + 1144 = x2 — 79.56x + 91.52 = 0,
care se solutioneaza si se obtin radacinile:

2
—a1+ [a1-40002  79564.,/79562-41.9152 _ 79.56486.51

2a, 2 2

x, = by (A) = 78.3726, x, = b,(4) = 1.1474.

X12 =

Pentru ambele radacini se determind ecuatiile algebrice in raport cu
amplitudinea A.
Pentru prima radacind se da ecuatia:

xy = by(4) =2 1 -2 = 2 VAT = b? = 783726,
VAZ =57 = 783726 - A? = 78.3726%# = 4.394542,

19.3116A4* — A% + b? = 19.3116A* — A% + 0.04 = 0,
19.3116z% — z + 0.04 = 0,
n care s-a notat z = A? si s-a obtinut o ecuatie patraticd, si solutionand-o se obtin
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radacinile complexe:
14+y1-419.31160.04

2-19.3116

= 0.0259 £0.0374.

212 =

Rezulta ca pentru radacina x; = 78.3726 oscilatii intretinute nu exista.
Pentru a doua radacind se da ecuatia:

x, = by(A) = 2 |1 -2 = 1.1474,

3.14

VA? — b? = 1.1474:—CA2 = 1.1474mA2 = 0.0643A4%,
0.00413A* — A% 4+ b? = 0.00413A* — A% + 0.04,
0.00413z% — z 4+ 0.04 = 0,

n care s-a notat z = A? si s-a obtinut o ecuatie pitraticd si, solutionand-o, se obtin
radacinile reale:

P 1+y1-4:0.00413:0.04 _ 14+v1—-0.000661 _ 1+0.999
12— 2:0.00413 - 0.00826 ~ 0.00826 '

z, = 242.0823, z, = 0.0484,
A, = 242.0823 = 15.559, 4, = /0.0484 = 0.22.

Rezultad cd pentru rddacina x, = b,(A) = 1.474 existd douad cicluri de
oscilatii intretinute cu amplitudinile A; = 15.559 si 4, = 0.22.

Cunoscand valorile amplitudinilor A, si A, se calculeaza valorile pulsatiei
w; $i w, prin expresiile:

2 _ do+b(A)co __ do+Aico _ 1+15.559-10

17 4, +b(A)c, lbay=a, = dytAic, | 794155505 0.9987,
wy = w/(n)% =+/0.9987 = 0.9993 571,
2 _ do+b(A)cy __do+Azce _ 1+0.22°10 = 0.03995,

27 dy+b(A)c, lbay=a, = dy+Azc; 7940225

w, = /w3 =+0.03995 = 0.1999 s71.

in sistemul automat neliniar existd doud cicluri de oscilatii intretinute cu
parametrii amplitudinea si pulsatia pentru ciclul unu (4, w;) = (15.559, 0.9993) si
pentru ciclul doi (4,, w,) = (0.22, 0.1999).

2. Pentru verificarea stabilitatii oscilatiilor se utilizeaza inegalitatea [4, 8, 11,
16, 17, 21]:

5, = (aX(A,w))A (6Y(A,u)))w _ (ax(A,m))w (6Y(A.m))A >0 @)

0A 0 oo 0 w 0 0A o
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Se determina derivatele partiale ale sistemului de ecuatii (2)-(3) si se calculeaza cu
datele numerice pentru primul ciclu de oscilatii periodice cu parametrii: A; = 15.559, w, =
= 0.9993 si se obtine:

aX((,;:m) = ;_A(_(Dzdz + (L)Zb(A)Cz + do + b(A)Co) =
d db(4)
= a(—mzdz + dy + b(A)(w?c, +¢) = ” (w?cy + ¢g) =

o [ 4c b2 4c 8 [(A2-b2)1/2
= (@ + Cda(a 1 _E> = (0 + ) o () =
2 4c (2(4%2-b%)-4%\ _
= (w°c, + CO)?<—A3 —) =
. 2_ 2\_ 2
— (0.9987 -5+ 10)ﬂ<2(15.559 0.22)-15.559 )) = 1.1045:

3.14 \| 15.5593,/(15.5592-0.22
IX(4,w) a
= = = (—w?(dy + b(A)cy) + do + b(A)co) =
= —2w(d, + c;,b(A)) = —2-0.9993(79 + 5- 1.1474) = —169.3554;
aY(Aw) _ 8 2 _ b _
Y BA( ds;w*+d; +b(A)c;) = oA =

—c a [ ac 1 b2\ c 4c (2(A%2-b?)-A%\ _
T "aa\na a2 T Mg\ a3 /az_pz )
414 <2(15.5592—0.22)—15.5592)

=25 15.5593,/(15.5592-0.22
L (~d;0?* + dy + b(A)ey) =

) = 0.1817;

Y (4w)
o

= —2d;0 =—2-120-0.9993 = —239.832.

Se verifica inegalitatea (7):

S = 0X(Aw) Y (40)  IX(Aw)dY(Aw) _
07 a4 dw dw A

= 1.1045(—239.832) — (—169.3554)0.1817 = —234.1225.

La wvalorile numerice ale parametrilor oscilatiilor ciclului unu cu
amplitudinea A; = 15.559 si pulsatia w; = 0.9993 s-a calculat indicele S, =
= —234.1225 si oscilatiile Intretinute in sistem sunt instabile.
de oscilatii periodice cu amplitudinea A, = 0.22 si pulsatia w, = 0.1999, s-a determinat
indicele S, = 233654.343 si oscilatiile intretinute in sistem sunt stabile.m
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3.4.3 Metoda planului Nyquist

Daca partea liniara cu f.d.t. H(s) este de ordin ridicat sau contine
timp mort, atunci determinarea solutiilor analitice este dificila sau, in general,
nu se poate obtine. In aceste cazuri, autooscilatiile pot fi studiate in planul
Nyquist (metoda grafo-analitica sau metoda Goldfarb) [4, 9, 13-18, 21].

Conditia de existentd a autooscilatiilor in sistemul liniarizat
este ecuatia caracteristica a sistemului liniarizat Tn domeniul frecventa
(3.23):

1+ NAH(w) =0
Sau
N(A)H(jw) = —1. (3.48)

Relatia (3.48) exprima conditia existentei oscilatiilor intretinute in
sistemul neliniar, ce corespunde conditiilor de existenta a autooscilatiilor in
sistemul liniar conform criteriului Nyquist, care se reprezinta prin egalitatile:

INAIIH(w)| =1, (3.49)
argN(A) + argH(jw) = +m. (3.50)

Egalitatea (3.49) se numeste bilantul amplitudinilor, iar (3.50) —
bilantul fazelor [4, 9, 13-18, 21].

In aceste conditii, in sistemul neliniar se excita oscilatii periodice,
care se numesc oscilatii intretinute sau autooscilatii si sistemul este un
generator de oscilatii.

Din (3.49) se obtine relatia dintre locul de transfer al partii liniare
H (jw) si locul de descriere N (A) al elementului neliniar in forma:

H(jw) = =705 = —Gu(A), (351)
in care Gy(A) se numeste locul de descriere invers negativ sau
hodograful invers al elementului neliniar.

Reprezentarea grafica a locului de transfer H(jw) si a locului
invers negativ Gy (A) in planul complex (fig. 3.7) permite determinarea
parametrilor oscilatiilor Intretinute Ay, wy si verificarea stabilitatii
autooscilatiilor sistemului neliniar, descris prin modelul sistemului
liniarizat, obtinut prin metoda liniarizarii armonice pentru cazurile
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locului invers negativ Gy (A) reprezentat prin curbele 1, 2, 3.

Existenta oscilatiilor in sistem se observa numai cand aceste
douad curbe se intersecteaza, ca in cazul curbei 3 a lui Gy (A4) si H(jw)
(fig. 3.7). Punctele de intersectie ale celor doua locuri de transfer
reprezinta sistemul la limita de stabilitate, cand in sistem exista oscilatii
intretinute.

Tn figura 3.7, curba 3 Gy (A) cu punctele 1 si 2 de intersectie cu
locul de transfer H(jw) determina existenta autooscilatiilor in sistem cu
amplitudinea si frecventa corespunzatoare: parametrii in punctul 1
(A1, wq) si In punctul 2 (4,, w,). Din analiza autooscilatiilor existente
in punctele 1 si 2 rezulta ca punctul 1 corespunde unor autooscilatii
instabile, iar punctul 2 corespunde unor autooscilatii stabile. In punctul
1 oscilatiile ce apar ca urmare a intersectiei celor doua locuri de transfer
vor avea 0 amplitudine mai mare odata cu cresterea amplitudinii A a
semnalului sinusoidal. Prin cresterea amplitudinii A a semnalului se
intrd in zona de instabilitate a sistemului automat neliniar.

A=0_ Gy(4) 40w

Fig. 3.7. Locurile de transfer ale sistemului neliniar Tn planul complex

Tn figura 3.7, curba 3 Gy (A) cu punctele 1 si 2 de intersectie cu
locul de transfer H(jw) determina existenta autooscilatiilor in sistem cu
amplitudinea si frecventa corespunzdtoare: parametrii in punctul 1
(A1, wq) si In punctul 2 (4,, w,). Din analiza autooscilatiilor existente
in punctele 1 si 2 rezulta ca punctul 1 corespunde unor autooscilatii
instabile, iar punctul 2 corespunde unor autooscilatii stabile. In punctul
1 oscilatiile ce apar ca urmare a intersectiei celor doud locuri de transfer,
vor avea o amplitudine mai mare odatd cu cresterea amplitudinii A
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semnalului sinusoidal. Prin cresterea amplitudinii A semnalului se intra
n zona de instabilitate a sistemului automat neliniar.

Pentru determinarea stabilitdtii autooscilatiilor existente in
sistemul liniarizat se aplica urmatoarea conditie.

Prin deplasarea de-a lungul hodografului Gy(A) in directia
cresterii amplitudinii A, pentru partea liniard stabild, solutia periodica va
deveni instabila la intrarea in intersectia curbelor Gy (A) si H (jw) Tn punctul
1 si solutia periodica va deveni stabila la iesirea din intersectia acestor curbe
n punctul 2.

Amplitudinea autooscilatiilor stabile A, = A, se determina de pe
curba Gy (A), iar frecventa w, = w, se determina de pe locul de transfer
H (jw) in punctul 2 de intersectie a celor doua curbe.

Conditia necesara si suficientd ca un sistem automat neliniar sa
fie stabil este ca locul de transfer invers negativ Gy(A) sa nu
intersecteze locul de transfer al partii liniare H (jw) al sistemului (curba
1), impunandu-se a fi plasat in stdnga acestuia, cand este parcurs de la
frecvente joase inspre frecvente nalte.

Cazul curbei 2 a lui Gy (A) este tangenti la locul de transfer H (jw)
si nu exista informatii pentru a determina autooscilatiile in sistemul neliniar.

Acest criteriu frecvential simplificat de verificare a stabilitagii
autooscilatiilor posibile in sistemul neliniar este necesar si suficient.

Exemplul 3.3. Se da caracteristica statica y = f(X) de tip releu cu zona de
insensibilitate si saturatie reprezentatd in figura 3.4 cu parametrii — zona de
insensibilitate b = 0.25, amplitudinea ¢ = 10 si locul de transfer N(A) din exemplu 3.2

si tabelului AL1.1. Anexa 1 contine numai coeficietul real de liniarizare armonica dat prin
relatia:

N(A) = b(A) = 25 VAT = b2 = 20 Az — 0252 = 22247 — 0257,

3.14A A?
Partea liniara se considerd o conexiune serie a elementului integrator si a
doua elemente cu inertie de ordinul unu descrisa prin functia de transfer:
k _ k
S(Tys+1)(Tos+1)  aps3+a;s2+ays’

H(s) =

n care parametrii au valorile numerice k = 0.3, T, =2 s, T, = 5 s si coeficientii a, =
=T,T,=2-5=10s%a, =T, +T, =2+5="7s,a, = 1.

Se cere sa se studieze existenta posibelelor autooscilatii, determinarea parametrilor
acestora si stabilitatea lor Tn planul Nyquist.

Solutionare. 1. In functia de transfer al partii liniare, se utilizeaza substitutia s = jo
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si se obtine locul de transfer:

H(jw) = k _ k —a10%—j(a0-agw®) _
T ao(jo)d+a1(jo)2+azjo | —a102+j(@,w-aow3) —a1 02— j(a,w—-aow?)
ka.lu)2 . azm—a0m3 _ .
= —J]= 3)2_P(m)_]Q(m)l

a?ot+(az0-agw3)? a?o*+(az0-ayw

ka,w? aw—agw3

undeP(m) = a?ot+(azw-agw3)?’ Q(w) - m.

2. Se variazd @ = 0 --- 00, se calculeazi functiile P(w) si Q(w) si rezultatele se
includ in tabelul 3.1, dupa care se construieste locul de transfer dat in figura 3.8.

3. Se considera locul de transfer invers negativ:

Gy (A) = 1 1 nA? 3.14A2 0.078542
N N(A) b(4) 4c/A%-b2  410/A%2-0252  /AZ-0.0625

Se variaza amplitudinea A = 0 -+- o0, se calculeaza valorile lui G, (A) si se includ
n tabelul 3.1, dupa care se construieste locul de transfer G (A) reprezentat in figura 3.8.

Tabelul 3.1. Datele numerice ale locurilor de transfer

Functia Frecventa w
P(w) 0 0.3162 o
0 —0.2128 0
Q(w) —00 0 0
Amplitudinea A
Gy (4) 0 | 0042 | o
JjV ()
_GA(A) , L . , W = oo o~
= - [-0.2 0 {l(w)
H(jw)
w=0
—00

Fig. 3.8. Locurile de transfer H(jw) si G (A) al sistemului neliniar la ex. 3.3

Locurile de transfer H(jw) si G (A) se intersecteaza in puncul L si, rezultd, ca
in sistem sunt posibile autooscilatii.
Se determind ecuatia caracteristicd a sistemului liniarizat:

k
ags3+ays?+ays

L(s)=1+N(A)H(s) =1+ b(4)
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= ays® + a;s% + a,s + kb(A) = 0.

in ecuatia caracteristica se utilizeaza substitutia s = jw si s re prezinti in domeniul
pulsatie:

H(w) = —ja,w® — a;w? + ja,o + kb(A) = X(4,w) +jY (4, 0) =0,
X(4,w)=—a;0*+kb(4) =0,Y(4, w) = a,w — ayw® = 0.

Se determini valoarea lui w? din expresia lui Y (4, w):

a0 — ayw® = 0,w; = 0,w2 =2 =2 =01, 0, = 0.3162.
Qo 10
Tn expresia X(A,w) =0 se substituie valoarea Iui w? = 0.1 si valorile

coeficientilor, si dupa transformare se obtine ecuatia algebrica pe necunoscuta A de forma:
A* —29.80534% + 1.8628 = 0.

Ecuatia algebrica se solutioneaza si se obtin valorile amplitudinii A; = 5.4537 si
A, = 0.1752. Se alege amplitudinea A; = 5.4537 > b = 0.25 (zona de insensibilitate).

Astfel, in structura sistemului neliniar exista autooscilatii cu parametrii (4, w,) =
= (5.4537,0.3162).

Observatie. Pentru cazul din ex. 3.3, cand sistemul nelinar deschis este la limita de
stabilitate (ecuatia caracteristica are radacini pe axa imaginard) cu cresterea amplitudinii 4,
locul de transfer H; (jw) = b(A)H (jw) al sistemului deschis, conform criteriului Nyquist,
nu inconjoard punctul critic (—1, j0) si sistemul inchis este stabil, si invers, cu reducerea
amplitudinii locul de transfer al sistemului deschis inconjoard punctul critic (—1,j0) si
sistemul Tnchis este instabil.

Aceste conditii se realizeaza cand coeficientul liniarizarii armonice b(A) este 0
functie in descrestere Tn conditia cAnd amplitudinea are valoarea amplitudinii autooscilatiilor
A = A" si are loc inegalitatea:

db(A) _d k4c __ k4c 2b2-4?

~an la=ar = 35 oV A2 = b?) = === < 0. (*)
Se verifica conditia (*) pentru valorile amplitudinilor dinex.3.34; = 5.4537 i

A, = 0.1752 si se obtin valorile derivatelor: éAl) <0, db(AZ) > 0, ceea ce corespunde

calculelor efectuate corect.

3.5 Oscilatii fortate

Se considera sistemul neliniar (fig. 3.9), structura caruia este
alcatuit din elementul neliniar descris de functia u = f(€)si doud
elemente liniare cu functiile de transfer H; (s) si H,(s), supus actiunii a
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semnalului de referintd r(t) si perturbatia p(t) = Bsinw™t.
Descrierea acestui sistem se aduce la forma operationala:

Qe+ P(p)f(e) = Q(p)r —S(P)p, (3.52)
unde Q(p), P(p) si S(p) sunt polinoame de ordinul respectiv.

p(®)
TOL O] re) B 1y (5) o] Ha(5) -yffl

Fig. 3.9. Structura sistemului neliniar cu doua semnale

Semnalul de referintd r(t) se modificd lent cu perioada T =
= 2m/w" in raport cu perturbatia. Se considera ca in sistem se excita
oscilatii cu pulsatia egala cu pulsatia perturbatiei. In acest caz semnalul
la ietirea neliniaritatii Se descrie:

€=¢gy+ &, & = Asin(w't + @), (3.53)

unde g, este valoarea constanta a erorii, €* - valoarea alternativa, A si ¢ sunt
amplitudinea si faza oscilatiilor care este necesar de calculat.
Functia neliniard f (e) dupad liniarizare are forma:

f(go + Asin(w*t + @) = By + (b(4, o) + q(4, £9) %)s*, (3.54)
unde By, b(4, €y), q(A, €,) sunt coeficientii liniarizarii armonice.
Se substituie expresiile (3.52)-(3.54) in (3.52) si se obtine:
P 1.
[Q(P) + P()(b(A, &) + q(A,£0) )]e" + Q(P)go + P(PIuo =

= Q(p)r + P(p)uo. (3.55)

Expresia (3.55) se reprezinta prin componenta cu oscilatii lente si
componenta cu oscilatii rapide:

QP)Es + P(PIuo = Q)T (3.56)
[0@) + P@) (b(4,20) + q(4,20) Z) e = —s@Ip. (357)

Luand in consideratie
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* — Acin(m* — A jtre) _ ,—j(0t+e)
£ = Asin(w*t + @) —Zj(e e )s
pej(m*t+<p) :jw*ej(m*tﬂp)’ pe—j(m*t+<p) = _jw*ej(w*tﬂp),
expresia (3.57) se aduce la forma:
A A A . o
2 [(QGw") + P(w )(b(A, &) + jq(A, &p)))el @ t+e) —
—(Q(—jw") + P(—jo")(b(A &) — jq(A, &)))e /@ t+e)] =
= — 2 [SGw)el®™t = S(—jo)e o], (358)

Egalitatea (3.58) se realizeazd, daca termenii de pe langd e/©t si
e~J®"t din partea stangd si dreapta sunt egali:

AQUw") + P(jo")(b(4, &) + jq(4,&)))e’® = —BS(jo"), (3.59)
AQ(—jw") + P(—jw")(b(4, &) — jq(4,&)))e™/® = —BS(—jw").

Aceste doua ecuatii sunt echivalente. Pentru a analiza raspunsul fortat

cu oscilatii, este necesar de a analiza ecuatia (3.56) impreuna cu (3.59).
Exemplul 3.4. Se considera structura sistemului neliniar (fig. 3.9), in care

neliniaritatea este un releu ideal cu amplitudinea ¢ = /2, functiile de transfer sunt H, (s) =

= (0.01s + 1)/(0.8s + 1)s,H,(s) = 1/(0.2s + 1),semnaleler = 0,p = —Bsin10t.
Se cere sa se determine limita de sensibilitate a amplitudinii semnalului perturbatiei.
Solutionare. In cazul dat polinoamele in domeniul pulsatie sunt:

Q(jw) = —0.16jw*® — w*? + jw*, P(jw) = 0.01jw" + 1,
SGw*) = —(0.8w* + jw*),

Coeficientul liniarizarii armonice a releului ideal este b(4) = 4c/(m/A) = 2/A.
Relatia (3.59) are forma:

A(=0.16j0™3 — 0™ + jo + (0.0Ljw" + 1) (2/4)) =
= B(—0.8w™ + jw")eJ®,

in ultima relatie se subetituie w* = 10, e /¢ = cosg — jsing si se determini
partea reald si imaginara si se obtine sistemul de ecuatii algebrice:

1004 + 2 + 80Bcos¢ — 10Bsing = 0,
—1504 + 0.2 + 10Bcos¢p — 80Bsing = 0,
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care se solutioneaza 1n raport cu cosinusul si sinusul si se obtine:

0024 o Z24+0055
g ome = B

A
cosQ =

Expresiile cosinusului si sinusului se ridica la patrat, se aduna si se obtine ecuatia
patratica:
A? —0.0144 + 0.00012 — 0.2B = 0,

care are radacina pozitiva cand B > 0.0188.
Rezulta limita de sensibilitate a amplitudinii semnalului perturbatici B = 0.0188.m

3.6 Metoda liniarizarii vibratorii

Din analiza sistemelor automate neliniare rezultd ca prezenta
diferitor tipuri de neliniaritati in structura sistemului pot reduce calitatea
functiondrii sistemului, iar Tn unele cazuri, sistemul poate si nu
functioneze. De exemplu, in sistemele de urmarire (pozitionare)
regimul autooscilatiilor conduce la aparitia oscilatiilor obiectului de
reglare si, ca rezultat, se deterioreaza regimul lent de urmarire, care nu
se admite din conditiile de exploatare [9, 12]. In practica realizarii
sistemelor neliniare se utilizeaza metode care sa reduca efectul negativ
al neliniaritatii asupra calitatii functionarii sistemului sau metode de
stabilizare a autooscilatiilor In sistem cu parametrii determinati —
amplitudinea si pulsatia.
neliniar pot fi realizate prin aplicarea elementelor de corectie atat la
partea liniard, cat si la neliniaritate. Pentru modificarea caracteristicii
statice a neliniaritatii se utilizeaza elemente de corectie neliniare cu
caracteristici statice inverse conectate in serie, in paralel si in reactie in
asa mod, Tncat caracteristica statica echivalenta sa fie liniara [9, 12].

O metoda eficienta de reducere a influentei neliniaritatii asupra
calitatii functionarii sistemului este suprapunerea unui semnal de intrare
suplimentar de inaltd frecventd asupra semnalului de joasa pulsatie de
intrare in neliniaritate. Aceste tipuri de semnale de Tnalta frecventa,
impuse sistemului, se numesc semnale vibratorii, care reduc influenta
negativa a neliniaritdtilor: luft, histerezis etc.

Liniarizarea vibratorie are efectul de liniarizare a neliniaritatii
cu aplicarea semnalului de inalta frecventd suprapus cu semnalul de
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intrare n neliniaritate. Astfel de semnale pot fi semnale ale
autooscilatiilor sistemului sau semnale externe produse de generatoare
speciale. Pentru ca semnalele autooscilatiilor sistemului sa fie de Tnalta
frecventd, se utilizeaza reactii locale aplicate neliniaritatii, formand o
bucla in care apar autooscilatii cu parametrii determinati.

Consideram structura unui sistem neliniar (fig. 3.10, a) cu
neliniaritatea de tip releu ideal (fig. 3.10, b).

A
Cc
Xn
_0_>
1 —C
a) b)

Fig. 3.10. Structura sistemului neliniar cu liniarizare vibratorie

La intrarea neliniaritdtii se aplica semnalul de baza de joasa
frecventa r(t) si semnalul suplimentar de frecventa inalta x,(t) =
= X sinwgt si se obtine semnalul sumar x,, (t):

X, (t) = r(t) + x,(t) = r(t) + X;sinw,t. (3.60)

Frecventa w, a semnalului suplimentar x,(t) se alege astfel,
ncat pe durata la cateva perioade a acesteia, semnalul r(t) sa fie practic
constant, iar amplitudinea X, a semnalului x4 (t) sa iavaloarea necesara
pentru ca releul sa functioneze X > |r(t)|.

Pentru acest sistem este necesar ca partea liniard sa fie filtru
trece-joc si componenta x(t) sa fie filtrata:

|H(ws)| < [H(we)l, (3.61)

unde w, este frecventa de tdiere a partii liniare.

Semnalul de iesire al neliniaritatii de asemenea reprezenta suma
componentei de joasd frecventda y,(t), care este valoarea medie a
semnalului y, (t) si a semnalului de inalta frecventa yg(t):

Yn(t) = yo(t) + ys(0), (3.62)
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unde yo(¢) = fo(r(t)), ys(8) = fi(xs(t)) si functiile fo # f; # f,
fiindca pentru neliniaritati nu este valabil principiul superpozitiei.

Semnalul y,(t) se prezinta in serie Fourier pe durata de o
perioada T a semnalului x4(t) si se aproximeaza functiile f; si f;, avand
in vedere ca y,(t) ~const si se obtine neliniaritatea:

Ya(8) = f(r, x5(£)), (3.63)

care se liniarizeaza:

Yn(t) = Yo + b(Xs)xs(t), (3.64)

n care b este coeficientul de liniarizare armonica a neliniaritatii.
Componenta de joasa frecventa y, din (3.64) se determina prin
relatia:
T/2

Yo = fo =z [ 1, f(, xs(D))dt (3.65)

sl este functie de componenta r (lent variaza) si de amplitudinea X a
semnalului de frecventa inalta de forma:

Yo =F(r, Xg) = F(r). (3.66)
Pentru releul ideal, expresia (3.66) se obtine:

2c . T
Yo = —arcsin—-, (3.67)

N

in care se confirma conditia ca semnalul r se proceseaza de elementul
neliniar in functie de amplitudinea semnalului suplimentar Xj.

Pentru neliniaritati cu caracteristici statice univalente functia
F(r) este monotond, care poate fi liniarizata (fig. 3.11):

Yo = kyr, (3.68)

in care k,, = (0F,/0r),— este coeficientul de transfer al neliniaritatii
pentru semnalul de joasa frecventa.
Pentru releul ideal se obtine:

k, = 2= (3.69)

X

Efectul de liniarizare a neliniaritatii se evidentiaza mai tare cu
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cat amplitudinea semnalului X, este mai mare, dar odata cu cresterea
amplitudinii X se reduce coeficientul neliniaritatii k.

A
xn (1) y

RV,

I
N N r,
L gy AL
| | | ! ! v 11
vl 1 i
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5 )
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Fig. 3.11. Regimul de liniarizare vibratorie

In afard de efectul liniarizarii cu aplicarea semnalului periodic
exterior asupra sistemului neliniar, se pot compensa sau reduce
autooscilatiile sistemului. In anumite conditii de alegere a pulsatiei
wg si amplitudinii maxime X, regimul sistemului, la actiunea
semnalului suplimentar x,(t) = Xsinwgt, poate sa treaca din regimul
cu autooscilatii cu pulsatia w, in regim fortat cu pulsatia w,. Acest efect
poartd denumirea de captare a pulsatiei. Semnalul regimului fortat are
amplitudinea mica si pulsatia mai mare ca pulsatia autooscilatiilor, iar
compensarea autooscilatiilor sistemului neliniar conduc la ridicarea
performantelor sistemului automat.

Vibratiile fortate de frecventa inalta ale elementului neliniar pot
fi excitate de semnalul unui generator de frecventa inalta sau datorita
proprietatilor de autooscilatii ale sistemului neliniar.

Pentru obtinerea regimului de liniarizare vibratorie se pot utiliza
semnale de Tnalta frecventd produse de un generator special sau
utilizarea proprietatilor de autooscilatii ale sistemului neliniar. In acest
scop, pentru neliniaritate se construieste un contur suplimentar, in care
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vor fi autooscilatii cu inalta frecventd, iar amplitudinea acestui semnal
Xs > 1. O variantd de regim de liniarizare vibratorie este regimul
alunecator in sistemul neliniar [9, 12].

Exemplul 3.5. Se considerd structura sistemului neliniar (fig. 3.12), in care
neliniaritatea este un releu ideal cu amplitudinea ¢ = m, functiile de transfer au forma:

H;(s) = k;(0.1s + 1), H,(s) = 1/(0.1s + 1)s,
H;(s) = k3(T3s + 1), H,(s) = 1/(s + 1).

r X [ H, (s) X1 € £(2) u H,(s) X2 H,(s) V

H3(s)

A

Fig. 3.12. Regimul de liniarizare vibratorie

Se cere sd se determine parametrii ks si T; astfel, ca la intrarea neliniaritatii
amplitudinea autooscilatiilor A = 4 si elementul cu functia de transfer H, (s) reduce valoarea
amplitudinii de 100 ori.

Solutionare. Deoarece autooscilatiile sunt filtrtate de elementul cu f.d.t. H,(s)
(amplitudinea semnalului de iesire este mai mica de 100 ori decat a semnalului de intrare),
atunci se studiaza autooscilatiile numai a conturului interior.

Functia de transfer a partii liniare a conturului interior si coeficientii liniarizarii
armonice sunt:

k 4
H(s) = Hy(s)Hs(s) = (o.1sz+s)3(T35+1)’ b(4) = n_:'

Conditiile de excitare a oscilatiilor se exprima de relatia:

4k
—0.1T3j03 — (0.1 + T3)w? + jo + 73 =0,

sau in forma sistemului de ecuatii algebrice:
~(0.1+T)w? + =2 =0,
—0.1T3jw® + jow = 0.

Se solutioneaza sistemul de ecuatii si se obtin expresiile pentru parametrii
autooscilatiilor:

_ 4k3T3 . _
A= ToTs 41’ " =,/10/Ts;.
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Deoarece elementul cu f.d.t. H, (s) reduce amplitudinea autooscilatiilor de 100 de
ori, amplitudinea locului de transfer se descrie:

Ay(w) =

1
w?+1
silaw = w” se obtine:
1

J1+10/T3)

Tn expresia amplitudinii se substituie valoarea lui T; ~ 0.001 si din conditia ci
amplitudinea la iesirea neliniaritatii este egald cu 4 se obtine:

A, (0") = =0.01, T, = 0.0001T; + 0.001, T ~ 0.001.

_ 4ksTs _ 4Kk30.001
T 10T3+1 14001

Din ultima expresie se calculeaza valoarea lui k; = 1010.
Se verifica dacd autooscilatiile sunt stabile:
db(4)
daA

4 1
|A=4 = —A—2=<—Z<O.

Rezulta ca in sistem exista autooscilatii stabile.
Chestionar si probleme

1. Explicati principiul metodei functiei de descriere a neliniaritatii.

2. Ce reprezintd coeficientii liniarizarii armonice pentru neliniarititi univoce si
neunivoce?

3. Care sunt cerintele pentru partea liniard ca in sistemului neliniar sa existe oscilatii
periodice?

4. Prezentati si explicati ecuatia caracteristica a sistemului neliniar.

5. Cum explicati notiunea de oscilatii intretinute in sistemul neliniar?

6. Care sunt parametrii oscilatiilor Intretinute in sistemul neliniar?

7. Prin ce metode se studiaza existenta/absenta autooscilatiilor in sistemul neliniar?

10. Pentru structura sistemului neliniar alcatuit din releu ideal cu amplitudinea ¢ =
= 10 si partea liniard cu elementul integrator cu constanta de timp T; = 5 s inseriat cu doua
elemente cu inertie de ordinul unu cu parametrii k; =3, T; =55, k, =3, T, =10 s,
determinati ecuatia caracteristicd in domeniul pulsatie cu partea reala si imaginara.

11. Tn conditiile sistemului din p. 10, determinati posibilele autooscilatii in sistemul
neliniar si daca existd autooscilatii, atunci calculati parametrii oscilatiilor intretinute —
amplitudinea si pulsatia lor.

12. Cum explicati raspunsul fortat al sistemului?

13. Explicati ce reprezinta metoda liniarizarii vibratorii?
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4 STABILITATEA SISTEMELOR AUTOMATE NELINIARE
4.1 Notiuni de stabilitate a sistemului neliniar

Dinamica unui sistem automat se descrie prin variabilele de stare
ce caracterizeaza transferurile si acumularile diferitor forme ale energiei
din sistem si energia, sub diferitele sale forme, se caracterizeaza prin
patratul marimilor de stare ca marimi fizice ale sistemului [1, 4, 9, 12,
13, 17, 18, 20, 21].

Starea instabila a unui sistem automat caracterizeaza pierderea
echilibrului asupra acumularilor si schimburilor de energie intr-un
sistem care este supus actiunilor externe.

Tn sistemele automate liniare raspunsul sistemului y(t) este
solutia ecuatiei diferentiale ca suma a doud componente ce
caracterizeaza doud regimuri separate: regimul liber (tranzitoriu) y;(t)
si regimul fortat (stationar) y(t).

Studierea stabilitatii sistemelor liniare se bazeaza pe utilizarea
componentei libere care se obtine in baza principiului superpozitiei.

Pentru sistemele neliniare principiul superpozitiei nu este
aplicabil. Problema studierii stabilitatii sistemelor neliniare este mult
mai dificila. Pentru sistemele neliniare exista mai multe notiuni de
stabilitate, in dependenta de abaterile de la starile de echilibru si
prezenta semnalelor externe, care actioneaza asupra sistemului.

Sistemele automate dupa actiunea semnalelor externe asupra lor
se clasifica in doua clase: sisteme autonome si sisteme neautonome.

In sistemele autonome sau invariante in timp actioneazi semnale
externe, iar 1n sistemele neautonome este prezenta semnalelor externe.

Pentru sistemele autonome neliniare sunt caracteristice doua
tipuri de procese: stare de echilibru si autooscilatii. Pentru aceste
procese se aplica notiunile de stabilitate: stabilitatea starii de echilibru
si stabilitatea autooscilatiilor.

Sistemele neautonome se caracterizeazd prin notiunea de
stabilitate a procesului tranzitoriu al sistemului neliniar sub actiunea
semnalelor externe.

Pentru simplificarea procedurilor de studiere a stabilitatii
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sistemului neliniar cu utilizarea unor metode analogice sistemelor
liniare s-a introdus notiunea de miscare neperturbatd si miscare
perturbatad a sistemului. Miscarea neperturbata a sistemului poate fi o
solutie particulara determinatd de variatia conditiilor initiale si a
semnalelor de intrare ale sistemului, cu un regim programat de
functionare a sistemului. Orice miscare perturbata se obtine la aplicarea
unei perturbatii de scurta durata a timpului t = 0 asupra sistemului
neliniar.

Starea de echilibru si regimul stabilizat al autooscilatiilor
sistemului se pot prezenta ca si cazuri particulare de miscare
neperturbata a sistemului autonom neliniar.

Se considera sistemul continuu miscarea caruia se descrie in
spatiul fazelor de un vector cu n variabile de stare: x = (x1, X3, ..., X,)-

Stabilitatea in sens Liapunov se trateaza in modul urmator. Fie
un sistem descris de un sistem de ecuatii diferentiale [4, 9, 12, 13, 17]:

y=Y0. (4.1)

Se considerd o solutie f(t) a sistemului (4.1) cu conditiile
initiale (to, fy). Solutia y = f(t) se numeste stabila in sens Liapunov,
daca pentru orice € > 0 se poate gasi o functie 1 = n(g, ty), astfel ca
toate solutiile perturbate y(t), care la momentul initial t,, Satisfac
conditia:

ly(to) = f(to) <m (4.2)

sa satisfaca pentru orice t > t, conditia:

ly(®) = f(®O] <e. (4.3)

Pentru ca definitia sa fie corecta trebuie respectate conditiile:

1) solutia y = f(t) trebuie sa fie definita pentru orice t > ty;

2) toate solutiile perturbate cu conditii initiale suficient de
apropiate de cele ale solutiei y = f(t) sa fie prelungibile (sa existe pe
intervalul [t,, o) si sa ramana tot timpul in apropierea solutiei studiate.
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Studiul stabilitatii se reduce la studiul stabilitatii solutiei banale
y = 0 in modul urmator.

Se introduce ca mnoua functie necunoscutda (variabila
necunoscuta):

x=y—f=A(sauy = f + A), (4.4)

unde f este solutia neperturbata, deci x = A este perturbatia.
Se obtine sistemul de ecuatii:

x=Y(f+x)-Y([) (4.5)
sau Tn forma variabilelor necunoscute:
x = X(x,t). (4.6)

Solutia neperturbatd acum este x = 0.

Definitia stabilitatii in cazul dat este:

Solutia banala se numeste stabila in sens Liapunov, daca pentru
orice numar € > 0 se poate gasi functia n = n(g, ty), astfel, daca

lx(to)] <M (4.7)
sa se realizeze:
lx(®)| <e (4.8)

pentru orice t > t,.

Tn general, numarul 1 depinde si de t,, deci 1 = n(t,).

Daca n nu depinde de t,, deci n = n(g), atunci solutia banala se
numeste uniform stabila.

Solutia banalad se numeste asimptotic stabila daca este stabila si
va existan = n(t,) astfel incat:

lim |x(£)| = 0 (4.9)

105



pentru |x(ty)| <.

Dacd numarul n # n(ty), atunci solutia banala este uniform
asimptotic stabild.

Un sistem de ecuatii diferentiale poate avea atat solutii stabile,
cat si solutii instabile.

Daca orice solutie perturbatd a sistemului x = X(t,x) este
definita pe intervalul [t,, 00) si are loc relatia (4.9), atunci solutia banala
se numeste global asimptotic stabila.

Tn acest caz, stabilitatea este proprietatea sistemului automat.

Definitiile prezentate mai sus pot fi aplicate pentru determinarea
stabilitatii starii de echilibru, oscilatii intretinute si proceselor
tranzitorii fortate n sistemele neliniare.

Teoria Liapunov a introdus metode generale, foarte puternice,
de studiu al stabilitatii sistemului automat. Acestea sunt metoda intaia
si metoda a doua sau metoda directd Liapunov. Analiza stabilitatii
sistemelor liniare se bazeaza de metoda intaia Liapunov [4, 9, 12, 13,
17].

4.2 Metoda directa Liapunov

Una dintre metode numita si metoda a doua a lui Liapunov este
folosita frecvent in teoria sistemelor automate, care se bazeazd pe
constructia unei functii scalare numita functia Liapunov cu anumite
proprietati.

Sistemul autonom neliniar (nu depinde de semnale externe si
direct de timp) se descrie de sistemul de ecuatii diferentiale prin
variabilele de stare:

X = F(x)=F(xy, x5, %) (4.10)

Starea de echilibru a sistemului se determind de sistemul de
ecuatii:

Fi(x1,%5,,x,) =0,i=1,n. (4.11)
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Se considera ca sistemul (4.11) are unica solutie n origine: x; =
=0,x,=0,...,x, =0.

Conform teoriei stabilitatii Liapunov, pentru studierea
stabilitatii sistemului neliniar se introduce o functie speciald
reprezentatd in spatiul fazelor V(xq, x5, -+, x,) = V(x), care este
numita functia Liapunov cu urmatoarele proprietati:

1. Functia V (x) si primele ei derivate partiale sunt continue in
vecinatatea unui domeniu deschis 1n jurul originii.

2. Functia V (x) este nula in origine (x = 0,V (0) = 0).

3. Functia V(x) se numeste pozitiv definita daca V(0) = 0 si
V(x) > 0n tot domeniul, in afara de origine x = 0.

O functie V (x), definita intr-o vecinatate a punctului x = 0, se
numeste pozitiv definita, daca pentru h > 0 astfel, Incat pentru |x| <
< h, functia V(x) ia numai valori pozitive si se anuleazd numai in
punctul x = 0.

Exemplul 4.1. Exemple de functii pozitiv definite pentru n = 3:

V(x) =x? +x2+x2,V(x) =3x2 + 2x5 + x$.m

Functia V (x), care ia numai valori pozitive sau nule, anulandu-
se i in puncte x # 0 se numeste pozitiv semidefinita (V(0) = 0,
V(x) = 0).
Exemplul 4.2. Exemple de functii pozitiv semidefinite pentru n = 2:
V(x) = (x; + x3)%, V(x) = 3x? + 6x,x, + 3x2.m

Functia V(x) se numeste negativ definita daca V(0) = 0si
V(x) <0 (W(x)=-V(x) <0, unde V(x) > 0) in tot domeniul, In
afara de origine x = 0 si negativ semidefinita cand V(0) = 0, V(x) <
< 0) in tot domeniul.

Daca functia V(x), fara a-si schimba semnul, se anuleaza si in
alte puncte decét originea, atunci V(x) se numeste functie de semn
constant.

Functiile pozitiv si negativ definite sunt cazuri particulare de
functii de semn constant.

Tn metoda directa Liapunov se foloseste si notiunea de derivata
in timp a functiei dV /dt in virtutea sistemului, adica se presupune ca x
satisface sistemul diferential considerat.
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Se considera sistemul (4.10) si functia V (x4, x5, -+, x,,) = V(x),
determinarea derivatei de-a lungul traiectoriei de miscare in raport cu
timpul lui ¥V (x) Tn virtutea sistemului va fi:

dV(x) n dV(x) dx;
dt =1 3x; dt

d
= Xit1 gy(:) Fi(x) =W ((xy, xa, -, xp). (4.12)

Definitie. Pentru ca sistemul studiat sa fie stabil (solutia banala
stabild), este necesar a gasi o functie V(x), definitd intr-o vecinatate
inchisa a originii, pozitiv definitd, cu derivata in virtutea sistemului
negativ semidefinita sau identicd nuld. Daca derivata dV (x)/dt este
negativ definita, atunci stabilitatea sistemului este asimptotica.

Se da miscarea unui sistem in interiorul unui paraboloid cu
varful in originea sistemului de coordonate cu variabilele de stare x;,
X5, x5 dat in figura 4.1, care, pentru o vecinatate a originii si se
construiesc o familie de spatii inchise de nivele egale cu valoarea V (x),
descrise prin ecuatia:

V(xq, %9, , %) = C,

ce includ originea in interiorul lor cu conditia: 0 < |C;| < |Cy| < |C5].

(@)
N

X3

Fig. 4.1. Traiectoriile de faza ale sistemului neliniar

Miscarile sistemului sunt date de traiectoriile de faza 1, 2, 3.

Pentru traiectoria 1, derivata dV /dt este de semn definit si de
semn invers cu V(x) si rezulta ca sistemul neliniar este asimptotic
stabil.
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Pentru traiectoria 2, derivata dV /dt este de semn constant si
sistemul este stabil, insa nu este asimptotic stabil. Pot exista cazuri cand
traiectoriile de faza finiseaza in punctele spatiului starii cand derivata
dV /dt = 0 sau se conecteaza la spatii inchise V = C;.

Traiectoria 3 reprezinta starea echilibrului asimptotic stabil si
sistemul este asimptotic stabil, dar conditiile teoremei Liapunov nu se
respecta (are valori mai mari ca C,).

Din analiza cazului traiectoriei 3 rezulta urmatoarea concluzie.

Metoda a doua Liapunov satisface conditiile necesare de
stabilitate, dar care nu sunt si suficiente [4, 9, 13, 17].

Metoda Liapunov nu are un algoritm unic de construire a unicei
functii Liapunov V (x). Pentru un sistem pot fi gasite mai multe functii
Liapunov V(x).

Existda mai multe metode de construire a functiei Liapunov
V(x):

1) metoda energetica,

2) metoda de separare a variabilelor;

3) metoda gradientului;

4) metoda ecuatiei matriceale Liapunov etc.

Tn continuare, expunem metoda ecuatiei matriciale Liapunov.

4.3 Metoda ecuatiei matriciale Liapunov

Se considera un sistem dinamic liniar autonom de forma:
x = Ax. (4.13)

Se presupune cd pentru orice matrice Q simetricd §i pozitiv
definita existd o matrice P simetrica si pozitiv definita, care este solutia
ecuatiei matriciale Liapunov:

AP + PA = —(Q. (4.14)

Daca exista o astfel de matrice P, atunci starea de echilibru
x = 0 a sistemului este asimptotic stabila.
Se construieste functia Liapunov de forma patratica:

V(x) = xT Px, (4.15)
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pentru care P este o matrice simetrica pozitiv definitd. Deci, functia
V(x) este o functie patratica pozitiv definita. Derivata functiei V(x)
este:

V(x) = x"TPx+x"Px = xTATPx + x"PAx =
= xT(ATPx + PA)x = —xTQx. (4.16)

Astfel, functia V(x) este o functie patratici negativ definita si
starea de echilibru x = 0 a sistemului este asimptotic stabila.

Etapele de aplicare a metodei Liapunov de analiza a stabilitatii
sistemului sunt urmatoarele:

1. Se construieste ecuatia matriciala Liapunov si se determina
elementele p;; ale matricei P.

2. Se verifica conditiile criteriului Sylvester si dacd aceste
conditii sunt satisfacute, atunci sistemul este asimptotic stabil (se
garanteaza stabilitatea). In caz contrar, se reia procedura de construire a
functiei Liapunov V (x).

Exemplul 4.3. Se da sistemul descris in variabilele de stare cu conditiile
initiale x,9 = x,9 = 0:

dxq

=X
dt 2
dx,

—= = —ax, — bx,.
dt 1 2

Se cere a construi functia Liapunov V (x) si a verifica conditiile de stabilitate
ale sistemului.
Solutionare. Acest sistem liniar Tn conditiile a > 0 si b > 0 este asimptotic
stabil.
Se alege functia Liapunov pozitiv definita de forma:
V(x) =x+x2>0.
Se determina derivata functiei V(x):

av. _ o0vdxy | OV dxp _ . — _
- Yo a = 2x1(x5) + 2x5(—ax; — bxy) =
= 2x,X, — 2ax,x, — 2bx? = —2x,[(a — 1)x; + bx,].

. . .o dv o o o
Derivata va fi negativ definita < 0 daca se respecta conditiile:
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b
Xz > 0, X1 > _;xz,

b
X, < 0,6 < ——x,.
2 y X1 2172

< S .. Lodv
In toate celelalte cazuri derivata va fi pozitiv definita - = 0.

< . av . .
Dacé derivata T < 0 pentru x;y # x50 # 0 nu este tot timpul negativa,

rezultd ca conditiile de stabilitate dupd Liapunov nu sunt satisfacute si sistemul

automat nu este stabil. Aceasta se explica prin faptul cid s-a ales nereusit functia
Liapunov.m

Exemplul 4.4. Se considera sistemul automat descris de functia de transfer
cu coeficientul de transfer k si constantele de timp a, b:

H( ) _ J’(S)

asz+bs+1 T s

Se da ecuatia diferentiala a sistemului cand semnalul de intrare r = 0:
ay+by+y=0.

Se introduc variabilele de stare x; =y, x; =y si se obtine sistemul de
ecuatii in conditiile initiale nule x;, = x5, = 0:

X1 = Xy,
X, = —bx; —ax,
sau in forma vector-matriciala:
x = Ax,
n care matricea este:
a=[% 0
—al’

Se cere si se construiasca functia Liapunov V (x) = xT Px, utilizand metoda
ecuatiei matriciale Liapunov si sa se determine pentru acest sistem matricea P din
ecuatia Liapunov, considerand ca matricea Q este unitara Q = I.

Solutionare. Se alcatuieste ecuatia matriciald Liapunov (4.14):
0 —b] [P11 P12 P11 P12 0 1 1
[1 —a]' P21 Pzz] + [P21 Pzz] [ [0 1
Se efectueaza calculele ecuatiei matriciale:
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—b(py1 + P12)

—bpy, + P11 — aP12] _ [—1 0 ]
P11 — apz1 — bpy; ’

12 — 2aPy; + P21 0 -1

din care se obtine sistemul de ecuatii algebrice:

—b(py1 +p12) = -1,
—bpy, + P11 — ap1z = 0,

P11 — APz — bpy; = 0,
P12 — 2apy; + P21 = —1.

Acest sistem se solutioneaza si se obtin valorile coeficientilor

__a?+b%+b _ 1 _ 1 _ 1+b
P11 =~ P12 = 55 P21 = 55 P22 = 4
Matricea P este:
a’+b*+b 2+b2%+b 1
P11 P12] 2ab b
P21 P22 1+b |’
2ab

Matricea P este simetrica si este pozitiv definitd daca determinantii calculati

din aceastd matrice sunt pozitivi:

a’+b%+p 1
__a’+b%+b 2ab 2 | _ (a®+b%+b)(1+b)—a?
A= an 0,A,= 1 ol = ra2D? > 0.
2b 2ab

Daca determinantii A;, A, sunt pozitivi (criteriul Sylvester), atunci matricea
P este pozitiv definita si rezultd ci functia Liapunov V (x) este pozitiv definita, iar
starea de echilibru x = 0 a sistemului este asimptotic stabila.m

4.4 Forme patratice

In calitate de functii de semn definit se utilizeaza forme patratice

care au forma:

V(x) = V(XIIXZI'"PXTI) = xTAx = Z i,j= 1al]x x]

2 2 _
= a11X] T X1Q12X + X2021X1 + AxpX5 =
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aiq a12] [x1]
az1 Azl X1

Matricele A de forme patratice sunt simetrice, de unde rezulta
a;; = ajj, l,] = 1,_71, unde x = [xl,xz,---,xn]T, A= [aij], a;; = Qji,
AT = A, in care coeficientii sunt reali, x € R™ este vectorul variabililor
(starilor). Matricea A este matricea reald, care intruneste proprietatile
interne ale sistemului. Printr-o transformare simpla orice matrice
nesimetricd se poate reduce la o matrice simetrica prin transformarea:

1
A=@A+A)=4A"

Aceasta operatie nu modifica functia V (x).

Conditiile necesare si suficiente ca o forma patratica V(x) =
= xT Ax si fie pozitiv definitd sunt ca toti minorii principali (din stanga
de sus) ai matricei A sa fie pozitivi (criteriul Sylvester):

a1 Q412 Qg3

a;; ap
a1 > 0; |a | > 0; [Az1 A2z A3 > 0;...;
21 Q22
az; dszp daszz
a1 Qg2 Ay
a1 Q2 (1599 >0
an1 An2 " ayy

Conditiile necesare si suficiente ca o forma patratica V (x) sa fie
negativ definita — toti minorii principali (din stanga sus) ai matricei A
sa altereze ca semn:

a1 A12 0 Ay
dz1 Q2 - a

G . ml>0m=1,2,..,n
Am1 Am2 Amm



Formele patratice pozitiv (negativ) — semidefinite admit ca unul
si numai unul din determinanti sd se anuleze.

Forma patratica la care matricea A este diagonald se numeste
forma canonica. Daca toate elementele diagonale ale matricei canonice
A sunt pozitive, atunci functia V(x) este pozitiv-definita, iar daca un
element este nul si toate celelalte isi pastreaza semnul, atunci functia
V(x) este pozitiva, respectiv negativ-semidefiniti. Elementele
diagonale ale matricei canonice A sunt valorile ei proprii, daca matricea
diagonald este matrice, care la matricele simetrice sunt reale. Daca
matricea A nu este simetrica, atunci pot aparea valori proprii complex-
conjugate, pentru care se pun in discutie partile reale ale acestora.

Forma patratica, la care matricea A este matrice unitate 4 = I,
atunci functia V(x) se numeste forma patraticd normala. Orice forma
patratica V (x) poate fi redusa prin transformari nesingulare la formele
canonica si normala, conservand signatura. Prin aceasta, nedegenerarea,
signatura definita pozitiv sau negativ, degenerarea si signatura
nedefinita se recunosc imediat.

4.5 Stabilitatea absoluta a sistemelor automate neliniare

Notiunea de stabilitate absoluta a sistemului automat neliniar se
trateazd pentru diferite clase de sisteme. Stabilitatea absolutd este
stabilitatea asimptotica a starii de echilibru globald a sistemului pentru
neliniaritati care apartin unei clase determinate [4, 9, 13, 17]. Se
considera sistemul automat neliniar cu structura din figura 4.2, a,
alcatuit din partea liniara cu f.d.t. H(s) stabila si elementul neliniar N
cu caracteristica statica data in figura 4.2, b, care apartine sectorului
(kq, k) si format de dreptele u, si u;.

Partea liniara se da in forma functiei de transfer H(s) sau a
ecuatiilor de stare:

x = Ax + bu, (4.17)

y=cTx.
Partea neliniara se descrie prin relatia:

v=[f(),f0)=0siu=—v. (4.18)
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Se introduc notatiile Tn abateri:

Z=y=Yo (4.19)
Uu=v-—uv,.
_” H(s) 2
6
a)

Fig. 4.2. Structura sistemului automat neliniar a) si neliniaritatea b)

Se considera neliniaritatea liniarizata (aproximatd) si se descrie
ca functie liniara:

u = kz. (4.20)
Partea liniara (4.17) cu insemnarile (4.19)-(4.20) va avea forma:
x = Ax — bkz. (4.21)

Tn cazul dat, constanta k reprezinta coeficientul de transfer al
sistemului. Variatiile lui k pot fi date de limitele:

ky <k <k, (4.22)

n care constanta k; poate lua si valoarea 0, iar constanta k, — oo.

Tn figura 4.2, b sunt trasate dreptele u, = k,z si u, = k,z cu
unghiurile k; si k.

Sistemul automat este stabil pentru orice caz pozitiv.

Problema se formuleaza astfel: daca este data o neliniaritate
continua univalenta, fiind cuprinsa in sectorul (k4, k,) din figura 4.2, b,
este oare sistemul neliniar stabil?

Tn anul 1946, M.A. Aizerman a formulat problema stabilitatii
absolute in modul urmator [1, 9, 13, 17]: un sistem automat neliniar
format din partea liniara stabila cu coeficientul de transfer unitar §i
partea neliniard cuprinsa in sectorul maximal (kq, k,) astfel, incat
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sistemul sd fie global asimptotic stabil.

In forma expusa, partea neliniard nu este datd explicit, dar se
referd la o clasa de neliniaritati pentru care se cere verificarea stabilitatii
sistemului.

Pentru definirea notiunii de stabilitate absolutd se utilizeaza
notatia C(g xy mulfimea de functii cu urmétoarele proprietati:

- functia f € Co k) $i este continud, cel pufin pe portiuni;

- functia £(0) = 0;

f»

- functia satisface inegalitatea 0 < 5 < k, pentru y # 0, unde

valoarea lui k este o constanta pozitiva.

De asemenea, se introduc clasele de functii Cg k), C(o,00), Cie,i0)
CU € > 0 un numar pozitiv arbitrar de mic.

Sistemul considerat admite solutia banala y =0 si se
formuleaza urmatoarea definitie.

Definitie. Sistemul neliniar se numeste absolut stabil daca
solutia banala este global asimptotic stabila pentru orice neliniaritate
din clasa Cq xy (sau din clasele C, w0, Cie k)

Stabilitatea absoluta a sistemelor automate neliniare se studiaza
prin utilizarea a doua metode importante:

1) metoda functiei Liapunov;

2) criteriul V.M. Popov de stabilitate absoluta.

4.6 Problema lui Lurie

Metoda functiei Liapunov s-a dezvoltat, pornind de la asa
numita problema lui Lurie, care se formuleaza astfel [4, 8, 11-17].
Se considera sistemul neliniar cu structura din figura 4.3 descris
de sistemul de ecuatii:
x = Ax + bf(2),

y = f(2), (4.23)

z=clx —rf(2),
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unde f(z) este o functie scalard, continua si cu derivata continua,
verificand relatiile: f(0) = 0, ? > 0 pentru z # 0.

; y
ol 1/s 5| f(@ T Ab X
r —
T

Fig. 4.3. Structura sistemului automat neliniar

Rezulta ca f(z) este o functie din clasa Cg o).
La cele expuse se mai considera ca exista expresia:

lim Jy f(R)dh = oo, (4.24)

care cu cresterea nemarginita a lui z functia tinde la infinit.

Se considera matricea A # 0 si este presupusa cu valori proprii
in semiplanul stang, iar r > 0 este o constanta pozitiva.

Se cere si se determine conditiile asupra parametrilor b, ¢ sir
din (4.23), astfel incat sistemul sa fie absolut stabil, relativ la clasa de
functii C(O,oo)-

Se cauta o functie Lurie de forma:

V(x,z) = x"Px + [ f(h)dh (4.25)
numita forma Lurie-Postnikov [1, 4, 9, 12-17].
Matricea P din (4.25) se considera solutia pozitiv definita a
ecuatiei matriciale Liapunov:

ATP + PA=—Q. (4. 26)

Matricea P din (4.26) este patraticd de dimensiunea n X n,
simetricd PT = P si care permite transformarea:
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b"Px + x"Pb = (bP)"x + (Pb)"x = 2(Pb)"x. (4.27)

Matricea @Q este o matrice patratica, pozitiv definita arbitrara (un
caz particular este Q = I). Matricea Q este simetrica, deoarece:

QT =—-A"P+PAT =—-(PTA+ATPT) = —-(PA+ ATP) = Q.
(4.28)
De asemenea, integrala din (4.25) este o functie pozitiv definita

de (n + 1) coordonate x, z.

Aceste conditii asigura ca functia V din (4.25) este pozitiv
definita.

Calculand derivata lui V' din (4.25) in virtutea sistemului si
utilizand relatiile (4.27)-(4.28), se obtine:

av _ TPx+xTPx+f(Z)Z = xT(ATP+PA)x+

at
+f(2)(bTPx + xTPb) + f(2)cTx —rf?(2) =

= —xTQx + 2x"Pbf(z) + x"cf(2) —rf?(2) =
= —x"Qx —rf%(z) + 2f (2) (Pb —I—%C)Tx =

—Q Ph+ic|, 4
= [x" 2 : 29
[x f(2)] Poilc o) (4.29)

Se constata cd expresia (4.29) obtinuta este o forma patratica.
Pentru stabilitatea sistemului este suficient ca aceasta forma sa
fie negativ definita.

Este necesara asigurarea pozitiva a definirii matricei:

Q —(Pb+0)

> 0, 4.30
—(Pb +5¢)T r (4.30
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in care matricea Q este pozitiv definitd si primele inegalitati ale
criteriului Sylvester sunt satisfacute, iar marimea r > 0.

Aplicand conditii tip Sylvester pentru functii pozitiv definite,
este necesar si suficient sa aiba loc inegalitatea:

rQ > (Pb+-c)"(Pb +0). (4.31)

Daca se admite ca matricea Q = I, atunci inegalitatea (4.31)
dupa transformare devine:

(2Pb + c)T(2Pb + ¢) < 4r (4.32)

sau rezulta:

|2Pb + c| < 2+/r. (4.33)

Inegalitatea (4.33) permite alegerea convenabila a vectorului ¢
si a parametrului r cu scopul de a asigura stabilitatea absolutd a
sistemului neliniar ca stabilitate asimptotica.

Se constantd cd neliniaritatea nu este in componenta relatiei
(4.33).

Alegand functii Liapunov in forma Lurie-Postnikov, se pot
rezolva multe probleme de stabilitate absolutd pentru sisteme neliniare

cu diverse neliniaritati, care apartin claselor indicate.
Exemplul 4.5. Se consider sistemul neliniar (fig. 4.1, a) descris n forma:

His) =22 = X = f(e),e = -,

u(s)  s?+ais+ap’

unde k, a,, a, sunt marimi pozitive, iar pentru neliniaritate se respectd conditiile:
_ f(®
f(o)—O,O(STSB,O<O(<B<OO.

Se cere sa se analizeze stabilitatea absoluta a sistemului neliniar, aplicand
metoda directa Liapunov si alegand functia Liapunov V(x) in forma Lurie.

Solutionare. Pentru partea liniard se prezinta ecuatia diferentiald si se
introduc variabilele de stare:

y(©) + a,y(t) + ay(t) = ku(t),
X =Y, X = X,
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J'Cl = xz,
Xy = —ax; — a1 X, — kf(xy).
Se construieste functia Liapunov in forma:
V(x) = x? + 2bx;x, + cx2 + q foxlf(xl)d X1,

unde b, ¢ sunt constante arbitrare, ¢ > 0 marime arbitrara pozitiva.

Forma patraticd din functia V (x) va fi pozitiv definitd daca constantele b, ¢
conform criteriului Sylvester trebuie si satisfaca conditia ¢ — b? > 0.

Se determind derivata functiei Liapunov in virtutea ecuatiilor sistemului:

V(x) = 2(x1 + bxz)xl + Z(bxl + sz)xZ + qf(xl))'Cl =
= 2(xy + bxy)x; — 2(bxy + cxp)[axx; + ayx, + kf ()] + qf (x)x, =
=2(1 —ba; — cay)x;x, — 2(ca; — b)x2 — 2bayx? —

=2bx;kf (x1) = 2ckxo f (x1) + qf (x1)x,.

Daca se admite ca 1 — ba; —ca, = 0sauc = (1 — bay)/a, si q = 2¢ck,
atunci derivata lui V (x) va avea forma:

V(x) = —2(ca, — b)x} — 2ba,x} — 2bkx, f (x;)

si va fi negativ definitd daca b > 0, ca; — b > 0sau 0 < b < ca, si se substituie ¢ si
se obtine 0 < b < a,/(x? + a,).

Deoarece forma patratica din functia Liapunov este pozitiv definita, aceasta
va creste nemarginit Tn conditia cind |x| — oo si starea de echilibru a sistemului este
absolut stabila.m

Se considera structura sistemului neliniar din figura 4.1, in care
f.d.t. H(s) a partii liniare este stabila (toti polii sunt in semiplanul stang)
si cu coeficientul de transfer k = 1 (se considera acest coeficient k > 1
este inclus n coeficientul neliniaritatii).

Problema se formuleaza astfel: sa se determine sectorul maxim
de stabilitate absoluta (k4, k,) din cadranele I-11I.

In formularea Aizerman se considera o reactie liniara, ca un caz
particular si sistemul neliniar se descrie astfel:

x = Ax + by,
y =cTx,
v =—u, (4.34)



u=ky, k>0.

Valorile-limita pentru k se pot obtine prin aplicarea criteriului
Hurwitz, rezultdnd un sector in planul (y,u) numit sectorul Hurwitz.
Sectorul Hurwitz coincide, pentru multe tipuri de f.d.t., cu sectorul
maxim de stabilitate absoluta.

Functiile de transfer pentru care este valabila proprietatea de mai
sus sunt: f.d.t. de ordinul doi, de ordinul trei cu cel mult un zero, de
ordin oarecare cu toti polii reali si negativi si fara zerouri etc.

Aizerman a formulat la un moment dat ipoteza ca sectorul
maxim de stabilitate absoluta coincide intotdeauna cu sectorul Hurwitz,
dar, In general, aceastd ipoteza s-a dovedit falsa.

Totusi, pentru functiile de transfer uzuale enumerate mai sus,
ipoteza Aizerman este valabild si acest fapt permite determinarea
sectorului maxim de stabilitate absoluta sau, dacd sectorul este dat,
verificarea stabilitatii absolute, utilizdnd practic criteriul algebric

Hurwitz.
Exemplul 4.6. Se considera structura sistemului neliniar din figura 4.1 cu

functia de transfer a partii liniare:

_ _ko
H(s) = e ko, T > 0.

Se cere: Sid se determine sectorul maxim de stabilitate absolutd k., a
sistemului neliniar.

Solutionare. In acest caz, are loc ipoteza Aizerman. Transferand coeficientul
ko al partii liniare Tn bloc neliniar, se obtine ecuatia caracteristicd a sistemului
liniarizat cu coeficientul de transfer din canalul direct k = k,k, si aplicand criteriul
Hurwitz se determina sectorul maxim de stabilitate absolutd k,,,, a sistemului:

A(s) =1 =(Ts+1)3+k=

s
=T3s3+3T?s? +3Ts+1+k =qays® +a;s*+a,s +a; =0,
incare ay = T3, a; = 3T?, a, = 3T, az = 1 + ki se calculeazi determinantul:
Ay=a,a, — ayas =3T?3T —T3(1 + k,ko) =9—1—k, ko =0.

Rezulta valoarea sectorului maximal de stabilitate absoluta k., = 8/k,.m
Concluzii. Cu cat este mai mic coeficientul de transfer al partii
liniare k,, cu atat este mai mare sectorul de stabilitate absoluta k..
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4.7 Criteriul V.M. Popov de stabilitate absoluta

Se considera structura unei familii de sisteme automate neliniare
(fig. 4.4), alcatuita din partea liniara cu functia de transfer H(s) =
= C(s)/D(s), avand toti polii in semiplanul sting (Rep; <0,
stabila asimptotic), strict proprie si cu coeficientul de transfer k; = 1,
iar neliniaritatea u = f(y) reprezinta o familue care apartine clasei
C(O,k) sau C(O,oo)-

Criteriul Popov de stabilitate absolutda se formuleaza astfel:
sistemul neliniar inchis este absolut stabil, daca exista un numar real
q > 0 astfel, incat sa aiba loc relatia (conditie suficientd de
inegalitate):

Re[(1 + jqw)H(jw)] > —%, pentru w = 0, (4.35)

n care constanta k < oo, iar lim H(jw) = 0.
wW—00

=505 o) P HE) f»

Fig. 4.4. Schema structurala a sistemului neliniar

\4

Aceste conditii de stabilitate rezulta din operatiile cu valori
mici ale neliniaritatii sau din robustetea sistemului analizat.

Criteriul Popov admite o remarcabild interpretare grafica.
Pornind de la locul de transfer al partii liniare:

H(jw) = U(w) + jV(w), (4.36)
relatia (4.36) devine:
U(w) — qwV(w) > — % (4.37)

Se introduc notatiile:
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x = U(w),
y = oV(w). (4.38)

Relatia (4.37) cu insemnarile (4.38) devine:

X—qy>— % (4.39)

Relatia (4.39) reprezinta ecuatia dreptei:
x—qy+-=0, (4.40)

care este numita dreapta Popov.

In continuare, se introduce notiunea locul de transfer Popov
sau hodograful modificat, care reprezinta curba definita parametric si
relatia (4.36) devine:

H'(jw) = U(w) + joV(w) = U'(w) +jV*(w),w € [0, ), (4.41)

unde U*(w) = U(w), V" (w) = oV (w).

Se modificd w dela 0 -+ oo, se calculeaza partea reald U (w) si
partea imaginard V*(w) si in scard se construieste locul de transfer
modificat H*(jw) al partii liniare a sistemului neliniar, care se da in
figura 4.5, iar H(jw) este locul de transfer initial al partii liniare.

4V (w)
arctgq

D

Fig. 4.5. Locurile de transfer initial H (jw) si modificat H*(jw)

Se determina valoarea coeficientului de transfer al sistemului
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deschis k = k, k;, unde k,, este coeficientul caracteristicii neliniare, iar
k, coeficientului de transfer al partii liniare.

Se determina punctul cu coordonatele (-1/k, jO) si se indica pe
semiaxa negativa.

Prin punctul cu coordonatele (-1/k,j0) se traseazd dreapta
Popov la un unghi cu panta egala cu 1/q.

Criteriul Popov se formuleaza astfel:

Definitie. La variatia lui w dela 0 --- oo sistemul neliniar este
absolut stabil, daca hodograful modificat H*(jw) este complet situat in
semiplanul definit de dreapta Popov, in care se gaseste originea.

Pentru ca sistemul neliniar sa fie absolut stabil este necesar si
suficient sa existe un astfel de numar g > 0, incat s se poatd duce 0
dreapta la unghiul arctgqg n raport cu dreapta g = 0 (verticala) prin
punctul cu coordonatele (-1/k, jO) care sa lase hodograful modificat de
aceeasi parte a dreptei ca si originea.

Se constatd cd panta dreptei este arbitrard. Daca nu existd un
astfel de g > 0, atunci criteriul Popov nu se aplica, deci, nu se poate
afirma nimic despre stabilitatea absoluta a sistemului neliniar.

Tn problema n care se cere sectorul maxim de stabilitate, se duce
dreapta Popov astfel, incat intersectia cu axa absciselor sa fie cat mai
aproape de origine.

Concluzii. Tn general, criteriul Popov de stabilitate absoluti este
un criteriu de tip suficient si nu asigurad sectorul maximal de stabilitate
absoluta a sistemului neliniar.

Exemplul 4.7. Partea liniard a sistemului neliniar se descrie prin functia de
transfer:

_k
(Ts+1)3’

H(s) = k,T>0.

Se cere sa se determine punctul de intersectie al locului de transfer modificat
cu axa absciselor care va prezenta valoarea-limitd a coeficientului de transfer al
sistemului deschis.

Solutionare. Se determina expresia locului de transfer initial H(jw) si
modificat H*(jw), aplicand substitutia s = jw:

—j 3 w272 3p3_
H(ju)) =k(1 jwT) =k(1 w T)+jk(u) T 3coT)= U((.l))-l-jV((.l)),

(1+02T2)3  (1+w2T2)3 (1+w02T2)3
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vy k(A=0?TH . k(@3T3-30T) _ o, -
H (] ) - (1+02T2)3 (1+02T2)3 =U ((1)) +]V ((1))

Se variaza pulsatia w = 0 --- 0o si se construieste locul de transfer modificat

H* (jw) (fig. 4.6).
1
q= OI arctgq
~1/ki

Fig. 4.6. Locul de transfer modificat H*(jw)

4V (w)

La valoarea lui w = 0, locul de transfer initial si modificat au valoarea:
H(jw) =0 = H (jw) =0 = k.

Intersectia locului de transfer modificat H*(jw) cu axa absciselor se obtine

pentru:
353
V(@) = m% = 0 sau wk(w’T? — 3wT) = w?T2 —3 =0,
2 _ 3 _ V3
w* = 0="—
T T

- o e .. V3
Se determina valoarea partii reale la valoarea pulsatiei w = -

1-w?2T2 2
U*(m)lm:g = % = -2 = —0.03125k.

Punctul de intersectie al locului de transfer modificat H*(jw) al partii liniare
are coordonatele (—0.03125k, j0). Deci, valoarea-limita a coeficientului de transfer
al sistemului deschis este ki, = 8/k.m

Exemplul 4.8. Partea liniard a sistemului neliniar (fig. 4.4) se descrie prin
functia de transfer:

0.5
0.552+1.55+1"

H(s) =

Neliniaritatea apartine sectorului f(y) € (0; 10).

Se cere sa se studieze stabilitatea absolutd a sistemului neliniar, aplicand
criteriul Popov.

Solutionare. In functia de transfer a partii liniare se substituie s = jw si se
determina expresia locului de transfer initial H(jw) si modificat H*(jw):
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LN 0.5 __ 051-050%) . 1.50 _ .
H(jw) = 0.5(jw)2+1.5jw+1  (1-0.5w2)2+2.25w2 J (1-0.5w2)2+2.25w2 U(w) +jV(w),

0.5(1-0.5w?) . 1.5w?
(1-0.5w2)2+2.25w?2 J (1-0.5w2)2+2.25w2

H* (jw) =

=U(w) +jV"(w).

Se variaza w = 0 -+ oo si se calculeaza expresiile U(w), V(w) si V*(w) si
rezultatele sunt incluse Tn tabelul 4.1, iar locul de transfer modificat H*(jw) este dat
in figura 4.7.

Tabelul 4.1. Calculul locului de transfer modificat al sistemului

Functia Frecventa w

0] 01 | 1 | vz] 5

Uw) | 05 | 051 | 01 | 0 |-0.03
V(o) -0.16 | -0.6 | -0.63 | -0.04
V'(w) | 0 |-0016 | 06 | -067 | 0.2

AD)
—-01] [p —05 U'(w)

w=00 [ow=0

o

o|o|o| 8

H*(jo)

k =0.67

Fig. 4.7. Locul de transfer modificat H*(jw) la ex. 4.8

Functia de transfer a partii liniare este de gradul doi si locul de transfer
modificat este trasat in cadranele patru si trei.

Se determind punctul critic (0.1, jO) si prin acesta se traseaza dreapta Popov
(fig. 4.7).

Se constatd ca sunt satisfacute conditiile de stabilitate si rezulta ca sistemul
neliniar este absolut stabil.m

4.8 Criteriul Popov in cazul partii
liniare neutre sau instabile

In cazul cand partea liniard este neutrd (contine elemente
integratoare) sau instabila (Re p; = 0), atunci criteriul Popov in forma
expusa mai sus nu poate fi utilizat pentru studierea stabilitatii absolute
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a sistemului neliniar [4, 9, 12-18]. Tn aceste cazuri, se aplica proceduri
de transfigurare echivalenta a schemei-bloc structurale a sistemului
neliniar (fig. 4.4) astfel, incat partea liniara sa devina stabila.

= f(e) H(s)

Fig. 4.8. Schema structurala transformata a sistemului neliniar

Aceasta transformare se realizeaza prin introducerea in structura
sistemului neliniar a doud elemente dinamice ideale cu un coeficient de
transfer r > 0 (valoare arbitrard) si cu semne diferite, aplicate la partea
liniard 1n reactie negativa, iar la neliniaritate in conexiune paraleld cu
semn negativ. Structura transformata a sistemului neliniar se reprezinta
n figura 4.8.

Partea liniara stabilizata are functia de transfer echivalenta:

Ho(s) = 0 = Le® (4.42)

1+H(S)r  De(s)’

Partea neliniara echivalentd ca si conexiune paralela a
neliniaritatii cu elementul ideal cu semn negativ se descrie astfel:

fo(e) = f(e) —re, e = —y. (4.43)

Semnalul la intrarea partii liniare se descrie astfel:

u=z—ry=u+ry—ry=f(E)+ry—ry=f(e), (4.44)
deci, este acelasi semnal ca 1n structura initiala.

Tn acest caz, neliniaritatea nu mai apartine sectorului (0, k), dar
apartine sectorului (r, k + ).

In continuare, pentru acest sistem modificat se aplica criteriul
Popov in formularea data mai sus.

Concluzii. Pentru criteriul Popov si metoda directa Liapunov s-
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a stabilit o legatura intre acestea. S-a demonstrat ca daca pentru un
sistem neliniar este valabil criteriul Popov, atunci pentru acest sistem
exista functia IV in forma Lurie-Postnikov care va avea in tot spatiul
starilor derivata in virtutea sistemului dV /dt negativd cu semn
constant.

Se constata ca la studierea stabilitatii absolute a sistemului
neliniar cu o neliniaritate se prefera utilizarea criteriului Popov datorita
simplitatii lui in forma frecventiala.

Criteriul Popov de stabilitate absoluta se utilizeaza la analiza
stabilitatii absolute a stirii de echilibru a sistemului neliniar atat cu
caracteristici univalente, cat si caracteristici cu histerezis, joc etc.

Daci locul de transfer modificat H*(jw) are forma regulata,
atunci criteriul Popov coincide cu criteriul Nyquist Tn conditia ca
neliniaritatea se aproximeaza ca o dreapta u = ke.

Astfel de sisteme neliniare se numesc sisteme absolut stabile in
unghiul Hurwitz, in sensul ca acest unghi este format dintre dreapta
u = kjg, unde k; este coeficientul de transfer limita al sistemului liniar
si axa absciselor (in cazul general u = 7€, unde r; este limita de jos).

Daca locul de transfer modificat H*(jw) al partii liniare are o
forma complexa, atunci criteriul Popov este mai sever decat criteriul
Nyquist. Din figura 4.9 rezulta ca dupa criteriul Nyquist valoarea 1/k;;
este mai mica decat valoarea 1/k;, dupa dreapta Popov, deci, rezulta ca
kiw > k.

YV (w)
—1/k12 w=w _ Uw)

A
H*(jo)

Fig. 4.9. Locul de transfer modificat

Tn cazul cand locul de transfer modificat H*(jw) al sistemului
neliniar are forma alurii H(jw) (o forma regulata cu punctul L), atunci
valoarea coeficientului-limita k;;,, calculat dupa metoda Popov,
coincide cu valoarea coeficientului k.. determinat dupa criteriul
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Nyquist, cand neliniaritatea f (y) este aproximati cu dreapta kz (4.20).
In aceste cazuri, stabilitatea absoluta a sistemului se studiaza, utilizand
criteriul Nyquist.

4.9 Criteriul cercului de stabilitate absoluta

Se considera structura sistemului din figura 4.4 alcatuita din
neliniaritate, iar partea liniara cu functia de transfer H(w) are o forma
complexa (fig. 4.5). Sistemului neliniar i se impun urmatoarele conditii:

1) neliniaritatea apartine sectorului:

f) € (k1 k2), ke, kp € (=90, ), ky < ky;

2) sistemul liniar obtinut din sistemul neliniar, In conditia de
aproximare a neliniaritatii f(y) cu caracteristica liniard kz (4.20), este
asimptotic stabild pentru toti k; < k < k.

Daca sunt satisfacute conditiile 1) si 2) si inegalitatea:

1+ (k; + ky)ReH(jw) + ky k,(ImH (jw) + Re?(jw)) = 0, (4.45)

atunci sistemul neliniar este absolut stabil [4, 21].

In forma grafica inegalitatea (4.45), cand sunt satisficute
conditiile 1) si 2), pentru stabilitatea absoluta a sistemului neliniar este
necesar ca locul de transfer Nyquist al partii liniare (fig. 4.10) sd nu
intersecteze cercul hasurat cu centrul la distanta:

1.1 1
l=5Go+ o) (4.46)
4jQ(w)
1 1
% | )

Fig. 4.10. Locul de transfer al sistemului
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Exemplul 4.9. Se considera structura sistemului neliniar (fig. 4.4), alcatuita
din neliniaritate care apartine sectorului f(y) € (0.3;8) si partea liniard instabila
descrisa de functia de transfer:
ke
(Tys—1)(Tzs+1)"

H(s) =

Se cere sa se stabileascd conditiile necesare de stabilitate absolutd a
sistemului automat neliniar.

Solutionare. Se stabilizeaza partea liniara, introducand elementul dinamic
ideal cu coeficientul de transfer r in canalul de reactie (fig. 4.8) si acelasi element se
conecteaza in paralel la elementul neliniar cu semnul minus (fig. 4.8).

Se determina functia de transfer echivalenta a partii liniare stabilizata:

H(s) ky _ Fey
1+7rH(s)  (Tys—1)(Tps+1)+rk;  TyTps2+s(Ty—Tz)—1+1k;

H, (s) =

si neliniaritatea echivalenta:

) =fQ) —ru,

care apartine sectorului f,(y) € (0.3 —r;8 —1).

Conform conditiilor necesare de stabilitate absoluta a sistemului neliniar,
functia de transfer echivalenta a partii liniare tebuie sa fie stabild. Pentru stabilitatea
acesteia este necesar ca coeficientii ecuatiei caracteristice sa fie pozitivi: T; =T, > 0,
—1+4+71k; > 0.

Pentru utilizarea criteriului Popov se considera r = 0.3 si se determina
sectorul modificat caruia ii apartine neliniaritatea:

f.(y)€(03-7r;8—1r)=f,(y) €(03-03-71;8-0.3)=f.(y) €(0;7.7).
Se determind coeficientul de transfer al partii liniare:
—1+4+7rk; > 0sauk; > 0.33.

Functia de transfr a partii liniare este de gradul doi si Tn conditiile T; > T,,
0.33 < k; < kpyax (kmax €ate o valoare) locul de transfer modificat este situat n
cadranele patru si trei (fig. 4.10). in aceste conditii, prin puncul critic (-1/7.7, j0) se
traseazd dreapta Popov si, astfel, conditiile criteriului Popov sunt satisfacute. Rezulta
ca In conditiile T; > T,, 0.33 < k; < kpyax, Sistemul neliniar este absolut stabil.m

4.10 Stabilitatea absoluta a raspunsului sistemului neliniar
Stabilitatea absolutd a punctului de echilibru al sistemului nu
este suficientd intotdeauna pentru functionarea normald a sistemului

neliniar la actiunea semnalelor de referinta si perturbatie.
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Rezulta ca 1n sistemul neliniar, in care exista puncte de echilibru
stabile, este necesar a mentine si stabilitatea absoluta a raspunsului Th
sistemul supus actiunilor semnalelor externe.

Pentru structura standard a sistemului neliniar cu partea liniara
instabila (fig. 4.8) la actiunea semnalelor exogene limitate in
amplitudine este suficienta conditia de stabilitate absoluta a raspunsului
sistemului in forma [4, 9, 13, 18]:

H(jw)
1+1H(jw) | k-1 >0, (4.47)

in care H(jw) este functia de transfer a partii liniare instabile, r > 0 —
coeficientul de transfer al unui element ideal cu marimea arbitrard mica
pozitiva, care se conecteaza in reactia negativa la partea liniara pentru
stabilizarea acesteia, k = k, k; — coeficientul de transfer al sistemului
neliniar deschis. La conditia (4.47) se adaogd conditia derivatei
neliniaritatii care sa se gaseasca in domeniul:

W) e tp, (4.48)

r+p£7_

in care p > 0 este 0 marime mica arbitrara, mica pozitiva.

In cazul partii liniare stabile, conditia (4.47) este valabila, dar
marimea 7 este ca cea din (4.48). Daca r = 0, atunci din (4.45) rezulta:

ReH(jw) + % > 0 sau kReH(jw) + 1 > 0. (4.49)
Tn expresia (4.46) se introduce notatia k/r = A si se obtine:
kH(jw) 1
Remﬁ'ﬁ > O, (450)
n care:

kH(jw) = kP(w) + jkQ(w). (4.51)
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In planul se prezinti kP(w) —kQ(w), locul geometric al
punctelor, schimband semnul inegalitatii n egalitate in (4.50) si se obtin
ecuatiile curbelor de tip circumferinte de forma:

[kP(@) +2 (4 + 1)]2 +kQ@)? =3(A-1?%  (452)

Aceste circumferinte intersecteaza punctul critic (-1, jO) si au
raza R = (A — 1) /2, care sunt situate la stdnga de dreapta kP (w) =
= —1 (fig. 4.11). Fiecarei circumferinte ii corespunde un punct cu
A= é > 1, iar al doilea punct al circumferintei este situat pe semiaxa
reala negativa (—A4, j0).

Inegalitatea (4.50) se realizeaza cand locul de transfer modificat
al partii liniare kH (jw) nu va intersecta familia de circumferinte, deci,
raspunsul sistemului va fi stabil.

Daca coeficientul de transfer k = co sau r = 0, atunci A = o
si circumferinta se transforma in dreapta verticala, care trece prin
punctul (-1, j0). Daca raspunsul este absolut stabil pentru A = oo, atunci
conditia este valabild pentru orice A. Cand A = 1, circumferinta se
transformd in punctul (-1, jO) si conditiile suficiente de stabilitate
absoluta a raspunsului sistemului neliniar se transforma in conditii
necesare §i suficiente pentru stabilitatea sistemului liniar la k = 7.

Ay A= tkQ(w)

kP(w)

Fig. 4.11. Locul geometric al retelei de circumferinte
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Rezulta ca daca raspunsul sistemului este absolut stabil, atunci
este absolut stabil si punctul de echilibru al sistemului neliniar. Aceasta
proprietate a sistemului neliniar este identicd cu proprietatea de
stabilitate a sistemului liniar.

Pentru valorile lui A la trasarea circumferintelor se impune
conditia: 1 < 4; < A; < A3 <A, < oo,

Conditiile de stabilitate ale raspunsului sistemului neliniar sunt
mai riguroase decat conditiile de stabilitate ale starii de echilibru a
procesului: acestea impun conditii de limitare a derivatei neliniaritatii si
corespund conditiilor de stabilitate absolutd Popov la q = 0, care
prezinta linia verticala — dreapta Popov (A = o) din figura 4.11.

4.11 Performantele sistemului automat neliniar
4.11.1 Formularea problemei

Problema de analizd a sistemelor automate neliniare constd in
determinarea performantelor, ce caracterizeaza calitatea regimului de
functionare a sistemului neliniar. Pentru aceasta este necesar a solutiona
ecuatia diferentiala neliniara, care descrie dinamica sistemului neliniar
si prezentat raspunsul tranzitoriu al sistemului la actiunea semnalelor
externe si la modificarea conditiilor initiale. Pentru sistemul neliniar,
cand semnalele externe sunt nule, dar apare miscarea in sistem datorita
abaterilor conditiilor initiale, acesta este raspunsul tranzitoriu care
prezinta componenta libera (dupa analogie cu sistemele liniare). Daca
asupra sistemului neliniar actioneazd semnale externe, atunci raspunsul
tranzitoriu se numeste componenta fortata, care determina regimul de
functionare in regim de echilibru (regim stationar).

Deoarece in sistemele neliniare nu poate fi aplicat principiul
superpozitiei, raspunsul tranzitoriu in sistem nu poate fi prezentat prin
suma componentelor libere si fortate.

In sistemele neliniare pot fi obtinute performante mai ridicate in
comparatie cu sistemele liniare si procese optimale dupa rapiditate.

Calitatea proceselor in sistemele neliniare se modifica cu
variatia semnalelor externe si perioada autooscilatiilor nu este
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constantd, dar se modifica ca functie de variatia erorii sistemului.

Pentru solutionarea problemelor de analizd, Tn sistemele
neliniare se utilizeazd metode numerice de rezolvare a sistemelor de
ecuatii diferentiale, care descriu dinamica sistemului.

Determinarea starilor de echilibru al sistemului neliniar si
stabilitatea lor, prin metodele expuse, nu sunt suficiente pentru
garantarea functiondrii normale a sistemului la actiunea semnalelor
externe.

4.11.2 Performantele sistemului automat neliniar

Unui sistem neliniar i se aplica aceleasi performante de baza ca
si unui sistem liniar cu deosebirea ca aceste marimi depind de valorile
semnalelor externe: eroarea stationara &, timpul de reglare t,., eroarea
dinamica sau suprareglarea o, numarul de oscilatii sau numarul de
abateri de la regimul stationar A etc.

Pentru determinarea performantelor sistemelor neliniare pot fi
utilizate metode directe si indirecte.

Tn etapa actuald, pentru determinarea performantelor sistemului
neliniar se utilizeaza metode directe — simularea pe calculator a
sistemului neliniar cu structura si modelele matematice cunoscute ale
elementelor sistemului cu aplicarea diverselor pachete de programe si
ridicarea raspunsului sistemului la semnalele aplicate la intrarile
sistemului si determinarea performantelor.

Dintre metodele indirecte por fi utilizate: metoda functiilor
Liapunov, criteriul Popov de stabilitate absoluta, gradul de stabilitate n
etc.

Tn sistemele neliniare, pentru care starea de echilibru s-a analizat
cu aplicarea metodei functiei Liapunov sau criteriului Popov de
stabilitate absoluta, se poate determina gradul de stabilitate absoluta a
raspunsului sistemului. Aceasta posibilitate consta in analiza conditiilor
necesare, pentru care micsorarea variatiilor raspunsului perturbat la
modificarea conditiilor initiale si a raspunsului este mai rapida decéat
procesul etalon Mye Mot unde M, este constanta care depinde de
valoarea marimii initiale a excitatiei, iar 1, — gradul de stabilitate.
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Astfel, gradul de stabilitate n, determina timpul de reglare a sistemului,
care nu va fi mai mare decat trei constante de timp ale exponentei e "Mo*:

t, <=, (4.53)
No
lar pentru raspunsul sistemului este valabila conditia:
lim neMet = 0. (4.54)

t—oo

Pentru stabilitatea absoluta a raspunsului sistemului neliniar
este suficient sa fie satisfacuta inegalitatea:

Re(1+ jqw)H(w —1y) +% >0, (4.55)
care se verifica prin aplicarea conditiei:

H(jw—no) 1
1+rH(jw-mo) k-1 > 0. (4.56)

Pentru relatiile (4.55) si (4.56) se modifica pulsatia w = 0 --- 00
si se calculeaza locul de transfer modificat al partii liniare cu valoarea
gradului de stabilitate impus sistemului:

H*(jw —ng) = P(w —Mp) + jwQ(w —1nop). (4.57)

Dupa datele calculate se construieste locul de transfer modificat
H*(jw — ng) si prin punctul critic (-1/k, jO) se traseaza dreapta Popov
cu unghiul 1/q astfel, incét locul de transfer sa fie situat la dreapta.

Se utilizeaza si alte metode de determinare a performantelor
sistemului neliniar [16, 18].

Dacd in sistemul automat neliniar se instaleazd autooscilatii,
atunci performantele sistemului se determind dupa regimul oscilatiilor
pentru care se determind amplitudinea pozitivda A;, amplitudinea
negativa A,, pulsatia w = 21/T, unde T este perioada oscilatiilor si
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timpul de stabilizare a autooscilatiilor ¢, = tg.

Chestionar si probleme

1. Cum explicati notiunea de stabilitate absoluta a sistemului neliniar?

2. Care sunt metodele de studiere a stabilitatii absolute a sistemului neliniar?

3. Care cerinte se impun caracteristicilor statice ale neliniaritatilor la analiza
stabilitatii absolute a sistemului neliniar?

5. Ce reprezinta problema Lurie de construire a functiei Liapunov?

6. Explicati reprezentarea geometrica a criteriului Popov de stabilitate absoluta.

7. Care sunt etapele de verificare a stabilitatii absolute dupa criteriul Popov a
sistemului neliniar, alcatuit din releul ideal cu amplitudinea ¢ si partea liniard descrisa de
functia de transfer:

k
H(s) = ags3+a,s2+azs+az’

8. Utilizati datele din p. 6 si prezentati relatiile de calcul al coeficientului de
transfer limitd a sistemului neliniar conform criteriului Hurwitz.

9. Explicati cum se analizeaza stabilitatea absoluta a sistemului neliniar daca
in componenta partii liniare exista un element integrator.

10. Partea liniara a sistemului neliniar se descrie prin functia de transfer:

0.1
H(s) = (0.1s+1)3"

Verificati daca sistemul neliniar va fi absolut stabil in unghiul [0.1;10].
11. Partea liniara a sistemului neliniar se descrie prin functia de transfer:

0.1
H(s) = 5(0.1s+1)2"

Verificati daca sistemul neliniar va fi absolut stabil in unghiul [0.1; 10].

12. Ce semnificd notiunea de stabilitate absolutd a raspunsului sistemului
automat neliniar?
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5SISTEME AUTOMATE DISCRETE
5.1 Introducere

Odata cu dezvoltarea vertiginoasd a tehnicii de calcul si
aplicarea acesteia in automatica industriald, sunt utilizate pe larg
sistemele discrete cu conducere automata. Asadar, se evidentiaza doua
tipuri de sisteme automate discrete (SAD) din doud motive [1, 4, 11-14,
17, 18]:

1. Sisteme cu esantionare inerenta, cand instalatia tehnologica
sau alte elemente ale sistemului sunt discrete dupa natura fizica si
informatia in aceste sisteme existd numai in momentele discrete de
timp. Exemple de sisteme automate discrete de aceastd categorie sunt
sistemele de radiolocatie cu diverse obiecte (de detectare si conducere
(urmarire), transmiterea la distanta a unor semnale, care sunt prelucrate
prin esantionare si modulare pentru asigurarea calitatii transmisiei etc.).
Existd mai multe fenomene fizice si biologice, procese sociale si
economice a caror dinamica adecvat poate fi descrisa numai prin
modele discrete.

2. Sisteme 1n care informatia existd in timp continuu, dar
intentionat (special) se discretizeaza (se esantioneaza) pentru obtinerea
unor noi proprietati in comparatie cu sistemele continue. Aceste
proprietati pot fi: realizare simpld, fiabilitate ridicatd, ridicarea
preciziei, dimensiuni reduse si costuri mici. Dezvoltarea vertiginoasd a
tehnicii de calcul si utilizarea pe scard largd a microprocesoarelor in
sistemele de conducere automata incitd si mai mult interesul pentru
sistemele automate discrete.

5.2 Discretizarea si modulatia semnalelor

Sistemul automat discret este alcatuit din unul sau mai multe
elemente discrete, la iesirea carora semnalul este prezentat in timp
discret ca o succesiune de impulsuri si elemente continue liniare si/sau
neliniare semnalele carora sunt in timp continuu. Elementul discret este
elementul la intrarea caruia se aplica semnalul continuu, iar la iesirea
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lui se obtine semnalul discret. Procedura de transformare a semnalului
continuu x(t) in semnal discret se numeste cuantizare sau discretizare.
Se evidentiaza trei tipuri de discretizare.

1. Discretizarea (cuantizarea) n nivel (amplitudine) care
transforma semnalul continuu in forma de semnal continuu-discret cu
cuanta h = Ax = x;,1 — X;.

2. Discretizarea in timp, care se numeste esantionare, transforma
semnalul continuu de la intrare x(t) ntr-o succesiune de impulsuri (tren
de impulsuri).

3. Discretizarea 1n nivel si timp transforma semnalul continuu
de la intrare Tn cuante apropiate valorilor semnalului continuu n
momentele discrete de timp, prioritate se da momentelor de timp.

Cuantizarea n nivel este 0 operatie neliniara asupra functiei
discretizate, iar esantionarea este o functie liniard asupra functiei
discretizate.

Sistemul automat discret care contine elemente de cuantizare in
nivel se descrie ca un sistem neliniar de tip releu.

Sistemul automat discret care contine elemente de esantionare
in timp se prezinta ca sistem liniar.

Sistemul automat discret care contine elemente de cuantizare in
nivel si discretizare in timp se numeste sistem automat numeric (SAN).

Sistemul automat discret de tipul releu si numeric este un sistem
automat neliniar.

Vom studia numai sisteme liniare cu esantionare pentru care axa
timpului se discretizeaza si t = kT, unde k = 0, 1, 2, 3,... este sirul de
numere reale, iar T = At = t;,; — t; este perioada de esantionare (de
repetare).

Operatia de esantionare transforma semnalul continuu x(t) intr-
0 succesiune de impulsuri x(kT), la care amplitudinea (fig. 5.1, a),
durata (fig. 5.1, b) sau perioada de esantionare (fig. 5.1, ) este functie
de amplitudinea semnalului de intrare continuu la momentele de
esantionare. Aceasta transformare a semnalului de catre esantionator se
trateaza ca proces de modulatie a succesiunii de impulsuri conform legii
de modificare a semnalului de intrare, iar esantionatorul — ca modulator
de impulsuri. Astfel, se moduleaza parametrii impulsului: amplitudinea
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x;, durata impulsului i si perioada de esantionare T sau frecventa de
esantionare w, = 2m/T.

4x(t) Ax(t) At Ax(t)

X, T

X3
X2
x4}

Fig. 5.1. Tipuri de cuantizari ale semnalului
si tipuri de modulatii ale impulsurilor

Se utilizeaza urmatoarele tipuri de modulatii ale succesiunii de
impulsuri.

1. Modulatia in amplitudine x; (fig. 5.1, d), care reprezinta
amplitudinea impulsului egald cu amplitudinea semnalului de intrare la
momentul de esantionare, iar durata §i perioada impulsului sunt
constante:

x; = x(t), T; = const, T = const.

2. Modulatia in durata t; (fig. 5.1, e), care reprezinta durata
impulsului proportionald cu amplitudinea semnalului de intrare la
momentul de esantionare, iar amplitudinea si perioada impulsului sunt
constante:

T; = x(t), x; = const, T = const.

3. Modulatia in frecventa w, (fig. 5.1, f), care reprezinta
frecventa impulsului proportionalda cu amplitudinea semnalului de
intrare la momentul de esantionare, iar amplitudinea si durata
impulsului sunt constante:
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w, = x(t), x; = const, T = const.

Modulatia in amplitudine este de doua tipuri: de ordinul zero,
cand amplitudinea impulsului de la momentul de esantionare ramane
constantd pe durata impulsului, si de ordinul unu, cand amplitudinea
impulsului de la momentul de esantionare se modifica pe durata
impulsului odata cu modificarea semnalului continuu.

La valori mari ale cuantei de discretizare in nivel sistemul
discret este un sistem neliniar, iar la valori mici ale cuantei de
discretizare in nivel sistemul discret poate fi descris ca un sistem liniar
cu esantionare cu modulatie in amplitudine.

Caracteristica staticd a elementului de discretizare este functia
parametrului modulat Tn raport cu semnalul de intrare.

Tn figura 5.2 se reprezinta caracteristicile statice ale procesului
de modulatie in amplitudine A (fig. 5.2, a) si a modulatiei in durata T;
(fig. 5.2, b) [17].

A

RF ===

—Xmax max

Fig. 5.2. Caracteristici statice ale modulatiei in amplitudine a) si durata b)

Caracteristica staticd a modulatiei in amplitudine pentru valori
mici ale lui x se aproximeaza prin relatia tangentei:

A
tgaz;zki,

unde k; este coeficientul de transfer al elementului de esantionare.
Coeficientul de transfer a modulatiei in duratd pentru valorile
semnalului de intrare x,x SI —Xmax S€ aproximeaza cu raportul:

Ti yT
ki, =2 ===
id x x
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unde k;,; este coeficientul de transfer al elementului de esantionare, T;
— durata impulsului, y = t;/T — durata relativa a impulsului si T —
perioada de esantionare.

Sistemele automate numerice au o largd utilizare la
automatizarea diferitor procese industriale n comparatie cu sistemele
continue, datoritd urmatoarelor prioritati:

1. Elementul discret sau calculatorul ca element discret
(regulatorul) poate fi folosit la conducerea concomitenta a mai multor
procese (obiecte), unde acesta se conecteaza ciclic cu perioada de
esantionare la fiecare obiect pentru a-l conduce.

2. Elementele discrete si calculatorul, ca si componente ale
sistemului automat numeric, au o precizie mai ridicata la prelucrarea
semnalelor, dimensiuni mai mici, mase mai mici $i costuri reduse, au
fiabilitate si protectie mai ridicate la semnalele de tip zgomot. Pe
calculator pot fi realizati algoritmi sofisticati de conducere a proceselor
industriale.

5.3 Schema functionala si structurala
a sistemului automat discret

Construirea schemei functionale pentru un sistem automat cu
esantionare se reduce la urmadtoarea etapa: in structura sistemului
automat continuu se stabileste locul de conectare a esantionatorului,
care discretizeaza semnalul respectiv in timp.

Schema functionala tipica a sistemului automat cu esantionare se
reprezinta in figura 5.3, a, in care elementele functionale E1, E; si E sunt
esantionatoare, care discretizeaza semnalele in timp, EE — elementul de
executie, OR — obiectul de reglare, Tr — traductorul.

Asupra sistemului cu esantionare cu perioada T actioneaza
semnalul de referinta r(t) si perturbatia p(t). Semnificatia semnalelor
n structura sistemului discret: semnalele referinta r*(t), eroarea €*(t)
si reactia y, (t) sunt semnale esantionate, iar semnalele eroarea £(t),
comanda u(t) si marimea de iesire y(t) sunt semnale continue.

Elementul de executie EE, obiectul de reglare OR si traductorul
Tr in conexiune serie formeaza partea fixata (PF), care se descriu ca
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modele matematice cu functii de transfer.

Aceasta structurd se poate generaliza pentru multe cazuri de
conectare a esantionatorului. Esantionatoarele E1 si Er care se regasesc
in elementul de referintd si in reactie se substitue cu un singur
esantionator E (fig. 5.3, b), ce se plaseaza in canalul direct dupa
comparator, iar elementul de retinere ER cu functia de transfer Hgg(s)
este Tnseriat cu partea fixata PF cu functia de transfer Hpp(s) si
formeaza partea continud a sistemului cu esantionare.

T(t)i E, ()~ (1) . E(tg eE u(t) OR y(®)
o |[r® :"E"Iyr(t) "
lp(t)

T
r(t) e(t) L(tl Hgr(s) u(tz Hpp(s) /e

b)

Fig. 5.3. Schema-bloc functionala a) si structurala b)
a sistemului cu esantionare

Astfel, structura sistemului (fig. 5.3, b) se da din partea discreta,
care reprezintd elementul de esantionare E (elementul cheie) inseriat cu
elementul de retinere ER si partea fixata PF. Esantionatorul E
transforma semnalul continuu al erorii €(t) in semnal esantionat la
erorii €*(t) cu perioada T. Elementul de retinere ER transforma
semnalul esantionat £*(t) in semnal continuu al comenzii u(t).

Coeficientul de transfer al esantionatorului se atribuie partii
continuie si coeficientul de transfer al elemetului ER este egal cu unu.

Partea discreta a esantionatorului E functioneazd in domeniul
timpului discret, iar partea continud functioneaza in domeniul timpului
continuu.

Astfel, aceste tipuri de sisteme automate se numesc si sisteme
hibride.
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5.4 Modele matematice ale sistemelor automate discrete
5.4.1 Functii discrete si ecuatii cu diferente finite

O functie continud de timp x(t) se reprezintd ca o functie
discreta (esantionatd) in timp x(kT) (fig. 5.4, a) [1, 4, 8, 11-14, 17, 20]:

x(kT) =x(t)lat =kT,k=0,1,2,3, ..., (5.1
x(kT) =0daca kT <T < (k+ 1)T. (5.2)
A x(t), x(kT) Tx(©), x(kT) x3(t)
I x,(t)
SEIEIEAE x (0
hegll hvg R R R R
0 T 2T 3T 4Tt=kT 0 T 2T 3T t = kT
a) b)

Fig. 5.4. Esantionarea functiei

Functia esantionata reprezinta descrierea numai la momentele
de esantionare, iar intre momentele de esantionare functia este egala cu

ZEero.

Daca perioada de esantionare este cunoscutd, atunci dupa
functia datd x(t), functia discreta x(kT) se determinata univoc. Dupa
functia esantionatd cunoscutd x(kT) nu se poate restabili functia
continud initiala x(t). Rezulta ca pentru o functie discretd x (kT) exista
diverse functii continue x; (t): x4 (t), x,(t), x3(t) (fig. 5.4, b).

Pentru determinarea evolutiei functiei discrete x(kT), intre
momentele de esantionare se introduce timpul At = oT care variaza de
la 0--T. Tn aceste cazuri, functiax(t) se reprezinti ca functie
deplasata:

x(kT,oT) = x(t),t = kT +oT,k=0,1,2,...,0< 0 <T. (5.3)

Modificand oT de la 0 pana la T, se obtine un set de functii
discrete x(kT, oT), care determind functia x(¢) pentru t > 0 (fig. 5.5).
In unele cazuri, este mai compact a prezenta functia nu in timpul
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absolut, dar se utilizeaza timpul relativ £ = t/T si atunci expresiile (5.1)
si (5.3) au forma:

x(T)=x@) =x(k)lat=k,k=0,1,2,3, ..., (5.4)
x(k,o)=x()lat=k+o0, k=01,2,..,0<0<1. (55
Functiile esantionate isi modifica valorile ordonatelor numai la

momentele de esantionare. Viteza de modificare a functiei esantionate
A x(t),x(kT,oT)

—

x_(t)/r_f—

x(T + oT)
T

! Iz t =kT _
0 T 2T 3T

Fig. 5.5. Esantionarea functiei si functia deplasata

se determina prin diferenta finita. Ecuatiile cu diferente finite sunt
analogul ecuatiei diferentiale pentru semnalele continue. Tn acest sens,
se utilizeaza operatorul de diferentd directda A si inversda V (fig. 5.6).
Diferenta directa de ordinul unu ia forma:

Ax(k) = x(k+ 1) — x(k), (5.6)
iar diferenta inversa de ordinul unu va fi:
Vx(k) = x(k) —x(k — 1). (5.7)
4 x(k) /
Ax(k)
t=k_
0 k-1 k k+1 -

Fig. 5.6. Esantionarea functiei si diferenta directa si inversa
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Se utilizeaza si notiunea de operator g de deplasare. Din (5.6) se
exprima operatorul A Tn raport cu operatorul de deplasare astfel:

A=q—1, (5.8)

unde ,,1” este privit ca un operator de deplasare cu zero pasi.
Operatorul de deplasare Thainte cu un pas (avans cu un pas):

qlk) =x(k+ 1),k =0,

g:qx:{q(k)zo, k < 0. (5.9)

Operatorul de deplasare inapoi sau invers cu un pas (de
intarziere cu un pas):

g(k) =0,

g=a'x= {g(k) = x(k = 1),k > 1. (5.10)

Aplicarea repetatda a operatorilor direct A sauinversV,
defineste operatii de diferentd de ordin superior.
Diferenta directd de ordin superior:

Nx(k) = A(Ax(k)) = (x(k+2) —x(k + 1)) —
—(x(k +1) —x(k)) = x(k + 2) — 2x(k + 1) + x(k), (5.11)

Ax(k) = A(A™ x(k)) = A" tx(k + 1) — AV 1x (k).
Pentru diferenta inversa de ordin superior se obtine:
Vix(k) = A(Ax(k)) = (x(k+2) —x(k + 1)) —
—(x(k +1) —x(k)) = x(k +2) — 2x(k + 1) + x(k), (5.12)

Vix(k) = V(v x(k)) = V" x(k) — VP ix(k — 1).
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Pentru calculul diferentelor finite directe prin sirul de valori ale
intrarii x (k) se utilizeaza relatia:

A"x(k) = X1 (-1 Cix(k +n — i), (5.13)

unde C}; este numarul de combiniri din n elemente céte i elemente.
Pentru calculul diferentelor finite inverse prin sirul de valori ale
intrarii x(k) se utilizeaza relatia:

Vix(k) = Y o(— 1D Cix(k — 0). (5.14)

In relatiile (5.13)-(5.14), coeficientii binomiali C} prezinti
numarul de combinari din n elemente cate i elemente si se dau prin
relatia [17]:

n!
(-

Cr =

Relatia dintre diferenta directa si cea inversa este:
V*x(k) = A"x(k — n). (5.15)

Analogul discret al integralei de la functia continua de la 0 la t
pentru functia discretd este suma finitd, dar nu completa:

[y x(®)dt = x5(k) = Tt (@) = Xk x(k— 1), (5.16)
iar suma completd se determina prin relatia:
xo(k) = x5(k) + x(k) = ¥ o x (i) = Xk ox(k—7). (5.16)

Diferenta dintre relatiile (5.16) si (5.16") se reduce la valoarea
functiei x (k) la momentul de timp t = kT, care se contine in rezultatul
final.

Pentru valori date ale lui k, valoarea x5 se calculeaza dupa
valorile lui x(i). Dar determinarea expresiei generale x5 ca functie de i
in forma concreta se obtine numai pentru functii simple x (k) [4, 13, 17,
18].
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Din expresia (5.13) rezulta proprietatile sumei finite:

120 x(1) = X x(0); XIS x() = iy x(k — ). (5.17)

Operatiile de calcul ale diferentelor finite si ale sumelor finite
sunt operafii liniare §i pentru acestea este valabil principiul
superpozitiei.

La studierea sistemelor continue se utilizeaza ecuatia
diferentiala care stabileste legatura dintre functia continua x(t) si
derivatele ei d™x(t)/dt™. In mod similar, relatiile dintre functia
discreta x(k) si diferentele ei A"x(k) sau V*x(k) se determina prin
ecuatia cu diferente finite sau ecuatia recurentd (recursiva). Daca
aceasta relatie este liniara, atunci si ecuatia cu diferente este liniara.

Ecuatia liniara cu diferente finite cu coeficientii constanti se da
in forma [1, 4, 8, 11, 14, 17, 20]:

CpA™x (k) + o A" 1x (k) + - + c;Ax(k) + cox (k) =
= d A u(k) + dpyy AU + -+ dyAu(k) + du(k), (5.18)

unde u(k) este o functie discretd cunoscutad (intrarea), iar x(k) este
functia (iesirea) discretd calculatd, care prezinta solutia ecuatiei cu
diferente finite. Utilizand expresia (5.13) pentru ecuatia (5.18), ultima
va avea forma:

axtk+n)+a,_xtk+n—1)+-+ax(k+1) +ayx(n) =

=bpu(k+m)+by_qutk+m—1)+ -+ by u(k +1) + byu(k),
(5.19)
care este o0 ecuatie recursiva si permite calcularea valorii lui x(k) la
momentele de timp k > 0 dupa valorile precedente cunoscute ale lui
u(k), u(k—1),u(k—2),--, u(m—1) si k valori precedente
cunoscute ale lui x(k—1),x(k — 2),--,x(k —n), care intrunesc
conditiile initiale.
Daca in ecuatia (5.18) si (5.19) u(k) = 0, atunci aceste ecuatii
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sunt omogene. Ecuatiile recurente se prezinta pentru diferente directe si
inverse. Coeficientii a; se determina dupa coeficientii c¢;, iar coeficientii
b; se determina dupa coeficientii d; din ecuatiile (5.18) si (5.19) prin
relatiile:

a; = Nico(-D" e G
| (5.20)
b, =Yi_o(—D"d; CLE

unde C.7% este numarul de combinatii din (n — i) elemente cate (I —
—i)cul = 0,1, ...,n pentru coeficientii a; si pentru coeficientii b; C,lliii
este numarul de combinatii din (n — i) elemente cate (I —i) cul =
=01,.. m

Coeficientii binomiali CLZ% se calculeaza prin relatia [8, 17]:

I-i _ (n-=i)!
Cni = -D)!n-0"

Ecuatia (5.19) este o ecuatie recursiva de ordinul n. Ordinul
ecuatiei recursive (5.19), In caz general, nu coincide cu ordinul
diferentei superioare din ecuatie. Coincidenta are loc numai in cazul
cand ay # 0 sia, # 0.

Metodele clasice de solutionare a ecuatiilor cu diferente finite
au analogie cu metodele clasice de solutionare a ecuatiilor diferentiale
liniare. Se utilizeaza si metode operationale de solutionare a ecuatiilor
cu diferente finite bazate pe transformarea functiilor esantionate in
imaginea lor [16, 19].

Ecuatia (5.19) poate fi data prin operatorul g de deplasare cu
avans:

(anq™ + an_1q™ ' + -+ a1q + ap)x(k) =
= (bypq™ + byp_1q™ L + -+ byq + by)u(k). (5.21)

Pentru (5.21) este valabil principiul cauzalitatii, care exprima
realitatea ca efectul nu poate precede cauza:
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m < n. (5.22)

Ecuatia (5.21) se da prin operatorul de deplasare cu avans in
forma concisa:

A(g)x(k) = B(qu(k), (5.23)

unde s-au notat polinoamele A(q), B(q) in operatorul de deplasare q:
A@) = anq" + an-1q"" + -+ a1q + ao,
B(q) = bmq™ + byp—1q™ " + -+ byq + bo.

Rezolvarea ecuatiei cu diferente (5.23) permite a determina sirul
x(k), atunci cénd este cunoscut sirul u(k) si conditiile initiale pentru
care solutia este unica.

Daca sirul u(k) fiind presupus cunoscut:

f k) = B(q)u(k), (5.24)

atunci este suficient a fi examinate ecuatiile cu diferenta finita de forma:

A(@x(k) = (anq" + an1q""" + - + a1q + ag)x(k) = f (k)
sau in domeniul timpului cu esantionare:

ax(k+n)+a,_x(tk+n—1)+-+a,x(k+1) + apx(n) = f(k).

(5.25)
Din ecuatia (5.25) rezulta relatia recursiva de calcul a solutiei:

x(k+n)= al[(—an_lx(k +n—1)—-—

n

—a;x(k + 1)) —agx(k) + f (k)] (5.26)

si se calculeaza toate valorile succesive ale lui x(k) pentru k = 0,1, ...,
daca se cunosc f (k) si x(k — 1), x(k — 2),...,x(n — 1), care asigura
unicitatea solutiei, reprezentand conditiile initiale.

Astfel, solufia generala a ecuatiei (5.25) se prezinta ca suma
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componentelor in forma:
x(k) = x;(k) + x¢(k), (5.27)

unde x;(k) este componenta liberd a sirului-solutie, iar x;(k) este
componenta fortata.

5.4.2. Modelul matematic al elementului ideal de discretizare

Pentru o prezentare mai simpla a sistemului discret cu modulatie
in amplitudine, se recomanda ca elementul real de discretizare sa se
prezinte ca element echivalent in conexiune serie a elementului ideal de
discretizare (EID) (fig. 5.7, a) cu elementul de formare sau de retinere
(ER) a impulsurilor x(kT) cu functia de transfer Hgg(s) (fig. 5.7, b).

x(t) x*(t)
T
W [ 0 IT 2T 3T 4T o
a)
l 3 lsT(t) T T
*(®) EID Oy ) XKD,

b)

Fig. 5.7. Schema structurala a elementului real de esantionare

Elementul ideal transformda semnalul continuu x(t) intr-o
succesiune de impulsuri de tip 6(t) (impulsuri Dirac) cu perioada de
esantionare T, aria carora este egalda cu amplitudinea semnalului de
intrare la momentul de esantionare [1, 4, 8, 10-14, 17, 20].

Esantionatorul ideal de discretizare se prezinta ca un modulator
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sau ca multiplicator de semnale cu modulatie a impulsurilor in
amplitudine (fig. 5.7, a). Modulatorul multiplica semnalul continuu
x(t) supus discretizarii cu succesiunea de impulsuri 8(t) si
amplitudinea egala cu un produse de un generator de impulsuri:

87(t) = T 8(t — KT, (5.28)

care este o succesiune de impulsuri unitari deplasati si care existd numai
la momentele de esantionare t = kT, iar in intervalul dintre momentele
de esantionare amplitudinea este egala cu zero.

Semnalul discretizat x*(t) se descrie prin relatia:

x*(t) = x(£)87(6) = x(t) Xi=-o0 87 (0). (5.29)

Pentru procesele reale, semnalul x(t) =0candt <0 si
expresia (5.29) are forma pentru x(t) | ;= = x(kT) a elementului ideal
de esantionare:

x*(t) = x()87(t) = x(t) Yoo x(KT)S(t — kT),  (5.30)
care descrie functionarea elementului ideal de esantionare in domeniul
timpului.

Se determina transformata Laplace discreta L, de la x*(t) sau
x(kT) din (5.30):

X*(s) = Lix" (0} = Lp(x(KT)} = X0 x (k)L (8(¢ — kT)}. (5.31)

Avand in vedere ca transformata Laplace de la delta functie:

L{8(t — kT)} = [°8(t — kT)e™stdt = e,  (5.32)
atunci din (5.31) se obtine imaginea semnalului discretizat:

X*(s) = o x(KT)e ™M, (5.33)

care este analogul discret al transformatei Laplace directe a functiei

151



x(t):
X(s) = [, x(t)e~stdL. (5.34)

Tn expresia (5.34), imaginea este reprezentata prin integrala, iar
in expresia (5.33) — prin suma. Proprietdtile transformatei Laplace
discrete L, pot fi gasite in literatura de specialitate [1, 4, 8, 10-14, 17,
20].

Succesiunea de impulsuri 8 poate fi reprezentata prin seria
complexa Fourier:

8r(t) = Yie_o Crel et (5.35)

unde w, = 2m/T este frecventa de esantionare, ¢, — coeficientii
Fourier, care se calculeaza prin relatia:

1

¢ = 1J-T/2 6T(t)e—jku)etdt =

I, (5.36)

Tn acest mod, se obtine a doua ecuatie care descrie elementul
ideal de discretizare (5.30) in domeniului timpului prin relatia:

X () = x(0) 7 T €740 = 2T, x(D)e/0et. (5.37)
Transformata Laplace discreta de la expresia (5.37) este:
X*(8) = = Ni_oo L{x (D)0t} =230 X (s + jkwe), (5.38)

care stabileste legatura transformatei Laplace a semnalului
continuu x(t) cu semnalul discret x(kT) si este valabila pentru x(t) =
=0,cand t < 0.

Daca semnalul x(t) # 0, atunci pentru calculul transformatei
Laplace discreta de la expresia (5.37) se utilizeaza relatia:

x(0)

X'(S) =T 4 1T X (s + k). (5.39)
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Expresia (5.33) contine componenta e ST care este 0 expresie
transcendentd si X*(s), iar functiile de transfer discrete respective sunt
functii transcendente pe argumentul s si calculele devin dificile.

5.4.3 Functia frecventiali a elementului ideal de discretizare

Utilizand transformata Laplace discreta Lj (5.38)-(5.39), se pot
calcula simplu caracteristicile frecventiale sau cele spectrale ale
elementului ideal de discretizare. Substituind s = jw Tn expresia (5.38),
se stabileste legatura dintre spectrele semnalelor de intrare si iesire ale
elementului ideal de discretizare, presupunéand ca toti polii lui X*(s) se
afla in stdnga Res < 0 planului complex s [4, 8, 12, 13, 17]:

X*(j0) = 2370 X( (0 + ke)). (5.40)

Expresia (5.40) reprezinta spectrul iesirii elementului ideal de
discretizare ca suma spectrului semnalului de intrare deplasat pe axa
absciselor la marimea kw,. Rezulta ca transformata Laplace discretd a
semnalului de iesire a elementului ideal este o functie periodicad de s cu
frecventa we:

X*(s) = X*(s + jkwy), (5.41)

unde k =0, 1, 2, 3,... este sirul numerelor reale.
Functia (5.41) in domeniul frecventd, de asemenea, este 0
functie periodica cu frecventa w,:

X'(jw) =X"((w £ kwe). (5.42)
5.4.4 Modelul matematic al elementului de retinere

Elementul de retinere sau demodulatorul formeaza din
succesiunea de impulsuri ideale x*(t), produse de esantionator cu
perioada de esantionare T, 0 succesiune de impulsuri reale amplitudinea
carora este egald sau proportionald valorilor instantanee ale semnalului
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de intrare la momentele de esantionare (fig. 5.8, a). Structura de
realizare a elementului de retinere se reprezinta in figura 5.8, b.

x(t) x*(t)
Ll
! P -

»

x(t) x*(t)
a)
x(kT) I 1/
1
b)
1(t)uh(t)
L,
BOTES e A Chll)
Aw(t)
T
ty
) -

Fig. 5.8. Modelul matematic al elementului de retinere

In practica, elementul de retinere ER formeazi o succesiune de
impulsuri de forma dreptunghiulara ca cea mai simpla figura geometrica
si amplitudinea egala cu amplitudinea semnalului la momentul de
esantionare si care ramane constantad pe durata impulsului T =vy/T,
unde y este durata relativa (0 <y <1) a impulsului (fig. 5.8, c).

Raspunsul elementului de retinere la impulsul unitar §(t) = 1
este functia pondere w(t) a acestui element descris cu functia de
transfer:

Her(s) = [ w(t)e stdt. (5.43)
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Elementul de retinere se considera element continuu nseriat
partii fixate (fig. 5.3) si aceasta conexiune formeaza partea continud a
sistemului discret cu functia de transfer:

H(s) = Hggr(s)Hpp(s). (5.44)

Tn domeniul timpului, impulsul dreptunghiular se obtine din
diferenta a doud semnale unitare: primul semnal este prezentat pozitiv,
iar al doilea semnal este inversat (negativ) si deplasat la dreapta de la
origine la distanta t (fig. 5.8, ¢).

Modelul matematic al impulsului dreptunghiular in timp se
descrie prin functia pondere:

w(t) = 1(t) — 1(t — 1), (5.45)

iar avand in vedere ca semnalul treaptd unitard 1(t) are imaginea 1/s,
functia de transfer a expresiei (5.45) (a elementului de retinere) este:

Hgp(s) =t —< e~ =< (1 —e™"). (5.46)

Dacd durata impulsului Tt este cu mult mai micda decat
constantele mai mici de timp ale partii fixate, atunci elementul de
retinere ER se poate aproxima cu un element ideal cu coeficientul de
transfer k = 1/T.

Daca durata impulsului T = T, atunci elementul de retinere cu
f.d.t. (5.46) formeaza impulsuri dreptunghiulare pe durata perioadei de
esantionare cu amplitudinea egald cu valoarea semnalului de intrare de
la momentul de esantionare si, in aceste cazuri, elementul de retinere se
numeste element de formare sau de memorare cu f.d.t. (fig. 5.8, b):

Hgp(s) = (1 — ™). (5.47)

Fixarea valorii instantanee ale semnalului la nivel constant la
iesirea elementului de retinere ER poate fi tratatd ca o operatie de
extrapolare cu polinom de ordin zero si atunci elementul de retinere ER
se numeste extrapolator de ordin zero sau element de retinere de ordin
zero (EROZ).
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Deoarece elementul de retinere ER are o influentd puternica
asupra proprietatilor sistemului discret este necesar a analiza
proprietatile frecventiale ale acestuia. Elementul ideal de esantionare se
prezintd ca un generator de armonici suplimentare cu frecventa de
esantionare w, = 21/T. Spectrul X (jw) al semnalului x*(t) esantionat
cu modulatie in amplitudine este egal cu suma spectrelor deplasate a
semnalului continuu de la intrare x(t):

X*(jw) = 237 o X[j (@ — k)], (5.48)

unde X (jw) este spectrul semnalului de intrare (fig. 5.9, a). Din relatia
(5.48) rezulta ca toate amplitudinile sunt reduse de T ori si elementul de
retinere este echivalent dupa proprietatile lui cu un element ideal cu
coeficientul de transfer k = 1/T.

1X*(jo)l
I m
SO0 B [ o, >
< (l)e »la we
1/T, (X Go)l '____Tﬂl_l__I_E_R(jw)l
! _.(D ! | ('0; H ; wk
_Zd)e —w, (‘I)(e) Wy 'We 2'(1)9 —We —we/2J0 we/2 W T

<“—> () d)
Fig. 5.9. Amplitudinile spectrelor semnalelor de intrare si de iesire ale
elementului ideal de esantionare si functia amplitudine frecventd a EROZ

In general, spectrul X*(jw) se deosebeste de spectrul X(jw),
deoarece acesta contine componenta de baza (k = 0), care coincide cu
spectrul X(jw), dar si componentele aderente (k = +1,42,--:) ca
rezultat al discretizarii.

Daca latimea benzii semnalului esantionat este w, < w,/2,
atunci componentele aderente in banda de baza a frecventelor
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(— we/2, + w./2) nu vor deforma spectrul X (jw) (fig. 5.9, b) si relatia
(5.48) devine:

X*(jw) = 2 X (jw). (5.49)

Se mentioneaza ca prezenta componentelor aderente in spectrul
(5.48) se utilizeaza la reconstruirea semnalului continuu dupa
esantioanele acestuia.

Daca frecventa de esantionare w, €ste joasd si w, > we/2,
atunci banda de bazd a spectrului X(jw) este deformata de
componentele aderente cu k+1 (fig. 5.9, ¢). Cand semnalul
continuu x(t) are spectrul limitat de frecventd w, si frecventa de
esantionare w, = 2w,, atunci n baza teoremei de esantionare perioada
de esantionare T se alege din conditia [12, 13, 17, 20]:

T =05, (5.50)
Wy

Daca semnalul continuu x(t) este discretizat n conditia (5.50),
atunci si spectrul lui X (jw) in banda de baza (— we/2, + we/2) nu este
deformat de componentele aderente si spectrul poate fi reconstruit in
forma continua cu aplicarea elementului de formare ca filtru ideal de
frecventa joasa cu locul de transfer (fig. 5.9, d, linia intrerupta):

T,cand — 0, < ® < O,

0,cand w < —w, i W > ©,. (5.51)

|Her )| = {

Daca filtrul (5.51) nu este fizic realizabil, atunci in practica se
foloseste elementul de retinere (5.47) cu locul de transfer:

sin(wT/2)
wT/2

|Hgr(jo)| =T : (5.52)

care esential difera de forma dreptunghiulard a functiei amplitudine-
frecventd |Hgg (jw)| din (5.47).
In rezultat, acest element de retinere real (5.52) introduce o

deformare a spectrului X(jw) in banda de baza si contine si armonici ale
componentelor aderente cu frecventa o, > o, /2.
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In cazul cand frecventa de esantionare , » ®,, atunci
elementul de retinere (5.47) se aproximeaza cu un element cu timp mort
T/2cuf.d.t.:

Hgr(s) = Te™sT/2, (5.53)

Tn aceste cazuri, sistemul cu esantionare (fig. 5.3, b) se poate
studia ca sistem continuu descris cu f.d.t. (5.44) si (5.47), avand n
vedere ca elementul de retinere echivalent reduce rezerva de stabilitate
a sistemului.

Pentru a simplifica procedura de analiza a dinamicii sistemului
discret, elementul de retinere se recomanda a fi aproximat ca element
cu inertie de ordinul unu cu f.d.t. cu parametrii [12]:

Hgr(s) ~ —, (5.54)
care este cu atdt mai precisa cu cat este mai mare frecventa de
esantionare w,.

La determinarea frecventei de esantionare minimale admisibile
a sistemului inchis, frecventa w, este frecventa de taiere a partii
continue a sistemului.

Deoarece spectrele semnalelor de intrare si ale sistemului lent se
micsoreaza si la valori finite ale frecventei o, nu sunt nule (fig. 5.8, a),

in practica frecventa de esantionare se alege din conditia:
0, = (5 —10)w,, (5.55)

lar banda spectrului o, se determina ca 5-10 % ale zonei de intensitate
a spectrului [12].

5.5 Transformarea z discreta

Expresia (5.33) contine componenta transcendenti e ST si

imaginea X*(s), iar functiile de transfer descrete care se obtin sunt

functii transcendente pe argumentul s, astfel, calculele fiind laborioase.
Pentru a transforma expresia (5.33) in expresie rationald se

utilizeaza transformata z care este [1, 4, 8, 11-14, 16, 17, 20]:
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z=eST (5.56)
si atunci expresia (5.33) cu substitutia (5.56) ia forma:
X(2) = Z{x* ()} = Z{x(kT)} = o x(kT)z7", (5.57)

care prezinta transformata z a succesiunii de impulsuri x(kT).

Pentru a obtine transformata z de la functia de timp x(t), fiecare
componenti discretd x(kT) se inmulteste cu z™* si sirul obtinut se
insumeaza.

Pentru determinarea semnalul x(t) de la transformata X(z)
cunoscutd, aceasta se prezinta in sir dupa puterile in descrestere ale lui
z7¥ si coeficientii obtinuti ai sirului prezinti valorile ordonatelor in
momentele de esantionare x(kT) ale semnalului x(t).

Pentru cele mai larg utilizate functii In timp continuu si functii
de transfer in s transformatele acestora in z pot fi obtinute, folosind
tabelul A2.1, anexa 2 si tabelul A3.1, anexa 3.

5.5.1 Proprietdtile de baza ale transformatei z directe

Transformarea z stabileste o corespondenta intre multimea
sirurilor reale si multimea functiilor de variabila complexa, asociind
fiecdrui sir £ (k) seria de puteri in z=1 cu coeficienti reali:

f@®)¢=rr = x(kT) = f(k), (5.58)

iar imaginea sirului (5.58) este:

F(z) = Xi=o f(K)z7F, (5.59)

unde z este o variabila complexa si pornind de la variabila complexa
Laplace s = a + jw se obtine:

Ts — oT(atjw) Ta+jTw —

z=e =e Rez + jImz =
= eT*coswT + jeT*sinwT. (5.60)
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Variabila Laplace s este functie de variabila z Tn forma:
1
s = ;lnz. (5.61)

Seria (5.59) este convergenti intr-un domeniu al planului z=1 de
forma unui disc [z71] < R si R > 0, iar in planul variabilei complexe z
se obtine:

2| > %, (5.62)

care reprezinta domeniul in afara unui disc.

Suma seriei (5.59) este functie analiticd pe multimea pe care
seria este convergentd, notatd prin F(z) si numitd transformata z a
sirului f (k).

Proprietatile si avantajele deriva din proprietatile sirurilor si ale
seriilor de puteri, obtinute prin relatia de definitie a transformatei z. Se
dau principalele proprietiti ale transformatei z directe.

1. Liniaritatea. Oricare ar fi sirurile f; (k), f,(k) si constantele
reale a;, a, se obtine:

Z{ai fi(k) £ ax f2(K)} = 01 F1(2) £ apF(2).

2. Teorema deplasarii in real a argumentului originalului. Daca
f (k) este un sir si F(z) = Z(f (k)), transformatele sirurilor deplasate
cu un pas Tnainte se definesc prin operatorul g cu avans cu un pas:

_ _(gk)=flk+1),k=0,
9=aftl) _{g(k) =0,k < 0.

Se introduce operatorul invers, notat cu g1, de deplasare Tnapoi
cu un pas (de intarziere cu un pas):

| _ g(0) =0,
g=4 f(k)_{g(k)=f(k—1),k21,
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atunci se obtine:
Z(af (k) = z(F(2) — £(0)),
Z(qf (k) = z71F (2).

Prin inductia matematica, ultimele relatii se generalizeaza
pentru orice m > 0, natural si finit:

Z(q"f(k)) = 2™(F(2) — X750 f(k)z™),
Z(q7"f(k)) = 27 ™F (2).

In relatia data, inmultirea la z=™ corespunde retinerii semnalului
discret pe m perioadele de esantionare.

Aceasta proprietate este deosebit de utila la rezolvarea ecuatiilor
cu diferente finite prin mijloace operationale.

3. Transformata z a sirului diferentelor. Pentru sirul diferentelor
definite:

Af(k) = f(k +1) — f(k),
se obtine, utilizand proprietatea 2:

Z(Af () = (= DZ(f (k) — £(0) = (z — DF(2) - 2 (0).

4. Transformata z a sirului g(k) al sumelor partiale. Fie un sir
arbitrar. Definim sirul g (k) al sumelor partiale ale lui f (k) astfel:

g(k) =35 f(1) = A7 f (k)

si interpretdm operatorul de sumare ca inversul operatorului diferenta.
Atunci transformata z a sirului g (k) este data prin relatia:

G(Z) — Z(g(k)) Z(f(k)) F(Z).

z—1
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5. Transformata z a produsului de convolutie. Fie functia
g (k) = fi * f,(k) sirul produs de convolutie, definit:

glk) = (fi* (k) = ?=0f1(k —Df2(),k=0
a sirurilor f;, f, de transformate F; (z), F,(z) si se obtine:
G(2) = Z[(f1 * f) (k)] = F1(2)F2(2).

6. Teorema valorii initiale a originalului. Fiind data
transformata F(z) a sirului f(k), valoarea acesteia din momentul k =
= 0 este:

lim F(z) =lim f(kT).
Z—00 k-0

7. Teorema valorii finale a originalului. Daca sirul f (k) este
convergent si are ca transformata z pe F(z), atunci:

lim f(k) = lim[(z — DF(2) - zf(0)] =lim(z — DF (2).

Exemplul 5.1. Se prezenta transformata z pe baza relatiei de definitie pentru
semnalele discrete tipice: treapta unitara, rampa unitara, impuls unitar si exponentiald.
1. Pentru sirul treaptd unitara r(t) = 1(k) =1, k = 0,1, 3, ... se obtine:

F(z) = Z{1()} = X0 10z * = Xp gz =

=1z2+1z7 ' +1z7% + .- = =—,

unde pentru calculul sumei se utilizeaza formula sumei termenilor unei progresii
geometrice infinite cu ratia z~! si este convergenti in domeniul |z71| < 1, |z| > 1.
Functia F(z) are ca puncte singulareunpolinz =1 (A(z) =z—1 = 0).
2. Pentru rampa unitara discreta f(k) =k, k =0,1,3,... prin definitia
(5.58) se obtine:

F(z) =Z{k} =YX okz ¥ =121+ 22724323 + ... =
o) o) - o) 77t z7! z
=X Nz =12 121 (=212 _ (z-1)?’
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care este convergentd pentru |z| > 1 si functia F(z) are unpol dubluithz =1 (A(2) =
=(z-1%=0).
3. Pentru impulsul unitar discret:

1, k=0,
5(1‘)2{0 k#0

se da imaginea Tn forma:
F(z) = Y7, 8(k)z ™k = 1.
4. Pentru exponentiala discretd (numitd si functie pondere) data de relatia:
flk) =ad" |a] <1
se calculeaza imaginea:

F(z) = 7{a"} = Ty akz*

care este convergentd pentru |z| > |al.
Daca se considera:

a = e/? = cos9 + jsind,
atunci rezulta:
ak = e/ = coskd + jsink?.

Transformata z de la a* = e/*9 se reprezinta prin relatia:

Z{e*0} = z z __ z(z—cos9+jsind) _  zZ—zcos9 . zsind
T z—e/® T z—cos9—jsin®  (z—cos9)2+sin29  z2-2zcos9+1 z2-2zcos9+1"

Rezulta ca transformata z de la:

zsind
z2-2zcos9+1"

z%2—zcos9
z2-2zcosd+1’

Z{coskd} = Z{sink9} =

Exemplul 5.2. Se considera functia in timp continuu (pentru t > 0) ca
suma componentelor de forma:

f(@) = apgl(®) + a t + a,t?,

unde prima componentd este treapta unitara inmultitd la coeficientul a,, a doua
componentd — semnal rampa unitara inmultitd la coeficientul a; si a treia componenta
este parabola de gradul unu inmultita la coeficientul a,. Coeficientii functiei au
valorile: ay = 1, a; = 5571, a, = 4 s7% i perioada de esantionare T = 0.1 s.
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Se cere sa se calculeze transformata z pentru functia data.

Solutionare. Pentru fiecare componenta in timp continuu din tabelul A2.1,
anexa 2 se gaseste imaginea in transformata z a componentelor si dupa unele
transformari se obtine expresia:

_ oz a Tz a,T?z(z+1) _
F(z) = z-1 + (z-1)? (z-1)3

_apz(z-1)%+a1Tz(z-1)+aT?z(z+1) _
- (z-1)3 -

_ aOZ3+22(a1T+a2T2—2a0)+z(a0—a1T++a2T2) __ B2
- z3-32z243z-1 T A

Cu datele numerice se obtine imaginea:

z3-1.46z2+0.54z _ B(2)
z3-32243z-1  A(2)

F(z) =

5.5.2 Proprietdtile transformatei z inverse

Transformata z inversa asociaza fiecarei functii de variabila
complexa F(z) un sir de numere reale f (k) si se determina prin relatia:

fk) = Z7H{F(2)}. (5.63)

In baza teoriei functiilor de variabild complexa si relatiei de
definitie a transformatei ztermenii siruluif (k) se calculeaza prin
integrala de contur I [4, 8, 11-14, 17, 20]:

flk) = %}_98 F(2)z* 1dz, (5.64)

unde T este un contur Tn planul complex z, care delimiteaza domeniul
ce contine toate singularitatile functiei F(z). Pentru calculul integralei
poate fi folositd teorema reziduurilor.

Se considera o functie rationala proprie:

m m-1,..
F(Z) — @ _ me +bm_1Z + +b12+b0’ m < n. (565)

A(z) T Zhiau iz l4etagztag

Se descriu doua metode de calcul al relatiei (5.65):
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1. Metoda dezvoltarii in fractii simple, In care imaginea functiei
oA F o
F(z) se da in forma g deoarece transformatele z ale sirurilor uzuale

contin termenul z la numarator (tabelele anexa 2 si anexa 3), care se
descompune in fractii simple:

F
B =3P Fi(2) (5.66)

Z

si termenii sumei se determind dupa tabelul 2.1, anexa 2.
Exemplul 5.3. Se considera imaginea semnalului:

z

F@z) = 23-2.522422-0.5"

Se cere sa se calculeze functia de timp pe durata a 6 perioade de esantionare.

z z
23-2.522422-0.5  (z-0.5)(z—1)2’

F(z) =

unde radacinile sunt z; = 0.5, 2z, = z3 = 1.
Conform metodei, ultima expresie se da in fractii elementare cu coeficientii
necunoscuti, care se calculeaza utilizand sistemul de ecuatii algebrice si se obtine:

F(z) _ 1 _ 1 _
z  z3-2.5z242z-05  (2-0.5)(z—1)2
Cc1 Cy ¢z _ 4 4 2

z-05 z-1 + (z-1)2 ~ z-05 Tz (z-1)%’

Pentru fiecare componentd a sumei imaginii F(z)/z se aplica transformata
inversa z si dupa tabelul 2.1, anexa 2 se gaseste componenta in domeniul timpului si
sirul discret ia forma:

—a7-1{_ 2 1 _a7-1( 2 -1l 2 k_
Fk) =4z {Z_O_S} 47 {2-1} +27 { } =4(0.5)F — 4 + 2k, k = 0.

(z-1)?

Se calculeaza functia discreta pentru 6 perioade de esantionare k = 0,5 sise
obtin valorile functiei in momentele de esantionare:

f(0) =4(05)°—-4+2-0=0,

f(1) =405 —4+2-1=0,

f(2) =4(05)2-4+2-2=1,
f(3) =4(05)3—-4+2-3=25,
f(4) =4(05)*—4+2-4 =425,
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£(5) =4(0.5)5 —4+2-5 = 6.125.

S-a obtinut functia esantionatd reprezentatd prin valorile ordonatelor la
momentele de esantionare de forma:

fE=FfO+fMD+f@D+fB+fAD+ )=
=f(k—2)+25f(k—3)+425f(k —4) + 6.125f(k = 5) + ---.m
2. Metoda impartirii infinite (Sintetice) este dezvoltarea in serie
Taylor a functiei rationale in jurul punctului de la oo, obtinandu-se o
serie de puteri Tn z~1. Conform relatiei de definitie a transformatei z,
coeficientul termenului lui z=* va fi chiar termenul k al sirului calculat.

Fiind datd functia rationalda F(z) si facand schimbarea de
variabila z = 1/p, se defineste functia:

¢o(p) = F(2)l;=1/p = F(1/p), (5.67)

care se dezvolta 1n serie Taylor in jurul originii si se obtine:

1 d*g(p)

@(p) = Xio cup" = g v lo=0- (5.68)
Functia F(z) se obtine din ¢(p) substituind p = z~1:
F(2) = Ypoockz™™, (5.69)
de unde se obtine:
f(k)=c,k=0,1,2,.., (5.70)

dupa care se calculeaza termenii sirului.
Insa este mult mai avantajos a efectua impartirea nemijlocita a
polinomului de la numarator B(z) la polinomul de la numarator A(z).

In rezultat se obtine un sir in z~!, unde fiecare termen succesiv

reprezinti valoarea ordonatei la pasul de esantionare egal cu z .

Exemplul 5.4. Se considera imaginea semnalului Tn transformata z din
exemplul 5.3:
z _
z3-2,522422-0,5  D(z)

F(z) =

Se cere sa se calculeze functia de timp pentru 5 perioade de esantionare.
Solutionare. Se efectueaza operatia de impértire a polinomului
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numdratorului C(z) la polinomul numitorului D(z) fractiei pentru 5 perioade de
esantionare si se obtine sirul in z7?1 (fig. 5.10):

z |z3 — 2522 +22-0.5
2—25+22"1—0527%2z72 + 25273 + 4.2527* + 6.12527° + ---
0+25-2z"1+05z72
T 25-6.252"1+5272—1252z73
0+ 4.25z71 — 45272 + 1.25z73
T 425271 —10.62527%2 + 85273 — 2.1252z7*
0+6.125z272 —7.25273 + 2,125z~ *

Fig. 5.10. Operatia de impartire a polinoamelor

Tn rezultatul calculului functia are forma sirului:
z

——————=2"%+252"3+4252"* +6.12527* + ---.
z°—-2.5z%42z-0.5

F(z) =

In domeniul timpului discret se obtine functia esantionata reprezentata prin
valorile ordonatelor la momentele respective de esantionare de forma:

fE)=fO+f(D+fR)+fB)+f4)+f(5)=
= f(k—2)+25f(k —3) + 4.25f(k — 4) + 6.125f (k — 5),

unde valorile ordonatelor sunt: f(0) =0, f(1) =0, f(2) =1, f(3) =25, f(4) =
= 4.25, f(5) = 6.125.

In comparatie cu rezultatul din exemplul 5.3 s-a obtinut aceeasi functie
discretd.m

Pentru a determina transformata X (z) de la functia de timp x(t),

fiecare discretd x(kT) se inmulteste cu z~* si sirul obtinut se
insumeaza.
Pentru a determina semnalul x(t) de la transformata X(z)

cunoscutd, aceasta se di in sir dupa puterile in descrestere ale lui z7 si

coeficientii obtinuti ai sirului constituie valorile ordonatelor in
momentele de esantionare x(kT) ale semnalului x(t).

5.6 Ecuatiile si functiile de transfer
ale sistemului deschis cu esantionare

Se considera schema structurala a sistemului automat deschis cu
esantionare din figura 5.11, alcatuita din elementul ideal de esantionare
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(EIE), care transforma semnalul continuu x(t) intr-o succesiune de
impulsuri x*(t) aplicata la partea continua cu f.d.t. H(s). Semnalul de
iesire y(t) se reprezinta ca semnal continuu datorita proprietatilor de
filtru trece-jos ale partii fixate PF la succesiunea de impulsuri x*(t) la
intrare.

LIX v,

i+ EIEF

x(®) Ex?E AON I I y@® |

Fig. 5.11. Schema-bloc structurala a sistemului deschis cu esantionare

Pentru a opera cu valorile semnalului de iesire y(kT) la
momentele de esantionare T se introduce un element ideal de
esantionare fictiv (EIEF) la iesire, care functioneaza sincron si sinfazic
cu elementul ideal de esantionare EIE cu aceeasi perioada de
esantionare T si se obtine marimea de iesire discreta y*(t) [4, 8, 11, 17,
18].

Vom stabili relatiile transferului intrare—iesire x*(t) = y*(t).

Se determind modelul matematic discret al sistemului deschis cu
esantionare pentru doud cazuri:

1. Se utilizeaza elementul ideal de esantionare.

2. Se utilizeaza elementul real de esantionare cu EROZ.

Cazul 1. Se porneste de la sistemul automat liniar continuu
pentru care f.d.t. se determind prin functia pondere w(t) ca raspuns al
sistemului la semnalul de intrare impuls dreptunghiular (sau & impuls):

Hpp(s) = Liw ()} = " w(t)e stdt. (5.71)

Succesiunea y*(t) = y(kT) se obtine din y(t);=xr = Y(KT) si
din liniaritatea PF si conform relatiei (5.71) este:

y(t) = $2ow(t — IMx (IT) (5.72)

silat = kT marimea y(t) din (5.72) se prezinta astfel:
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y(kT) = Y2, w(kT — IT)x (IT), (5.73)

unde w(kT) este functia pondere discreta a partii fixate PF.
Marimea de iesire si de intrare se transforma in transformata
Laplace discreta in forma:

Y*(s) = Lp{y" ()} = Tizo y(kT)e ™" =
= Yieo iz w(kT — IT)x (IT) e 5T, (5.74)
X*(s) = Lp{x" ()} = XiZo x(IT)e ™. (5.75)

Se introduce notatiam = k — l si k = m + [in expresia
(5.74) si se obtine:

w(kT —IT) = w((k — DT) = w(mT) si e KT = =5MT « ST,
(5.76)
Relatia (5.73) cu (5.76) se transforma:

Y*(s) = X0 x(T) Yooy w(mT) e=sTe™smT =
= XiZox(ID)e™" - Xn_ow (mT)e™™" = X*(s)H"(s), (5.77)

unde w(mT) = 0 pentru [ < 0, iar transformata Laplace discreta de la
functia pondere discreta w*(t) este functia de transfer discreta:

H*(s) = Lp{w* ()} = Lp{w(mT)} = X5 w(mT)e~™. (5.78)

Din expresia (5.77) reiese functia de transfer discreta H*(s) a
sistemului deschis ca raportul marimii de iesire discreta la marimea de

Y*(s)
X*(s)

Aplicand substitutia z = e5T n expresiile (5.77)-(5.79), acestea

=H*(s) = Yo _ow(mT)e ™, (5.79)
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se exprima prin transformata z:
Y(2) = X(2)H(2), (5.80)

de unde se obtine f.d.t. discretd in transformata z, care este raportul
dintre marimea de iesire discretd Y (z) la marimea de intrare discreta

Y(2) o “m _ €@
T; =H(z) =Y2_ow(mT)z™™ = ﬁ m <, (5.81)

unde C(z) si D(z) sunt polinoame de gradul m si n respectiv.
F.d.t. discretd in transformata z se determina prin relatia:

H(z) = Z{w(t)} = Z{w(mT)} = Z{H(s)}. (5.82)

Exemplul 5.5. Se considera functia de transfer continud un element cu inertie
de ordinul unu cu parametrii cunoscuti:

k1
Tys+1°

H(s) =

Se cere sa se calculeze functia de transfer discreta n transformata z a
sistemului In conexiune serie a elementului ideal de esantionare si elementului cu
inertie.

Solutionare. Functia pondere a elementului cu inertie de ordinul unu in timp
continuu se determina dupa tabelul A2.1, anexa 2:

sau Tn timp discret t = kT

kT

w(kT) = ?e_T_l.
1

Conform tabelului A3.1, anexa 3 functia de transfer a sistemului are forma:

H(Z)=Z Ee—,};—f _ Kk z _le_C(z)
T,

T Tyz—eT/T1 T Tyz-d  D(2)
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unde T este perioada de esantionare sid = e~ 7/"1.m
Cazul 2. Se considera structura sistemului deschis cu

esantionare cu elementul de retinere EROZ cu f.d.t. Hgg(s) si cu partea
fixata cu f.d.t. Hpp(s) prezentata in figura 5.12.
T *(t
Xy
|

T
x(t) > x(k) Hyn(5) x(t) H(s) | y(t)

Fig. 5.12. Structura sistemului deschis cu esantionare cu EROZ

Tn acest caz, in sistemul cu esantionare este conectat EROZ cu

f.d.t.:

1—e~sT

Hig(s) = (5.83)

N

Se determina f.d.t. a partii liniare continud a elementelor
inseriate cu f.d.t. Hpr(s) si Hgg(s):

1—-e

-sT
— Hpp(s) = (1— ™) 22E, (5.84)

H(s) = Hgr(s)Hpp(s) =

Functia de transfer discretd se obtine din (5.84), utilizadnd
substitutia e5T = z:

H(2) = Z{Hgr(s)Hpp(s)} = Z {(1 — e =T) 2} =
= Z{(1 = e NH ()} = (1 = 27)Z{Hy ()} =
coz™+c1z™ 4 tey,  C(2)

= Zz;lyl(z) = = m<n  (5.85)

doz"+d z"1+-+d, D(2)’

unde Hi(2) = Z{H ()} = Xy owy (kT)z ¥ este raportul
polinoamelor C(z), D(z), wy(kT) = wy(t)e=kr = L™ {H1()}|e=kr-
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Exemplul 5.6. Sistemul automat deschis continuu este un element integrator
cu functia de transfer:

k 5
H(S)z ;zg

Se cere sa se determine pentru perioada de esantionare T = 0.1 s functia de
transfer discretd a sistemului deschis Tn transformata z.

Solutionare. Elementul de retinere cu functia de transfer Hgg (s) este Tnseriat
cu elementul cu f.d.t. H(s) si functia de transfer a sistemului deschis este:

Hy(s) = Hyp($)H(s) = s (1 —e™T) 2= (1—e™T) %,

Se introduce variabila complexa z:
esT =z

Se determina f.d.t. discretd in transformata z a sistemului deschis:

Ho@) =z{(1—e "L} = -z z{E} =22 z{4)

z

Pentru expresia din parantezele figurate dupa tabelul A3.1, anexa 3 se géseste
echivalentul in forma transformatei z si se calculeazi f.d.t. a sistemului:

z—1Z{ Ky } 7-1 KTz KT 05
Tz (=D} z-1 z-1

H,(z) =—
e( ) z s(Tys+1)
Exemplul 5.7. Sistemul automat deschis continuu prezintd un element cu
inertie de ordinul unu cu functia de transfer cu parametrii cunoscuti:
ki 5
Tis+1  10s+1

H(s) =

Se cere sa se determine pentru perioada de esantionare T = 0.1 s functia de
transfer discretd a sistemului deschis Tn transformata z.

Solutionare. Elementul de retinere cu functia de transfer Hgg (s) este Tnseriat
cu elementul cu f.d.t. H(s) si functia de transfer a sistemului deschis este:

k1 — (1 _ e_ST) k1
Tys+1 s(Tys+1)

Ha(s) = Hgr($)H(s) = - (1 —e™T)

Se introduce variabila complexa z:
esT =z

Se determind f.d.t. discretd in transformata z a sistemului deschis:
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Hd(z)zz{(1—e—sT) k1 }:Ez[ k1 }

s(T15+1) z S(T15+1)

Pentru expresia din parantezele figurate dupa tabelul A3.1, anexa 3 se géseste
echivalentul in forma transformatei z si se calculeaza f.d.t. a sistemului deschis:

kq } _z-1 k(1-eTTTYyz  ky(a-e”T/TYy  ky(1-d) _ 005
s(Tys+1) - - -

z—1
Hd(z) - TZ{ z (z-1)(z—e~T/T1) ~ z-¢~T/T1 z—d z-0.99’
unded = e /T = ¢701/10 = 0.99.m
Exemplul 5.8. Sistemul automat deschis continuu reprezinta structura
sistemului cu astatism si inertie de ordinul n cu functia de transfer:
k
S(Ty5+1)(T25+1)..(Tps+1)’

H(s) =

Se cere sa se determine pentru perioada de esantionare T functia de transfer
discreta a sistemului deschis Tn transformata z.

Solutionare. Functia de transfer H(s) se prezinta in fractii elementare:
k k

n Ci P
S(TyS+1)(Tos+1)..(Tps+1) s +kX i=12..,n

i=1 TiS+1l

H(s) =

Pentru fiecare fractie elementard dupa tabelul A3.1, anexa 3 se gaseste
corespondenta n transformata z si functia de transfer discretd a sistemului deschis
este:

ci(1-d; - .
i€ l, di =e T/TL..
Z—di

k
H(z) = =+ kXL,

Exemplul 5.9. Sistemul automat deschis continuu reprezinta structura
sistemului cu astatism si inertie de ordinul 3 cu functia de transfer:

k
S(Ty5+1)(Ty5+1)(T3s+1)"

H(s) =

Se cere sa se determine pentru perioada de esantionare T functia de transfer
discreta a sistemului deschis Tn transformata z cu elementul de retinere de ordin zero.

Solutionare. Elementul de retinere cu functia de transfer Hgg (s) este Tnseriat
cu elementul cu f.d.t. H(s) si functia de transfer a sistemului deschis este:

k
S(Tys+1)(Tps+1)(Tas+1)

Hy(s) = Hgp(s)H(s) == (1 —e™T)

k

— _ ,—ST
=1-e )sz(rls+1)(rzs+1)(rgs+1)'

Se introduce variabila complexa z:
esT =z,

Se determina f.d.t. discreta in transformata z a sistemului deschis, utilizand
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randul 13 din tabelul A3.1, anexa 3 si, dupa unele transformari, se obtine expresia care
reprezinta raportul a doud polinoame:

Hy(z) = %Z{

k }_ kTz Ccoz 1z (¥4 c3Z
S2(Tys+1)(Tes+1)(Tzs+1)) ~ (z-1)2  z-1 ' z-d;  z-d; z-d;

kTz coz n €z _ B(2)

= (z-1)2 z-1 + izlz—di T A

unde coeficientii au semnificatia:

kT kT3 kTS
co=k(Ty+T,+T3),c, = 1 L C3 = Z L Cy = 3 )
0=k + T2+ T c (-T)(MN-T3) 3 (-T)(-Ts) % (3-T)(T3-Ty)

Pentru determinarea f.d.t. discretd a sistemului deschis cu
element de retinere de forma arbitrara se efectueaza etapele:

1. Se determina f.d.t. a partii continue H(s).

2. Utilizand transformata Laplace inversa, se calculeaza functia
pondere a partii liniare H(s): wy(t) = L"1{H(s)}.

3. Se determind functia pondere discretd wq (kT) = wq(£)¢=kr-

4. Se calculeazi suma sirului H(z) = Yon_owy (kKT)z 7.

Daca f.d.t. H(s) este complexa, atunci aceasta se prezinta prin
suma fractiilor elementare si pentru fiecare componenta se efectueaza
etapele 2, 3 si 4:

H(2) = $_1 Hi(2). (5.86)

Realizarea (5.86) este posibila daca se poate calcula suma seriei
infinite In etapa 4, care pentru multe sisteme cu esantionare reale este
convergenta. In cazul cand seriile din etapa 4 nu pot fi calculate, atunci
H(z) se calculeaza dupa relatiile (5.84) si (5.85).

Tn general, f.d.t. discretd a sistemului deschis cu esantionare are
forma:

H(S) — C(z) _ k C1(2)

D(z) (z-1)" D1(2)’ (5.87)

unde C(z), D(z) sunt polinoame de gradele m si n respectiv cum <
<n, keste coeficientul de transfer al sistemului, C;(z), D;(z) —
polinoame normate de gradele m si n — v, astfel C;(0)/D;(0) = 1.

Tn cazul cand functia de transfer a partii liniare prezinta expresii
de grad redus, atunci pentru determinarea functiei de transfer discreta
se pot utiliza formele tabelare (anexa 3).
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Functia de transfer discreta H(z) se caracterizeaza prin indicii:

1) n este gradul numitorului D, (z) = 0 si radacinile reprezinta
polii p; lui H(z);

2) v este gradul de astatism (z —1)Y = 0 si reprezinta polii
unitari p, = 1 lui H(2);

3) m este gradul numadratorului C;(z) =0 si reprezintd
zerourile z; lui H(z).

Proprietatile functiei de transfer discrete H(z) sunt:

1. Functia de transfer discreta in forma H*(s) = H(z) |z=esT ESte
o functie periodica cu perioada jw,, unde w, = 21/T este frecventa de
esantionare §i rezulta:

H*(s) = 7 5o H(s + jko,) pentru w(t) = 0,t < 0 (5.88)

sau in forma:

H'(s) = 22+ 232 H(s + jkw,) pentruw(t) # 0,¢ < 0. (5.89)
2. Valorile functiei de transfer discrete H(z) sunt numai reale la
z=1(w=0)siz=—-1(w =nw,/2), finite laz = 1, daca p; nu are
poli in origine.
3. Polii z; ai lui H(z) sunt legati functional cu polii p; ai lui H(s)
prin relatia z; = ePiT. Numirul polilor H(z) este egal cu numirul
polilor H(s) si rezulta cd gradul numitorului f.d.t. discrete H(z) este

egal cu gradul numitorului f.d.t. H(s) n transformata Laplace s [17].

5.7 Scheme structurale si functiile de transfer
ale sistemului inchis cu esantionare

Se considera structura sistemului Tnchis discret din figura 5.13,
care include elementele: esantionatorul ideal si fictiv de esantionare cu
perioada de esantionare T, elementul de retinere cu f.d.t. Hgz(s), partea
liniara cu f.d.t. H;(s), H,(s), iar in reactie este un element liniar cu f.d.t.
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H,.(s) si asupra sistemului actioneaza semnalele de referinta r(t) si
perturbatia p(t).

T
T, . pe '">§*Et_)'

r(0, ~e0X £ @) Hyr(s) e(kT) H, (s) H2(5>T y(t)
yr(t) ’1r(51

Y >
<

Fig. 5.13. Structura sistemului automat inchis cu esantionare

Tn cazul cand perturbatia p(t) = 0, partea liniard cu elementul
de retinere este Tnseriata si se obtine f.d.t. din canalul direct:

H;(s) = Hggr(s)H,(s)H,(s). (5.90)
) Semnalul de intrare al esantionatorului ideal este semnalul
erorit.
e(t) = 7(t) — ¥ (t) (5.91)
sau 1n forma discreta si transformata z:
e (t) = r°(t) — yr (),
e(z) =1(2) — ¥ (2). (5.92)

Se determina f.d.t. discretda a sistemului deschis (5.90) prin
marimea de iesire in forma:

y(z) = Z{Hy()}e(z) = =22 {22 e (2) = Hy(2)e(2),

3] C(z
:(Z) Hy(z) = DE; (5.93)

Se calculeaza semnalul transferului €(z) — y,(2):

yy(2) = 2z {POBEIE DY o) = H(D)e@).  (5.94)
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Se determind functia de transfer discreta a sistemului inchis ca
transferul e(z) - y(2):

y(2) = Hy(2)e(z) = Hy(2)(r(2) — yr(2)) =

= Hy(2)7(z) = Ha()H(2)e(z) = Ha(2)r(2) = Ha(2)H (2) gd((zz)> _
= Hy(2)r(z) — H(2)y(2) (5.95)

sau dupa transformare se obtine:

y(2) = 1+ H(2)) = Hy(2)r(2),

z—-1 1
_ Ha@ _ ZREmem6)) B
Y@ =" D = T i emeomm) 2 = H@r@).
22 2{2(Hy () (5)
YO _ Yy () = GO} _bw s e

r(2) T ELZE OB (OHAs))  A@)

unde B(z), A(z) sunt polinoame de gradul m si n respectiv.

Se determina f.d.t. discretd a erorii sistemului inchis, pornind de
la (5.92) si dupa unele transformari se obtine:

e(2) = 1(2) = y(2) = r(2) — H(2)e(2),
e(z2)(1+H(2)) =r(2),

1 _ B:(2) ( 97)

1+H<z) T O OHE)] | A@)

€ _ ) =
0~ H(2) =

Daca reactia este unitard H,.(z) = 1, atunci f.d.t. discreta a
sistemului Tnchis (5.96) si a erorii (5.97) vor avea forma:
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T{mORO)}  me B
+%Z{§(H1(S)H2(5))} T 1+Hy(z)  A2)

Hy(2) = - (5.98)

1 _ 1 _ Be(@)
1+z;—1z{§(H1(s)Hz(S))} C 1HHa@) 4@

Hs(Z) =

(5.99)

Se analizeaza cazul cand referinta r(t) = 0 si asupra sistemului
inchis actioneaza perturbatia p(t) si schema structurala din figura 5.13
se transforma in structura data in figura 5.14 [8, 17].

Mairimea de iesire a sistemului va fi marimea iesirii
elementului fictiv de esantionare:

y (&) = yi(t) +y3(t) (5.100)
sau in transformata z:

Y(2) = y1(2) + y2(2). (5.101)
T
POy, (4

T
r(t) ~e) XX @) Hon(S) e(kT) 1 (5) Hz(S‘y (7;);) o
20y (t

A 4

yr(£)

H,(s)|«

Fig. 5.14. Structura sistemului nchis discret cu actiunea perturbatiei
Se determina expresiile pentru y; (z) si y,(2):
y1(2) = Z{p(s)H2(s)} = PH,(2),
¥2(2) = —y(2)Z{Hgr (s)H1(s)H2(s)} = —y(2)Hq(2).

(5.102)
Se calculeaza expresia (5.101) cu (5.102) si se obtine:

y(2) = y1(2) + y,(2) = PH,(2) — y(2)Hq(2)
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sau in forma:

PH;(z)
1+Hg(2)'

y(z) = (5.103)

Tn acest caz, nu s-a obtinut f.d.t. discreta a sistemului la actiunea
perturbatiei p(t) (nu este posibil). Aceasta se explica prin faptul ca
perturbatia nu actioneaza la intrarea elementului ideal de discretizare.
Tn aceste cazuri, f.d.t. discretd se prezenta pentru perturbatia echivalenti
obtinuta prin recalcularea perturbatiei reale la intrarea esantionatorului
ideal.

Perturbatia echivalenta se determina prin relatia:

Pe(2) = L™H{p(s)Hz(s)} = PH;(2), (5.104)

iar f.d.t. discreta se obtine pentru transferul p,.(z) - y(z):

Hy, (z) = X8 = __PL®___ _1 (5.105)

Pe(z)  (1+Hg(2))PHy(z)  1+H4(2)’

Daca structura sistemului automat discret este complexa, atunci
pentru a obtine functia de transfer discretd se utilizeazd reguli de
transformare a schemei sistemului automat.

Tntr-o structuri a sistemului discret exista conexiuni de elemente
discrete tipice: n serie, in paralel si in reactie. Algebra functiilor de
transfer discrete ale acestor conexiuni este identici cu cea a
conexiunilor de elemente continue liniare [4, 8, 11, 17].

Se dau f.d.t. discrete ale conexiunilor de elemente tipice.

Se considera conexiune serie a n elemente discrete cu f.d.t.
H;(z), i =1,2,..,n, functia de transfer discretd echivalenta se
determind ca produsul algebric al functiilor de transfer al elementelor
componente:

H(z) = [Iiv, H;(2). (5.106)

Pentru o conexiune paralela a n elemente discrete cu f.d.t. H;(2),
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i =1,2,..,n fd.td. echivalentd se obtine suma algebrica a functiilor
de transfer al elementelor componente:

H(z) = Y-, H;(2). (5.107)

Pentru o conexiune cu reactie, in care canalul direct se descrie

cu f.d.t. discreta. H,(z), iar in reactic negativd (pozitiva) se

caracterizeaza cu elementul discret cu f.d.t. discretd H,(z), atunci f.d.t,
echivalenta se descrie prin relatia:

H(z) = —1® (5.108)

1+H; (D)Ha(2)

Pentru transformarea schemelor structurale ale sistemelor
automate discrete se aplica regulile expuse pentru sistemele continue.

5.8 Transformata z de la conexiuni de elemente
discrete si continue

Tn structura unui sistem automat discret pot exista diverse tipuri
de conexiuni ale elementului de discretizare cu elementele functionale
ale sistemului. Tipurile de conexiuni se evidentiazd in reguli de
transformare, care simplificd procedura de obtinere a f.d.t. discretd a
sistemului discret.

Se expun cele mai des utilizate reguli de transformare si
determinare a transformatei z a conexiunilor de elemente [4, 8, 11, 13,
17].

1. Conexiunea directa—conexiunea elementului discret ideal cu
elementul cu f.d.t. H(s) (fig. 5.15). Se aplica semnalul de intrare x(t)
si se determind imaginea semnalului de iesire y(z) prin relatia:

y(2) = Z{H()}x(2) = H(2)x(2).
T *
X0 XX O = v

Fig. 5.15. Conexiune directa

180



2. Conexiunea inversa — conexiunea elementului cu f.d.t. H(s)
cu elementul discret ideal (fig. 5.16) cu semnalul de intrare x(t):

x(t)

(W

Fig. 5.16. Conexiune inversa

Pentru aceasta conexiune, f.d.t. discretd echivalenta explicit nu

poate fi obtinuta. In aceste cazuri, se calculeaza transformata z a
semnalului de iesire in forma:

y(2) = Z{x(s)H(s)} = XH(2).
Exemplul 5.10 Se considera sistemul descris cu functia de transfer continua:

ke _ 5
Tis+1 10s+1

H(s) =

si la intrare se aplica semnalul treapta unitara x(t) = 1(t) cu imaginea x(s) = 1/s.
Se cere pentru perioada de esantionare T = 0.1 s sa se determine f.d.t.
discreta de la conexiunea inversa.
Solutionare. Functia de transfer discreta se reprezinta in forma:

XH(z) = Z{l k1 }

S Ti1s+1

si pentru expresia din parantezele figurate dupa tabelul A3.1, anexa 3 se gaseste
echivalentul in transformata z in forma:

XH(Z)=Z{1 kq }= ki(1-d)z _ 5(1-0.99)z =— 0.05z ’
s T15+1 (z-1)(z—-d) (z—1)(z—-0.99) z%—1.99z+0.99

unded = e™7/T1 = ¢701/10 = 0,99 m

3. Conexiunea directa dublda — conexiunea serie dubla a
elementului discret ideal cu un element cu f.d.t. H;(s) si a elementului
discret ideal cu elementul cu f.d.t. H,(s) (fig. 5.17).

L« Vo
a® X xi(@) 1. (5) AOP; £910 1, (s) |22
1
1
H,(z) ' Hy(2)
Fig. 5.17. Conexiune directa dubla
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La intrarea conexiunii actioneaza semnalul x; (t) si se determina
f.d.t. discreta echivalenta dupa regula produsului f.d.t. discrete a
conexiuni directe:

H.(z) = H1(2)H(2), y(2z) = H.(2)x(2).

4. Conexiunea elementului discret ideal cu doua elemente
liniare inseriate (fig. 5.18). Tn acest caz, pentru elementele liniare se
determina f.d.t. echivalentd H,(s) = H,(s)H,(s) si pentru structura
obtinuta se aplica regula 1, se calculeaza f.d.t. discreta:

He(2) = Z{H.(s)} = Z{H,(s)H,(s)} = H,H,(2).

x(t) >k x(b) )

Fig. 5.18. Conexiune directa cu elemente liniare inseriate

H,(s) BION

v

5. Elementul discret ideal conectat intre doua elemente cu f.d.t.
H, (s) si H,(s). Structura initiala (fig. 5.19) se divizeaza in conexiune
inversa si conexiune directd, care reprezinta conexiunea in serie:

T
2 ) —E—X—> Hy(s) P

ZHi(s) - H;(2)

Fig. 5.19. Conexiune cu elementul discret intre
doud elemente continue

Se calculeaza f.d.t. discreta a conexiunilor dupa regulile 2 si 1 si
marimea de iesire se prezintd ca produsul f.d.t. discretd a conexiunii
serie:

y(z) = XH;(2)H,(2).

6. Conexiunea directi cu reactie continud (fig. 5.20). In acest
caz, in prima etapa se determina f.d.t. a transferului (t) — y(t) al
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canalului direct, iar in a doua etapa se determina f.d.t. a transferului
e(t) = yr(0):

y(2) = Z{H,(s)}e(z) = H1(2)e(2), (regula 1),

vr(2) = Z{H,(s)Hz(s)}e(2) = H1H,(2)e(2), (regula 4).

e (t) y(t)

—»{ H,(s)

H,(s)

Fig. 5.20. Conexiune directi cu reactie continua

In continuare, se determina semnalul marimii de iesire y(z) din
canalul direct ca functie de semnalul intrarii x(z):

y(2) = H;(2)e(2) = H,(2)(x(2) + y.(2)) =
= H,(2)x(2) + H1(2)y,(z) = H,(2)x(2) £ H,(z)H,H;(2)e(z) =

= Hy(2)x(z) £ H,(2)H,H,(2)

ﬂ3=%ﬁﬂwimm@ww.

In rezultatul transformarilor respective se obtine f.d.t. discreti a
sistemului inchis:

y(2)(1F HyHy(2)) = Hy(2)x(2),
y(2) = =2 _x(z),

1$H1H2 (Z)

y(z) _ _  H=) _ B(®
x(z) Ho(2) = 1FH Hy(2) ~ Az)

7. Conexiunea directa cu reactie discreta (fig. 5.21). Se
determina marimile discrete ale iesirii y(z) si ale semnalului reactiei
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yr(z) ca si conexiuni directe (regula 1):

y(z) = Z{H,(s)}e(z) = H,(2)e(2),
vr(2) = Z{H;(s)}y(2) = Hy(2)y(2).

e*(t) Hi(s) y(t)

e(t)

x(t)
—>

L
WO Sl

Fig. 5.21. Conexiune directa cu reactie discreta

Se determina semnalul discret al iesirii y(z) Tn raport cu eroarea
€(z) si dupa unele transformari se obtine f.d.t. discretd a acestei
conexiuni:

y(2) = H1(2)e(2) = H1(2)(x(2) £ y,(2)) =
= H,(2)x(2) + H1(2)y,(2) = H1(2)x(2) + H,(2)H,(2)y(2),
y(@)(1F Hi(2)Hy(2)) = Hy(2)x(2),

_ Hy(2)
Y& = Fhoma @
y(@) _ _ Hm@® B
@~ M@ = T ome = aor

8. Conexiunea directa cu doua esantionatoare in canalul direct
si cu reactie continud. Se determind marimea y(z) ca functie de
marimea erorii €(z) a conexiunii directe (fig.5.22), aplicand regula 1:

y(z) = H,(2)e(2).
In continuare, se determind marimea discretd a semnalului de
reactie y,-(z) n raport cu semnalul erorii €(z) (regula 3):

yr(2) = Hi(2)H;(2)e(2).
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T, *
x(t) g(t) e (t)

by PO 28

yr(t)

Hy(s)

Fig. 5.22. Conexiune directd cu reactie continua

F.d.t. discretd a conexiunii se determina prin analogie cu regula
7 si se obtine:

v(z) = Hi(2)e(2) = Hl(z)(x(z) + Yr(Z)) =
= H,(2)x(2) £ Hi(2)y,(2) = Hi(2)x(2) £ H1(z)H,(2)H,(2)e(2) =

y(2)
H(z)

= H,(2)x(z) + H,(2)H,(2)y(2),
y(2)(1 F Hy(2)H,(2)) = Hy(2)x(2),

= Hy(2)x(z) + H1(2)H,(2)H(2) =

_ Hq(2)
y(2) = 1$H1(z)H2(z)x(Z)’
YO _ () = @ _ B
x(z) Ho 1FH,(2)H2(2)  A@@)

9. Conexiunea directa dubla in canalul direct cu reactie
continua (fig. 5.23). Se determind marimea discreta a iesirii y(z) de la
conexiunea directa dubla in canalul direct (regula 3):

y(2) = H1(2)Hy(2)e(2).
In continuare, se determina f.d.t. discreta a semnalului de reactie
y-(t) Tn raport cu semnalul de intrare €(t) (regula 3 si 4):

vr(2) = H1(2)H,H3(2)e(2).
F.d.t. discreta a conexiunii se determina, aplicand regulile 7, 8:

y(z) _ _ _H(@H@  _ B@
x(z) Ho(z) = 1FHy(2)HyH3(z)  A(2)
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T o* T *
x(t) ~e(t) X E®) Hy(s) xll(t) > X @) 1y (5) y(®)
+

- ©® Hy(2) I HyH3(z)
i Ha(s) |«

Fig. 5.23. Conexiune directa dubla in canalul direct cu reactie continua

10. Conexiune indirecta in canalul direct cu reactie continud
(fig. 5.24). Tn structura sistemului exista conexiune indirecta (regula 2)
in canalul direct al elementului cu f.d.t. H,(s) cu elementul de
esantionare cu functia de transfer Hgg(s) si inseriat cu elementul cu
functia de transfer H,(s),iar In canalul reactiei elementul cu f.d.t.
H,.(s).

Se intrerupe canalul direct in punctul L si se calculeaza
transformata z a semnalului y; () in raport cu semnalul erorii €(s) si
dupa transformadrile respective se obtine:

y1(2) = Z{H,(s)e(s)} = Z{H;1(s) (x(s) — Hi()y ()} =
= Z{x(s)H1(s) — Hy(s)Hgr (s)H,(s)H,(s)y,(s)} =
= Z{x(s)H1(s)} — Z{Hgr (s)H,(s)H, (s)H1(s)}y1(2) =
= XHy(z) — HgrH,H,H,(2)y1(2),

XH,(z)
1+HgrHy HyHy (2)

yi(2) =

\ 4

L

-+

T *
x(6) e) Hy (s) WM Hgg(s) Hy(s) yT(Q’

yr(t) H,(s) he

Fig. 5.24. Conexiune indirecta in canalul direct cu reactie continua

Se determina marimea de iesire y(z) a sistemului Tn raport cu
marimea y, (2):
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_ _ HgrHp(2)XH,(z) _ B(2)
y(z) = HgrH,(2)y,(2) = T+HopH, I, () A(2)
5.9 Functii frecventiale ale sistemului

automat cu esantionare

Esenta fizica a functiilor frecventiale ale sistemelor automate
cu esantionare si ale sistemelor continue este similara [4, 8, 11, 17].

Deosebirea functiilor frecventiale ale sistemelor cu esantionare
consta in faptul ca aceste functii reprezinta dependenta succesiunilor de
impulsuri armonice la intrarea si iesirea filtrului de impulsuri cu f.d.t.
H*(s) sau H(z). Infasuratoarea succesiunilor de impulsuri se modifica
dupa legi armonice.

Daca la intrarea filtrului de impulsuri armonici se aplica un
semnal armonic de forma:

x(kT) = A, sinwkT, (5.109)

atunci la terminarea procesului tranzitoriu la iesirea filtrului de
asemenea va exista un semnal armonic cu amplitudinea A,, si aceeasi
frecventa de esantionate w si cu defazajul ¢:

y(kT) = A,sin(wkT + ¢). (5.110)

Functiile armonice continue sunt functii periodice, ceea ce in
cazuri generale, functiile de succesiune nu sunt functii periodice de k.

Amplitudinile A,, A, nu pot fi intocmai valorile maximale pe
ale semnalele x(kT), y(kT). Aceste amplitudini vor determina limitele
de sus, dar nu valorile maximale ale acestor succesiuni.

Daca informatia inifiala a sistemului discret este reprezentata
prin f.d.t. H*(s) sau H(z), atunci pentru a trece in domeniul frecventa
se utilizeaza substitutiile s = jw sau z = e/*T i se obtine:

H*(j0) = 1 5femo H(i(@ + ko)) (5.111)

Sau

B(z) _ bmz™+bpm_12™ 1 ++bg

A(Z)  anzl+an_1z" l4-+aq

H(z) =

, (5.112)
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B(eJ®T) _ ppe/mOT1py,_1elM-D0Ty..p eJoT 1p,
A(eJoT) anejan+an_1ej(n—1)mT+...alejmT+a0

H(e/oT) = . (5.113)

Dupa unele transformari pentru (5.111) se obtine:
H*(jw) = P*(0) +jQ" (0) = A" (w)e/*" () =
= A" (w)cos@*(w) + jA* (w)sing* (w), (5.114)
unde:

A*(w) = /P2(w) + Q*%(w),

0" (w) = Arctg% +km, k=0,%1,%2,.... (5.115)

Se modifica w =0+ ; si se calculeaza partea reala P*(w) si

imaginara Q*(w) dupa valorile carora se construieste locul de transfer
H*(jw) sau functiile amplitudinii A*(w) si faza ¢*(w).

Proprietatile locului de transfer al sistemului discret.

1. Locul de transfer H*(jw) al sistemului discret este o functie

. .o . 2 . .
periodicd cu perioada w, = ?” La construirea acestor functii
‘g . 2 .
modificarea lui @ = 0+ = (saU =) (== +- = —= -+ 0; 0+ =) si
L . T T T T T T
sunt functii simetrice.
2. Locul de transfer H*(jw) al sistemului discret se localizeaza

o . o u . . -
pe axa reald, fiindca la w = p functia H* (jw) este un numar real.

Proprietatea de functie periodicd a locului de transfer H*(jw)
fizic este efectul stroboscopic: functia armonicad x(kT) = A,sinwkT la
intrarea filtrului nu se modificd la variatia lui w a infasuratoarei la
marimi multiple lui w, si atunci succesiunea x(kT) va fi una si aceeasi
la toate pulsatiile infasuratoarei egale cu w + kw,, unde k = 0,1, 2, ....

Locul de transfer H*(jw) al sistemului discret se poate construi
dupa H*(s) sau H(z) si dupa f.d.t. a partii continue prin relatiile (5.88),
(5.89) cu substitutia lui s = jw sau dupa functia pondere discreta data
de relatia (5.79) cu s = jw.

Pentru sistemele cu esantionare se utilizeaza si caracteristicile
logaritmice.

Dam exemple de construire a locului de transfer H*(jw) al
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sistemului deschis cu esantionare.

Exemplul 5.11 [13, 17]. Se considera structura sistemului deschis discret (fig.
5.25) alcatuitd din elementul dinamic de integrare cu f.d.t. H(s) si elementul de
retinere de ordin zero cu f.d.t. Hgz(s):

1—e~Ts

H(s) =1/T;s = k;/s, Hggr(s) = P

unde T; este constanta de timp de integrare, iar k; = 1/T;, T — perioada de esantionare.
T *(t
. DXy
|
x(t) X x(k) x(t . y(©)
—» Hgr(s) ( )> H(s) FH——»

Fig. 5.25. Structura sistemului deschis cu esantionare

Sa se determine locul de transfer al sistemului deschis cu esantionare.
Solutionare. Se determina f.d.t. a sistemului deschis cu elementele liniare
nseriate:

1-e7Ts ki _ ki
Hy(s) = Hep($)H(s) = —— L= (1 —e7™) 3.

N
Se introduce variabila complexd e™ = z si se calculeazi transformata z a
sistemului, utilizand expresia din randul trei al tabelului A3.1, anexa 3 si se obtine:

Hy(z) = k;(1—2z"HZ {slz} = (ﬂ) kiTz _ kT

z /) (z-1)2 -1

Se utilizeaza substitutiile s = jw, z = eT = e/*T = coswT + jsinwT si
dupa unele transformari se obtine locul de transfer al sistemului discret in forma:

kT _ kT _ kT kT T
eJoT_1  coswT—1+jsinwT 2 2 2

Ha(jow) =

Se variazd @ =0 ;, se calculeaza si se traseaza Hj;(jw) care este
reprezentata in figura 5.26.

A Imw
k,T/2
» Rew
>
T
W =—»Aa
T
k;T o, T
(O S — - g
0w =

Fig. 5.26. Locul de transfer al sistemului discret
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Din figurd se constata ca locul de transfer H; (jw) al sistemului reprezinti o
dreapta paraleld axei ordonatelor la distanta — k;T /2 situatd in cadranul III.

Pentru valoarea frecventei w = w, S-a calculat si s-a trasat punctul cu
kT k;T wT
coordonatele (— — — 5 ctg 7).-
Exemplul 5.12 [15]. Ce considera partea continud a sistemului din exemplul
5.8 (fig. 5.25) care este 0 conexiune serie a elementului cu inertie de ordinul unu cu

f.d.t. H(s) si elementul de retinere de ordin zero cu f.d.t. Hgz(s):

1—e~Ts

H(s) = —— Hgg(s) = ——,

Tys+1'

unde k este coeficientul de transfer, T, — constanta de timp, T — perioada de
esantionare.
Se cere sa se determine locul de transfer Hj (jw) al sistemului deschis discret.
Solugionare. Se determina f.d.t. a sistemului deschis cu elementele Tnseriate:

k
s(Tys+1)

Hy(z) = Hgr(s)Hpp(s) = 1_85_“ ko (1—e7Ts)

Tis+1

Se introduce variabila complexi e”s = z si se calculeazi transformata z a
sistemului deschis, utilizand tabelul A3.1, anexa3 cud = e~7/T1:

1 }_ (E) k(1-e"T/T1)z  k(-e~T/T1)  k(1-d)
s(Tys+1)) (z-1)(z—e~T/T1) = z-e-T/T1 ~  z-q °

Ho(z) = k(1 — 27z |

z

Se utilizeaza substitutiile s = jw, z = eT5 = /T, /*T = coswT +
+jsinwT si dupa unele transformari se obtine locul de transfer al sistemului Tn forma:

k(1-d) _ k(1-a) —jarctgc(f;::;id
eJ9T—a  \[1-2dcoswT+d? '

Ha(jow) =

Se variazd w = 0+ /T, se calculeaza si se traseaza locul de transfer al
sistemului deschis H;(jw) care este reprezentat in figura 5.27.

1_d“1moo
k—
1+d k
_C |, R
i 0 A
i w=0
©=T7

Fig. 5.27. Locul de transfer al sistemului deschis cu esantionare
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5.10 Modele intrare—stare—iesire ale sistemelor
automate cu esantionare

Modelele intrare—stare—iesire (ISI) ale sistemului cu esantionare
se pot obtine pe mai multe cai. Se analizeaza doua metode [4, 11, 13, 17].

1. Modele intrare—stare—iesire obtinute din ecuatia cu diferente
finite sau transformata z.

2. Modele intrare-stare—iesire obtinute prin solutia ecuatiei
diferentiale a elementelor inseriate — elementul de retinere ER si partea
fixata PF.

Modele intrare—stare—iesire obtinute din ecuatia cu diferente
finite sau transformata z. Prin aceastd metoda modelul intrare—stare—
iesire se obtine pe cale directa — trecerea de la ecuatia diferentiala la
variabilele de stare.

Se considera f.d.t. a sistemului discret (filtru) cu intrarea x(kT)
si iesirea y(kT):

y(z) _ boz"+byz" 1+ 4by
uz) | zhta;z"ltetan

H(z) =

bo+biz t+tbyz™ :10)) (5.116)

T 1tayzl4az 2+ anz  A(z)

Ecuatia cu diferente finite este:
yk+n)+aylk+n—-1)+--+a,yk) =
= bou(k +n) + hju(k +n—1) + -+ byu(k). (5.117)
Se introduc variabilele de stare:
x1 (k) = y(k),
x(k) =y(k+1) =x,(k + 1),
x3(k) = y(k +2) =x,(k + 1),

Xp(k)=yk+n—-1) =x,(k+1), (5.118)
y(k+n)=x,(k+1).
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Expunem cazuri particulare, admitand ca in expresiile (5.116) si
(5.117) b, =1,by = b; = -+ = b,,_; = 0. Substituim in (5.117) cu
(5.118) si se obtine:

yk+n)=x,(k+1) =
= —ayxp (k) — azxn_1(k) — - —apx, (k) + u (5.119)

Expresia (5.119) are forma variabilelor de stare:

[xik+1D 0 1 0 = 0 ([ 0
x,(k + 1) 0 0 1 0 [|x(®)] o
Hhk+D|=] 0 0 0 1| x| + 0wt
xn(k'+1) —Qp —04p-1 —Ap-2 —.a1 xn'(k) 1
(5.120)
si ecuatia de iesire:
x1 (k)
y(k)=[1 0 - 0] ngk)_ (5.121)
xn (k)

Se dau relatiile (5.120)-(5.121) in forma vector-matriceala:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (5.122)
y(k) = Cx(k),

unde x (k) este vectorul starilor, matricea de stare:

0 1 0 0

0 0 1 0
A=| 0 0 0 1 |

—an —Ap-1 —Ap-2 —aq
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0

0
matricea intrarii B = |0|, matricea de iesire C=[1 0 ... 0].

1
Daca in expresia (5.116) polinomul B(z) = 1, atunci se obtine:

y(2) = —u(z) = :

A(2) zZN+az" 14 tay

u(2). (5.123)

Deoarece x,(k) = y(k), atunci y(z) = x,(z) si expresiei
(5.123) ii corespunde ecuatia cu diferente finite:

apx; (k) +an_1x(k+ 1)+ +a;x;(k+n—1)+x.(k +n) = u(k).
R (5.124)
In cazul cand b,, # 1, si by, by, by, ..., b,_1 # 0, din expresiile
(5.116 ) si (5.123) se obtine:
y(z) = B(2)x,(z) = (b, + bp_1Zz + -+ + byz™)x,(2), (5.125)

careia 1i corespunde ecuatia cu diferente finite:
y(k) = byxy (k) + by_1x,(k+ 1) + -+ byx, (k + n), (5.126)

unde componenta x, (k) este solutia ecuatiei (5.124).
Prin variabilele de stare din (5.118) partea dreapta a expresiei
(5.126) este:

y(k) = bpx;(k) + by_1x5(k) + -+ + byxp (k) + boxp, (k + 1).
(5.127)
Se substituie in (5.127) cu (5.119) pentru x,, (k + 1) si se obtine:

y(k) = (by — boan)x1(k) + (bn—1 — bo@n-1)x(k) + - +
+(by — byay)x, (k) + byu(k). (5.128)
Schema structurala aferenta ecuatiilor (5.119) si (5.127) prin

variabilele de stare este data in figura 5.28.
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y(k)
bO bl bz bn—l bn
k A A A A
Gl P S Py G ey N N e Y P
x, (k)
—Txp(k+1) X x,(k) X y v
aq a,; An—1 an
i
Fig. 5.28. Schema-bloc informationala a sistemului
cu esantionare in variabilele de stare
Expresia (5.128) este ecuatia de iesire in forma matriceala:
x1 (k)
k
y(Kk) = [(by = botn) (bros = bottn-1) - (by = boap)] |2 | + byu(k)
xn (k)
(5.129)
sau in forma vectoriala:
y(k) = Cx(k) + bou(k). (5.130)
Daca b, = 0, expresiile (5.126) si (5.127) au forma:
x1 (k)
k
y(K) = [By by-y - by] [*249)] (5.131)
c
xn (k)
x(k)
y(k) = Cx(k). (5.132)

n final, ecuatiile discrete in forma vector-matriceala au forma:
x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k), (5.133)
y(k) = Cx(k) + du(k).
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Schema-bloc structurald generalizata aferenta ecuatiei (5.133)
prin variabilele de stare este data in figura 5.29.

> d
. G+ ) ] %y(k)
u(k)
A K

Fig. 5.29. Schema-bloc informationala aferenta realizarii (5.133)

Modele intrare-stare—iesire obtinute prin solutia ecuatiei
diferentiale ale ansamblului ER+PF.

Se considera partea continua reprezentatd de elementul de
retinere de ordinul zero si partea continud descrisda de ecuatia
diferentiala vector-matriceala si ecuatia de iesire:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.134)
y(t) = Cx(t) + du(t). (5.135)
Solutia sistemului (5.134) in conditii initiale x(0) se da prin
relatia:
x(t) = (O)x(0) + [, ®(t — DBu(t)dr. (5.136)
Matricea de transfer a starilor este o matrice exponentiala, care
se reprezintd ca un ir:

any

B(e) = et = Ty

(5.137)

Daca semnalele de intrare u(t) si de iesire y(t) sunt discretizate,
atunci descrierea sistemului discret n spatiul starilor se poate obtine din
(5.134), (5.136) cand la partea continua exista elementul de retinere de
ordinul zero si marimea de intrare este:

u(t) = u(kT) cand kT < t < (k + DT.
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Tn acest caz, pentru starea initialda x(kT) solutia (5.136) a
ecuatiei de stare pe intervalul kT < t < (k + 1)T are forma:

x(t) = d(t — kT)x(kT) + u(kT) [ ®(t — T)Bdt. (5.138)

Atunci pentru momentul de timp t = (k+ 1)T starea se
determina prin relatia:

x((k + DT) = ©(T)x(kT) + u(kT) f(k+1)T

" ®((k + )T — 1)Bdr.

(5.139)
Se introduce o noua variabila m = (k + 1)T — T pentru care
derivata acesteia este dm = —d si expresia (6.139) devine:

x(k +1) = O(T)x(k) + u(k) [ ®(m)Bdm.  (5.140)

Pentru a simplifica descrierea se introduc notatiile:
A, =0(T) =T, B, = [ ®(m)Bdm.  (5.141)

Ecuatia (5.140) cu (5.141) se transforma in forma:
x(k+1) = A x(k) + Byu(k) (5.142)

si ecuatia iegirii este:
y(k) = Cx(k) + du(k). (5.143)
Daca se aplica transformarea vectorului starilor x de tipul:
v =Tx,

atunci se poate schimba baza spatiului starilor, care permite a obtine si
alte forme de reprezentare ale sistemelor discrete si, in locul ecuatiilor
(5.142)-(5.143), se obtin ecuatiile:

vk +1) = A,v(k) + Byu(k), (5.143")
y(k) = Cpx(k) + du(k),

unde 4, =TA, T}, B, =TB,,C, = CT 1,
Se expun procedurile de solutionare a ecuatiilor cu diferente in
baza ecuatiilor (5.142)-(5.143).
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Prima metoda se reduce la construirea procedurii recurente
pentru succesiunea datd a semnalului de intrare u(k) Tn conditiile
initiale cunoscute x(0). Aceasta procedurd se reprezintd prin
succesiunea:

x(2) = A;x(1) + Byu(1) = A3x(0) + A, B,u(0) + Byu(1),
x(k) = A¥x(0) + ¥, AL Bu(k — 0).

Tn sistemul (5.140), primul termen constituie solutia libera a
ecuatiei cu diferente, iar al doilea termen — solutia fortata a sistemului.
Marimea de iesire se determina prin ecuatia (5.143).

Metoda a doua de solutionare a ecuatiei cu diAferen‘;e se aplica
dacd semnalul discret este dat in transformata z. In aceste cazuri,
ecuatiile de stare (5.142) se reprezinta prin transformata z si se obtine:

z[x(z) — x(0)] = A;x(2) + B1u(z)
sau dupa transformare se obtine:
x(z) = [zI — A"z x(0) + [zl — A;]"'Bju(2). (5.145)

Ecuatia de iesire este:

y(z) = Clzl — A;]7 'z x(0) + [C[zI — A;]7 B, + d]u(z).(5.146)

Comparand ecuatia (5.145) si (5.144), se constata:

A = Z7Y[zI - Az} (5.147)

Utilizand ecuatia (5.146), se determina f.d.t. discreta in conditii
initiale nule x(0) = 0:
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B(z) adj[zI-A4]

y(2) _ -1
= H(Z) = C[ZI Al] Bl +d= A(z ) det[zI-A4]

e B, +d.

(5.148)

Deoarece termenul [zI — A;]™! = adj[z] — A;] A™(z) este

adjuncta, iar A(z) = det[zI — A,] determinantul matricei caracteristice
(ecuatia caracteristicd), atunci f.d.t. discreta (5.148) va avea forma:

B(z) Cadj[zI—Al]Bl+dA(z)
A(z) det[zI-44]

H(z) = Clz —A{]"'B, +d = . (5.149)

Se substituie expresia (5.142) cu (5.143) pentru valorile lui x(k)
in conditia x(0) = 0 si se obtine marimea de iesire in forma:

y(k) = $¥ , €AV Byu(k — i) + du(k). (5.150)
Daca semnalul de intrare este treapta unitara discreta:

1,cand k =0,

u(k) = {0, cand k > 0, (5.151)

atunci semnalul de iesire discret y(k) reprezinta functia pondere:

d, cand k =0,
y() = wk) = {CA" B, candk =1,2,. (1%

Din ultimele expresii se poate obtine legatura dintre functia de
transfer discreta si functia pondere in forma:

H(z) =Y2ow(k)z™* =d + CcA¥ 'Byz7* (5.153)
Chestionar si probleme

1. Explicati notiunea de discretizare a semnalelor. Evidentiati tipurile de
discretizare.

2. Prezentati un impuls dreptunghiular si numiti parametrii impulsului.

3. Ce prezintd modulatia semnalelor? Explicati tipurile de modulatii ale
semnalelor.
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4. Explicati ce reprezintd elementul de discretizare ideal si real.

5. Prezentati clasificarea sistemelor discrete dupd modulatie.

6. Prezentati modelul matematic al elementului de retinere de ordinul zero.

7. Ce reprezinta perioada de esantionare si din ce conditii se alege valoarea
acesteia?

8. Prezentati schema-bloc functionald si structurala a sistemului cu
esantionare si numiti elementele functionale si dinamice.

9. Din care conditii se alege locul de conectare a elementului de retinere in
structura sistemului cu esantionare?

10. Ce reprezinta partea fixata a sistemului cu esantionare?

11. Explicati diferenta dintre sistemul cu esantionare si sistemul numeric.

12. Care sunt avantajele sistemului automat discret?

13. Explicati diferenta dintre sistemul liniar in timp continuu si sistemul liniar
cu esantionare.

14. Prezentati esantionarea semnalelor x(¢t) = 1(t), x(t) = t si x(t) = t2.

15. Explicati notiunea de ecuatie cu diferente finite si ce reprezintd diferenta
finita?

16. Cum se introduce notiunea de variabila complexa z la descrierea unui
element dinamic sau a sistemului?

17. Determinati functia de transfer in z pentru elementul dinamic integrator.

18. Determinati functia de transfer in z pentru un element dinamic cu inertie
de ordinul unu.

19. Determinati functia de transfer in z pentru un element dinamic cu inertie
de ordinul doi.

20. Se considera functia pondere a elementului cu inertie de ordinul unu cu

coeficientul de transfer k si constanta de timp Ty :
w(t) = Lt/
To

unde T este perioada de esantionare. Determinati functia de transfer in z a elementului
si comparati-o cu functia de transfer obtinuta in p. 18.

21. Se considera functia de transfer H;(z) a sistemului deschis. Prezentati
functiile de transfer ale sistemului Inchis si pentru eroarea sistemului cu reactie
unitara.

22. Pentru sistemul deschis cu functia de transfer H;(z) determinata in p. 18,
calculati functia de transfer a sistemului Inchis.

23. Pentru sistemul deschis cu functia de transfer H; (z) determinata Tn p. 18,
calculati functia de transfer a erorii sistemului inchis.
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6 STABILITATEA SISTEMELOR
AUTOMATE CU ESANTIONARE

6.1 Conceptul de stabilitate

O formulare mai cunoscuta si relativ precisa a conceptului de
stabilitate este cea de stare de echilibru a unui sistem termodinamic. Tn
acest caz, starea de echilibru a sistemului automat se considera stabila
cand sistemul sub influenta unor conditii externe sau interne, cu actiune
permanenta sau trecdtoare, evolueaza spre o noud stare de echilibru
stationara sau dupa caz revine la initiala stare de echilibru [4, 8, 9, 11-
14,16, 17, 20].

Calitatea unui sistem de a fi stabil se poate manifesta ca urmare
a modificarii:

1) modificarii unei sau unor intrari ale sistemului;

2) modificarii unor parametri ai sistemului;

3) modificarii structurii sistemului.

Se mentioneaza faptul cd sistemele tehnice sunt utilizabile
numai daca sunt stabile.

Tratarile prezentate in continuare se refera la sistemele fizice sau
modelele dinamice cu timp discret in forma transferului intrare stare
initiald—iesire ca si concept de stabilitate interna.

Se considera modelul matematic al sistemului discret prezentat
n transformata z cu f.d.t. discreta in forma:

y(z) _ boz™+biz™ '+-+by  B(2)
r(z)  apz"+a z" l+-ta,  A(2)

H(z) = (6.1)

Daci in expresia (6.1) se substituie z = g, care este operatorul
de deplasare, atunci se obtine ecuatia cu diferente in forma:

(apq™ + a,q™ ' + -+ ay)y(k) =
= (boq™ + b1 @™ + -+ by (k) = f (k). (6.2)

Solutionarea ecuatiei cu diferente finite (6.2) inseamna a gasi
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sirul y(k), atunci cand se dau sirul f(k) si conditiile initiale ce dau o
solutie unica si se obtine:

1
y(k+n) = —a—[aly(k +n—1)++ap1yk+1)+
0

+any (0] + - f (), (6.3)

dupa care se calculeaza toate valorile lui y(k) pentru k =0,1,2, ...,
cunoscand f(k) si wvalorile y(0),y(1),...,y(n—1) si conditiile
initiale.

Proprietatile dinamice ale sistemului cu esantionare CcuU
modulatie in amplitudine sunt apropiate proprietatilor dinamice ale
sistemelor automate liniare continue.

Solutia ecuatiei cu diferente finite care descrie dinamica
sistemului (6.2) are forma:

y(k) = yi(k) + yr(k), (6.4)
unde y; (kT) este componenta libera a sirului-solutie ca solutie omogena
care descrie procesul tranzitoriu al sistemului in baza proprietatilor
interne, yr(kT) — componenta fortatd care descrie regimul stationar al
sistemului ca raspuns la semnalul de referinta ca o solutie neomogena

(particulara) cu diferente.
Solutia ecuatiei omogene:

A(Qy(k) = (apq™ + a;q™ ' + -+ an)y(k) = 0, (6.5)

vvvvv

y(k) = e™ = (e")* = p* (6.6)

si ecuatia caracteristica se reprezinta ca ecuatie algebrica in forma:
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AB) =af*+ a;p" 1+ -+ a,_1f+a, =0, (6.7)

unde radacinile  pot fi nule, reale distincte, cu multiplicitate, complex-
conjugate.

= 1,n, atunci acestea sunt liniar independente si solutia ecuatiei
caracteristice va fi:

yi(k) =X ¢ {‘(’

unde c; sunt constante arbitrare.

Definitia 1. Conditiile necesare si suficiente de stabilitate ale
sistemului discret sunt: cand timpul tinde la infinit componenta libera
tinde catre zero si se exprima in forma:

lim y, (k) = 0, (6.8)
care este solutia ecuatiei cu diferente omogene din (6.5).

Daca se utilizeaza f.d.t. discretd (6.1), atunci ecuatia
caracteristicd se reprezinta prin transformata z:

A2D)y(2) = (agz™ + a;z" 1 + -+ a,)y(z) =0, (6.9)
de unde rezulta ecuatia caracteristica a sistemului:
A(z) = apz™ + ayz" 1+ -+ a, = 0. (6.10)

Solutia ecuatiei (6.10) cand sunt radacini distincte este:

y(k) = XLy iz, (6.11)

unde ¢; sunt constantele de integrare, z; — radacinile ecuatiei
caracteristice.
Conditiile necesare si suficiente de stabilitate a sistemului
automat discret Tn baza la (6.10) se formuleaza in modul urmator.
Definitia 2. Sistemul automat discret este stabil daca si numai
daca toate radacinile ecuatiei caracteristice (6.10) sunt mai mici dupa
valoarea absoluta ca unitate |z;| < 1.
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Definitia 3. Sistemul automat discret este instabil daca exista
radacini ale ecuatiei caracteristice (6.10) mai mari dupa valoarea
absoluta ca unitate |z;| > 1.

Definitia 4. Sistemul automat discret este la limita de stabilitate
daca existd radacini ale ecuatiei caracteristice (6.10) dupa valoarea
absolutd egale cu unitatea |z;| = 1.

In planul complex al radicinilor, definitia de stabilitate a
sistemului cu esantionare (6.10) va avea urmatoarea formulare.

Definitia 5. Sistemul automat discret este stabil, daca si numai
daca toate radacinile ecuatiei caracteristice (6.10) sunt alocate Tn
interiorul cercului unitar cu centrul in origine (fig. 6.1, a).

M Imz i

/ é Imv

Pl.z s PL.v
]
Y 7

Rez‘ = Rev ~

0 g 0 g
%%4/ Z
-
Y

a) ~1 b)

Fig. 6.1. Conditiile de stabilitate a sistemului cu esantionare

Definitia 6. Sistemul automat cu esantionare este instabil, daca
afara cercului unitar.

Definitia 7. Sistemul automat cu esantionare este la limita de
stabilitate, daca exista radacini ale ecuatiei caracteristice (6.10) alocate
pe cercul unitar.

Se considerd un sistem automat continuu cu radacinile s; = o; +
tjw;, i = 1,2,..,n(fig. 6.1, a) si acest sistem se discretizeaza in timp,
atunci se obtin radacinile sistemului discret in forma:

z; = eSiT = g%iTgtjoiT (6.12)
si cerinta ca |z;| < 1 se transforma in inegalitatea:
le%T| < 1, (6.13)

care conduce la cerinta (fig. 6.1, a, b):
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a; < 0. (6.14)

Solutionarea ecuatiilor cu diferente este dificila si pentru a
depasi aceasta dificultate se utilizeaza criteriile de stabilitate [4, 8, 13,
17].

6.2 Criterii de stabilitate

Pentru studierea stabilitatii sistemului discret descris in baza
modelor intrare—iesire se aplica criterii de stabilitate de doua tipuri:

1. Criterii algebrice specifice sistemelor cu esantionare Shur-
Cohn, Jury si criterii bazate pe extinderea criteriilor algebrice din clasa
sistemelor liniare continue Routh, Hurwitz.

2. Criterii frecventiale (de pulsatie), de regula, prin formulari
grafo-analitice in planul Mihailov si planul Nyquist.

6.2.1 Criteriul de stabilitate Shur-Cohn

Se considera ecuatia caracteristica a sistemului automat discret:
A(z) = apz™ + a1 z" 1+ -+ a, = 0. (6.15)

Conform criteriului  Shur-Cohn, din coeficientii ecuatiei

caracteristice (6.15) se construieste tabelul 6.1.
Tabelul 6.1. Criteriul Shur-Cohn

an Ap-1 a; Qo
Qo a; An-1 an
a _
A= n Co2 = Ci2 = Ch-12 =
a _ _
0 | =apq—Ma; | =ap —Ma =a9 —Ma,
Cn-1,2 Cn-2,2 Co,2
A, = Co3 = C1,3 =
= Co.2 = Cp—1— = (2
Cp— _
n-12 Aoz A2Cn-32
Cn-2,3 Cn-3,3




In primul rand se inscriu coeficientii ecuatiei caracteristice in
ordinea a,, a,_1, ..., a4, ag, iar in randul al doilea coeficientii ecuatiei
caracteristice se scriu in ordinea inversa ag, a4, ..., Ap_1, Ay.

Coeficientii din randurile urmatoare impare se calculeaza prin
analogie cu criteriul Routh, iar in randurile pare se inscriu coeficientii
calculati in randurile impare, dar in ordine inversa. Astfel, se calculeaza
toti coeficientii A;, I = 1, 2, ..., n si se completeaza tabelul 6.1.

Definitia 8. Pentru ca sistemul discret sa fie stabil, este necesar
si suficient ca toti coeficientii din coloana unu a tabelului 6.1 dupa
valoarea absoluta sa fie mai mici ca unitate [A;| < 1,i = 1,2, ...,n.

Acest criteriu poate fi realizat pe calculator.

6.2.2 Criteriul de stabilitate Hurwitz

Extinderea criteriilor Hurwitz si Routh se bazeaza pe utilizarea
unei transformari conforme de forma [4, 8, 12-14, 17, 20]:

z= Z—: sau z = i—x (6.16)
care transforma toate punctele din interiorul cercului de raza unitate al
planului complex z (puncte ce caracterizeaza sistemul stabil) in puncte
situate Tn semiplanul stang al planului variabilei complexe v sau w (fig.
6.2, a, b).

Fig. 6.2. Convertirea cercului unitar din planul z in planul v
Ca rezultat, pornind de la functia de transfer H(z) a sistemului,
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se determind o functie de transfer pseudocontinua H (v) sau H(w), care
are proprietatea cd polii aferenti respectd precizarea admisa, apoi, pe
aceasta baza, se pot aplica criteriile Hurwitz, Routh, devenite astfel
extinse si pentru cazul sistemului cu esantionare.

Se considera ecuatia caracteristica (6.15) a sistemului discret cu
coeficientii cunoscuti:

A(z) = apz"+a;z" 1+ +a,_1z+a, =0.

Se aplica substitutia variabilei z cu variabila v (6.16) si dupa
unele transformari Se obtine ecuatia caracteristica In noua variabila v:

v+1

AW) = aoCD" + (=
=a@v+D)"+av+ )"+ ta v+ D) +a,v-1D" =
=A,(W)"+ A W)+ + A, v+ A, =0. (6.17)

Observatie. Relatia de transformare (6.17) nu trebuie acceptata
ca o readucere a polilor planului z in polii ai sistemului continuu
discretizat, deoarece prin aceasta transformare nu este evidentiatd nici
intr-un fel perioada de esantionare T. Efectul discretizarii asupra
stabilitatii sistemului se manifesta prin conversia initiala continuu (s)
n discret (z).

Exemplul 6.1. Se considera ecuatia caracteristicd a sistemului discret in
transformata z:

ST e G T g =

A(2) = agz® + a,2% + ayz + a; = 0.

Se cere sa se determine ecuatia caracteristica in transformata complexa v.

Solutionare. In ecuatia caracteristica se substituie variabila complexa z cu
variabila complexd v conform (6.16) si dupd unele transformari se obtine ecuatia
caracteristica in noua variabild complexa:

A _ 17+13 1J+12 v+1
(V)—ao(m) +a1(17—1) +a3v—1

=av+ 13 +a@w+1D2w-D+a;(v+Dw-1D2+a,v—-1)3=
= A0U3 +A1U2 + sz +A3 = 0,

+a, =

unde coeficientii Ay, A;, A,, Az sunt reprezentati prin coeficientii primari prin
relatiile:

AO = Qg + a, + a, + as, Al = 3(a0_a3) + a, — a,,
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AZ = 3(a0+a3) — aq — A4y, A3 =ayg— a4 + a, —as.m

Pentru determinarea stabilitatii sistemului dat de expresia (6.17)
se utilizeazi criteriile de stabilitate Routh si Hurwitz. In tabelul 6.2 se
dau conditiile necesare si suficiente de stabilitate a sistemului cu
esantionare conform criteriului Hurwitz, exprimate prin coeficientii
initiali ai ecuatiei caracteristice de gradul 1, 2, 3, 4 a sistemului si
determinantii respectivi.

Tabelul 6.2. Conditii de stabilitate ale sistemului discret

Gradul ecuatiei Conditii de stabilitate
caracteristice n
1 Ag=ag+a; >0,
Ai=ay—a; >0
2 Ay =ag+a,+a, >0,
Ay =ag—ay+ay, >0,
A; =2(ag—ayz) >0
3 Ay =ag+a,+a, +az >0,

Ay =3(ap—az) +a; —a, >0,

A, = 3(agtaz) —a, —a, >0,

Az =ag—a;+a,—az >0,
A,=A1A;, — Ap43 >0

4 Ay=ag+a,+a,+az+ay >0,
Ay =4(ag—ay) +2(az —aqy) >0,
A, =6(ag +ay) — 2a, >0,

Az =4(ag —ay) + 2(ay —az) >0,
Ay =ag—a,+a, —az+ay >0,
A,= A1A, — Apd; >0,

As= A1A;, — ApAs = A3, — A4, >0

Exemplul 6.2. Se da ecuatia caracteristica de gradul trei a sistemului cu
esantionare cu coeficientii cunoscuti:

A@z) =apz® + a1z +ayz+a; =23+ 0222 +z+1=0.
Se cere sa se verifice stabilitatea sistemului automat cu esantionare dupa

criteriul Hurwitz.
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Solutionare. Conform tabelul 6.2, pentru sistemul de gradul trei se verifica
inegalitétile cu coeficientii ecuatiei caracteristice:

Ay=apta,+a,+a3;=1+02+1+1=32>0,
A; =3(ap—a3z)+a;—a, =31-1)+02-1=-08<0,
A, =3(apg+az)—a;, —a, =3(1+1)—-02-1=4.8>0,

As;=ay—ay+a,—az;=1-02+1-1=08>0,

Ay,=A1A, — ApA; = —0.8-48—-3.2-08=-638<0.

Sistemul automat cu esantionare la valorile cunoscute ale coeficientilor
ecuatiei caracteristice este instabil, fiindcd a doua inegalitate si determinantul de
ordinul doi au valori negative.m

Exemplul 6.3. Se da ecuatia caracteristicid a sistemului cu esantionare n
variabila complexa v cu coeficientii calculati in exemplul 6.2:

AW) = Agv® + Ajv? + Av + A; = 3.2v3 — 0.8v2 + 4.8v + 0.8 = 0.

Se cere sa se analizeze stabilitatea sistemului cu esantionare, utilizand
criteriul Routh.

Solutionare. Din analiza coeficientilor A,, A;, A,, A; se constatd ca
coeficientul A; < 0 si rezultd ca sistemul automat cu esantionare la valorile
coeficientilor ecuatiei caracteristice este instabil.m

6.3 Criterii frecventiale de apreciere a stabilitatii
sistemului cu esantionare

Criteriile frecventiale de determinare a stabilitatii sistemului
discret se bazeaza pe principiul argumentului functiei complexe [4, 8,
12,13, 17].

6.3.1 Criteriul de stabilitate Mihailov

Se considera ecuatia caracteristica a sistemului automat inchis
cu esantionare in transformata z:

A@2) = apz" +a; 2"+ +a, =0 (6.18)

Ecuatia caracteristica (6.18) se reprezinta prin transformata
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Laplace discretd, utilizand substitutia z = e |s_;,, = e/®T si se obtine

functia frecventiala:

A(e7°T) = ag(e/°T)" + a, (e/°T)" L + -+ a,_1e/°T + a, =
=U(w) +jV(w) =0, (6.19)

unde T este perioada de esantionare, iar w este pulsatia, U(w) — partea
reala, V(w) — partea imaginara. Modificand pulsatia 0 < w < %, se
calculeaza partea reala U(w) si imaginara V(w) al functiei (7.19) si se
construieste locul de transfer (hodograful) A(ej ‘*’T), care este
reprezentat in figura 6.3, a.

Definitia 9. Pentru ca sistemul discret sa fie stabil este necesar
si suficient ca la cresterea lui w de la 0 la % functia A(ej‘*’T) s se
roteasca contra orar la unghiul 2mn, unde n este gradul ecuatiei
caracteristice al sistemului Tnchis.

Tn figura 6.3, a sunt reprezentate locurile de transfer la analiza
stabilitatii sistemului cu esantionare de gradul n = 2, utilizand criteriul

Mihailov: curba 1 reprezinta sistemul instabil, iar curba 2 — sistemul
stabil.

‘jV(oo) F(eij)

LS

a)
Fig. 6.3. Criteriile de stabilitate Mihailov a) si Nyquist b)

Q)

Daca locul de transfer A(ej“’T) trece prin origine, atunci
sistemul este la limita de stabilitate.
Din analiza sistemului discret s-a constatat ca sistemul de
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ordinul doi si, in unele cazuri, sistemele de ordinul unu pot fi instabile
cand coeficientii ecuatiei caracteristice sunt pozitivi (ay, ..., a, > 0).
Acest fenomen se observa si din tabelul 6.1 — criteriul Hurwitz — si se
explica prin faptul ca elementul de retinere introduce un defazaj
suplimentar.

6.3.2 Criteriul de stabilitate Nyquist

Tn acest caz, ca si pentru sistemele continue se analizeazi
evolutia sistemului deschis discret. Functia de transfer discreta H,(z)
cunoscutd a sistemului deschis se transforma in locul de transfer,
utilizand substitutia z = eT|;_;, = e/®T i se obtine functia
frecventiald a sistemului deschis:

Hy(e/°T) = P(w) + jQ(w). (6.20)

Tn locul de transfer (6.20) se modifica pulsatia w de la 0 la /T,
se calculeaza si se construieste locul de transfer functia Hy (ej‘”T) a
sistemului deschis (fig. 6.3, b).

Se utilizeazd notiunea de punct critic (-1, j0). Tn figura 6.3, b
sunt reprezentate trei curbe pentru sistemul deschis.

Definitia 10. Sistemul discret inchis va fi stabil daca la
modificarea lui w de la 0 la w/T locul de transfer H,(e/T) al
sistemului deschis nu va inconjura punctul critic (-1, j0) — curba 1.

Definitia 11. Sistemul discret inchis va fi instabil daca la
modificarea lui w de la 0 la /T locul de transfer al sistemului deschis
va inconjura punctul critic (-1, jO) — curba 2.

Definitia 12. Sistemul discret inchis va fi la limita de stabilitate
daca la modificarea lui w de la 0 la /T locul de transfer al sistemului
deschis va trece prin punctul critic (-1, j0) — curba cu linie intrerupta.

Se constata ca stabilitatea sistemului deschis este determinata de
stabilitatea partii continue. Dacd partea continua este stabild, atunci
sistemul deschis cu esantionare cu elementul de retinere este stabil.
Astfel, elementul de retinere nu influenteaza stabilitatea sistemului
deschis cu esantionare, dar are o influenta puternica asupra stabilitatii si
calitatii sistemului Tnchis.
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Pentru perioade mici de esantionare T locul de transfer al
sistemului deschis cu esantionare este cvazicontinuu si coincide cu locul
de transfer al partii continue. Odata cu cresterea perioadei de
esantionare T, la sistemul cu esantionare Se reduce coeficientul de
transfer k al sistemului deschis si performantele sistemului.

S-a constatat ca pentru structuri de sisteme continue instabile si
sisteme cu timp mort locul de transfer al sistemului cu esantionare are
o configuratie care intersecteazd semiaxa pozitivd a ordonatelor si
rezultd ca elementul de esantionare actioneaza in sensul stabilizarii
sistemului.

Pentru aceste tipuri de sisteme automate se recomanda ca
perioada de esantionare sa se calculeze prin relatia T = T/ wg, unde w,
este frecventa la care locul de transfer al partii continue intersecteaza
semiaxa imaginara pozitiva.

6.4 Influenta perioadei de esantionare
asupra stabilitatii sistemului

Se considera sistemul cu esantionare compus din elementul de
retinere EROZ cu f.d.t. Hgg(s) si partea continua cu f.d.t. Hpp(s) =
= k/(Tys + 1). Se calculeaza transformata z de la conexiunea serie a
elementelor sistemului deschis, utilizand tabelul A3.1, anexa 3:
e Ts gk _ k(1—e~T9)

1
H(S) - HER(S)HPF(S) - s Tis+1 - s(Tys+1) '

H(2) = Z(H(s)} = 2 L) S e g f 1o

s(Tys+1) z s(Tys+1)

k(z 1) z _ k(1—-eT/T1)
(— — z—e—T/Tl)) = e T (6.21)

Se determina f.d.t. discreta a sistemului inchis:

k(1—e~T/T1) T
_ H(@) _ T,T/Ti k(1-e™"/"1) _B(®
Ho(2) = 1+H(z) Lka- e T/Tyy = z—e-T/Ti4k(1-e-T/T1)  A(z)’ (6.22)
z—e~T/T1

Ecuatia caracteristica a sistemului inchis este:
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A@)=z—-e "M +k(1-eT/M)=az—a; =0, (6.23)
undeap =1, a; = —e /T + k(1 — e T/T),
Se aplica substitutia z = g si se calculeaza coeficientii
ecuatiei caracteristice A(v):
co=ay—a;=1+e /N —k(1-eT/N),
c=ay+a;=1—e M4 k(1l—e /M), (6.24)

Conditiile necesare si suficiente de stabilitate ale sistemului
sunt: ¢, > 0, ¢; > 0. Conditia pentru ¢; > 0 se realizeaza pentru orice
k > 0, iar conditia ¢y > 0 se realizeaza numai pentru k < k., care se
determina cand ¢, = 0 si din (6.24) se obtine:
1+e"T/T1
1-e-T/T1"

ker = (6.25)

La valori mici ale perioadei de esantionare T <« 0, raportul

T/T; < 1 si aproximarea termenului e~ 7/™ ~ 1 —T/T; determini
valoarea critica a coeficientului de transfer al sistemului deschis:

ke = 22— 1. (6.26)

T

Cand perioada de esantionare T — 0, atunci coeficientul critic

al sistemului deschis k., — oo.
Exemplul 6.4. Se considera ecuatia caracteristicd a sistemului inchis cu
esantionare:
A(z)=z+ kT —-1=0,

unde k este coeficientul de transfer al sistemului deschis, T — perioada de esantionare.
Se cere sd se determine valoarea criticd a coeficientului de transfer k.,
aplicand criteriul Hurwitz.
Solutionare. In ecuatia caracteristici se utilizeaza substitutia variabilei
complexe z cu variabila complexa v (6.16) si dupa transformare se obtine:

A(W) =kTv+2—kT = Ayv + A, = 0.
Conditiile de stabilitate conform criteriului Hurwitz sunt valorile pozitive ale
coeficientilor:

Ay =kT >0si4, =2 —kT > 0.
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Inegalitatea A; = 2 — kT > 0 se egaleaza cu zero si se determind valoarea
ke
2
2—kT =0,k ==
T
Valoarea critica a coeficientului de transfer este k.. = 2/T si limitele de
variatie ale coeficientului de transfer sunt:

0<k<2/Tm

Chestionar si probleme

1. Explicati care ar trebui sa fie radacinile ecuatiei caracteristice ca sistemul
discret sa fie stabil, utilizand relatia (6.11).

2. Prin ce metode se poate determina stabilitatea sistemului discret?

3. Se considera functia de transfer a sistemului deschis:

b
H(z) = T

Determinati ecuatia caracteristicd a sistemului inchis.

4. Numiti tipurile de criterii utilizate la verificarea stabilitatii sistemului
discret.

5. Explicati cum se determina stabilitatea sistemului cu esantionare, utilizand
criteriul Hurwitz.

6. Se considera ecuatia caracteristica:

A(z) = agz? —a;z+ a, = 0.

In ecuatia caracteristica aplicati substitutia z=(w+1)/(v—1) si
determinati ecuatia caracteristica in variabila v.
7. Pentru ecuatia caracteristica a sistemului deschis:

A(Z) = apz* —ayz—a, =0

verificati stabilitatea sistemului inchis cu esantionare, aplicnd criteriul Hurwitz.

8. Verificati stabilitatea sistemului inchis cu esantionare cu ecuatia
caracteristica din p. 3, aplicand criteriul Hurwitz.

9. Pentru ecuatia caracteristicé:

A(z) = 522 —6z+3=0

10. Verificati stabilitatea sistemului inchis cu esantionare cu ecuatia
caracteristica din p. 3, aplicand criteriul Hurwitz.

11. Pentru ecuatia caracteristicd A(z) = 5z2 —kTz+3—kT =0
determinati valoarea critica a coeficientului de transfer k., al sistemului functie de
perioada de esantionare T.
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7 PERFORMANTELE SISTEMELOR
AUTOMATE CU ESANTIONARE

Pentru determinarea performantelor sistemului automat cu
esantionare in regimul tranzitoriu §i stationar se utilizeaza aceiasi indici
de calitate ca si pentru sistemele automate liniare. Indicii de calitate se
clasifica in doua clase: indici directi si indirecti. Indicii directi sunt cei
care se determina dupa raspunsul indicial al sistemului, iar indicii directi

— care se determind prin alte metode fard a apela la procesul tranzitoriu
al sistemului [4, 8, 12, 13, 16, 17, 20].

7.1 Ecuatia raspunsului sistemului cu esantionare

Se considera structura sistemului discret data in figura 7.1,
alcatuitd din elementul real de prezentat cu elementul ideal de
esantionare si elementul de retinere cu f.d.t. Hgp(s) si partea fixata
liniara descrisa de f.d.t. Hpr(s). Conexiunea serie a elementelor liniare
se exprima ca partea liniara echivalenta din canalul direct Hy(s) =
= Hgr(s)Hpp(s). Asupra sistemului actioneaza semnalul de referinta
r(t) si perturbatia p(t). p(t)

.

T .
r(t) £(t) Xe (t). Hyr(s) u(t)= Hpg(s) ZTQV

Fig. 7.1. Structura sistemului automat cu esantionare

Se considera functia de transfer discretd a sistemului deschis a
transferului €*(t) - y*(t):

Ha(2) = £2 = Z{Hgr()Hpp(5)}. (7.0)

Se determina functia de transfer a sistemului automat inchis cu
esantionare:

_ Y@ _ _Ha®) _ BG)
Ho(2) = r(z)  1+Hg(z)  A(2) (7.2)
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Se considera functia de transfer discretd a semnalului de intrare
ca raportul a doud polinoame:

H.(z) = jgi (7.3)

Din (7.2), (7.3) reiese marimea de iesire a sistemului in forma
operationala:

B(2) By(z) _ By(2)
y(2) = Ho(2r(@) = 5558 = 25 (7.4)

Marimea de iesire y(t) a sistemului discret (7.4) la momentele
de esantionare t = kT (sisteme continue, dar vdzute la momentele
discrete ale timpului) se calculeaza, utilizand transformata z inversa:

y(kT) = Z7{H,(D)r(2)}. (7.5)

Se utilizeazd mai multe metode de determinare a originalului
y(kT) dupa transformata z.

Prezentam trei metode de calcul al originalului y(kT) dupa
transformata z, care sunt cel mai des utilizate in practica [4, 9, 12, 13,
17]:

1. Metoda n baza teoremei de calcul al reziduurilor.

2. Metoda dezvoltarii in fractii elementare.

3. Metoda impartirii infinite (sintetice).

1. Tn baza teoremei de calcul al reziduurilor, originalul y(kT)
se calculeaza, utilizand relatia [14, 17, 20]:

y(kT) = %},gﬁy(z)zk_ldz, (7.6)

unde integrala se calculeazd pe conturul I' din planul complex z, care
include in interiorul lui toti polii expresiei integralei y(z)z*~1, ce sunt
punctele singulare ale lui y(z) sau sunt radacinile ecuatiei caracteristice
A, (z) = 0. Cel mai des utilizat contur I este in forma cercului cu raza
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R > max|z;| (fig. 7.2), care incepe Tn originea planului complex z si
include Tn interiorul cercului toate punctele singulare ale lui y(z).

De exemplu, Tn planul z (fig. 7.2) sunt indicate 4 radacini z,, z,,
Z3, z, — ale sistemului automat discret.

Almz

Pl. z
X X
23 %1 \Rez

O »
X
Zs R Z, pl

Fig. 7.2. Planul complex al radacinilor

Integrala (7.6) se calculeaza in baza teoremei reziduurilor [12,
17] ca suma totala a reziduurilor functiei y(z)z*~* in functie de toate
punctele singulare (radacinile) prin relatia:

y(kT) = LiL1 Res, y(2)z", (7.7)

unde z; (i = 1, 2,3, ..., N) sunt punctele singulare ale functiei y(z)z*1.
Daca imaginea y(z) nu contine termenul z, atunci numarul de
puncte singulare se identifica In modul urmator:

N_{n+1 cand k = 0,
“n caind k > 0,

unde n sunt punctele singulare ale functiei y(z).

In aplicatii tehnice expresia y(z)din (7.4) se considera ca
functii rationale si punctele singulare sunt radacinile ecuatiei
caracteristice:

Ay(z) = A(2)A,(2) = 0, (7.8)

care va avea radacinile z;, i = 1,n si acestea sunt polii lui y(z).
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In cazul cand y(z) are poli z; de multiplicitatea p, atunci
reziduurile se determina prin relatia:

k=1 — 1 1 _ k-1
Reszi)’(z)z lm (IJ- 1)| dzMh— 1 [( ZL)HY(Z)Z ] (79)

Daca p = 1 este un poI simplu z;, expresia (7.9) se simplifica:

k-1 k—1].

Res, y(2)z* ™ = lim[(z — z)"y(2)z
z-7;

Mairimea de iesire y(kT) din expresia (7.5) se considera solutia
ecuatiei cu diferente ale sistemului, cand la intrarea lui se aplica
semnalul de referinta sau perturbatia, ca suma componentelor:

y(kT) = y,(kT) + yy (kT), (7.10)

unde componenta libera caracterizeaza procesul tranzitoriu si se descrie
prin expresia:

yi(kT) = ¥, Res; Ho(2) Hy (2)(2)2*7* (7.11)

si componenta fortatd (regimul stationar sau permanent) yy(kT), care
descrie regimul stationar si se exprima prin relatia:

yr(kT) = X7_, Res, Ho(2) Hy(2)z*". (7.12)

In cazul cand polii functiilor din (7.2) si (7.3) sunt reali si nu
sunt egali cu zero, atunci componenta (7.11) va avea forma:

yi(kT) = ¥k, 280 172k, (7.13)

=1 A’(Zi)

iar componenta fortata (regimul stationar) se descrie prin relatia:

yr(KT) = X2_, Ho(z) 2 BT(Z’) Z" (7.14)
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unde z; sunt polii lui Hy(z) (i = 1,n), z; — polii lui r(z) (j = 1,p),
A'(z;) = dA(z;)/dz; — derivata lui A(z;).

Din analiza expresiilor (7.13), (7.14) se observa ca
componentele raspunsului tranzitoriu y, (kT) si y;(kT) sunt functii de
polii f.d.t. H(z) a sistemului discret si a imaginii referintei r(z). Din
expresia (7.14) rezultd cd pentru determinarea componentei yy(kT) nu
este necesar a calcula polii lui Hy(z).

Determinarea polilor z; ai referintei (z) pentru functiile tipice
este o procedura simpla.

Exemplul 7.1. Se considera functia de transfer a sistemului discret H,(z), la

intrarea careia se aplica semnal treapta unitara discreta cu imaginea r(z) = 1(z) =
z _ B(2)
z-1  Ar(2)
Se cere sa se prezinte expresia componentei fortate a sistemului.

Solutionare. Imaginea semnalului are ecuatia caracteristica:

A(2)=z—-1=0, z=1.

Rezultd cd imaginea are un singur pol z; =1 si din (7.14) imediat se
calculeaza componenta fortata:

r(;) Zk =

yr(kT) = Z, 1 Ho(z ) HO(Z]) —Ho(Z)|z=1,

care este constantd pentru toate valorile Iui k.m
Exemplul 7.2. Se considera sistemul descris de f.d.t. discreta:

3z%2-5z+3
47z3-8z242z+4'

Hy(z) =
la intrarea caruia actioneazd semnalul treapta unitara discreta cu f.d.t.:

Br(2)
() =52 =1(2) =

—1

Se cere si se determine valoarea componentei fortate y,(kT) pentru k = 1.
Solutionare. Se determina polul imaginei din ecuatia caracteristicd a
semnalului:
A(2)=z—-1=0, z=1,

care are un singur pol z; = 1.
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Se calculeaza derivata polinomului A, (2):

dAy _ 4 _4a _ _
E = AT(Z) = (Z 1) = 1.

Conform expresiei (7.14) se determind valoarea componentei fortate:

—_ \'P r( ]) k 32z2-5z43 z 1
yy(kT) = J'=1H(ZJ)A( 1) 4 T i sztr2z441

1
|Z]_1 =—-= 0.5,

care, Tn continuare, pentru valori ale lui k = 2,3, ... rimane constanti si reprezinta
regimul stationar al sistemului.m

2. Metoda dezvoltarii functiei y(z)/z n fractii elementare
Dacd imaginea functiei y(z)/z este relativ simpla, atunci

originalul se calculeaza, utilizand tabele ale functiilor in transformata z.
In cazul cand functia de transfer discreti rationala este complexa, atunci
aceasta se dezvolta 1n fractii simple (de ordinul unu) si se prezintd ca
suma acestora. Originalul se determind ca transformata z inversa a
fiecarei fractii care se inmulteste la z si se determina dupa tabelul A3.1,
anexa 3 transformata z inversa.

Imaginea functiei y(z)/z in fractii simple:

y@) _B@) _ & L TR I T 1 Si_ r 1 Fi(2), (7.15)

z A(2) - zZ—Z1 Z—Z, Z—Zn zZ—Zj

unde c; sunt coeficientii necunoscuti care se calculeaza, z,, z,, Z3, ..., Zn,
sunt radacinile distincte (simple) ale ecuatiei caracteristice A(z) = 0,
iar termenii sumei se determina dupa tabelul A3.1, anexa 3.
Descompunerea se face pentru y(z)/z n loc de y(z), deoarece
transformatele z ale sirurilor uzuale contin termenul z la numarator.
Coeficientii c; se calculeaza dupa expresia:

_ B(Zl)
i— Az A( l)

dA (z)

lymzy i = 1,10 (7.16)

Exemplul 7.3 [6]. Se considera expresia polinomului numitorului din (7.2) data
prin relatia:

Hq(2) = HyHepHoHy (2) = = Z{L(s)} = =27 {

kyk3Tys? +k2k3s+k1k2k4} _
S(T15+1)(Ty5+1)(T3s+1)
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_ z—IZ{ Pos+p15+pa } _zl, {P(S)}’

qos*+qy53+q252+q3s z Q(s)

unde parametrii elementelor au valorile: k;, = 2,k, = 5,k; = 0.5,k, = 0.5,T; =55,
T, = 35, T; = 8s, iar coeficientii polinoamelor P(s) si Q(s) sunt: py = k. k3T, =
=12.5p, = kyks =25,p, = kik,k, =5,qy =T,T; =120, q, = Ty T, + 1T +
+T,T;,=79,q, =T, + T,+T; = 16,q3 = 1.

Se cere sa se determine functia de transfer H, ().

Solutionare. Se calculeaza perioada de esantionare in raport cu cea mai mica
constantd de timp dupa relatia:

T = 0.1min{T}, T,, Ts} = 0.1min{5,3,8} = 0.1 * 3 = 0.3 s.
Se calculeaza coeficientii:
d; =e T/ =¢703/5 = 09418, d, = e”7/T2 = ¢703/3 = 0,9048,

d; = e T/Ts = ¢703/8 = 0.9632.

Q(s) = s(qos® + q15° + q25 + q3) = 0,

$;,=0,5, = —Ti: —%: 0.2, 85 = —le —§= —0.3333,

1 2

1 1
s3= =3 = —3 = —0.125.
Avand o radacina nuld s; = 0, polinomul Q(s) = sQ,(s).
Expresia L(s) se exprima in fractii elementare pentru polii simpli p;, p,, Ps,
p,4 In forma:

L) =g 0= b= g g g
1(8) s—51 S—53 §—S3 S—S4

unde coeficientii ¢y, ¢, c3, ¢, sunt coeficientii necunoscuti ai dezvoltarii in fractii
elementare, care prezenta reziduurile functiei L(s) Th polii s, s, s3, S4 §i se calculeaza
prin relatiile:

_ P(s) . _dQ(s) . _
bi _%lszsin(s) - ds y L= 1121 31 41
_ P(s1) _ PoS2+p15+D2 _ 12.5(0)%+2.5(0)+5 _5

2=rg,

T 0(s1) | 4qos3+3q152+qps+qz  480(0)3+237(0)2+32:041 1

1
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_P(s2) _ PoS2+p15+D2 _ 12.5(~0.2)%+2.5(-0.2)+5 5

2 == = 2 > = 3 5 = — = 20.8333,
0(sz)  4qos3+3q152+qys+q3  480(—0.2)3+237(—0.2)2432(=0.2)+1  0.24
_ P(s3) _ PoS?+p15+D; _ 12.5(—0.3333)2+2.5(—0.3333)+5 _ 55554
37 0(ss)  4qos3+3qys2+qps+qs | 480(—0.3333)3+237(—0.3333)2+32(—0.3333)+1  —-1.1101 '
_ P(sa) _ DoS2+Dp15+D, _ 12.5(-0.125)%+2.5(—0.125)+5 _ 48828 _

47T 0(sy) T 4qos3+3q152+qas+qs  480(—0.125)3+237(—0.125)2+32(—0.125)+1  0.2344

= —20.8333.
n expresia L(s), pentru fiecare componenti in s din parantezele figurate,

dupa tabelul A3.1, anexa 3 se giseste corespondenta in transformata z si dupa unele
transformari se determina polinomul H,;(z) in forma:

=2l fby b b3 2
Ha(2) = z 4 { s T (Tys+1) + (Tys+1) + (T3s+1)}

E{M b,z + bz + b3z } _
z—1 Tl(z—e_T/Tl) Tz(z—e‘T/TZ) T3(z—e‘T/T3) -

z

z

+
z-1  (z-dq) (z-dz) (z—d3)

_ z—1{clz 2z c3z C4z } _

_ c1(z=dy)(z—dy)(z—d3)+c5(z2—1)(z—d3) (z—d3)+c5(z—1) (z—d ) (z—d3) ++c4 (z—1) (z—d ) (z—d3) _
(z—d1)(z—dz)(z—d3)

voz3-v1z2+vyz4+v3 _ V(2)

z3-myz24+myz-ms  M(2)'

unde coeficientii au semnificatia:
Vo =cy+cy+c5+cy,
v, = ¢1(dydy +dids +dyds) + (1 +dy +d3) +c3(1 +dy +d3) +
+c (1 +dy +dy),
v, =¢;(dydy + dyds + dyds) + c5(dyds +dy + d3) + c5(dyds +dy +d3) +
+c,(dydy, + dy + dy),
vy = ¢1d,dyds + c3d,ds + cidids + cudyds,
m; =d; +d, +d;, my, =did, +dids + dyd;, my = dqid,ds.
Se calculeazi coeficientii:

by b, b3

51=b0152=_:(33:—,C4=T_,
3

T, Tz

221



¢ =¢T1T,T3 =5-5-3-8 =600, c; =c,T,T; =20.833-3-8 =500,
c3 =¢3TyT3 =—=5-5-8=-200,c4 = ¢,T;T, = —20.8333-5-3 = —312.5,
vy =c¢; +c3+c5+c, =600+ 500—200—312.5 = 587.5,
v; =c¢1(ddy +dids +dyds) (1 +dy, +dg) +c5(1+dy +d3) +
+c,(1+d, +d,) = 1541.8575,
v, =¢;(dyd, + dyds + dyds) + c5(dyds +dy + ds) + c5(dyds +dy +d3) +
+c,(dyd, + dy +d,) = 1578.3935,
vy = c|dydyds + chdyds + chdyds + chdid, = 600 - 0.9418 - 0.9048 - 0.9632 +
+500-0.9048-0.9632 — 200-0.9418-0.9632 —312.5-0.9418 - 0.9048 = 480.5093,
m; =d; +d, +d; =0.9418 + 0.9048 + 0.9632 = 2.8098,
m, = dyd, + dyds + dyds =
=0.9418-0.9048 + 0.9418- 0.9632 + 0.9048 - 0.9632 = 2.6307,
my = dqd,d; = 0.9418-0.9048 - 0.9632 = 0.8208.
Astfel, polinomul H;(z) in forma numerica este:

V(z) _ voz3—v1z%+v,z—v3 _ 587.525-1578.393522+1578.39352—480.5093

Hy(z) = =

M(z)  z3-mqz2+myz-mg3 23-2.809822+2.6307z—0.8208

3. Metoda impartirii infinite (sintetice) in care imaginea y(z) se
reprezintd in forma unui sir dupa puterile descrescitoare ale lui z71.
Metoda constda in realizarea procedurii de Tmpartire nemijlocita a
numaratorului B, (z) la numitorul A, (z) al expresiei (7.4) si rezultd un

sir in z71, unde fiecare termen succesiv reprezinti valoarea ordonatei la

pasul de esantionare egal cu z~*:

__ By(Z) _ botbiz t4biz7 4 4bpz™
Ay(2) ap+a 1z 1+az72+-+apz "

y(2)

=cotciz7l+cz7% + gz 3 + o, (7.17)

unde cy, ¢1, C,,... sunt coeficientii necunoscuti care se vor calcula.
Dupa definitie, transformata z a originalului y(kT) este:
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¥(2) = Loy (kT) z7% = y(0) + y(T)z™" + y(2T)z ™2 + -+ (7.18)
sau Tn domeniul timpului discret se obtine:
y(kT) =y(0)+y(t—-T)+y(t—-2T)+ -+ y(t—mT) + - =

=Yoty1ty2tys+ ot ymt+ -, (7.19)

unde componentele sirului reprezinta valorile ordonatelor yy, k =
=0, 1,2, ... la momentele de esantionare.

Coeficientii ¢y, €1, Cy,...din (7.17) se determina in modul
urmitor. Inmultim termenii din stinga si dreapta ai expresiei cu
numitorul acesteia si se obtine egalitatea:

bo+ bzt + -+ bz =
=(ag+ a1zt + -+ az™(co+ 1z t + cpz72 + -+). (7.20)
In continuare, se egaleazi coeficientii din partea stanga si
dreapta de pe langa aceleasi puteri ale Iui z din egalitatea (7.20) si se
construieste un sistem de ecuatii algebrice, din care se calculeaza

coeficientii necunoscuti ¢y, ¢q, Co,... prin coeficientii cunoscuti by, by,
sl ag, a,, prin expresiile:

......................................... (7.21)

Daca semnalul de intrare este r(t) = 8(t) si imaginea r(z) =
= 1, atunci pentru marimea de iesire se obtine:
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y(2) = Ho(2) - 1 = X_ow(kT) z7%, (7.22)

unde coeficientii ¢, k = 0,1, 2, ... determina functia pondere w(t) la
momentele de esantionare t = kT.

In comparatie cu sistemul continuu in care raspunsul indicial
exista pe o durata mare de timp (t — o), in sistemele discrete sunt
conditii pentru care raspunsul indicial finalizeaza pentru un timp finit si
pentru k > k, componenta libera y;(kT) = 0. Aceasta conditie exista
daca la numitorul expresiei (7.17) coeficientii a; = a, = a, = 0.
Astfel, se obtine conditia timpului finit al raspunsului indicial pentru
care ecuatia caracteristica este A4,,(z) = apz", n = m.

Construirea raspunsului indicial y(kT) se poate realiza si prin
metoda prezentarii lui y(z) in fractii elementare si pentru fiecare fractie
dupa tabelul A3.1, anexa 3 se gaseste corespondenta originalului si se
calculeaza y (kT).

La analiza si construirea procesului tranzitoriu y(kT) al
sistemului discret se solutioneaza urmatoarele trei clase de probleme:

1. Determinarea erorii stationare €(kT).

2. Construirea procesului tranzitoriu y(kT).

3. Determinarea performantelor raspunsul indicial: timpul de
reglare t,., suprareglarea o, timpul de crestere t. etc.

7.2 Aprecierea erorii regimului stationar

Pentru caracterizarea regimului stationar se utilizeaza eroarea
stationara £(kT) si coeficientii erorii ). Pentru determinarea erorii unui
sistem discret inchis supus actiunii semnalelor de referintd r(kT) si
perturbatiei p(kT) se utilizeaza relatia in transformata z:

1 pHp(2)
1+Hg4(2) T(Z) + 1+Hg(2) p(Z),

(7.23)
L este f.d.t. discreta a erorii in raport cu referinta
1+Hg4(z) >

PHp(2)
r(2), Hsp(z) = #d(z)

€(z) = He (2)7(2) + Hsp(z)p(z) =

unde Hg,(z) =
- f.d.t. discretd a erorii In raport cu
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perturbatia p(z) care actioneaza asupra sistemului prin elementul
functional cu f.d.t. discretd H,(z), Hy(z) — f.d.t. discreta a sistemului
deschis.

Eroarea sistemului (7.23) in domeniul timpului se calculeaza in
baza teoremei valorii finale a originalului prin relatia:

g(o) = zlir?o e(kT) = lZi_r)r}Z;—ls(z). (7.24)

Se dau relatiile de calcul al erorii sistemului la actiunea
semnalelor tipice discrete.

La semnalul treaptd unitara discreta 1(t) = kT = 1, pentru
sistemul discret stabil eroarea procesului tranzitoriu se determina prin
relatia:

B(O) _ 1

g(0) = llm e(kT) = 20— T

(7.25)

Pentru sistemul discret static cu modulatie in amplitudine
eroarea (o) # 0 daca f.d.t. H;(0) # oo.

Dacd sistemul discret contine in partea liniard un element
integrator, atunci eroarea (o) = 0 si sistemul este astatic.

Dacid la intrarea sistemului discret se aplica semnalul treapta
discreta r(t) = ry1(t), atunci transformata z este r(z) = rozf—l si
eroarea se calculeaza prin relatia:

Eksoo(KT) = llm e(kT) = 11 r(z) =

51 z 1+Hd(z)

=limZ22—— 7, L = lim—2—. (7.26)

z—1 z 14+Hg(2) OZ—1 z—1 14+Hg(2)

La semnalul de referintd rampa r(t) = r;t = r;k (cu viteza
constantd) prin imaginea:

T.
r(z)=n ﬁ
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eroarea sistemului dupa viteza se calculeaza prin expresia:

Eksoo(KT) = ’11=r(r>10 e(kT) = illnﬂ

1 z 1+H4(2)

r(z) =

1 1 Tz 1 1 T

= lim

= 11im .
z—>1 z 1+H4(2) (z—1)2 z—12Z—11+H4(2)

(7.27)

La semnalul de referinta parabold r(t) = r,t?/2 (cu acceleratie
constanta) prin imaginea:

_ T?rpz(z+1)
r@) =S

eroarea sistemului dupa acceleratie se calculeaza prin expresia:

1 T?rpz(z+1) _
31z 1+Hd(z) 2(z-1)3

Ekooo(KT) = hms(kT) = 11

_ 1 TZry(z+1)
£_>1 1+H4(z) 2(z-1)2 ' (7.28)
Daci semnalul de referinti este 7(t) = 7, t* /k! prin imaginea:

_ rkasz(z)
r@) =

unde Py (z) este un polinom de gradul (k — 1) sicarelaz =1 P, (1) =
= 1 si eroarea sistemului se calculeaza prin expresia:

. . 1 rkasz(Z) _
Sk—mo(kT) = llmgk(zkz) £I—>1 Z 1+Hd(z) (z—1)k+1

k
= lim —— T TkPe® (7.29)

z-11+Hg(2) (z—-1)k

Se considera un sistem discret deschis cu astatism descris cu
f.dt.:
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1
H(Z) = mHl(Z) (730)
cu v=0,1,2,.., iar H;(z) nu are zerouri si poli egali cu unu.
Substituim (7.30) in (7.29) si dupa unele transformari se obtine expresia
pentru eroarea sistemului:

0 candk <v,

k
e(kT) = Hrk(Tl) cand k = v, (7.31)
1

oo cand k > v.

Din analiza expresiei obfinute rezulta ca sistemul va avea
eroarea stationara nula daca gradul de astatism al sistemului va fi mai
mare decat ordinul semnalului (k < v).

Procedura expusa de calcul a erorii sistemului se aplica
preponderent pentru semnale tipice. Daca semnalul de referinta nu are
forma standard, atunci pentru calculul erorii sistemului se pot utiliza
metodele de calcul al coeficientilor erorii sistemului.

7.3 Coeficientii erorii sistemului discret in regim stationar

Eroarea sistemului discret Tnchis in transformata z la actiunea
semnalului de referinta va avea forma:

€(z) = Her (2)1(2), (7.32)
iar in domeniului timpului prin functia pondere:
e(kT) = Th=o Wer (L — OT) 7 (kT). (7.33)

Semnalul (kT) se reprezinta in sirul Taylor prin derivatele
acestuia si dupa unele transformari expresia (7.33) devine:

Exoo(KT) = X2 cpr O UT), (7.34)
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unde coeficientii c; se calculeaza prin expresia:

e = (kT2 % k=0,12,... (7.35)
Cocficientii ¢, din (7.35) caracterizeaza performantele
sistemului in regim stationar si se numesc coeficientii erorii sistemului.
Coeficientul c, este coeficientul erorii de pozitie, c; = k,, — coeficientul
erorii de viteza, iar ¢, = k, — coeficientul erorii de acceleratie.
Calculul coeficientilor dupa relatia (7.35) este dificil. Pentru a
simplifica calculul coeficientilor ¢, se utilizeaza relatii care reprezinta
legatura dintre coeficientii erorii si f.d.t. discreta a erorii sistemului data
de expresia:

1
Cr = EHOR(Z)|Z=1! k = O, 1, 2, . (736)

unde Hy, (z) se determina prin expresii recurente:

7 dHg -1(2)

Hoo(Z) - HET‘(Z)’ Hok(Z) - T dz ' k - 1, 2, . (737)
Din relatiile (7.36), (7.37) rezulta ca coeficientul erorii de

pozitie ¢y = Hg,-(1), iar pentru a calcula coeficientii ¢y, Cy,... este
. . . dHy—-1(z
necesar a calcula derivata f.d.t. discreta Ll().
Exemplul 7.4. Se da functia de transfer a erorii sistemului discret H,,.(2) =
= Z_—106 si perioada de esantionare T = 0.1 s.

Sa se calculeze coeficientii erorii sistemului ¢, ¢4, C,.
Solutionare. Se determina coeficientii erorii dupa relatiile (7.36), (7.37):

1 1
Co = Hep (2)] =1 = mlz:1 == 2.5,
— str(Z) a 1 _ _ 01z
Hop (2) = Tz 222 = 0175 (=) = )
0.1
&1 = Hoy(Dlsm1 = =~ 255 o = =0 = —0.625,
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_ dHy1(2) _ a 0.1z _ _ 0.01z(z—0.6)
Hop(2) = Tz 2 = 0,12 ( ) =

dz \(z-0.6)2 (z-0.6)3 '
0.01z(z-0.6)
¢, = Hyp(2)]5=1 = —leﬂ = 0.25.m

Pentru sistemul discret cu astatism de gradul v primii v + 1
coeficienti ai erorii se determina prin relatia:

k

Y = T(Z”_;lr)(,fhzzl, k=012..,v. (7.38)

Sistemul discret este astatic daca in componenta sistemului
existd elemente integratoare in obiectul de reglare (f.d.t. in s va avea
termenul 1/s) sau in regulatorul discret (in f.d.t. va fi termenul
z/(z = 1)).

Coeficientii erorii pot fi calculati, reprezentand f.d.t. discreta in
sir dupa (1 — z71):

1

_ _ C1oq -1 [P o -1N2 L
H.(z) = THaG) = co + . a-zYH+ T2 A-zH*+-+
¢ -1
+ (L= ) (7.39)

Din (7.39) rezulta ca pentru sistemul static coeficientul erorii
de pozitie se determina prin relatia:
_ 1

co = lim — (7.40)

751 14Hg(z) ~ 14K’

unde k = H;(1) este coeficientul de transfer al sistemului deschis
discret.

Daca sistemul discret contine astatism de gradul unuv = 1,
atunci coeficientul ¢, = 0, iar coeficientul c; se calculeaza prin relatia:

¢, = lim r L (7.41)

791 (- 2 D(1+Ha@) Ky
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unde k; = H;(1) in regim stationar.

Daca sistemul cu esantionare are astatism de gradul doi v = 2,
atunci coeficientii ¢, = ¢; = 0, iar coeficientul c, se calculeaza prin
relatia:

. 2T? 272
¢, = lim > =—
z-1 (1-z7H)" (1+Hq(2)) ko

, (7.42)

unde k, = H;(1).

7.4 Construirea raspunsului indicial
al sistemului cu esantionare

Tn sistemul automat liniar continuu procesul tranzitoriu se
termina la infinit (¢ — oo). In comparatie cu sistemele liniare continue,
in sistemele discrete procesele tranzitorii pot sa se termine intr-un
numar finit de perioade de esantionare k,,, astfel incat:

y(kT) = y(ky,T) = y(0), pentru Vk > k,y,. (7.43)

Daca conditia (7.43) este valabila, atunci raspunsul indicial al
sistemului discret este optimal si sistemul se numeste optimal dupa
rapiditatea raspunsului indicial.

Conditiile ca raspunsul indicial al sistemului sa fie optimal se
obtin din functia de transfer discreta a sistemului:

boz™+b1z™ L +b zM 24t byy,

apz™+a,z" 1+ayz" 2+ +ay

Hy(z) = ms<n (7.44)

si raspunsul indicial dureaza un numar finit de perioade de esantionare
n conditia cand coeficientii de la numitor:

a=a,==a,=0,a,#0 (7.45)

si atunci timpul de reglare t, = nT, unde n este ordinul sistemului, iar

T perioada de esantionare.
Exemplul 7.5. Se considera sistemul Tnchis discret, alcatuit din elementul de
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retinere de ordinul zero cu f.d.t. Hzz(s) si partea continua descrisd de functia de
transfer Hpp(s) = ko/(Tys + 1) = ko/(2s + 1) cu perioada de esantionare T =
=0.1 s.

Se cere sa se determine valoarea parametrului k, pentru care raspunsul
indicial al sistemului este optimal.

Solutionare. Functia de transfer a canalului deschis se determinad ca
conexiune serie a elementului de retinere si partea fixata:

Ho(s) = Hpp(s)Hpp(s) = =5 Ko

s Tys+1’

iar f.d.t. discreta se calculeaza dupa tabelul A3.1, anexa 3 si se obtine:

Ha(@) = Z{Hgr () Hpr(5)}) = 022 () =

S(T15+1)
ko(z—=1) z(1-e 7TV ky(1—e™01/2)  0.0488k,
Tz (z-D(z-e"T/T1) T (z—e~01/2) T z-09512

Se determina f.d.t. discreta a sistemului nchis:

_ Hy® 0.0488k¢ by
Ho(2) = 1+4Hg(z) ~ z-0.9512+0.0488ky  aoz+a;’
unde a, = 1, a; = —0.9512 + 0.0488k,,.

Din numitorul f.d.t. Hy(z) din relatia (7.44) se calculeaza valoarea optimala
a coeficientului k, si se obtine:

= —0.9512 + 0.0488k = 0, kop; = —ro = 19.4918.m

0.0488

Exemplul 7.6. Se considera sistemul Tnchis cu esantionare descris cu f.d.t.:

h@_ 1 B®
Ho(2) = r(z)  z2-15z+05  A(2)

la actiunea semnalului treapta unitara discretd r(z) = 1(z) = z/(z — 1).
Se cere sa se calculeze raspunsul indicial al sistemului Th domeniul timpului
discret prin metoda fractiilor elementare.

A(z) =2z>—-15z+05=(z—05)(z—1) =0.

Se prezintd raspunsul indicial Tn raport cu intrarea treapta unitara discreta:

B(z) 1
h(Z) - HO(Z)T(Z) - A(Z) (Z) = 22—1.52+0.5ﬁ =
z _ 1 z z

T z3-2.52242z-05  (z-05)(z-1)z—1  (z—0.5)(z—1)2’
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Rédacinile polinomului caracteristic h(z): z, = z, = 1, care sunt multiple si
z5 = 0.5.

Ultima expresie a lui h(z) se prezintd in fractii elementare cu coeficientii
necunoscuti, care se calculeaza dupa tabelul A3.1, anexa 3 (coeficientii necunoscuti
se determina din sistemul de ecuatii algebrice) si se obtine:

h(z) _ 1 _ 1 _a cy c3 4 4 2

= = = = + .
z z3-2.522422z-0.5  (2-0.5)(z-1)2 z-05 z-1 (z-1)2 z-05 z-1 (z-1)2

Pentru fiecare componenta a sumei imaginii h(z)/z dupa tabelul A3.1, anexa
3 se gaseste componenta In domeniul timpului discret si se calculeaza sirul:

z
(z-1)2

h(k) = 4z {2} — a4z {2 4 2271

— k _
o8 }=405) — 4+ 2k, k>0,

Se calculeaza valorile lui h(k) care reprezintd ordonatele la momentele de
esantionare pentru 5 valoriale lui k = 0,1, 2, 3, 4:

k=0, h(0) =4(05)°—4+2-0=0,
k=1,h(1) =405 —4+2-1=0,
k=2 h(2)=4052—-4+2-2=1,
k=3 h(3) =4(05)°%-4+2-3=25,
k=4 h(4) =4(05)*—4+2-4 =425

Tn figura 7.3 se reprezinta raspunsul indicial pentru 5 perioade de esantionare.

h@)

(.,
I
k-

v

o
bﬂ
N
ﬂ
w
»ﬂ
N
hﬁ -

Fig. 7.3. Raspunsul indicial al sistemului cu esantionare
Exemplul 7.7. Se considera f.d.t. a sistemului discret inchis din ex. 7.5:

Ho@) =22 = =20

r(z)  2z2-1,5z+0,5  A(z)’

La intrarea sistemului actioneaza semnalul treapta unitara discreta cu f.d.t..
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r(z) =1(z) = il

-
Se cere si se calculeze raspunsul indicial al sistemului Tnchis, utilizand
metoda coeficientilor necunoscuti.
Solutionare. Marimea de iesire a sistemului se dd in forma operationala
n z~1 in raport cu referinta treaptd unitard discretd si se prezintd prin sirul
coeficientilor necunoscuti ¢y, ¢q, €3, €3, C4, Cs:

=@ _ =1 oz _ z -
h(z) = Alz) Hy(2)r(2) = z2-15z4052z—-1  2z3-2.5z2422-0.5
b22_2 5

-1 -2 -3 -4 -
= =Cy+C1Z + cyz + c3z + cuz +ccz
ap—a,z"1+ay,z"2-azz"3 0 1 2 3 4 5 !

unde coeficientii au semnificatiile: b, = 1,a, =1, a; = 2.5, a, = 2,a; = 0.5.
Inmultim termenii din stdnga si dreapta ai expresiei cu numitorul acesteia si
se obtine egalitatea:

b,z?2=(ag—a,z7 ' +a,z7? —azz 3 +a,z7%) -

> (co+ izl +cz72+ 3273 + cuz7* + c5z75.

Tn continuare, egaland coeficientii din stinga si dreapta de pe langa aceleasi
grade ale lui z, se construieste sistemul de ecuatii algebrice:
a0C0 = 0,
agc; —a ¢y = 0,
agCy, — a1¢; + aycy = by,
ApC3 — A1Cy + aycq — azcy = 0,
AgCy — A1C3 + aycy, —azcq = 0,
QApCs — A1C4 + ayc3 — azcy = 0,
din care se calculeaza coeficientii necunoscuti ¢y, ¢, C5,... prin coeficientii cunoscuti
b,, bz si agy, a4, a,, az, a,:
co=0,¢,=0,¢c;,=1,¢c3 =2.5,¢c, =4.25,¢c5 = 6.125

si se reprezinta sirul iesirii:

h(z) =co+c1z7t+ 272+ c32 3 + cpz* + cgz75.
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in domeniul timpului discret raspunsul indicial are forma:
h(k) = 0-h(0) + 0+ h(1) + h(2) + 2.5h(3) + 4.25h(4) + 6.125Ah(5)
sau:
h(kT) = 0-h(0) + 0-h((k — 1)T) + h((k — 2)T) + 2.5h((k — 3)T) +
+4.25h((k — 4)T) + 6.125h((k — 5)T).

Rezultatul obtinut este acelasi ca si in ex. 7.5.

Exemplul 7.8. Se considera marimea de iesire a sistemului cu esantionare din
exemplul 7.5:

- = 5@ _ rz z
h(z) = Hy(2)r(2) = A(z)  z2-15z+05z-1  2z3-2.5z2242z—0.5

Se cere sd se calculeze raspunsul indicial h(k) Tn timp discret pentru 6
perioade de esantionare, utilizind metoda impartirii numaratorului B(z) la numitor
A(2).

Solutionare. Se efectueaza impartirea numaratorului B(z) la numitorul A(z)
a fractiei pentru 5 perioade de esantionare si se obtine sirul in z~ (fig. 7.4):

z | z3 =252z +2z-0.5
Z—25422"1—05272 272425273 +4.2527* + 6125275 + -
042.5 —2z71 +0.5272
2.5—-6.25z271 45272 —1.25273
0+4.25z71 — 45272 +1.25z73
0+4.25z71 —10.62527% + 85273 —2.1252z~*
0+6.125z72 —7.252z73 4 2.125z~*

Fig. 7.4. Operatia de impértire a polinoamelor
In rezultatul impartirii polinoamelor s-a obtinut sirul in z~* de forma:
h(zY) =272+ 25273 +4.2527* + 6.12527°.

In domeniul timpului discret se obtine raspunsul indicial prezentat prin
valorile ordonatelor la momentele respective de esantionare Tn forma:

h(k) = h(0) + h(1) + h(2) + h(3) + h(4) + h(5) =
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=0-h(0)+0-h(k—1)+1-h(k—2)+25h(k —3) +
+4.25h(k — 4) + 6.125h(k — 5),

unde valorile ordonatelor sunt: h(0) = 0, h(1) =0, h(2) = 1, h(3) = 2.5, h(4) =
= 4.25, h(5) = 6.125.

In comparatie cu rezultatul din exemplul 7.3 s-a obtinut acelasi raspuns
indicial.m

Exemplul 7.9. Se considera structura sistemului discret deschis alcatuita din
elementul ideal de esantionare, elementul de retinere de ordin zero si elementul
integrator si prezentata cu functia de transfer:

k
Hy(z) = —y

unde k este coeficientul de transfer al sistemului, T — perioada de esantionare.
Se cere sa se construiasca raspunsul indicial al sistemului inchis cand la
intrare actioneaza semnalul treaptd unitard discretd cu imaginea 1(z) = z/(z — 1)
pentru cazurile cadnd kT = 0.5; 1; 1.5 si numérul de perioade de esantionare k = 0, 6.
Solutionare. Se determina functia de transfer a sistemului nchis:

Hy(z) = M2 = Ha@ _ _kr

1(z)  1+Hg(z)  z+kT—-1"

Se exprima marimea de iesire a sistemului inchis in forma operationala:

kT z
Z+kT-12z-1"

h(z) = Hy(2)1(2) =

Marimea y(z) se prezinta in fractii elementare:

z z z z
&) = a2 ¢TIk

Se utilizeaza tabelul A3.1, anexa 3 si pentru ambele componente se determina
transformata z si se obtine expresia raspunsului indicial in domeniul timpului:

h(kT) = 1(kT) — (1 — kT)*.

Dupa relatia obtinutd pentru raspunsul indicial s-au efectuat calculele si
rezultatele sunt incluse in tabelul 7.1, iar In figura 7.5 sunt reprezentate alurile
raspunsurilor: alura 1 pentru kT = 0.5, alura2 — kT = 1, alura 3 — kT =1.5. Alura 2
este raspunsul indicial optimal cu timpul de reglare t,, = kT = 1.
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Tabelul 7.1. Raspunsul indicial al sistemului cu esantionare

Raspunsul Numairul perioadei de esantionare k
indicial 0 1 > 3 7 5 5
h(0.5) 0 0.5 0.75 0.875 | 0.9375 | 0.9688 | 0.9844
h(1) 0 1 1 1 1 1 1
h(1.5) 0 15 0.75 1.125 | 0.9375 | 0.9688 | 0.9844
Y h(kT)
1.51 ,
1.0 : T
os| )~
L ey
0 1T 2T 3T AT 5T 6T g

Fig. 7.5. Alurile raspunsurilor indiciale ale sistemului cu esantionare

Exemplul 7.10. Se considera functia de transfer a sistemului discret deschis
(din ex. 7.8):

kT
Hy(z) = Py
unde k este coeficientul de transfer al sistemului deschis discret, T — perioada de
esantionare.

Se cere sd se determine eroarea stationara a sistemului inchis cand la intrare
actioneazd: 1) semnalul treaptd unitara discreta r(t) = 1(t), 2) semnal rampa r(t) =
= bt, 3) semnal paraboli de gradul unu r(t) = bt2.

Solutionare. Se determind functia de transfer a erorii sistemului inchis la
actiunea semnalului treaptd discretd prin imaginea r(z):

Hy(z) =22 = 1

r(z)  1+Hg(z)  z+kT-1'

Se da expresia Tn forma operationala a erorii:
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&(z) = H(2)r(2) =

Z+kT~ 1r(z)

1.1. Se calculeaza eroarea sistemului la actiunea semnalului treapta unitara
discretd cu imaginea r(z) = 1(z) = z/(z — 1), aplicand relatia (7.26) si, deoarece
functia de transfer a sistemului deschis are polul z =1 (H;(z) = ), eroarea este
egald cu zero:

z

g(o) = 11m e(kT) = llm—s(z) = lim 22

z—1 Z z+kT- 1

2.1. Se reprezinta imaginea pentru semnalul rampa:

bTz
(z-1%

r(z) = bt(z) =

2.2. Se reprezintd expresia erorii In forma operationald pentru semnalul
rampa:

bTz bTz

e(z) = H.(9)t(z) = =

z+kT— 1(z 12 (z+kT-1)(z-1)

2.3. Se calculeaza eroarea sistemului, aplicand relatia (7.27) la actiunea
semnalului rampa si se obtine eroarea egald cu o constanta:

bT b
E(OO) = 11m S(kT) = llm—E(Z) = £1—>1 Z m E

3.1. Se reprezinta imaginea pentru semnalul parabola de gradul unu:

bT?(z+1)
r(z) = bt(z) = s

3.2. Se reprezintd expresia erorii in forma operationald pentru semnalul
parabola:

z—1 bT?z bT?z

€(z) = Hy(2)t*(2) = =

Z+kT-1(z-1)3  (z+kT-1)(z-1)%’

3.3. Se calculeaza eroarea sistemului Thchis discret, aplicand relatia (7.28) la
actiunea semnalului de intrare de tip parabola de gradul unu si se obtine eroarea
sistemului egala cu infinit:

bT?z
8(00) llm £(kT) llm—S(Z) 11 m-= m = 0
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7.5 Aprecierea performantelor raspunsului
indicial al sistemului cu esantionare

Performantele raspunsului indicial al sistemului automat cu
esantionare, timpul de reglare t,., suprareglarea o, timpul de crestere t,
etc. se determina prin doua grupe de metode: metode directe si metode
indirecte.

Metodele directe permit determinarea performantelor sistemului
discret dupa raspunsul indicial construit ca solutie a ecuatiei cu
diferente finite sau prin simularea sistemului cu esantionare, cand la
intrare se aplicad semnalele de referintd si perturbatie treaptd unitara
discreta, utilizand pachete de programe.

Dupa metodele indirecte se pot determina performante ca timpul
de reglare t, si suprareglarea o, aplicand metoda alocarii poli-zerouri,
criterii sumare (integrale), metode frecventiale etc.

Prin metoda poli-zerourilor se determina gradul de stabilitate:

n= min{—ln|zp |} (7.46)

si gradul de oscilanta:

L= tge = |§| (7.47)

unde z, sunt ridicinile ecuatiei caracteristice a sistemului cu
esantionare CU z, = —a + j®©, ® = wT.

Pentru criteriile sumelor se prezintd prin relatiile pentru
integrala liniard J; si integrald pétratica J,:

J1 = 2o €(k) = X5 (h(k) — h(0)), (7.48)
J2 = X5 €2 (k) = X5 (h(k) — h())?, (7.49)

unde e(k) = h(k) — h(o) este eroarea sistemului, h(k) — marimea
iesirii sistemului, h(c0) — marimea de iesire a regimului stationar.
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7.6 Elemente de corectie in sisteme discrete

n etapele de construire a sistemelor discrete, proprietatile lor de
stabilitate si calitate pot si nu satisfaci cerintele impuse. In aceste
cazuri, in structura sistemului discret se introduc elemente de corectie a
proprietatilor sistemului. Se utilizeaza elemente de corectie liniare si
discrete, care se aplica respectiv la partea liniara si la partea discreta a
sistemului [17].

Elementele de corectie se conecteaza in structura sistemului
discret in serie, in paralel si in reactie respectiv la partea liniard si
discreta.

Alegerea si modul de conectare a elementelor de corectie liniare
la sistemele liniare au fost expuse in cadrul disciplinei Teoria sistemelor
automate.

Tn continuare, vom descrie modul de conexiune a elementelor
de corectie discrete. In calitate de elemente de corectie discrete se
utilizeaza elemente de calcul si filtre discrete.

Tn figura 7.6 se dau schemele structurale ale sistemului automat
discret cu aplicarea elementelor de corectie discrete cu conexiune serie
(fig. 7.6, a), cu conexiune in paralel (fig. 7.6, b) si cu conexiune in
reactie (fig. 7.6, c).

Tn structurile sistemelor automate discrete (fig. 7.6, a, b, ¢) sunt
reprezentate functiile de transfer: H.(z), H.,(z), H.3(z), care sunt
functiile de transfer discrete ale elementelor de corectie conectate in
serie, in paralel si in reactie, Hgg (s) — functia de transfer a elementului
de retinere de ordinul zero, Hpr(s) — functia de transfer a partii fixate,
H,(s), H,(s) — functii de transfer si semnalele: r(t) este referinta, y(t)
— marimea de iesire a sistemului, €(t) — eroarea sistemului, €*(t) —
eroarea discreta.

Expunem functia de transfer discreta a sistemului deschis cu
conexiune Tn serie a elementului de corectie discret, in paralel si in
reactie:

Ha(2) = 2 {22 et (2), (7.50)

N

239



Ho(z) =2 {B250 4 h, (=2 (22), (750)

z;lZ{Hl(s)Hz (s)}

S

125N )

T «
r(t) ?E(t))i £ (t_,) Hcl(z)—>T(—> Her(s)—»Hpr(s) 22

a)

T *
10, O Y ol 1 Hy(5) P4

H;(z) = (7.52)

A

Lyl Hep (2K —p{Heg (5)

b)
T *
() ~e® Xt ® Hyr(s)—»| Hi(s) Hy(s) %4
ety ()] =X
c)

Fig. 7.6. Structura sistemului automat discret cu
conexiuni de elemente de corectie discrete

Alegerea si conectarea tipului de corectie discretd in structura
sistemului se efectueaza din considerente ca structura de realizare a
elementului de corectie discreta sa fie cat mai simpld, care sd conduca
la obtinerea stabilitatii, performantelor impuse si robustetei ridicate a
sistemului automat discret.

Chestionar si probleme
1. Explicati cum se obtine ecuatia operationala a marimii de iesire a

sistemului Tnchis discret.
2. Ce reprezinta metoda in baza teoremei de calcul al reziduurilor?
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3. Prezentati metoda dezvoltarii in fractii elementare de calcul al marimii de
iegire a sistemului discret.

4. Dati exemplu de calcul al marimii de iesire a sistemului discret, utilizind
metoda impartirii infinite.

5. Prezentati relatiile de determinare a erorii sistemului discret la actiunea
semnalului de intrare treaptd unitara discreta.

6. Prezentati relatiile de determinare a erorii sistemului discret la actiunea
semnalului de intrare rampa discreta.

7. Prezentati relatiile de determinare a erorii sistemului discret la actiunea
semnalului parabola discreta.

8. Explicati ce reprezinta coeficientii erorii sistemului si cum se calculeaza.

9. Se considera functia de transfer a sistemului deschis discret:

Ha(2) = ;5

zZ—

Calculati eroarea sistemului inchis discret la actiunea semnalului de intrare
treapta unitara discreta.

10. Se considera functia de transfer a sistemului deschis discret de la p. 9 si
calculati eroarea sistemului inchis discret la actiunea semnalului de intrare rampa
discreta.

11. Se considera functia de transfer a sistemului deschis discret:

k z
Ha(2) = o — =5

Determinati eroarea sistemului inchis discret la actiunea semnalului de intrare
treaptd unitard discreta.

12. Se considera functia de transfer a sistemului deschis discret de la p. 11,
calculati eroarea sistemului Inchis discret la actiunea semnalului de intrare rampa
discreta.

13. Cum pot fi determinate performantele sistemului automat discret?

14. Ce reprezinta elementele de corectie si de ce se utilizeaza acestea in
structura sistemului discret.

15. Ce tipuri de conexiuni ale elementelor de corectie se utilizeaza in structura
sistemului discret?
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8 SISTEME AUTOMATE NUMERICE
8.1 Schema functionala si structurali a sistemului numeric

Sistemele de reglare automata cu calculator de proces, Tn care se
realizeaza algoritmii de reglare, se numesc sisteme numerice de reglare
automata (SNRA) (fig. 8.1) si in care semnalele se discretizeaza in nivel
si in timp. Discretizarea in nivel se realizeaza (cu rotunjiri si trunchieri)
in convertorul analog-numeric (CAN), iar discretizarea in timp se
realizeaza cu multiplexorul cu perioada de esantionare T [1, 2, 4, 8, 10-
14, 17].

lp(t)
r(t) CT_s(t) CAN z(}({t)): N u(k): ena O b y(¢)

Fig. 8.1. Schema functionala a sistemului numeric de reglare automata

Multiplexorul si convertorul analog-numeric CAN se realizeaza
intr-un singur bloc. Semnalul numeric al convertorului analog-numeric
CAN se proceseaza de calculatorul (CALC) si, in continuare, semnalul
se transmite convertorului numeric-analog (CNA) (cel mai frecvent
utilizat este elementul de retinere), care la iesirea lui ,,construieste”
semnalul continuu intre doud momente de esantionare consecutive pe
baza esantioanelor si 1l transmite elementului de executie din
componenta partii fixate (PF). Perioada de timp t,, necesard pentru
prelucrarea semnalului in canalul convertor analog-numeric—procesor—
convertorul numeric-analog, se impune sia fie mai mica decat
constantele de timp ale elementului de executie si ale obiectului de
reglare. Deoarece perioada de timp t, de prelucrare a semnalului pe
segmentul canalului numeric este neglijabild, semnalele la intrarile si
iesirile acestora Se sincronizeaza [11-13, 17].

In elementele numerice ale sistemului automat se utilizeaza
module cu un numar mai mare de biti si atunci efectul discretizarii In
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nivel se neglijeaza, iar sistemul se analizeaza ca sistem automat cu
modulatie in amplitudine §i esantionare, in care partea discreta
(procesorul) se prezinta ca un filtru liniar discret (FD) (fig. 8.2).

y(t)

T T
r® £() —»| EN —» FD» | EN —)‘—b ER u(t):
T D s 1

Fig. 8.2. Schema-bloc functionala a sistemului numeric cu cuantizare

lp(t)
PF

Semnalul discret al filtrului FD se proceseaza de elementul de
retinere ER (cel mai practic utilizat este elementul de retinere de ordinul
zero). Efectele discretizarii in nivel ale semnalelor la intrarea si iesirea
procesorului sunt reprezentate prin elementele neliniare (EN).

Tn schema-bloc structurald a sistemului numeric (fig. 8.2) partea
fixatda PF continud se descrie de f.d.t. Hpp(s). Convertorul analog-
numeric CAN se considera element ideal cu esantionare in timp al
semnalului continuu al erorii €(t) si la iesirea acestuia se obtine
semnalul discret al erorii €*(t).

Realizarea algoritmului numeric de prelucrare a informatiei in
calculator dintre marimea de intrare €*(t) (e(k)) si marimea de
conducere (iesire) u*(t) (u(k)) se reprezinta prin f.d.t. discreta Hz(z),
numit regulator numeric (RN) sau filtru discret FD (fig. 8.3).

lp(t)
* t
r0,e® E—(t)> Hg(2) u(k=) Hgg(s) e Hpr (s) y(| :
— e(k)
yr(t)

Fig. 8.3. Schema-bloc structurala a sistemului numeric

Semnalele e(kT) si u(kT) reale se reprezinta ca o succesiune de
coduri. Perioada de esantionare T a elementului de discretizare se alege
in concordantd cu perioada de verificare a traductoarelor din conturul
respectiv.

Convertorul numeric-analog CNA se reprezenta ca element de
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retinere de ordinul zero (EROZ) descris de f.d.t. Hgr(s) (7.47) ca
element cu functionare in timp continuu-discret.

8.2 Modelul matematic al sistemului numeric

Partea liniara continua in sistemul numeric este 0 conexiune
serie a elementului de retinere cu f.d.t. Hgg(s) cu partea fixata cu f.d.t.
Hpp(s) si se obtine f.d.t. echivalenta:

Hpc(s) = Hgr(s)Hpp(s), (8.1)

iar Tn transformata z cu f.d.t. discreta:

-1 H C
Hpc(2) = Z{Hgr($)Hpr(s)} = 22 (T2} = 28 =22 (8.2)

Semnalele de intrare se transmit in calculator prin
multiplexoare, iar iesirile din calculator prin demultiplexoare.

Functia de transfer discretd a regulatorului numeric RN se
reprezinta in forma cu operatori de intarziere:

—1y _ @™ _eE™Y) _ qotqiz ' +4qrz"
Hr(z™) = gz P(z7Y)  po+piz l+-+psz™S (83)

unde gy, g, si Do, s Sunt parametrii de acord ai regulatorului.
Ecuatia operationald a regulatorului este:

u(z" ) (po+p1z7t 4+ psz™) =
=e(z Qo+ @z + -+ q277) (8.4)

Sau

1
u(z™) = o [piu(z D) (Prz7t + -+ psz™%) +
0

244



+e(z V(o + qz71 + -+ qrz7)]. (8.5)

Tn domeniul timpului discret, marimea de conducere din (8.5) se
exprima prin relatia recurenta:

u(le) = pi[—plu(k C 1) = ppulk = 2) — = poulk — ) +
0

+qoe(k) + que(k — 1) + -+ + q,e(k — )] (8.6)

sau in forma generalizata:
() = -~ i pu(k =0+ ~Tioqe k=D, (87)

Mairimea de conducere curenta u(k) (8.6)-(8.7) se calculeaza
prin valorile curente si anterioare ale marimii de conducere si ale erorii
sistemului, iar programul se realizeaza pe calculator, reprezentat in
forma canonica de realizare a algoritmului recurent de ordinul n (fig.

8.4).
% :T: i ? ? w(®)
do q1 q> dn—1 an
yy 7y 7'y y'y

e(k) o[ [*1[ | [*2 1 _4] [*n
—> > 71 > z > 7-57:: z 1 z >

v v

Pn—1 Pn

Fig. 8.4. Forma canonica de realizare a algoritmului recurent de ordinul n

Functia de transfer a sistemului numeric inchis in operatori cu
avans se descrie prin relatia:
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( ) Y(Z) Hgr(z)Hpc(2) B(Z) bOZm+blzm_1+"'+bm (8 8)
T r(z)  1+4HrR(DHpc(z)  A(z)  agzM+aiznl+--+an '
sau in operatori cu intarziere:
-1 1 m-n m-1-n_ ... -n
HO(Z_l) — y(z™) _ B(z™") _ boz +b,z +-+bpz (89)

r(z”h)  A(z™Y) ap+a 1z t++anz "

Pentru functia de transfer discreta a sistemului numeric (8.9)
ecuatia operationala are forma:

ay(z D +aiz7ly(z) + -+ ayz y(zH) =
=boz™ ™r(z7Y) + byzZ™ " r(z7) + -+ bz "r(z71) (8.10)

sau in conditia m = n ecuatia recursiva este:

1
y(k) = @ [—a1y(k = D—ayy(k —2) = —azy(k —n)) +

+byr(k) + byr(k —1) + -+ b,r(k — n))]. (8.11)

Ecuatia recursiva a expresiei (8.9) in forma generalizata este:
y(kT) = _a_ H 1p13’((k l)T) + Zl 0qir ((k —T). (8.12)

Marimea de iesire discreta curentd y(kT) a sistemului numeric
se calculeaza prin valorile curente si anterioare ale iesirii si ale marimii

de referinta.
Exemplul 8.1. Se da functia de transfer a partii fixate cu parametrii cunoscuti:

ke™ ™S _ 05e”°
(Tys+1)(Tzs+1)  (2s+1)(5s+1)’

Hpp(s) =

Se cere sa se elaboreze algoritmul de reglare numerica pentru modelul partii
fixate si sa se determine raspunsul indicial al sistemului sintetizat la semnalul de
intrare treaptd unitard discreta.
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Solutionare. Se determind perioada de esantionare prin relatia:
T = 0.1min{Ty; T,} = 0.1min{2; 5} = 0.2 s.

Se reprezinta elementul de retinere de ordin zero cu functia de transfer:
1 -T
Hpp(s) zg(l —e %)

Algoritmul PID numeric se obtine din algoritmul PID continuu, utilizand
metoda trapezului de aproximare si dupad unele transformari se obtine algoritmul
numeric Tn transformata z:

2(z-1)
2(2 DgTerey A
IT(z+1)

1

_ qoz’+q1z+q; _ Q(2)
p122-p2 P(z)'

unde k,, T;, T4 sunt parametrii algoritmului continuu si au valorile numerice k,, =
=3.65,T; = 1.773 5, T; = 4.916 s, iar parametrii regulatorului numeric sunt functii
de parametrii algoritmului continuu si perioada de esantionare T

qo = zkade + 4Tde + TZ, ql = 8Tde - 2T2,
q, = 4T;T, — 2k, T;T + +T?, py = 2T,T, p, = 2T;T.

S-a sintetizat algoritmul PID numeric cu functia de transfer discretd si
parametrii calculati:

-2

Hpyp(2) = w(@) _ Q(z) _ qoz’+q1z+qz _ qo+q1z 1 +qzz
PID &z)  P(2) I p1—ppz2

_ qo/p1tq1/p1z t+qz/p127% _ qy+qiz " +qhz? _ 52.8665-98.2071z 1+45.6664z 2

1-p,/p12~2 1-p5z~2 1-z72

Se reprezintd marimea de conducere u(z) cu modelul obiectului in forma
operationala:

u(2)P(z) = Q(2)e(2),
w(@)(A —pyz7?) = e(2)(qo + q127" + q327%),
u(z) = prz~2u(z) + qoe(2) + qiz71e(2) + qrz7%e(2).
Ultima expresie operationald se Tnscrie Tn domeniul timpului discret:
u(kT) = pyu((k — 2)T) + qoe(kT) + q1e((k — DT) + qz((k — 2)T).
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S-a obtinut algoritmul de reglare numeric in forma recursiva de ordinul 2.

S-a efectuat simularea structurii sistemului numeric ih KOPRAS, iar
raspunsul indicial este prezentat in figura 8.5, care este un proces aperiodic.

h(t) R

: ]

/ t *(10,s

L] 1 z a ] H L] T [ L]

Fig. 8.5. Raspunsul indicial al sistemului numeric

Chestionar si probleme

1. Numiti si explicati elementele functionale si functiile lor din structura
sistemului automat de reglare numerica.
2. Care este diferenta dintre schema-bloc functionala a sistemului automat
cu esantionare si sistemului numeric?
3. Explicati cum se determina perioada de esantionare a sistemului automat.
4. Prezentati forma operationald a algoritmului de reglare PID numeric In
transformata z.
5. Se considera functia de transfer a algoritmului PID:
-1 -2
Hpp(2) = = 932_3 z+_422
Prezentati expresia marimi de iesire Tn timp discret.
6. Pentru functia de transfer a algoritmului de reglare PID de la p. 5, cand la
intrarea lui se aplica semnal treapta unitard discreta, prezentati ecuatia operationala.
7. Pentru functia de transfer a algoritmului de reglare PID de la p. 5, cand la
intrarea lui se aplicd semnal treapta unitara discretd, prezentati ecuatia recursiva.
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9 SEMNALE STOCASTICE IN SISTEME AUTOMATE
9.1 Introducere

Procesele in sistemele automate se determinda de conditiile
initiale si de semnale, care actioneaza asupra sistemului. Tn general,
conditiile initiale si semnalele pot fi considerate procese aleatorii si
atunci si procesele 1n sisteme de asemenea vor fi procese aleatorii
(stocastice).

Sistemele automate care functioneaza in conditii reale sunt
supuse actiunilor a doua tipuri de semnale deterministe si stocastice [9,
12, 14, 17-20]. Semnalele deterministe reprezintd referinta sau
perturbatia care actioneaza asupra sistemului si se descriu de functii
analitice cunoscute, care permit cu anticipatie sa descrie evolutia
acestor semnale.

Tn multe cazuri, semnalele de referinta si perturbatiile nu pot fi
descrise de functii analitice si, deci, aceste semnale pot fi descrise cu
aproximare — au evolutie probabilista (aleatorie) [9, 17].

Semnalele stocastice se clasifica in semnale de referinta x(t),
care contin informatia necesard pentru conducere (semnal util),
perturbatii sau semnal zgomot p(t), care perturbeaza semnalul de iesire
y(t) al sistemului automat (fig. 9.1).

(F0)

x(t) SRA y(®)

Fig. 9.1. Actiunea semnalelor stocastice asupra sistemului automat

Semnalele de perturbatie si zgomot pot fi atat interne, cat si
externe.

Din aceste considerente este necesara analiza dinamicii
stocastice a sistemului automat supus actiunilor semnalelor aleatorii.

Dinamica sistemelor automate stocastice solutioneaza trei tipuri
de probleme.

1. Determinarea caracteristicilor stocastice ale semnalelor de
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iesire si eroare ale structurii cunoscute a sistemului automat cu
parametrii cunoscuti ai obiectului si regulatorului si cu caracteristicile
cunoscute ale semnalelor de intrare (referinta sau perturbatia).

2. Determinarea parametrilor optimali ai regulatorului
sistemului automat cu structura si parametrii cunoscuti ai obiectului si
caracteristicile cunoscute ale semnalelor de intrare.

3. Determinarea structurii optimale a sistemului automat sau a
structurii optimale a regulatorului dupa caracteristicile cunoscute ale
semnalelor de intrare (referinta sau perturbatia).

Tn sistemele automate, sub actiunea semnalelor stocastice, nu
existd regim stationar, dar sistemul este in regim tranzitoriu, care
permanent trece dintr-o stare in alta si, in rezultat, semnalele iesirii y(t)
si erorii €(t) se modifica si prezintd semnale stocastice.

9.2 Procese stocastice si caracteristicile lor

Functia care la diferite valori ale argumentului reprezintd o
marime aleatorie este functie aleatorie sau stocastica. Functiile
stocastice pentru care argumentul este timpul t se numeste proces
(semnal) stocastic si este notat, de exemplu x(t). In rezultatul unui
experiment se obtine o singurd functie a procesului stocastic x;(t)
numita realizare, dar care poate sd coincida cu procesul stocastic x(t).
Fiecare realizare este o functie determinista.

La studierea dinamicii sistemelor automate se analizeaza
evolutia sistemului la actiunea ansamblului de semnale stocastice x(t)
(fig. 9.2), unde semnalele x,(t), x,(t), x3(t) sunt realizarile
procesului stocastic.

Pentru un moment de timp fixat t = t; realizarea procesului
stocastic x;(t;) Se reprezintd ca o marime cunoscutd, iar valoarea
procesului stocastic x(t;) este o marime aleatorie numita sectiunea
procesului stocastic Tn momentul de timp t,. Insia marimea x(t;) nu
reprezintd valoarea deterministd a procesului, dar se poate determina
printr-o probabilitate ca Tn momentul de timp t, valoarea procesului
stocastic, ca marime aleatorie, poate lua valori in anumite limite.
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Metodele statistice studiaza nu realizarile separate x;(t) care
formeaza multimea x(t), dar proprietatile ntregii multimi prin
proceduri de mediere a proprietatilor acestora.

t; t

Fig. 9.2. Realizari ale procesului stocastic

Proprietatile stocastice ale marimii aleatorie x(t) se determina
dupa functia de repartitie (legea integrala de repartitie sau distributie)
F(x) sau dupa densitatea repartitiei probabiliste (legea diferentiald de
repartitie) w(x). Marimile probabilistice pot avea diferite legi de
repartitie: normala, uniforma, exponentiala etc.

in practica, la analiza sistemelor automate se accepta semnalele,
care au o repartitie normala (de tip Gauss).

Vom studia sistemele automate liniare stabile la actiunea
semnalelor stocastice. Procesele stabilizate nu depind de conditiile
initiale si se determind de actiunea semnalelor asupra sistemului.

Pentru caracterizarea procesului stocastic se utilizeaza notiunile
de functie de distributie F(x,t) si functia densitatea de distributie
probabilista w(x, t) care depind de momentul fixat al timpului ¢ si de o
oarecare valoare aleasd a lui x si sunt functii de doua argumente x, t.

Pentru marimea aleatorie x(t;) (sectiunea procesului aleatoriu
la momentul t;) functia de distributie de ordinul unu a procesului x(t)
este probabilitatea ca valoarea curenta a procesului x(t;) Tn momentul
de timp t; nu va depasi nivelul dat (numarul dat) x;:

Fy(x1, 1) = P(x(t1) < x1). 9.1)
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Daca functia F;(xq,t;) are derivata partiala pe variabila x;,
atunci se obtine functia densitatii de distributie probabilista de ordinul
unu:

OFy (x4,
wy (xy ty) = AL 9.2)
Marimea data de relatia:
Wl(xl, tl)dxl = P(xl < x(tl) S x1 + dxl) (93)

reprezintda probabilitatea cd marimea x(t) este in momentul t = t; In
intervalul de la x; pana la x; + dx;.

Pentru momentele de timp t,t, -, t, sectiunile
x(ty), -, x(t,) ale procesului vor avea repartitiile F;(xq,t;),
Fi(xy, t5), -+, F1 (xp, ) si densitatile probabiliste
w1 (X1, 1), wq (X2, £2), -+, W (xp, £5).

Functiile F;(x,t), w;(x,t) sunt cele mai elementare
caracteristici ale procesului stocastic x(t), ce caracterizeaza procesul
stocastic n sectiuni separate, dar nu este descrisa legatura functionala
dintre sectiunile procesului n diferite momente de timp.

Este necesar a caracteriza si legaturile de interinfluenta a
marimilor aleatorii la momente de timp arbitrare.

Fie ca doud marimi aleatorii x(t;) si x(t,) se refera la doua
momente de timp t; si t, ale unui proces stocastic x(t). Probabilitatea
ca x(t) va fi nu mai mare decat x; in momentul t = t; si nu mai mare
decat x, in momentul t = t, se da prin relatia:

Fy(xq,t15 X2, t3) = P(x(ty) < x1; x(t3) < x3), (9.4)

care este numita functie de repartitie de ordinul doi.
Derivata partiala de la F,(xq, t;; x5, t;) pe variabilele x;, x, se
determina prin relatia:

02F (x1,t1; X2,t2)
6x16x2

WZ(xlftl;XZ'tZ) = ' (95)
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care este numita densitate de distributie probabilista de ordinul doi.
Marimea descrisa de relatia

wo(xq, £ X2, tp)dx dx, =
= P{xl < X(tl) < X1 + dxl;xZ < X(tz) < Xy + de} (96)

este probabilitatea ca x(t) se va afla la momentul ¢t = t; n intervalul
de la x; pana la x; + dx;, iar la momentul t = ¢, in intervalul de la x,
pana la x, + dx,.

Analogic cu reprezentarea data mai sus Se introduc functiile de
repartitie F,(xq, ty; X2, tz; -+ Xp, tn) = F,(¢) si densitatii probabiliste
Wy (X1, t1; X5, ty; = X, tn) = Wy (o) de ordinul n. Cu céat este mai
ridicat ordinul n, cu atat mai complet se descriu proprietatile statistice
ale procesului stocastic. Daca este cunoscuta functia F, (¢) de ordinul n,
atunci dupa aceasta functie se pot calcula Fi(e),i =1,2,--,n — 1.

Tn multe cazuri, procesele stocastice se caracterizeaza dupa
legea de repartitie normald. Procesul stocastic este de repartitie normala,
daca toate densitatile de distributie probabilista de orice ordin sunt
distribuite dupa legea normala. Pentru procesele de repartitie normala
caracteristicile probabiliste totale sunt determinate de densitatea de
distributie probabilistd de ordinul doi (9.5), iar functia de repartitie se
calculeaza prin relatia:

Fy(x1,t1; %2, t5) = _x; f_xzo wo (X1, ty; Xz, tp)dx1dx,.  (9.7)

Functiile de repartitie F,, (*) si densitatea de repartitie w, (¢) sunt
caracteristici ale procesului stocastic cu care este dificil de operat in
practica. In studiul sistemelor automate stocastice se utilizeaza unele
caracteristici ale procesului care descriu nu atat de complet procesele
stocastice, dar care sunt marimi deterministe, calculele fiind mai simple.
Astfel de caracterizare se face prin intermediul functiilor momentelor
initiale si momentelor centrate: marimea medie, dispersia si functia de
corelatie [9, 12, 17-20].

Marimea medie (momentul de ordinul unu) m,(t) a procesului
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stocastic x(t) Tn orice moment de timp t se reprezinta prin relatia:
m(t) = M[x()] = [° x(O)wy (x, dx, (9.8)

unde w; (x, t) este densitatea de distributie probabilista de ordinul unu
a procesului stocastic x(t).

Marimea medie (speranta) m,(t) a procesului stocastic x(t)
este o functie stationara de timp in jurul caruia se grupeaza si oscileaza
toate realizarile procesului stocastic si reprezinta media pe ansamblu.
Marimea medie m, (t) a procesului stocastic x(t) Tn momentul de timp
t; este egala cu media sectiunii procesului x(t;) si reprezinta operatia
de mediere probabilistd a marimii x(t;) si fiecare valoare posibila a
marimii x(t) se percepe cu ponderea egala cu wy (x, t;)dx.

Media procesului determinist x(t) coincide cu insusi procesul
m,(t) = x(t).

Media patratica (momentul de ordinul doi) a procesului
stocastic se exprima prin relatia:

x2(t) = M[{x ()] = 7, 2wy (x, Ddx. (9.9)

In practica se utilizeaza notiunea de proces stocastic centrat
X(t), care reprezinta abaterea procesului x(t) de la marimea medie

m,(t):
X(t) = x(t) — M[x(t)] = x(t) — my(t). (9.10)

Tn acest caz, procesul stocastic x(t) din (9.10) se consideri ca
suma a doud componente:

x(t) = m,(t) + x(t), (9.11)
unde m,(t) este componenta determinista, iar X(t) — componenta
centratd alternativa.

Media componentei centrate m,.(t) este egala cu zero:
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M[x(D)] = M[x(t) = my ()] = my(t) —my(6) = 0. (9.12)

Pentru a caracteriza domeniul de deviatie (abatere) a realizarilor
in raport cu media procesului m,(t), se utilizeaza dispersia (abaterea
medie patratica) D, (t) procesului centrat, care este un moment de
ordinul doi si se descrie prin relatia:

D (8) = MI{E(D)}?] = [ [x(1) = me(O)]*w: (x, Ddx. (9.13)
Dispersia D, (t) este marime determinista ca functie de timp si
valoarea careia Tn orice moment de timp t; este egala cu dispersia
sectiunii x(t;) procesului stocastic.
Marimea medie m,(t), dispersia D,(t) si marimea medie a
patratului x2(t), care au aceeasi dimensiune, sunt date functional prin
relatia:

x2(t) = D, (t) + ma(¢). (9.14)

Din expresia (9.14) se constata ca marimea medie a patratului
x%(t) procesului stocastic determinid media procesului si abaterile
realizarilor in raport cu media si se utilizeaza la determinarea preciziei
sistemului automat.

Se utilizeaza si marimi care au dimensiunea ca si procesul x(t).

Valoarea medie patratica a procesului stocastic se determina
prin relatia:

Xmp (£) = /x2(6) = /Dy (t) + m2(0), (9.15)

care este media aritmeticad a raddcinii patrate din media patraticd a
procesului stocastic.

Media patratica a abaterii procesului stocastic este descrisa prin
relatia:

0y (t) = v/ Dy (1), (9.16)
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care este marimea radacinii patrate din dispersia procesului stocastic.
Aceasta marime se utilizeaza numai pentru procesele centrate.
Marimile m,(t), D,(t) sunt caracteristici importante ale
procesului stocastic, dar acestea nu caracterizeaza statistic legatura
dintre sectiunile realizarilor procesului stocastic, insa fiind cunoscute,
permit a solutiona mai multe probleme ale sistemului automat.
Doua grupuri de realizari ale doud procese stocastice, diferite
dupa structura lor, pot avea aceeasi medie m, (t) si dispersie D, (t).
Pentru a caracteriza structura interna a procesului stocastic si a
evidentia legatura dintre valorile procesului in diferite momente de timp
se utilizeaza notiunea functie de corelatie (autocorelagie) a procesului.
Functia de corelatie a procesului stocastic x(t) este o functie de
doua argumente K,,(t,,t,), care pentru fiecare pereche arbitrard a
valorilor argumentelor t; si t, este media de la produsul a doud marimi
ale sectiunilor x(t;) si x(t,) ale procesului stocastic centrat:

Kxx(tl' tz) = M[f(tl)f(tz)] =

= f_oooo fjooo[x1 (t1) — My (t)][ x2(t2) — My (t2)] W (xq, t1; X3, tp)dx1 dx,.
(9.17)

Functia de corelatie indica legatura probabilistd dintre marimile
aleatorii X(t;) si x£(t,). Cu cat este mai micd dependenta probabilista
dintre X(t;) si X(t,), cu atat este mai mica valoarea lui K, (t;, t;) si cu
atit mai rapid se modifica valorile procesului stocastic x(t).

Doua procese stocastice care se modifica diferit, unul mai rapid,
iar altul mai lent, pot avea aceleasi marimi medii si dispersii, dar care
pot avea diferite functii de corelatie la aceleasi valori ale sectiunilor la
diferite momente de timp.

De exemplu, realizarile semnalelor x; (t) si x,(t) (fig. 9.3) au
aceleasi marimi, media m,(t) si dispersia D, insa, in realitate, aceste
semnale se deosebesc esential. Semnalul x,(t) variaza mai lent decét
variatia semnalul x, (t).

Procesul stocastic care se modificd mai lent si dependenta
probabilista dintre sectiuni este mai mare si, la cresterea intervalului
dintre momentele de timp ¢t,, t;, functia de corelatie se stinge mai lent.
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Fig. 9.3. Exemple de procese stocastice stationare

Functia de corelatie este simetricd in raport cu argumentele
ty, by

Kxx(tlr tz) = Kxx(tzr tl)- (9-18)

Daca momentele de timp t; = t, = t, atunci functia de corelatie
este egald cu dispersia:

K, (t,t) = D,(t). (9.19)

La studierea proprietatilor sistemului automat este necesar a
stabili legatura transferului dintre proceul stocastic de intrare x(t) si
procesul stocastic y(t) al iesirii sistemului automat. Relatiile
functionale dintre doua procese x(t) si y(t) se determina prin functia
lor de intercorelatie.

Functia de intercorelatie a doua procese x(t) si y(t) este
functia de doud variabile K, (ty,t;), valoarea careia pentru fiecare
pereche de momente de timp alese aleatoriu t;,t,, este egala cu
momentul de corelatie a sectiunilor respective ale procesului stocastic

centrat X(t) = x(t) — m,(t) si ¥(t) = y(t) — m,(t):
ny (tlf tz) = M[Jg(tl)}?(tz)] =
= f_cf,o fjooo[x(ﬁ) — my (t)][y(tz) — my (t2)]wa(x, y; ty, t;)dxdy. (9.20)

Functia de intercorelatie nu este simetrica daca:
ny(tli tz) 2 ny (tl' t2)1 (9-21)
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dar este simetricd in cazul cand:
ny(tp ty) = ny(tz, ty). (9.22)
9.3 Procese stocastice stationare

Diverse procese stocastice, dupa modificarea caracteristicilor
statistice in timp, se divizeaza in doua clase.

1. Procese stocastice stationare.

2. Procese stocastice nestationare.

Procesul stocastic x(t) este stafionar daca caracteristicile
probabiliste ale acestuia nu depind de timp, deci, caracteristicile
procesului stocastic x(t +t) la orice valoare T coincid total cu
caracteristicile procesului stocastic x(t).

Stationaritatea proceselor se defineste Tn sens restrans si in sens
larg [9, 17-18].

Procesul stocastic x(t) este stationar in sens restrans sau strict
stationar, daca functiile n dimensionale ale repartitiei F, () si densitatii
w () ale acestuia pentru orice n nu depind de translatiile momentelor
de timp ty, t,, ..., t, la aceeasi marime T (invarianta la translatia in timp
la marimea T):

E,(xq,t1 + T X, bty + T oo Xy by + 1) = E (1, t1; X, b5 oo X, t), (9.23)

Wn(xl, tl + T, Xp, tz + T s X tn + T) = Wn(xl, tl;xZ, tz, vy X tn)(924)

Procesele stocastice x(t) si x(t + ) stationare care au aceleasi
proprietdti pentru orice T Sau caracteristicile statistice ale acestora sunt
invariante in timp §i nu depind de momentul initial de timp.

Pentru procesele stationare toate densitatile probabiliste
wy (x, t), wy(x, t), ..., wy(x, t) nu depind de modificarea timpului initial
al procesului, iar densitatile probabiliste de ordinul unu, in general, nu
depind de timp si rezulta ca caracteristicile probabiliste, media m, si
dispersia D,,, nu sunt functii de timp.

Procesul stocastic x(t) este stationar in sens larg (slab stationar)
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daca marimea medie pe ansamblu este constanta:
m, (t) = M[x(t)] = m, = const. (9.25)

Functia de corelatie depinde numai de durata intervalului de
timp T = t, — t4, deci, este functie de un singur argument T, nu si de
plasarea acestuia pe axa timpului si Se reprezinta prin relatia:

Kxx(T) = Kxx(tlf t + T) = M[ f(tl) JE(tl + T)] =
= [0 S () = ma(8)] [x2 (81 +T) — ety +
+1)w, (xq, x3; Ddxdx;. (9.26)

Procesele stocastice x(t) siy(t) sunt stationare corelate daca
functia lor de intercorelatie depinde numai de intervalul de translatie
T= tz - tl:

ny(tll ty) = ny(T)- (9.27)

Procesele stationare in sens restrans sunt si stationare in sens
larg, insa invers nu este adevarat.

Pentru procesele stocastice cu distributie normald notiunea de
stationaritate in sens restrans §i sens larg coincide, deoarece pentru
aceste procese media si functia de corelatie se determina de densitatea
probabilista de ordinul n.

La solutionarea problemelor in ingineria sistemelor automate se
considerd ca procesul stocastic este stationar in sens larg.

Procesul stocastic stationar reprezinta dupa analogie procesul
stationar in sistemele automate deterministe.

Procesele stocastice nestationare isi modifica proprietdtile in
timp, deci, proprietatile acestuia sunt functii de timp.

La studierea proceselor stocastice stationare in sistemele
automate se utilizeazd doud notiuni de marimi medii: pe ansamblu i
temporala.

Media pe ansamblu se determina pe ansamblul realizarilor
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procesului stocastic in aceleagi momente de timp:
X=m,=M[x] = ffooo xwy (x)dx. (9.28)

Marimea medie m, se trateazd ca operatia de mediere
probabilistd a procesului stocastic x(t) la un moment determinat de
timp, cand fiecare valoare posibild a lui X se calculeaza cu o pondere
egala cu elementul de probabilitate w; (x)dx.

Marimea medie temporala de ordinul unu se determina pe o
singura realizare x(t) a procesului stocastic de o durata finita T:

— . 1 (T
X = Th_)rgogf_Tx(t)dt. (9.29)

Tn general, mirimea medie temporala & are valori diferite
pentru diverse realizari ale procesului stocastic. Pentru un proces
stocastic stationar, marimea medie m,(t) pe ansamblu si marimea
medie temporala x; nu sunt egale.

Dispersia procesului stocastic stationar este o0 marime constanta
determinata prin relatia:

D, = K,, (0) = const. (9.30)

Din (9.30) rezulta ca si abaterea mediei patratice este 0 marime
constanta:

o, = +/D, = const. (9.31)
9.4 Procese stocastice ergodice

In practica, pentru studierea proceselor stocastice stationare se
ridicd o singura realizare experimentald a procesului, dar care este o
componentd a ansamblului, fiindca obtinerea mai multor realizari Tn
aceleasi conditii nu este posibila.

Din considerente practice, se constata ca existenta unei realizari
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a procesului stocastic de duratd mare de timp permite a studia
proprietatile intregului ansamblu de realizari. Procesele stocastice
stationare care au aceastd proprietate se numesc procese ergodice.

Procesul stocastic stationar x(t) este ergodic dacd
caracteristicile lui probabiliste nu depind de numarul realizarilor.

Unul si acelasi proces stocastic poate fi ergodic dupa unele
caracteristici probabiliste si neergodic 1n raport cu alte caracteristici
probabiliste.

Procesul stationar stocastic x(t) este ergoic daca functia lui de
corelatie satisface conditia:

lim_ Kye(1) =0. (9.32)

Aparatul matematic pentru analiza proceselor stocastice
stationare se bazeaza pe ipoteza ergodica [17-19], conform careia
caracteristicile statistice ale unui numar mare de realizari obtinute ale
semnalului stocastic stationar coincide cu caracteristicile statistice ale
unei singure realizari de o durata mare, dar finita de timp T (fig. 9.4).

Din aceste considerente, se constata ca media pe ansamblul de
realizari ale procesului stocastic stationar este substituitd cu media
temporald a unei singure realizari a procesului stationar m, = x.

Ca rezultat, se simplifica procedurile experimentale de calcul al
caracteristicilor statistice ale proceselor stocastice stationare.

Ax(t
© x; (6;) le——p| Xi+1(tiv1)
m(t) | At
ti [ti+1 tivk tn = nAt
0 T - >

Fig. 9.4. Proces stocastic stationar ergodic

Se dau caracteristicile statistice principale ale procesului
stocastic stationar ergodic descris Tn figura 9.4 printr-o singura realizare
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inintervalul detimp 0 <t <T.

Primele caracteristici ale procesului stocastic ergodic sunt:

1. Media temporala a semnalului pe intervalul de timp T se
determina prin relatia:

% = Jim — [ x(tdt ~ = [ x(t)dt. (9.33)

Tn cazul cand intervalul de timp T — oo, conform ipotezei
ergodice, media temporala x este egald cu media pe ansamblu:

% = my(t) = Jim ~J, x(vdt. (9.34)

Tn calculele practice, cand timpul este discretizat t,, = nAt Thn
puncte cu pasul At = T /n, relatia medie temporala (9.34) va avea
forma:

Dispersia procesului stocastic ergodic x(t) va fi:
. 1 T _
D, = TIEEIOEI—T[XU) — x]?dt, (9.36)

unde x(t) este oricare realizare a procesului stocastic stationar.
Valoarea dispersiei este proportionald valorii pulsatiei
componentei alternative a semnalului stocastic.
Pentru analiza sistemului automat, o mare importanta are
proprietatea ca suma sau diferenta dispersiilor semnalelor necorelate
x(t) = x,(t) + x,(t) este egald cu suma dispersiilor:

Dy = Dy, + Dy, (9.37)

Pentru studierea proceselor stocastice stationare ergodice se
utilizeaza doud metode, care se substituie intre ele si Se expun n
continuare.
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1. In domeniul timpului caracteristica principala este functia de
corelatie a semnalului.
2. In domeniul frecventa se utilizeaza caracteristica principala
— densitatea spectrala a semnalului.
Functia de corelatie a procesului stocastic ergodic x(t) este:

Ko (0) = Jim — [T [x(8) = %][x(¢ + ©) — %]d¢.  (9.38)
Daca media temporalda X = 0, atunci relatia (9.38) ia forma:
. T
Kex(0) = lim % [ x(®x(t +Ddt. (9.39)

Valoarea initiala a functiei de corelatie este egala cu dispersia
procesului stocastic:

Kyx(0) = D. (9.40)

Functia de intercorelatie a proceselor stocastice ergodice x(t) si
y(t) se da prin relatia:

Kyy(® = lim — 7 [x(0) = 7[y(¢ + 1) — 7]dt,  (9.42)

unde x(t), y(t) sunt oricare realizari ale proceselor stocastice, iar x, y
— marimile medii temporale.
Din relatia (9.41) rezulta proprietatea de simetrie:

ny(T) = ny(—‘f), ny(‘f) = ny(—‘[). (9.42)

Functia K, () caracterizeaza legatura de corelatie probabilista
a doud procese stocastice in sistem x(t), y(t) In diferite momente de
timp la intervalul t. Daca intervalul T = 0, valoarea K, (0) stabileste
aceasta legatura la unul si acelagi moment de timp.

Pentru procesele stocastice x(t) si y(t) necorelate, functia de
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intercorelatie este nula:
K.y (0) = 0. (9.43)

Exemplul 9.1. Se considera semnalul continuu descris prin relatia:
x(t) = a.

Se cere sa se determine functia de corelatie.
Solutionare. Functia de corelatie se calculeaza prin relatia (9.39):

oy 1 (T e 1T oy
K. (1) = }erolo - J o x@®x(t +D)dt = }1_{2) - Jpaadt=a’m
Exemplul 9.2. Se considera semnalul armonic cu faza initiala stocastica
descris prin relatia:
x(t) = asin(wt + @)

cu parametrii amplitudinea a = 10 si frecventa w = 5571,

Se ceresa se determine functia de corelatie.
Solutionare. Functia de corelatie se calculeaza prin relatia (9.39):

K. (D) = }Ln;%f_TT a’sin(wt + @)sin(w(t + 1) + @)dt.

Deoarece functia integralei este periodicd, integrala se reprezinta ca
suma integralelor cu limitele de la (k — 1) %ﬂ k%n, (k=+1,k=22-):

24 2T
K. (1) = %fow sin(wt + @)sin(w(t + 1) + @)dt =

2T
aZ

a2 22 o 2T
= ;fo [coswT — cos(wt + 2wt + 2¢)]dt = ﬁfo [coswT]dt =

2
a
= CoswT = 50cos5r,

iar integrala de la a doua componenta din parantezele patrate este egala cu zero:

2T
» cos(wt + 2wt + 2¢9)dt = 0.
0 (p

Functia de corelatie a semnalului armonic cu frecventa w si faza ¢ nu este
functie de faza ¢ si prezintd o functie armonicd cu amplitudinea a?/2 si aceeasi
frecventa w.m
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9.5 Proprietatile functiei de corelatie

Se dau proprietatile de baza ale functiei de corelatie.
1. Valoarea inifiala a functiei de corelatie este egala cu dispersia:

K, (t) = D,. (9.44)
2. Functia de corelatie este limitatd de valoarea dispersiei:
|Kyx (T)| < D,. (9.45)
3. Functia de corelatie este o functie para in raport cu t:
Kix (T) = Kyx (=). (9.46)

Din (9.46) rezulta ca curba functiei de corelatie este simetrica in
raport cu axa ordonatelor.

4. Pentru suma sau diferenta proceselor stocastice z(t) =
x(t) £+ y(t) functia de corelatie este:

K, (7) = Ky (D) + Kyy (0t ny ()t ny (o). (9.47)

5. Functia de corelatie a procesului constant x(t) = a este 0
marime constantd si egald cu patratul amplitudinii semnalului:

K. (1) = a?. (9.48)
6. Pentru procesul armonic x(t) = Asin(wyt + ¢) functia de
corelatie:

K, (1) = 0.54%c0osw,T, (9.49)

unde functia de corelatie este o functie para in raport cu argumentul T si

armonica cu aceeasi pulsatie w, dar care nu depinde de defazajul .
Exemple de functii de corelatie tipice ale proceselor stocastice

sunt date Tn figura 9.5, fiind descrise prin expresii analitice de forma:
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K,.(0) = De~"1, (fig. 9.5, ), (9.50, a)
K, (t) = De Mcosw,, (fig. 9.5, b), (9.50, b)

K, (t) = De MUcos(wot + wisinwohD, (fig. 9.5, ¢), (9.50, ¢)
0

unde D este dispersia, w, — frecventa de rezonanta, p — parametrul de
amortizare (coeficientul de iregularitate).

Cu cét este mai mare valoarea parametrului p din (9.50, a), cu
atat mai rapid se reduce functia de corelatie si densitatea spectrala este
mai larga.

Cand p — oo, semnalul stocastic analizat se transforma in
semnal zgomot alb ideal.

Tn calculele practice parametrul p se determind dupa realizarea
semnalului — numarul mediu n, de intersectari ale semnalului centrat
al axei timpului p = mn,.

Din figura 9.5 se observa ca la cresterea lui T interactiunile
dintre procesele x(t) si x(t + t) se reduc si functia de corelatie este
descrescatoare. Aparitia valorilor negative ale functiei de corelatie (fig.
9.5, b, ¢) denota ca in structura procesului stocastic exista periodicitate:
abaterea pozitiva de la media unei sectiuni, iar dupa un timp abaterea
negativa a altei sectiuni, si invers.

Kxx (T) 4 Kox (T) 4 Koex (T)

| LN faN /\\/ /AN\T,
0 a) \/ b)O \/ )10

Fig. 9.5. Functii de corelatie tipice

q

Parametrul w, din (9.50, b) corespunde valorii medii a
componentei ,,perioadei” aderente, iar p caracterizeaza intensitatea
relativd a restului componentelor stocastice, care se suprapun pe
componenta periodicd. Daca p = wy/2m, atunci nivelul relativ al
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acestor componente este redus si semnalul sumar se determina ca
semnal armonic. Daca p= (5+10)wy/m, atunci nivelul
componentelor stocastice este comparabil cu ,,amplitudinea”
copmonentei periodice. Cand p > 20w, /m functia de corelatie (9.50,
b) practic coincide cu functia de corelatie (9.50, a).

Tn figura 9.6 sunt reprezentate doua semnale: un semnal lent (fig.
9.6, a) si al doilea semnal rapid (fig. 9.6, b).

Cu cat procesul contine mai multe componente de frecventa
inalta (fig. 9.6), cu atat mai rapid se restrange functia de corelatie (fig.
9.6, D).

Ca marime de existentd a legaturii de corelatie dintre doua
sectiuni x(t) si x(t + 1) ale procesului este intervalul de timp t., care
se determina prin relatia:

|Kx (Tc) /Dx| < &, (9.51)

unde eroarea € este o marime micd pozitiva (in practici se
recomanda € = 0.05---0.1).

Ax(t)

v

—T:C [0 ‘EIC

Fig. 9.6. Procese stocastice si functiile lor de corelatie

Procesul stocastic, in care valorile a doud marimi succesive sunt
mutual independente, se numeste zgomot alb sau proces absolut
stocastic. Aceasta proprietate a procesului il evidentiaza din clasa de
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procese stocastice, care este utilizat ca cel mai simplu model de proces
stationar cu intervalul de timp de corelatie T, = 0.

Exemplu de proces zgomot alb si functia lui de corelatie se da in
figura 9.7. Functia de corelatie a zgomotului alb este:

K, (1) = N§(1), (9.52)

unde N — intensitatea semnalului.
x(t) Kxx(T)

0 8(1) T
a) ) b)

Fig. 9.7. Semnalul zgomot alb a) si functia de corelatie b)

v

Procesul stocastic zgomot alb nu este practic realizabil, fiindca
valoarea dispersiei D, = K,,(0) » oo (puterea semnalului este
infinitd). Din aceste considerente, intensitatea N zgomotului alb este
caracteristica lui principala.

9.6 Densitatea spectrala si legatura functionala
cu functia de corelatie

Densitatea spectrala este functia care descrie distributia puterii
procesului (semnalului) pe frecvente [9, 12, 17-19]. Aceastd
caracterizare a semnalelor, zgomotelor si perturbatiilor, care actioneaza
asupra sistemului automat, este importantd pentru proiectarea
sistemului.

Functia principala a sistemului automat este de a amplifica
semnalele cu frecvente de lucru si de a neutraliza frecventele cu
influenta negativa ale semnalelor zgomotelor albe si perturbatiilor.

Pentru a obtine functia densitatii spectrale S,, (w) a procesului
stocastic x(t) se aplica transformarea Fourier a functiei de corelatie
K, (t) a procesului x(t):
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Sex(w) = [7 Kp(DeJoTdr, (9.53)

unde S, (w) este densitatea spectrald, j = v/—1 este unitatea imajinara,
w — frecventa in radiani/secunda (w = 2mf, unde f este frecventa de
retea in Hz).

Utilizand formula e /®T = coswt — jsinwr, expresia (9.53) se
reprezintd ca suma a doua componente:

Sex(w) = ffooo K, (t)coswtdt — j ffooo K, (D)sinwtdt. (9.54)

Tn expresia (9.54), componenta K, (t)sinwt = 0, deoarece este
functie impara in raport cu T si integrala acesteia in limitele integrarii
simetrice este egala cu zero, iar componenta K, (t)coswt — functie
pard si la limitele integrarii de la 0 la o se dubleazd rezultatul si
dispersia se prezinta prin relatia:

Sex(@) = fjooo K, (t)coswtdt = 2 fooo K, (t)coswtdt. (9.55)

Densitatea spectralda este functie reald pard in raport cu
frecventa w si simetrica axei ordonatelor:

Six(@) = Sy (—w). (9.56)

Densitatea  spectrala  reprezinta  densitatea  distributiei
probabilitatii si caracterizeaza densitatea distributiei puterii semnalului
pe frecvente.

De exemplu, daca procesul stocastic este o tensiune cu
dimensiunea volti, atunci functia de corelatie are dimensiunea V2, iar
densitatea spectrald va avea dimensiunea V2 /Hz.

Pentru orice proces stocastic densitatea spectrala S, (w) este 0
functie pozitiva de w.

Dacd este datd densitatea spectrala S,,(w) a procesului
stocastic, atunci se poate determina functia de corelatie ca
transformarea inversa Fourier:
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K, (1) = if_oooo Sex(0)e/®Tdw =%f0°° S.x(@)coswtdw. (9.57)
Din (9.57) se obtine dispersia procesului stocastic:
D, = Kyx(0) = %fooo Syx (@) dow. (9.58)

Relatiile (9.55) si (9.57), care exprima relatiile dintre functia de
corelatie si densitatea spectrald a procesului stocastic, Se numesc
formulele Wiener-Hinchin [9, 12, 17-19].

Dispersia (9.58) exprima puterea medie a semnalului ca suma
infinitd a marimilor mici ale componentelor (1/m)S,,(w)dw pentru
toate frecventele lui w = 0 -+ co. Fiecare componenta (1/1)S,, (w)dw
reprezintd puterea spectrului in intervalul w + dw pentru fiecare
valoare a lui w. Deci, sensul fizic al densitatii spectrale a semnalului
caracterizeaza distributia puterii semnalului pe spectrul frecventelor.

In figura 9.8 sunt date functiile densitatii spectrale si de
corelatie, Tn dependenta de caracterul procesului stocastic, din care se
observa cu cat este mai larga functia S, (w), cu atat este mai limitata
functia K, (7).

Procesul stocastic din figura 9.8, a include componente cu
frecvente Tnalte care se modifica mai rapid in comparatie cu procesul
stocastic din figura 9.8, b.

2, (t) “Sxx(u)) Kxx(r)
m [t \
/ \/\/\/\/ LI
0 Mg g

0
D 10 ¥~
Ax, (1) A Sxx(w) /11(35\35(‘[)
A
0 g > >
} L/ p)y 10 > 0 ]

Fig. 9.8. Functii spectrale si de corelatie ale proceselor stocastice
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Densitatea spectrald are prioritate practica importanta, deoarece
aplicarea acesteia simplifica procedura de studiere a transformarilor
semnalelor din sistemele automate.

Pentru reprezentarea sensului fizic al densitatii spectrale, se
introduce o functie finitd, care se manifesta in forma:

x(t) cand |t| < T,

0 cand [t| > T, (9.59)

60 = |

unde T este intervalul de timp de existenta a functiei x(t).
Aplicand transformata Fourier la functia (9.59), se obtine
caracteristica spectrala a acesteia:

Xr(jw) = [7 xp(OeI0tdt = [1_x(HeTI@tdt.  (9.60)

Functia X;(jw) a semnalului neperiodic x(t) caracterizeaza
distributia amplitudinilor relative ale semnalului pe axa frecventelor si
se numeste densitatea spectrala a amplitudinilor sau spectrul
frecventelor functiei x(t).

Pentru relatiile (9.59) si (9.60) se utilizeaza formula Parceval
si se obtine relatia [9, 12, 17-19]:

J7 33 @de = [T x2(©dt =5 [ |Xr (o) Pdw,  (9.61)

unde |X;(jw)|? este densitatea spectrald a energiei semnalului x(t)
intre armonicile lui. Daca expresia (9.61) se imparte la 2T si T — oo,
aceasta se transforma in forma:

.1 (T 1 (0 .1 .
Tll_r)r; Ef_TxZ(t)dt :;f—oo Th_r)glo 5|XT(]m)|2doo. (9.62)
Cand x; =0, partea stingd a expresiei (9.62) reprezintd
dispersia:
1 (o0 . 1 .
Dy =71) o Jim - 1Xr(Gw)*dw =
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= % g Jlim % 1Xr(j0)|2dw = i [ Sex(w)do.  (9.63)
Comparand expresia (9.63) cu (9.58) se obtine:
See(®) = lim X ()| = lim - Xr(jo)Xr(=jw), (9.64)

care este densitatea spectrala si determind densitatea spectrala a puterii
semnalului stocastic.

Transformata Fourier directd de la functia de intercorelatie
K.y (1) a doud procese stocastice x(t) si y(t) se numeste densitatea
spectrala de interactiune a semnalelor determinata prin relatia:

Sey(j©) = [, Ky (De /0% dr. (9.65)

Densitatea spectrald de interactiune S,,(jw) este functie
complexa si exprima etalonul de legatura probabilista dintre doua
semnale stocastice x(t) si y(t):

Sey(jw) = lim = X7 (j)Yr(~jw), (9.66)

care nu este functie para.

Cunoscand densitatea spectrald de interactiune S, (jw), se
poate determina functia de intercorelatie a doua semnale stocastice
x(t) si y(t) dupa relatia:

Ky = [ Sy (jw)e/%dw. (9.67)

Densitatea spectrala a sumei sau diferentei a doud semnale
stocastice z(t) = x(t) £ y(t) se determina prin relatia:

Sxy(0) = Sxx () + Syy(w) £ Sy ) £ Sy (jw).  (9.68)

Daca semnalele stocastice x(t) si y(t) nu sunt corelate, atunci
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expresia densitatii spectrale (9.68) se simplifica si devine:
Siy (@) = Sy (W) + Sy (w). (9.69)

Din acest rezultat se constata ca densitatea spectrala a unui
ansamblu de semnale stocastice necorelate intre ele este egala cu suma
densitatii spectrale ale acestora, indiferent de semnele plus sau minus
ale sumelor semnalelor ansamblului.

Exemplul 9.3. Pentru semnalul stocastic stationar x(t) functia de corelatie
este data prin relatia:

K, (t) = De M,

Se cere sd se determine densitatea spectrald S, (w) a semnalului.
Solutionare. Se aplica formula (9.56) de definitie a densitatii spectrale si dupa
unele transformari se obtine expresia de calcul al densitatii spectrale:

Sux(@) =D [ e HltlejoTdr = D [f_ooo et iotdT + [ 7 e““e‘j““dr] =

-1

-1 —(u—ij — i 1 1 2D 2TD
= D[— e (u—jo)t + —e (u+](")‘[]8° = D[ - - ] = uz = 3
H—jw H+jo H—Jjw H+jw He+w 1+w*T

unde T = 1/ este timpul de realizare a semnalului.

La micsorarea parametrului p Tn spectrul semnalului stocastic se evidentiaza
componente de frecventa joasa (curba se reduce in latime si creste pe verticald), iar la
valoarea u — 0 curba S,,(w) degenereaza in linie verticald; cu cresterea lui p se
reduce influenta componentelor de frecventd joasd si curba S,, (w) se largeste de-a
lungul axei frecventelor w.m

9.7 Modele de semnale stocastice si caracteristicile lor

Vom expune in continuare exemple de modele larg utilizate de
semnale stocastice si caracteristicile lor probabiliste [9, 12, 17-19].

1. Zgomot alb ideal (fig. 9.9, a). Semnalul stocastic stationar
este caracterizat de densitatea spectrala constanta in tot intervalul de
frecvente w = (—o0, ) dat de relatia:

Sex(®) = [* N8(t)e /%t = Ne J%| _, = N = c?, (9.70)

unde c? este intensitatea semnalului.
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x(t)

t
0
a)
N‘ S5 (00) Ky, (T)
o(t)
|- TL
" I
") "o

Fig. 9.9. Densitatea spectrala si functia de corelatie
a zgomotului alb ideal

Densitatea spectrald S, (w) este data in figura 9.9, b, uniform
distribuita pe toate frecventele, iar functia de corelatie (fig. 9.9, ¢) se
descrie prin relatia:

K, (1) = ifjooo S (@)el®Tdw =%me Srx(@)coswtdw = ¢28(T).
. (9.71)
2. Zgomot alb real. In practica se utilizeaza modelul de zgomot
alb cu densitatea spectrald limitata (fig. 9.10, a):

Sex(@) = N = ¢? pentru |w| € wy, Syr(w) = 0 pentru |w]| > w,.
(9.72)

A
NA Sxx ((*)) Nwo/-‘-[‘ Kxx (T)

W, T
[ v NS b) 0 N

Fig. 9.10. Densitatea spectrala si functia de corelatie
a zgomotului alb real

»
|

Wy a)O
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Dispersia se determina prin relatia:

2030

1 co
Dy =—[ " Sux(w)do == (9.73)
Functia de corelatie (fig. 9.10, b) este:
K == (% jotgey =L glor < si 9.74
e (T) _Ef— Ze W =——e |20 o = —sinwgT. (9.74)

3. Zgomot alb real neted. Tn studiile analitice, densitatea
spectrald se aproximeaza cu o functie neteda fara intreruperi (fig. 9.11,

a):
xx( ) =

unde D este dispersia, u — parametrul de amortizare cu dimensiunea ca
si a pulsatiei w, rad/s. Pentru valorile pulsatiei w din intervalul [- p, p]
densitatea spectrala a zgomotului alb ideal se determina cu o precizie
acceptabild pentru solutionarea problemelor practice (linia
punctata) S, (w) = D /p.

Dispersia D, si functia de corelatie K, (1) (fig. 9.11, a) in acest
caz, se descriu prin relatiile:

(9.75)

2+u>2’

= DM gy =201 - ultl
=— f_m u2+u)2 = llarctg |%% = D, Ky (t) = De~
(9.76)
2D/ Sy ( ) D Koex (1)

v

b)

Fig. 9.11. Densitatea spectrala si functia de corelatie
a zgomotului alb real neted
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4. Semnal balansare neperiodica. Acest tip de semnal apare la
obiectele de reglare care sunt in miscare, fiind supuse actiunilor
perturbatiilor (fig. 9.12, a).

x(t) A Kyx (T) D“Sxx (w)

N P
—Wp |0 Wy T N\ 0 o

b) c)
Fig. 9.12. Semnal balansare neperiodica a) si functia de corelatie b)
si densitatea spectral c)

a)

Functia de corelatie K, (t) (fig. 9.12, b) si densitatea spectrala
Sex () (fig. 9.12, ¢) se descriu prin relatiile:

K. () = De MUcosw,, (9.77)
1 1
Sxx(w) =uD [u2+(wo—w)2 + u2+(u)0+u))2]’ (978)

unde w, este pulsatia de rezonanta, pu — parametrul de amortizare, D —
dispersia.

5. Semnal continuu x(t) = a. Functia de corelatie K, (t) este 0
constanta si densitatea spectrala Sy, (w) (fig. 9.13, a) pentru care toata
puterea este concentrata la pulsatia w = 0 si sunt descrise de relatiile:

K (T) = a2, Sy () = 2ma?8(w). (9.79)

6. Semnal armonic cu faza stocastica x(t) = Asin(wgt + @)
functia de corelatie se descrie prin relatia:

K, (t) = 0.54%c0osw,T, (9.80)

care este o functie simetrica in raport cu T, armonica cu aceeasi pulsatie
wy s1 nu depinde de defazajul ¢.
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“Sxx ((1)) “Sxx((’o)

wL (‘L)L
O a) o _(1)0 O b) (.L)O'

“Sxx(oo) “Sxx((*))

ANEER

—w,; ~w; 0 W
c

v

—Ql)o 0 d) 0')0

Fig. 9.13. Densitatile spectrale ale diferitor semnale stocastice
Densitatea spectrala (fig. 9.13, b) se descrie prin relatia:
Sux(®) = 21(A/2)2[8(wo — @) + 8(wo + w)],  (9.81)

pentru care toatd puterea este concentrata la pulsatiile —w, si wy, iar
daca se analizeaza pulsatia w = 0 -+ wg, atunci puterea este concentrata
la pulsatia w.

7. Suma partiala a sirului Fourier a semnalului x(t) = ¢, +
+ Y k=1 ¢k sin(wgt + @). Densitatea spectrala (fig. 9.13, ¢) are forma
discretd a spectrului pentru care amplitudinile impuls-sagetilor sunt
proportionale patratului coeficientilor respectivi Fourier ¢ si (¢, /2)?:

2
S (@) = 21{c38(w) + Xty (%) [8(wo — wie) + 8(wo + 0]}
(9.82)
8. Procese stocastice care contin componente armonice
deterministe au densitatea spectrala in care se evidentiaza componentele
de rezonanta corespunzator armonicilor si care sunt dificil de observat
(fig. 9.13, d).
Exemplul 9.4. Se considera semnalul sinusoidal cu faza initiala stocastica ¢
x(t) = asin(w;t + ¢4) si semnalul stocastic y(t) cu functia de corelatie K, (t) =

277



= p2eM,
Se cere sd se determine functia de corelatie a sumei semnalelor necorelate.
Solutionare. Prin relatia (9.80) se determina functia de corelatie a semnalului

x(t):

K, (1) = 0.54%cosw,T.

Utilizdnd relatia (9.47) de calcul a functiei de corelatia a douda semnale
necorelate:

Ky (1) = Ky (1) + K, (1) = 0.54%cosw,T + b2e T,

Din analiza functiei de intercorelatie K, (T) obtinutd se constatd cd la
cresterea lui T componenta a doua se reduce, iar prima componentd armonica raiméane
constanta. Daca semnalul x(t) prezinta semnalul util, iar semnalul y(t) este semnalul
zgomot, atunci, masurand functia de intercorelatie a sumei semnalelor pentru valori
mari ale lui T, se poate filtra semnalul mic util x(t) pe fonul semnalului mare y(t).

Exemplul 9.5. Se considera doua semnale: semnalul x(t) cu densitatea
spectrald S, (w) si semnalul y(t) = x(t + t),iar suma lor este z(t) = x(t) + y(t).

Se cere sd se determine densitatea spectrald a sumei z(t) a doud semnale.

Solutionare. Se reprezinta densitatile spectrale de interactiune dintre
semnale:

Sxy (w) = e_jwtsxx(w): Syx(w) = eijSxx(w):
Din relatia (9.69) se determina densitatea spectrald a sumei a doua semnale:

e~ 0T pj0T

Sz(w) = 28, (w) (1 + f) = 25, (@)(1 + coswT).m

Chestionar si probleme

1. Dati definitia semnalului stocastic. Ce reprezintad realizarea semnalului
stocastic?

2. Cum clasificati semnalele stocastice stationare si nestationare?

3. Ce reprezinta semnalul stocastic ergodic?

4. Care este esenta analizei stocastice a sistemelor automate?

5. Numiti cele trei probleme pe care le rezolvd dinamica stocasticd a
sistemelor automate.

6. Ce caracteristici se utilizeaza pentru descrierea proprietdtilor semnalelor
stocastice?

7. Prezentati functia de corelatie si valoarea ei in conditii initiale.
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8. Care este sensul fizic al functiei de corelatie?

9. Cum se raporteaza forma curbei functiei de corelatie cu viteza medie de
variatie a semnalului stocastic x(t) Tn timp?

10. Prezentati formula functiei de corelatie pentru semnalul continuu.

11. Pentru semnalul zgomot alb ideal prezentati calculul functiei de corelatie.

12. Cum explicati notiunea functiei de intercorelatie a semnalelor?

13. Ce reprezinta densitatea spectrald a semnalului stocastic?

14. Desenati curbele densitatii spectrale pentru semnalul stocastic lent si
rapid.

15. Prezentati relatia de calcul a densitatii spectrale a semnalului prin functia
de corelatie.

16. Cum explicati sensul fizic al ordonatelor densitatii spectrale?

17. Explicati notiunea densitatii spectrale de interactiune a semnalelor.

18. Calculati densitatea spectrala a semnalului zgomotului alb ideal.

19. Care este diferenta densitatii spectrale a semnalului zgomotului alb ideal
si semnalului zgomotului alb real?

20. Ce reprezinta dispersia semnalului stocastic?

21. Prezentati relatia dintre dispersia si densitatea spectrald a semnalului
stocastic.
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10 ANALIZA SISTEMELOR AUTOMATE LINIARE
LA ACTIUNEA SEMNALELOR STOCASTICE

10.1 Introducere

Semnalele Tn sistemele automate sunt determinate de conditiile
initiale si semnalele care actioneazi asupra sistemului. In general,
conditiile inifiale se pot trata ca marimi aleatorii, iar semnalele care
actioneaza asupra sistemului ca semnale stocastice. Rezultd ca si
raspunsurile sistemului de asemenea vor fi functii stocastice in timp.

Pentru multe sisteme automate reale, conditiile initiale aleatorii
si semnalele stocastice sunt caracterizate de legea de distributie
normala, care sunt total caracterizate de sperantd (media), functiile de
corelatie si intercorelatie. Dacd aceste procese nu pot fi aproximate de
legea de distributie normald, atunci se aplica alte caracteristici ca
excesul si asimetria, care evidentiaza diferenta legii de distributie a
procesului stocastic in raport cu legea normala [9, 12, 17-19].

Vom studia sistemele automate stabile la actiunea semnalelor
stocastice Tn regim tranzitoriu si stationar. Semnalele stabilizate, in
comparatie cu raspunsurile tranzitorii, nu depind de conditiile initiale si
sunt determinate numai de marimile de intrare in sistem, care au fost
aplicate Tn momentul de timp t = —oo si au o actiune de durata.

Problema analizei sistemului automat constd in determinarea
caracteristicilor stocastice ale reactiei elementului, obiectului sau
sistemului liniar la actiunea semnalelor stocastice cu caracteristicile
cunoscute, aplicate la intrarea lor, considerandu-se semnalele stocastice
stationare si ergodice [9, 17, 18].

10.2 Transformarea semnalului stocastic de elementul liniar

Se considera un element dinamic liniar stabil reprezentat in
figura 10.1 si descris de functia de transfer H(s) sau functia pondere
w(t) cunoscute si determinate de relatia:

1 p(Cc+jo
2mj Jc—joo
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unde c este abscisa de convergenta.

x®) | w y©)
Kex (D), Sex (@) | ) [ K, (1), S,y (00).

Fig. 10.1. Transformarea semnalului stocastic
stationar de elementul dinamic liniar

Fie realizarea semnalului stocastic x(t) aplicat la intrarea
elementului dinamic, care se exprima prin suma marimii medii §i
semnalului stocastic centrat:

x(t) = my + X(t), (10.2)

ce se caracterizeaza prin media m, = 0, functia de corelatie K., (T) si
densitatea spectrala S,,(w) cunoscute, atunci realizarea semnalului
stocastic de iesire al elementului dinamic se considera ca suma marimii
medii si semnalul stocastic centrat:

y(®) = m, + (D). (10.3)

Conform principiului superpozitiei, componentele semnalului
din (10.3) se determina separat: media m,, ca rezultatul transformarii
marimii m, in regim stationar cu H(0):

my, = H(0)m, = km, =0, (10.4)

unde k este coeficientul de transfer al elementului, iar componenta y(t)
este rezultatul transformarii marimii #(t). Media m,, a semnalului
iesirii poate fi calculata si prin functia pondere w(t) a elementului si
media m,(t) prin relatia:

my,(t) = [ w(t — 0)m,(8)d6 = 0, (10.5)
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unde 6 este variabila de integrare.

Tn continuare, expunem transformarile semnalelor centrate si,
pentru simplificare, se omit cerculetele si marimile se prezinta x(t),
y(®).

Se dau relatiile de calcul al caracteristicilor semnalului de
iesire y(t) al elementului dinamic in domeniul timpului si in domeniul
frecventa.

Tn domeniul timpului, legitura functionali a transferului
semnalului de intrare—iesire al elementului dinamic se determina prin
functia de corelafie (autocorelatie) K,,, (1) a mdrimii de iesire. Reactia
elementului dinamic se exprima prin functia pondere w(t) a
elementului si realizarea semnalului x(t) de intrare cu integrala de
convolutie:

y(@®) = [ w(t—0,)x(8,)d0; = [ w(®,)x(t — 8,)d6,, (10.6)

unde 0, este variabila independenta de integrare.
Pentru momentul de timp t + t expresia (10.6) este:

y(E+1) = [ w(B)x(t +T—8,)do,, (10.7)

unde 6, este alta variabila independenta de integrare.
Functia de corelatie a semnalului de iesire a elementului
dinamic in baza (10.6)-(10.7) se determina prin relatia:

Kyy(©) = Jim — [ y(©)y(t + Dde =
= lim — [* [/ w(8,)x(t — 6,)d6; [~ w(B,)x(t + T — 0,)d6,]dt.

T—oo 2T
R (10.8)
In (10.8) se schimba ordinea de integrare si se obtine expresia:

Ky (1) = [~ w(8,)d6; [~ w(B,)[ lim — ST ox(t—6;) -
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- x(t+1—6,)]do,. (10.9)

Daca se introduce notarea parantezelor patrate din (10.9) ca
functia de corelatie a semnalului de intrare:

Ky (8, +T—8,) = Tli_r)go%f_TTx(t —0,)x(t + T — 8,)dt, (10.10)

atunci din (10.9) se obtine expresia integrala, care exprima functia de
corelatie K, (T) a marimii de iesire a elementului cu functia pondere

w(t) a elementului si functia de corelatie K,,(0; +Tt—96,) a
semnalului de intrare:

Kyy(D) = [ w(81)d0; [ w(8,)Ku (81 + T — 8,)d0,. (10.11)
Dispersia semnalului stocastic la iesirea elementului are forma:

Dy =Ky, (0) = [~ w(8,)d8; [~ w(8,)Kyx(8; — 65) dB,. (10.12)
Céand la intrarea elementului actioneaza semnalul zgomot alb

ideal cu functia de corelatie K,,(t) = c28(t), atunci dispersia
semnalului de iesire a elementului este:

Dy = [, w(®:)d8, [, w(8;)[c*5(8, — 8,)] dB; =
=c2 [* w?(8,)d6;, (10.13)
din care rezulta ca pentru calculul dispersiei semnalului de iesire, cand
la intrare actioneaza semnalul zgomot alb ideal, se integreaza in timp
patratul functiei pondere a elementului.

Functia de intercorelatie dintre realizarile semnalelor y(t)
si x(t) se descrie prin relatia:

Ky (1) = Jim [ y(@©x(t - vdt =
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= Tlijfgo%f_TT[ffomW(ﬂ)x(t — 0)d6]x(t — T)dt =
= ffooo w(0)do Tli_r&%f_TTx(t — 0)x(t —)dt =

= 7 w(®)Ky (T — 0)dh, (10.14)
care reprezinta ecuatia Wiener—Hopf sau integrala convolutiei functiilor
si raspunsul elementului la actiunea semnalului, avand forma functiei
de corelatie K, (T).

La analiza dinamicii stocastice a sistemelor se utilizeaza relatiile
dintre caracteristicile densitatii spectrale a transferului x(t) — y(t) al
semnalelor de intrare si iesire.

In domeniul frecventa, densitatea spectrald dintre semnalele
y(t) six(t) se descrie prin expresia:

Syy(@) = [7 K, (De /%, (10.15)

Se substitue in (10.15) functia de corelatie din (10.11) si se
obtine:

Syy(@) = [% [[5 w(0:)d0; [ w(B,)Kyx (81 + T — 0,)d0,|e/oTdr =

= [T T 7 w(81)de; [~ w(By)Ke(8; +T—6;) >

- e_jw(91+7_92)ej(l)(e1—62)dez]dT —
= [ w(0,)e %20, [ w(B;)e/%1d0,; —
= 7 Ky (8 + 1 — ;)¢ T@C1tm62) g, (10.16)

Transformata Fourier a functiei pondere w(t) a elementului de
la prima si a doua integralda din (10.16) determina locul de transfer
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H(jw) al elementului pentru valorile lui w n intervalul —oco -+ + oo si
se obtine:

H(jw) = [~ w(8y)e /% d8,, H(—jw) = [~ w(8,)e/*% db;.

(10.17)
Densitatea spectrala (10.16) cu (10.17) are forma:

Syy(@) = H(jw)H(=jw) [7, Kux(81 + T~ 8;)e /@7 =02)dr,

(10.18)
Luand in consideratie relatiile:
H(jo)H(—jo) = |H(jo)?,
S5 K01 + T — 0,)e /0@ T02)gr = 5, ()
expresia (10.18) in forma finalad se determina prin relatia:
Syy(@) = [H(jw)|2Sxy (@) = A%(00)Syx (), (10.19)

unde |H(jw)|*> este patratul modulului locului de transfer al
elementului, A%(w) — pitratul functiei amplitudine—frecventi a
elementului si S,,(w) — densitatea spectrald a semnalului de intrare
x(t).

Rezulta ca densitatea spectrala a semnalului stocastic stationar
al iesirii y(t) a elementului liniar se determinda ca produsul dintre
patratul modulului locului de transfer |H(jw)|? (sau patratul functiei
amplitudine—frecventid A%(w)) a elementului si densitatea spectrald a
semnalului de intrare Sy, (w).

Relatia (10.19) are explicatie fizica: modulul locului de transfer
|[H(jw)| la fiecare valoare a argumentului o determind raportul
amplitudinilor armonicilor semnalelor de iesire catre intrare, iar raportul
densitatilor spectrale Sy, (w) /Sy (w) la valoarea constanta a lui w este
egal cu patratul amplitudinilor armonicilor A% (w) respective.

Din relatia (10.19) rezulta ca caracteristica faza-frecventa ¢@(w)
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a elementului, care nu este in aceastd relatie, nu are nicio influenta
asupra densitatii spectrale a marimii de iesire y(t) a elementului
dinamic.

In baza relatiei (10.19) se obtine relatia de calcul al dispersiei
semnalului de iesire al elementului dinamic:

D, = if_oooo Syy(w) do = %f—oooo Sxx (@) [H(jw)|*do, (10.20)

care are aplicabilitate practica.

Exemplul 10.1. Se considerad elementul ideal derivator cu f.d.t. H(s) = ks si
cu functia amplitudine—frecventi A2(w) = k?w?, la intrarea ciruia se aplic semnalul
zgomot alb ideal cu densitatea spectrala S, (w).

Se cere sa se determine densitatea spectrala a semnalului de iesire.

Solutionare. Densitatea spectrala a semnalului de iesire a elementului se
determina prin relatia (10.19) si se obtine:

Syy((*)) = A? ((*))Sxx (w) = kzwzsxx (w).

Din aceasta relatie se constatd ca elementul derivator la frecvente joase
atenueaza amplificarea, iar la frecvente inalte amplifica semnalul.m

Exemplul 10.2. Se da functia de transfer H(s) = 1/Ts a elementului
integrator cu functia amplitudine—frecventi A%(w) = 1/T2?w?, la intrarea ciruia Se
aplica semnalul zgomot alb ideal cu densitatea spectrala S, (w).

Se cere sa se determine densitatea spectrald a semnalului de iesire.

Solutionare. Densitatea spectrala a semnalului de iesire a elementului se
determina prin relatia (10.19) si se obtine:

Syy((*)) = Az((*))sxx(w) = (1/T2(*)2)Sxx(w)'

Pentru elementul integrator procesul este invers: la frecvente joase semnalul
se amplifica, iar la frecvente Tnalte amplitudinea semnalului se reduce.m

Functia de corelatie la iesirea elementului dinamic cu locul de
transfer H(jw), la intrarea cdruia se aplicd semnalul de intrare cu
densitatea spectrald S, (w), se calculeaza prin formula Wiener-Hinchin
[9, 17], care este mai simpla in aplicatii decat relatia (10.11):

Kyy(0) = 5= [ |H(j0) ]S, (@)e/d o, (10.21)
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unde |H(jw)|? este patratul modulului locului de transfer H(jw) al
elementului dinamic, S,,(w) — densitatea spectrala a semnalului de
intrare, e/ — operatorul de convertire.

Daca la intrarea elementului se alicd semnalul zgomot ideal cu
densitatea spectrald S, (w) = c?, atunci dispersia semnalului de iesire
a elementului se descrie prin relatia:

D, = ; * H(jw)|?dw =§ [Z A (w)dw. (10.22)

Exemplul 10.3. Se considera elementul dinamic cu inertie de ordinul unu
descris de functia de transfer:

la intrarea cdruia actioneaza semnalul zgomot alb cu banda spectrului w;, > wy =
= 1/T si cu densitatea spectrald S,.,.
Se cere sd se determine dispersia D,, semnalului la iesirea elementului.
Solutionare. Se utilizeaza relatia (10.20) si dispersia D,, va fi:

2
dw =

= [ See(w) H(@) 2o = = [ Sy,

cho+1|

= ""k arctgwT |, = ""k , wpT > 1.

Dispersia D, a semnalului de iesire se reduce astfel: cu cat este mai redusa
densitatea spectrala S,, a semnalului de intrare si cu cat este mai mare constanta de
timp T a elementului dinamic.m

Densitatea interspectrala dintre semnalul de iesire y(t) si
semnalul de intrare x(t) se da prin relatia:

y(iw)
o x(jw) e

= H(jw)S,,(w), (10.23)

$,2(j) = Jim 2y (je) x(~] )l =

unde locul de transfer al elementului dinamic liniar se reprezinta ca
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rportul amplitudinii semnalului de iesire la amplitudinea semnalului de
intrare functie de frecventa descris prin relatia:

L yGe),

Deci, densitatea interspectrald a transferului intrare—iesire
x(t) — y(t) a semnalelor stocastice stationare ale elementului dinamic
liniar este produsul dintre locul de transfer al elementului H(jw) si
densitatea spectrald a semnalului de intrare S, (w).

10.3 Obiecte de conducere la actiunea semnalelor stocastice

Se analizeaza obiectul de conducere reprezentat in figura 10.2,
a la actiunea semnalelor stocastice stationare, unde u(t) este semnalul
de conducere, y(t) —semnalul de iesire, p(t) — semnalul perturbator.

lp(t)
u(t) y(6)

—» H(s) — it)» H,yp,(s)

a)

OIS

b)
Fig. 10.2. Scheme structurale ale obiectului de conducere

n figura 10.2, b este reprezentatd structura obiectului de
prelucrare a semnalelor: H,,,(s) este functia de transfer a obiectului pe
canalul de transfer marimea de conducere u(t) — raspunsul y,(t),
H,,(s) —f.d.t. a obiectului pe canalul perturbatie p(t) raspunsul y, (t),
iar y(t) = y,(t) + y,,(t) — raspunsul obiectului la ambele semnale de
intrare.

Functiile de corelatie K, (t) si K,,(t) si densitatile spectrale
Syu(w), Spp(w) ale semnalelor stocastice stationare de intrare sunt
cunoscute.

Se formuleaza problema: sa se determine legatura dintre functia
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de corelatie si functia densitatii spectrale a semnalului de iesire y(t),
daca functiile de corelatie si densitatile spectrale ale semnalelor de
intrare u(t) si p(t) sunt cunoscute.

Deoarece pentru sistemele liniare este valabil principiul
superpozitiei, atunci raspunsul obiectului este suma raspunsurilor la
semnalele de intrare aplicate separat si se descrie prin relatia:

}/(t) =W () + yu(t) =
= 7wy, (8)u(t — 6,)d0; + [ wy,(8)p(t — 0,)d6, (10.24)

unde wy,, (01), wy,, (8,) sunt functiile pondere ale obiectului pe canalele
de conducere si ale perturbatiei, iar u(t — 0;) si p(t — 0,) — realizarile
semnalelor stocastice.

Realizarea raspunsului obiectului translat la timpul T se da prin
relatia:

y(E+1) = [ wy(8)u(t +t—0,)de, +
+ 17wy, (8,)p(t + T — 8,)d6,. (10.25)

Functia de corelatie a raspunsului obiectului se descrie prin
relatia:

. T o
Kyy (0 = lim o [1 [[7, wy (B)u(t — 8,)d6; +] >

>[5 Wy (0)u(t + T —8,)d0, + [ wy, (8)p(t + T — 6,)d6,]dt.
(10.26)
In relatia (10.26) se schimba ordinea integrarii, se efectueazi
inmultirea termenilor si se obfine relatia functiei de corelatie in forma:

Kyy () = [ wyy (0)d0; [ wyy(8,)K,, (8; + T — 6,)d0, +

+ 7wy (81)d0y [ wy, (8,)K,p(0; + T — 0,)d6, +
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+ 7wy, (8)d0y 7wy (8)Kp, (8, + T — 0,)d6, +
+ [ o wyp(8:1)d8y [ Wy (82)Kypp (81 + T — 0,)d6,, (10.27)
unde K, (8; + T — 0,) = Tli_r){}o%f_TTu(t —0)u(t + T — 0,)dt,
Kpp(01 +7—8,) = lim — [ p(t —8,)p(¢ + - 8,)dt,
&w@1+r—%)=£g%ﬂiu@—6ﬂp@+r—9gﬂ,
&mm1+r—%)=ﬁgijipa—egu@+r—ega.

Relatiile integrale (10.27) determinad interactiunile dintre functia
de corelatie Ky, (t) a raspunsului stationar stabilizat al obiectului,
functiile de autocorelatii K,,,,(t), Ky, (1) si functiile de intercorelatii
Ky (1), Kpy (1) ale semnalelor stocastice stationare.

Densitatea spectrala a raspunsului stabilizat al obiectului este:

Sy (©) = |Hyu )| S (00) + Hiyoy (—j@) Hypy (j00) Sy (j0) +

+Hyu (j(*))Hyp (_jw)spu (](1)) + |Hyp (](JL)) | ZSpp ((JL)), (10.28)

unde H,,(—jw),Hy,(—jw) sunt locurile de transfer complex-
conjugate cu locurile de transfer H,,(jw), Hy,(jw), iar
Suu(w), Spp(w) — densitdtile spectrale ale semnalelor, S, (jw),
Spu(jw) — densititile interspectrale ale semnalelor.

Dacd semnalele stocastice de intrare u(t) si p(t) nu sunt
corelate intre ele, atunci densitatile interspectrale sunt nule:

Sup(jw) = Spu(i(*)) =0
si densitatea spectrald a raspunsului stabilizat al obiectului (10.28) este:

Sy (©) = |Hy G)|* S (@) + [Hypp ) |*Spp (). (10.29)
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10.4 Sistemul automat liniar inchis la
actiunea semnalelor stocastice

Se considera structura sistemului automat inchis cu reactie
unitard stabil sub actiunea semnalelor stocastice de intrare a referintei
r(t) si a perturbatiei p(t) (fig. 10.3). Obiectul de reglare (OR) este
reprezentat prin doud componente cu f.d.t. H; (s) si H,(s) si perturbatia
actioneaza la intrarea componentei a doua, Hg (s) —f.d.t. aregulatorului.
Scopul conducerii este ca sistemul sa reproduca semnalul de intrare r(t)
si sa rejecteze actiunile perturbatiei p(t) care actioneaza asupra
obiectului.

OR
H,(s) Ly (t)

A 4

Hy(s) |

________________________________

Hg(s)

() ~ () |

Fig. 10.3. Schema structurala a sistemului inchis la
actiunea semnalelor stocastice

Tn general, se admite ci semnalele stocastice s se reprezinte
astfel:

r(t) = m.(t) +7#(t), p(t) = m,(t) + p(1), (10.30)
unde m,.(t) si my,(t) sunt mediile semnalelor, iar 7(t) si p(t) —
semnalele stocastice centrate.

Pentru analiza urmaririi de catre sistemul automat a semnalului
de intrare r(t) se utilizeaza eroarea sistemului:

e(t) =r() —y(0), (10.31)
lar eroarea se reprezinta ca semnal stocastic prin componentele:

e(t) = mg(t) + &(t), (10.32)
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unde m(t) este media erorii, iar £€(t) — semnalul centrat al erorii.
Pentru sistemele liniare este valabil principiul superpozitiei si se
determina separat componentele erorii m.(t) si €(t) pentru fiecare
semnal de intrare r(t) si p(t). Media erorii m¢(t) este reactia la mediile
intrarilor m,.(t) si m,(t) si se reprezinta prin transformata Laplace:

me(s) = Her(s)m,(s) + Hsp(s)mp(s)- (10.33)

Daca mediile sunt constante si semnalele centrate sunt
stationare, atunci expresia (10.33) ia forma:

mg = Hep (0)m,. + Hepp (0)my,. (10.34)

In continuare, marimea erorii centrate &(t) se determind ca
reactia sistemului la actiunea semnalelor centrate 7(t) si p(t).
Caracteristicile probabiliste ale semnalelor centrate #(t) si p(t) se
descriu cu functiile de corelatia K,..(t) si Ky, (1) sau prin densitatile
spectrale S, (w) si Sy, (w). Dacd semnalele sunt corelate, atunci trebuie
sd fie cunoscutd si functia de intercorelatie K,.,(t) sau densitatea
interspectrald S, (jw).

Dupa caracteristicile probabiliste cunoscute ale semnalelor de
intrare se calculeaza dispersia D, a semnalului erorii dupa relatia:

1 oo 1 poo
D, = Ef_iss(w)dw = Efo See(w)dw, (10.35)
Densitatea spectrala a erorii Se determinata prin expresia:
See(w) = |Hsr(iw)|25rr(w) + Hsr(_jw)Hsp(iw)Srp(iw) +
+H£r(jw)Hsp(_j(’0)Spr(iw) + |Hsp (joo)|25pp(u)), (10-36)

unde He,(jw), Hg,(jw) sunt locurile de transfer ale erorii sistemului
pentru semnalele de intrare r(t) si p(t).
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Din (10.36) rezulta ca dispersia sistemului se determina ca suma
dispersiilor erorilor prin relatia:

D. = D¥ + D? + D" + DY, (10.37)

unde indecsii de sus indicd semnalele de intrare pentru care se
calculeaza dispersia erorii.

Daca semnalele de intrare u(t) si p(t) nu sunt corelate, atunci
densitatile spectrale de interactiuni sunt nule si densitatea spectrala
(10.36) si dispersia erorii (10.37) se simplifica si se determind prin
relatiile:

See(w) = |Hsr(jw)|25rr((1)) + |Hsp(jw)|25pp((*))a (10.38)
D. = D¥ + D?. (10.39)

Tn caz particular, cand perturbatia actioneaza la iesirea
obiectului (H,(s) = 1), atunci semnalele de intrare u(t) si p(t) nu sunt
corelate si densitatea spectrala a erorii este:

1
Sss(w) = | m |2 [Suu((.l)) + Spp ((1))], (1040)
unde H;(jw) = Hr(jw)H,(jw) este locul de transfer al sistemului
deschis.

Media erorii sistemului se calculeaza prin urmatoarele relatii.

Valoarea medie a pétratului erorii:
€2(t) = D, + m2(¢). (10.41)

Media erorii patratice:

e(t) = Ve2(t) = /De + m(2). (10.42)
Daca media este constanta si semnalul centrat este stationar,
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atunci relatiile (10.41) si (10.42) au forma:
& =D, +m? e=+¢ = /D, + mZ. (10.43)
Tn cazul cand media m, = 0, atunci media erorii patratice este:
e=Vet = /D, = o, (10.44)

unde o este devierea erorii patratice.

Pentru determinarea dispersiei semnalului erorii sistemului la
actiunea semnalelor stocastice cu densitatile spectrale cunoscute este
necesar de calculat integrala (10.35), care este o procedura dificila.

10.5 Metode de calcul a dispersiei semnalului stocastic

Pentru calculul dispersiei semnalului stocastic al marimii de
iesire a sistemului se utilizeaza doua clase de metode:

1. Metode analitice.

2. Metode grafo-analitice.

10.5.1 Metode analitice de calcul a dispersiei
semnalului stocastic

Pentru determinarea valorii dispersiei semnalului stocastic de
iesire y(t) al sistemului descris cu functia de transfer H(s), la intrarea
caruia actioneaza semnalul stocastic de intrare x(t) cu densitatea
spectrala cunoscuta S, (w) se utilizeaza relatia:

Dy = — [ 1H(w) |2 (@)dw, (10.45)

unde H (jw) este locul de transfer al sistemului studiat.

Deoarece functia de transfer H(s) = B(s)/A(s) se exprima ca
raportul polinoamelor B(s) si A(s) si atunci patratul modulului locului
de transfer este o functie para de valorile pare ale lui w de forma:
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|H(w)|? = H(w?). (10.46)

Se considera densitatea spectrala S, (w) a semnalului de intrare
o functie pozitiva, reald, para si raionald, polinoamele careia contin
componente numai cu grade pare de variabila w:

P(0?) _ pm@*M+pm-10*™ 2+ +pg
Qw?)  qnwP+qn_ 10?24 4qg

Sxx(w) =

,m<n, (10.47)

unde p;, q; sunt coeficientii reali ai polinoamelor P(w?) si Q (w?).

Gradul 2m al polinomului P(w?) este mai mic decat gradul 2n
al polinomului Q (w?) si polinomul Q(w?) # 0 nici pentru o valoare a
lui w si, numai pentru aceste cazuri, integrala (10.45) de la densitatea
spectrald Sy, (w) a semnalului de intrare este convergenta si dispersia
D,, va fi o marime finita.

Radicinile ecuatiilor P(w?) =0, Q(w?) = 0 cu coeficientii
reali vor fi reale sau complexe conjugate. Daca polinomul este o functie
pard, atunci fiecarei radacini wy, 1i corespunde radacina —wy,.

Polinomul Q(w?) numitorului nu poate avea ridicini reale,
deoarece densitatea spectrald S, (w) va avea un pol situat pe semiaxa
reald pozitiva si integrala de la densitatea spectrala S, (w) nu va fi o
marime finita.

Ridicinile polinoamelor P(w?), Q(w?) pot fi alocate simetric
in raport cu axele reala si imaginara a planului complex al variabilei
w = u + jv (fig. 10.4, a).

jv Ajv u 4jq
P Eapap—— X
VR IV Xeommm ----9@ XS1 @
o " =
: 1 1 :uL u I p‘
I U 0 30
! ""'T"* ! X Sy
R, R + ) b) 0)

Fig. 10.4. Transformarea planului complex w a), b) in planul complex s c)
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Rezultd ca relatia (10.45) pentru determinarea dispersiei D,, este
o functie pard de gradele pare ale lui w, reprezentata ca fractie rationald
si dac polii sunt simpli si reali p; = w? (i = 1,n), atunci aceast fractie
se descrie ca suma fractiilor simple:
, B(w? ;
|H ()2, (0) = 2D = 3, et (10.48)

A(w?) =l w2+w?

Expresia (10.45) cu substitutia (10.48) se integreaza si se obtine:

1 1 i
=_f > m2+m dw = —3; i —arctg—lm—2 ?16
(10.49)

Deci, pentru calculul dispersiei D, este necesar a determina
radicinile ecuatiei A(w?) =0 si se calculeazd coeficientii c;. In
practica, radicinile lui A(w?) = 0 sunt complexe si acest calcul este
laborios.

Tn general, pentru calculul dispersiei D,, dupd relatia (10.45)
exista o metoda analiticid, care se bazeaza pe descrierea functiei
integralei in forma [9, 17]:

1 o B(w?) w _ 1 ro  [Bjw)?
T 2 Y- A(w?) T 2nd-0 A(jw)A(-jw)

=Jn =

_ Lf‘*’ bn-1(j@)2 D 4+by 5 (j0)2 D 4 4by (jw)? 5 do,
© A(J)A(-jw)

(10.50)

2T

unde A(jw) = a, o)™ + ap_1 ()@Y + -+ a4 5i A(—jw) =
= an(_j(*))n + an—l(_j(*))(n_l) + ot ayp.

Polinoamele numiritorului B(w?) si numitorului A(w?) din
functia integralei (10.50) se dau in forma:

A(w?) = JA(w)|* = Ajw)A(-jw),

B(w?) = |B(jw)|* = B(jw)B(—jw).

(10.51)

Radacinile polinomului A(jw) sunt alocate Th semiplanul
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superior, notate x (fig. 10.4, a, sunt 4 radacini), iar radacinile
polinomului A(—jw) sunt alocate in semiplanul inferior al planului
complex al radacinilor, notate * (fig. 10.4, a, sunt 4 radacini).

Tnmultirea numarului complex la unitatea imaginara j = v/—1
roteste vectorul, care reprezinta acest numar, la unghiul /2 contra
sens. Rezulta ca toate radacinile polinoamelor A(jw) si B(jw) din
semiplanul superior ale variabilei w (fig. 10.4, b, 2 radacini) se
transforma in radacinile polinoamelor A(s) si B(s), care vor fi alocate
in semiplanul stang al planului complex al variabilei s (fig. 10.4, c, 2
radacini).

Integrala din (10.50) pentru sistemele automate stabile de
ordinul n se calculeaza prin relatia [17]:

Jo = (—1)mH 2 (10.52)

2an0y’

unde A, este determinantul Hurwitz de ordinul n, construit din
coeficientii a,, @p_1, Ayp_3,-..., 4y Polinomului A(jw) de forma:

[an_l Ap_3 Ap_5 ... O]

| an  an—2 an—4 ... 0|
Ay=10  ap_q ap_z ... 0],
0o 0 0 .. aOJ

lar Q,, este determinantul care coincide cu determinantul A,,, dar in care
primul rand se substituie cu coeficientii b,_q, by_y, ..., by ai
polinomului B(jw) si are forma:

[bn—l bn—z bn—3 - bo]

Ap Qpn_y An_gq ... O
Qn == 0 an_1 an_3 0 .
0 0 0 ... ag
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Pentru sistemele automate de ordinul n = 1 + 4 expresiile de
calcul al integralei J,, din (10.52) se dau in tabelul 10.1 [9, 17].

Tabelul 10.1. Expresiile de calcul al integralei J,,

Graduln Expresiile de calcul al integralei J,,
polinomulu
i A(s)

1 by
2a40ay

2 —b; + bya,/ag
2a4a,

3 —a1b, + azb; —azazby/ay

2az(azap — aza;)
4 bs(—azay + aza,) — asa,b; + asasb; + asb(asa; — azaz)/ag
2a,(a,af + afay — aza,a;)

Tn numitorii expresiei lui J, (10.52) se regisesc minorii
principali ai determinantului Hurwitz de ordinul A,,_;. Tn cazul cand n
sistem se instaleaza limita de stabilitate oscilanta, regimul critic in
sistem, rezultd ca 1n ecuatia caracteristica a sistemului exista radacini
complex conjugate pentru care determinantul A,_;= 0 si dispersia

semnalelor sistemului tinde la infinit.
Exemplul 10.4. Se considera f.d.t. a sistemului:

2
852+65+3’

H(s) =

la intrarea caruia actioneazd semnalul stocastic x(t) cu densitatea spectrala:

6
Sex(@) = PYIvE
Se cere sa se determine densitatea spectrala a semnalului de iesire y(t) a
sistemului.
Solufionare. Densitatea spectrald Sy, (w) a semnalului de iesire y(t) al
sistemului se determin prin relatia (10.19):

2 2 6 4 6

Syy (@) = [H(w)[*Syx(w) = _

8(jw)2+6jw+3l w2+1  |8(jw)2+6jw+3|2 w2+1
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Determinarea dispersiei D, prin relatia (10.48) este precedati de
transformarea functiei integralei in forma:

12
8(jw)2+6jw+3](jw+1)[8(—jw)2+6(— jw)+3](—jw+1)

Syy(w) = [

12
[B(jw)3+14(jw)2+9jw+3][8(—jw)3+14(—jw)2+9(—jw)+3]

Tn calculul dispersiei D,, prin expresia obtinuta se utilizeaza relatia pentru /3
din tabelul 10.1 pentru n = 3 cu coeficientii b, =b; =0, by = 12,a; =8, a, =
14, a, =9, ay = 3 si efectudnd calculele se obtine:

—apaiby+apazbi—azazbyg _ —3-9:0+3-8:0—-14-8-12  —1344

= = = 0.2745.m
2agaz(agaz—aqaz) 2-3:8(3:8—9-14) —4896

Dy = ]3 =
10.5.2 Metode grafo-analitice

Pentru sistemele automate de ordinul n > 4 metoda analitica de
calcul al densitatii erorii este dificila si atunci se utilizeazd metodele
grafo-analitice.

Se considera structura sistemului inchis cu actiunea semnalelor
stocastice a referintei r(t) si perturbatiei p(t) (fig. 10.3).

Metoda se reduce la urmatoarele etape.

La prima etapa se construieste functia amplitudine—frecventa
Agp(w) = |Hsp (jw) | aerorii sistemului la actiunea semnalului stocastic
perturbator p(t) cu densitatea spectrala S,,(w) (fig. 10.5) si, n
continuare, se construieste patratul functiei Agp (w) si se determina
densitatea spectrala a erorii in raport cu perturbatia ca produsul
SP(w) = Agp (w)Sy, (w) pentru aceleasi valori ale lui w.

In rezultatul acestor constructii se obtine aria limitatd de
curba SE.(w) (hasurati) si sistemul de coordonate si, dacid aceasti arie
se raporteaza la marimea T, atunci se obtine expresia dispersiei erorii
sistemului in raport cu perturbatia p(t):

Dep == J,” Sh(w)dw. (10.53)

Din analiza curbelor AZ,(w) si Sy, (w) rezulta ca daca valorile
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maximale ale acestora coincid, atunci aria limitatd de curba SE.(w) si
sistemul de coordonate va fi mai mare, deci, si dispersia D, va fi mai
mare, si invers, alegand parametrii sistemului astfel, incat aceste curbe
sa fie deplasate intre ele care sa conduca la reducerea dispersiei
sistemului.

1.0

Spp(0)

Fig. 10.5. Determinarea dispersiei erorii sistemului

Similar, se obtine dispersia erorii D, in raport cu referinta si
dispersiile D.?, DF" de interactiuni dintre semnalele 7(t) si p(t) si
dispersia sumara a sistemului automat la actiunea semnalelor stocastice
referintei r(t) si perturbatiei p(t) se determina ca suma dispersiilor:

D; = D + D" + DY + Dy, (10.54)

Aceasta metoda are avantaje In cazul cénd caracteristicile
Agr (W), Agp (@), Spr(w), Spp(w) sunt ridicate experimental si se dau
in forma grafica.

10.6 Utilizarea semnalului zgomot
alb ideal ca model al actiunilor externe

Alegerea modelului actiunilor externe impune cerinta ca acesta
se fie un model relativ simplu, dar si corespunda realitatii. In practica,
studiul dinamicii stocastice a sistemelor automate in calitate de model
al actiunilor externe se utilizeaza zgomotul alb ideal [9, 17-19].

Se considera structura sistemului automat inchis (fig. 10.3) cu
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f.d.t. a canalului direct H;(s) = Hx(s)H,(s) = k/s (H,(s) = 1),
asupra caruia actioneaza semnalele stocastice r(t) si p(t) ca modele
zgomot alb ideal cu densitatea spectrala S, (w) = Sp,(w) = c2.

Dispersia D, rdspunsului sistemului inchis cu coeficientii
cunoscuti by = 1, a; = 1, ay = k la actiunea semnalului de referinta
r(t) se calculeaza utilizand expresia pentru integrala /; din tabelul 10.1
si se obtine:

D 1 (oo C2| |2 _ k?c? foo dw _
YT ond-o0 7 |jw+k T 2n Y- (jotk)(mjot+k)
b kc?
= k?c?], = k?c? —— = —. 10.55
J1 raa = 2 ( )

Dispersia erorii D, sistemului inchis la actiunea semnalului de
referintd r(t) si dispersia reactiei D, a sistemului inchis la actiunea
semnalului de perturbatie p(t) se dau in forma:

: 2 2 2
1 oo jw c 0 wedw
D.. =D, =— 2 | | == = =
er yp 2m -0 ¢ jo+k do 2m Y —00 w2+k?2
c? oo
== [% dw—D,,. (10.56)

Prima componenta din expresia dispersiei ia valori infinite, ceea
ce nu corespunde cazului real, deoarece dispersia semnalelor are o
valoare finita. Rezultatul obtinut se explica prin faptul ca expresiile
patratelor modulelor locurilor de transfer |H, (jw)|? si |Hyp(ju))|2
contin gradul polinomului numaratorului egal cu gradul polinomului
numitorului.

De exemplu, se considera functia de transfer si locul de transfer
al sistemului inchis:

Hy, (s) = —— Hyr(jo) =

jw+k'
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care In domeniul frecventd corespunde unui filtru trece-jos si permite
trecerea semnalelor de frecventa joasa, iar semnalele de frecventa Tnalta
sunt filtrate.

Functiile de transfer si locurile de transfer ale erorii sistemului
in raport cu referinta si perturbatia au forma:

He (s) = Hyp(s) =

S
s+k’

Her o) = Hyp G0) = 20

si corespund unui filtru de frecventa nalta, care filtreaza semnalele de
frecventa joasa si permite trecerea semnalelor de frecventa inalta.

Patratul modulelor locurilor de transfer ale filtrelor de frecventa
joasa si Tnalta au forma:

N k2
|Hyr(](*))| = Ajzfj((l)) = oZige

|H£r(j(*))|2 = | (]w)l = Afl(w) = 2+k2

Din analiza efectuata rezulta ca utilizarea modelului zgomotului
alb ideal pentru calculul dispersiilor semnalelor este posibil numai in
cazurile cand functia de transfer a sistemului in raport cu semnalul
stocastic aplicat corespunde unui filtru trece-jos.

In cazul cand functia de transfer a transferului semnalul stocastic
de intrare - semnalul stocastic al variabilei ca marime de iesire
corespunde unui filtru trece-sus, se recomanda a fi aplicate modele de
semnale de actionare care au banda limitata de frecventa cu densitatea
spectrald limitatd S, (w), de exemplu:

Sr(w) =

2+u2’

unde D si p sunt dispersia si parametrul de amortizare.
Rezultatul analizei sistemului de ordin redus cu semnale
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stocastice de intrare este valabil si pentru sistemele de ordin superior.
Daca functia de transfer a sistemului in canalul direct este:

Hy(s) = i—g (10.57)

iar in canalul de reactie f.d.t.:

H,(s) = j_E; (10.58)

atunci functia de transfer a sistemului inchis se descrie prin relatia:

Hg(s) B1(S)Ay(s B(s
Hols) = 1+Hd‘(15)Hr($) - Al(s)A:((s))+Bl((2)Br(s) - ﬁ (10.59)

Daca gradul polinomului degB(s) = degA(s) in sistemul
inchis, atunci modelul semnalului zgomotului alb ideal n(t) nu poate fi
utilizat ca semnal exterior pentru calculul dispersiei D,,,..

Pentru a obtine modelul semnalului stocastic cu caracteristicile
dorite se utilizeaza elemente dinamice numite filtre de formare [9, 17-
19].

Definitie. Filtrul de formare este un element dinamic la intrarea
caruia se aplica 8(t) — functia sau semnalul treapta unitara, iar la iesirea
lui se formeaza semnalul stocastic cu proprietatile dorite, corespunzator
solutiei ecuatiei diferentiale considerate (fig. 10.6, a).

(O
n(t) 4 y_(Q —r>n . V2D a J
Su@ D50
a) b)i FF H

Fig. 10.6. Schema structurala de realizare a filtrului de formare

Pentru generarea semnalului stocastic cu caracteristicile
probabiliste impuse se aplica semnalul zgomot alb ideal (fig. 10.6, a, b)
cu densitatea spectrald S,,,(w) = 1 la intrarea filtrului si se cere sa se
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determine functia de transfer a filtrului de formare H¢ (s), care formeaza
la iesirea filtrului semnalul stocastic cu caracteristica densitatii spectrale
date, de exemplu S;r(w) = 2Dp/(w? + p?).

Densitatea spectral la iesirea filtrului de formare este:

D
S77(0) = |Hy G0)* Sun@) = 7 = [y G| +1 =

Avand 1n vedere ca locul de transfer al filtrului trebuie sa fie de
faza minima, atunci se obtine:

H, (jo) = Y228, (10.61)

Functia de transfer a filtrului de formare se exprima prin
substituirea jw = s:

Hi(s) = L2 = _br (10.62)

s+ Trs+1'

J2Dp

unde kf = . este coeficientul de transfer al filtrului, iar 7r = p=! —

constanta de timp.
Descrierea filtrului de formare Tn variabile de stare are forma:

v(t) = —pw(t) +/2Dpn(d),
y() = v(t) (10.63)

si in figura 10.6, b se reprezintd schema structurald de realizare a
filtrului de formare, la iesirea caruia se obtine semnalul stocastic cu
densitatea spectrald doritd Sgr(w).
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10.7 Calculul dispersiei erorii sistemului de ordin arbitrar

10.7.1 Calculul preciziei transformarii semnalelor
stocastice stationare in regim stationar

Pentru determinarea preciziei transformarii semnalelor
stocastice stationare utile in regim stationar este folosita dispersia D sau
marimea medie patratica a erorii O.

Analiza preciziei transformarii semnalelor stocastice stationare
in sistemele automate de ordin arbitrar, in functie de parametrii
functiilor de transfer al sistemului si de caracteristicile semnalelor
externe care actioneaza asupra sistemului, se bazeaza pe structura
sistemului (fig. 10.7).

In baza principiului superpozitiei, analiza transferului intrare—
iesire se efectueaza separat pentru semnalul de referinta r(t), semnalul
zgomot alb n(t) si perturbatia p(t), care actioneaza asupra sistemului.

Fig. 10.7. Structura sistemului pentru calculul preciziei

Semnalul util 7(t) se 1insumeaza aditiv cu semnalul
zgomot n(t).

Se cere ca la iesirea sistemului sa fie reprodus semnalul de
referintd, iar semnalele n(t) si p(t) sa fie rejectate.

Marimea de iesire y(t) a sistemului se reprezinta ca suma
reactiei sistemului la semnalele care actioneaza:

y(&) =y (8) + ¥, () + yu (D). (10.64)

Daca semnalele de intrare 1n sistem nu sunt corelate, atunci
eroarea stationara a transformarii semnalelor de intrare in semnal de
iesire y(t) al sistemului va fi:
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e(t) =r(t) —y(®) =r@) =y () — yp (&) —yu(t) =
=¢&.(t) - yp(t) — ¥ (0), (10.65)

unde g, (t) = r(t) — y,-(t) este eroarea sistemului in raport cu referinta,
iar y, (t) si y,,(t) sunt raspunsurile la actiunea semnalelor p(t) si n(t).

Eroarea sistemului este suma erorilor separate in raport cu
actiunea semnalelor r(t), p(t) si n(t):

e(t) = g (£) + £, (£) + £, (D), (10.66)

unde &, (t) este eroarea la reproducerea semnalului referintei r(t), iar
componentele erorii €,,(t) si €,,(t) — eroarea iesirii sistemului la
actiunea semnalelor p(t) si n(t).

Dispersia erorii sistemului este suma dispersiilor erorilor la
actiunea semnalelor de intrare r(¢t), p(t) si n(t):

D¢ = Dy + Dy + Dy, (10.67)

unde D, este dispersia erorii sistemului cand actioneazd numai
semnalul de referinta, D,,, — dispersia iesirii sistemului in raport cu
perturbatia si D, — dispersia iesirii sistemului in raport cu semnalul
zgomot.

Componentele dispersiilor erorilor sistemului pentru semnalele
de intrare referinta r(t), perturbatia p(t) si zgomotul alb ideal n(t) se
calculeaza pentru structura sistemului conform relatiilor [9, 17]:

H(jw) |? 1 (oo .
__f oo| 1+H](<;')m)| Srr(‘*))dwzgf_lesr(]w)lzsrr(w)dw,

1 oo . 2
T o2m f— |1+H(}<u)| pp(u))d(n = Ef—oolHyp(/(*))l Spp((*))d(*)’

H(jo) |? 1 (oo . 2
- 2T f_ |1+I‘I]((;)w)| Snn((l))du) = Ef—oolHyn(]O‘))l Snn((*))d(*),
(10.68)
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unde He, (jw), Hyp(jw), Hy, (jw) sunt locurile de transfer ale erorilor
pe canalele intrare r(t), p(t), n(t) — semnalul y(t) de iesire al
sistemului, Sy (w), Spp(w), Syn(w) — densititile spectrale cunoscute
ale semnalelor exterioare r(t), p(t), n(t).

Se considera semnalele r(t) si p(t) caracterizate prin densitatile
spectrale S,,(w) = S,,(w) = 2D/ (w? + p?), iar semnalul n(t) se
descrie prin densitatea spectrald a zgomotului alb ideal S,,,(w) = c?.

Pentru determinarea preciziei sistemului automat n regim
stationar, se calculeaza dispersiile erorilor cu locurile de transfer
cunoscute ale sistemului in raport cu semnalele de intrare r(t), p(t),
n(t) si densitatile spectrale cunoscute ale acestora.

In cazul sistemului automat de ordin ridicat, dispersiile
semnalelor sunt expresii complexe si calculul lor este o procedurd
dificila.

10.7.2 Calculul dispersiei erorii in sistem de ordinul unu

Se considera sistemul deschis descris de functia de transfer a
elementului integrator H;(s) = k/s. Densitatea spectrald a semnalului
de referintd (t) se descrie prin relatia S,-(w) = 2Du/(w? + p?), iar
semnalul zgomot n(t) = 0. Functiile de transfer ale sistemului inchis si

ale erorilor sistemului in raport cu semnalele de referinta r(t) si
perturbatie p(t) se dau prin relatiile:

k
Ho(s) = 5o Her () = Hyp(8) = o (10.69)
Se determina patratele modulelor locurilor de transfer in forma:

k2
]u)+k| T 02+k2’

|Ho (o) ? = |

ol =5
jot+kl T wZ+k?

|Her o) | = |Hy ()| =

(10.70)

Dispersia erorii sistemului automat in raport cu semnalul de
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referinta r(t) se determina prin relatia:

Der = — [ |Her () |28, (@) doo. (10.71)

21TV —

Functia din integrala dispersiei erorii se aduce la forma pentru
care integrala se calculeaza prin relatiile din tabelul 10.1:

w?  2Dp
W2+k2 w2+p? -

|Her (jw) |25rr (w) =

~(j)? _
o+ (- Jo+) o+ (—jo+k)

=2Du

= -(jw)?
= 2Du [(0)2+(k+w) o)+l [(—jw)2 +(k+p) (—jo)+ku] (10.72)

Se calculeaza dispersia erorilor Dg. = D,,, din (10.71) prin
expresia lui J, cu n = 2 din tabelul 10.1 prin relatia:
—a0b1+a2b0 Du

D¢y = Dy, = 2D, = 2Dp———— = —,

2agaqa, k+p

unde coeficientii din (10.72), conform (10.50), se exprima: b; = —1,
by=0,a,=1,a; =k +y,ay =k

Analizand rezultatul obtinut, se constata ca dispersia erorii
pentru oricare variabila a sistemului este proportionald dispersiei D a
semnalului referintei, deoarece sistemul este liniar.

Pentru k — 0 conturul de reactie a sistemului este deschis si
semnalul erorii se egaleazd cu semnalul de referinta €(t) = r(t) n
conditia n(t) = 0, iar semnalul marimii de iesire este egal cu semnalul
perturbatiei y(t) = p(t) si atunci dispersiile erorilor sunt egale cu
dispersia D a semnalului de referinta:

D¢y =D, = D.

Cand k — oo, referinta r(t) se reproduce fara eroare (n(t) = 0),
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iar perturbatia p(t) se filtreaza si dispersia este egala cu zero:
D¢ =Dy, = 0.

Cresterea parametrului p conduce la cresterea componentelor in
spectrele de frecventa 1nalta a semnalelor r(t) si p(t), care se filtreaza
de sistem, dar care distorsioneaza puternic semnalele de intrare. Odata
cu cresterea lui p, dispersiile erorilor sistemului in raport cu semnalele
de referintd si perturbatiei cresC pana la dispersiile semnalelor de
intrare.

Pentru analiza transformarii semnalului zgomot alb ideal n(t)
dispersia semnalului de iesire al sistemului inchis este:

1 e} .
Dyn = Ef_oosnn(w)lHo(](D)lzdw.

Functia integralei se aduce la forma:

NT I S S P 1
Snn((*))IHO(](*))I =c 02+k2 =c k (](J)+k)(—](,l)+k)
Utilizand expresia J; din tabelul 10.1, se calculeaza dispersia
D,, pentru coeficientii by = 1, a; = 1, ay = k prin relatia:

D

yn = Czkzjl = c?k? = (10.73)

Daca k — oo, atunci creste si frecventa de taiere w, a sistemului
si rezulta cd banda de frecventd creste si semnalul zgomotului nu se
filtreazd, ceea ce conduce la cresterea dispersiei D,y,.

10.7.3 Calculul dispersiei erorii in sistem de ordinul doi

Se considera sistemul automat deschis descris prin functia de
transfer [17-19]:
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H;(s) = k>0,T>0.

s(Ts +1)
Functia de transfer a sistemului inchis este:

k
Ho(s) = Ts2+s+k’

Se reprezentd patratul modulelor locurilor de transfer ale
sistemului inchis si a erorii in forma:

2 2
2 _ K
[Ho(jo)|* = T(]u))2+ja)+k| T [T(0)?+jw+k][T(-jw)2—jo+k]’
L e e
Er -

T(w)2+jo+kl — [T(jw)2+jw+k][T(-jw)2-jo+k]

Produsul densitétii spectrale a referintei la patratul modulului
locului de transfer al erorii se aduce la forma pentru calculul tabelar:

. 2Dp T2(jw)*—(jw)? _
Srr ()| Her ) * = (jw+w)(—jo+w) [T(jw)2+jo+k][T(-jw)?-jo+k]

D T?(jw)*—(jw)?
u[T(Jw)3+(1+uT)(Jco)Z+(k+u)1co+ku][T( Jw)3+A+pT)(—jw) 2+ (k+p) (—jw) +ky]’

Se calculeaza dispersia D, a semnalului erorii sistemului de
ordinul n = 3 pentru /5 din tabelul 10.1 prin relatia:

_ _ —a1b2+a3b1—a3a2b0/a0 _ kuT+u+u2T _
Doy = 2Dyj; = 2Dp et dshie = pHITHT _
3(azap—azag) k+p+psT

(10.74)
pentru coeficientii b, = T?, by = —1, by =0, a3 =T, a, = 1+ uT,
a, =k+y a9 = k.

Analizand expresia lui Dg,, se trag unele concluzii.
1. Cand constanta de timp se reduce T — 0, f.d.t. H(s) a
sistemului deschis tinde cétre f.d.t. a elementului integrator si expresia
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lui D, se echivaleaza cu dispersia erorii sistemului de ordinul unu.

2. Cand produsul uT = 1, dispersia semnalului erorii Dg, = D
si nu depinde de coeficientul k, Ci se egaleaza cu dispersia semnalului
perturbatiei D,,,.

Se da expresia dispersiei erorii sistemului in forma:

k(uT-1)
Dy =D[1+ P

Cand componenta uT > 1, atunci numaratorul dispersiei D,
este mai mare decat numitorul acesteia pentru oricare k. Cu cresterea
lui k creste si dispersia Dg, si la limita se obtine Dy, = DuT > D.

Daca puT < 1, atunci numaratorul dispersiei D, este mai mic
decat numitorul dispersiei D, pentru oricare k si cu cresterea lui k
creste si dispersia si la limita se obtine D, < D.

Cu cét este mai mic produsul uT, cu atat mai bine se filtreaza
perturbatia p(t) si se reproduce referinta r(t). Cu cresterea lui k,
valoarea densitatea erorii Dy, a sistemului se reduce si la limita D, =
= DuT.

Variatia dispersiei semnalului erorii D¢, (k) sistemului in functie
de modificarea uT este data in figura 10.8.

4D, EAIE

Fig. 10.8. Dispersia D, (k) a) si curbele |Hy(jw)|? ale sistemului b)

Expresia dispersiei erorii D, se aduce la forma:

D — KuT+p+p?T _ Du Du(k+w)T
er K+p+p2T  k+p+p2T  k+p+p2T’
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Daci u?T « k + psau pT < 1+ k/y, atunci se obtine:

D
1+k/pn

D, =kD—+”u+DuT= + DyT.

Din ultima expresie a dispersiei D, rezulta ca prima
componenta reprezinta dispersia erorii sistemului de ordinul unu, care
exprimd proprietatile sistemului ca filtru trece—jos, iar a doua
componentd exprima proprietatile de oscilanta ale sistemului inchis,
care sunt determinate de constanta de timp T a sistemului. In cazul cand
uT = 1, efectul proprietatilor sistemului ca filtru se compenseaza cu
proprietatile de oscilanta, iar cand pT > 1, atunci proprietatile de
oscilantd ale sistemului au efect major.

La analiza transferului semnalului zgomotului n(t), expresia
produsului densitatii spectrale a semnalului zgomotului la modulul
locului de transfer al sistemului inchis se aduce la forma:

2

P2 — 2 k —

Sun(@)Ho(@)[? = ¢ | i =
— 2 k?

= © MG+ jerkIT (- jo)2—jotk]’

Se calculeaza dispersia Dy, la iesirea sistemului pentru J, din
tabelul 10.1 cu coeficientii by =1, by =0,a, =T,a; =1, ay = k si
se obtine:

2
Dyn = 2k = 2P, 2R = T

Expresia dispersiei D, iesirii sistemului obtinuta in raport cu
semnalul zgomotului coincide cu dispersia sistemului de ordinul unu si
nu depinde de constanta de timp T a sistemului.

In figura 10.8, b se dau curbele pitratului modulului locului de
transfer |Hy(jw)|? al sistemului inchis de ordinul unu (curba 1) si
sistemului inchis de ordinul doi (curba 2). La frecventa inalta, curba 2
este situatd mai jos decat curba 1, deci, proprietatile de filtrare ale
sistemului de ordinul doi sunt mai bune, iar la frecventa joasa, curba 2
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trece mai sus decét curba 1, ceea ce denota proprietatea de rezonanta a
sistemului. Cu cat este mai mare constanta de timp T a sistemului, cu
atat mai puternic se evidentiaza proprietatile de filtrare ale sistemului in
domeniul de frecventa inalta si proprietatile de rezonanta la frecventa
joasa. Ariile hasurate S; si S, din figura 10.8, b nu depind de constanta
de timp T a sistemului si rezulta ca daca asupra sistemului actioneaza
zgomotul alb cu densitatea spectrala constantd, atunci expresia
dispersiei D,,, nu este functie de constanta de timp T a sistemului.

Asadar, la studierea sistemelor automate inchise este necesar
a fi evidentiate nu numai proprietatile de filtrare ale semnalelor de
frecventd inalta, dar si proprietdtile de rezonantd si oscilantd, care se
evidentiaza la frecvente joase.

La aceleasi valori ale dispersiei Dy, a sistemului, care determina
aceleasi deviatii ale semnalelor la iesirea sistemelor inchise studiate de
ordinul unu si doi, componenta spectrald a semnalelor difera. Pentru
sistemele de ordinul doi se evidentiazd componentele spectrului de
frecventa joasa si medie ale semnalului in comparatie cu sistemul de
ordinul unu unde si mai putin se evidentiazd componentele spectrului
de frecventa inalta.

Tn cazul cand n(t) este zgomot alb real, produsul densititii
spectrale a zgomotului si a patratului modulului locului de transfer al
sistemului inchis va avea forma:

. 2D k
Snn(w)IHO(]w)IZ - w2+tz T(jw)?+jw+k -
1

_ 2 _
= 2Duk (Jo+w)(—jo+m[T(w)?+jw+k][T(-jw)?—jo+k]

= 2Dpk?

1
X
[TGw)3+@A+uT)(w)2+(k+p) jo+ky]
1
X .
[T(—jo)3+A+pT)(—jw)2+(k+w(—jw)+kp]

Dispersia D, a semnalului iesirii sistemului la actiunea
zgomotului alb real se calculeaza pentru J; din tabelul 10.1 cu
coeficientii b, =b; =0, bg=1, a3 =T, a, =1+ uT, a; =k + 1,
ao = kp si se obtine expresia:
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Dyp = 2D|Jk2]3 — 2D|J.k2 —ai1by+azbi—azazbg/ag - D k(1+uT)

2a3(azag—aza;) k+p+p2T’

Cand uT > kT — 1, atunci dispersia semnalului de iesire al
sistemului Dy, < D si rezulta ca sistemul filtreaza zgomotul alb n(t).

Dacai la intrarea sistemului actioneaza numai zgomotul n(t) cu
densitatea spectrala:

2Dp
w2+p2’

Snn ((.0) =

atunci suma semnalelor la iesirea y(t) a sistemului si eroarea €(t) a
sumatorului este egala cu valoarea semnalului n(t) de intrare:

n(t) = y(t) + (o)

si dispersia acestor semnale constituie suma dispersiilor:

(k+W)T+1 k(14uT) 2kuT
Ds = Dep + Dy = Dp = [

= >D.
k+u+p2T k+u+u2T k+u+u2T]

Dispersia Dy a sumei este mai mare decdt dispersia D a
semnalului de intrare n(t) = y(t) + €(t), fiindca aceste semnale sunt
corelate.

10.7.4 Calculul dispersiei erorii in sistem de ordinul trei

Se considera sistemul deschis care se descrie prin f.d.t. [17-19]:

k
S(Tys+1)(Tes+1)’

H;(s) = k>0,T,>0,T,>0.

Functia de transfer a sistemului inchis va fi:

k
T1T253+(T1+T2)SZ+S+I(.

Hy(s) =

314



Se determina functiile de transfer al erorii sistemului si pentru
perturbatie p(t) Tn conditia n(t) = 0:

T1T253+(T1+T2)52 +s
T1T2$3+(T1+T2)52 +S+k.

He () = Hsp(s) =

Dispersia Dg, erorii sistemului in raport cu referinta se
reprezinta astfel:

D¢y = if_oooo Srr(0)|Her (jw)?dw =

_ Du foo —(T1T2)?(jw)®+(TE+T2) jw)*~(jw)? d
T J-oo A(@)A(- jw) ’

iar Ajw) = T1T,(jw)* + (Ty+T, + uT1 1) (jw)3 + (1 + p(Ty+T,)) X
X (jw)? + (u+ k) (jw) + pk.

Se calculeaza dispersia erorii D¢, dupa expresia lui /, din
tabelul 10.1 cu coeficientii by = (T T,)?, b, = TZ + T, by = —1,
by=0,a4,=T1Ty),a3 =T; + T, + uT1 Ty, a, =1+ w(Ty + T,), a, =
= k + W, a, = kp si se obtine expresia:

bz(—azap+aza,)—asab,+asazbi+asbg(asa—aszaz)/ag

Dgr = 2DW, = 2Dp

2a4(agai+atag—aza,a,)

(T1 T2 02 +1) (T + T —T1 T2 k) + (k+ ) (T +T2)?

(T1+To =Ty To k) (K +p+p2 (T +To+ T To ) yp:

Daca k = 0, atunci dispersia erorii D, si dispersia perturbatiei
D, se Egaleazé cu dispersia semnalului referintei Dg,. = D,,,, = D.

In cazul cand T; = 0 sau T, = 0, expresia dispersiei D, a
semnalului erorii coincide cu expresia dispersiei erorii (10.74) pentru
sistemul de ordinul doi.

Daca k = (T, + T,)/T;T, = k., atunci sistemul este la limita
de stabilitate (regim critic) si la frecventa w = 1/,/T;T, modulul
locului de transfer al sistemului inchis |Hy(jw)| — oo si dispersia Dy, —
o,
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Tn conditia coeficientului de transfer:
k <ker(1— (T +T,) — p2T1 1)
dispersia semnalului erorii satisface conditia:
D, < D.
Tn cazul cand k > 0, se cere satisfacerea conditiei:
wW(Ty+T, + uTiT,) < 1. (10.75)
Din inegalitatea (10.75) rezulta ca numai la variatia lui k ntr-
un anumit interval dispersia erorii D, poate avea valori mai mici decét
dispersia D a referintei si D¢ < D si, in aceste conditii, sistemul
reproduce semnalul referintei si rejecteaza perturbatia.
Dispersia semnalului de iesire al sistemului automat la
actiunea semnalului zgomot alb ideal, dupa transformare, se calculeaza

prin integrala /5 cu coeficientii b, = b, = 0,by = 1, a3 = T1T,, a, =
=T, +T,,a, =1, ayg = k si se obtine expresia:

1 (o8]
D= 5= Sm(@IHoG)Pdo =

2
1 (o] 2 k
=— [ ¢ — —— |doo—
27 T1(Jw)3+(T1+T2)(jw)?+jo+k
— k2C2] — kzcz — —a1b2+a3b1—a3a2b0/a0 — k_C2 1
3 2a3(a3a0—a2a1) 2 l—leTz/(Tl‘l'Tz)'

In comparatie cu sistemele de ordinul unu si doi, in sistemul de
ordinul trei functia D, = f(k) la valorile constante ale lui T, = T, =
= const este neliniara. Daca k > 0, se constata cresterea dispersiei Dy,
si rezultd o crestere a proprietatilor de oscilanta ale sistemului in
comparatie cu cele de filtrare.
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Chestionar si probleme

1. Explicati transformarea semnalului stocastic de elementul liniar.
2. Prin ce relatie functionald in domeniul timpului se descrie transferul
intrare—iesire al semnalului stocastic de elementul liniar?

3. Care este relatia functionala a dispersiei semnalului de iesire al elementului
liniar?

4. Explicati ce reprezinta functia de autocorelatie a semnalelor stocastice.

5. Ce reprezinta notiunea de functie de intercorelatie a semnalelor stocastice?

6. Care sunt relatiile functionale ce descriu transferul semnalelor stocastice
de elementul dinamic liniar in domeniul pulsatie?

7. Prezentati relatia de calcul al densititii spectrale a semnalului de iesire al
elementului liniar.

8. Prezentati relatia de calcul al dispersiei semnalului de iesire al elementului
liniar.

9. Prezentati si explicati formula Wiener-Hinchin.

10. Prin ce relatie functionald se calculeazd densitatea interspectrald a
transferului semnalelor stocastice intrare—iesire de elementul liniar?

11. Explicati metodele analitice de calcul al densitatii semnalului stocastic al

13. Se considera functia de transfer a sistemului:

4
45242545’

H(s) =
la intrarea cdruia actioneaza semnalul stocastic x(t) cu densitatea spectrala:
Sex(@) =

Calculati densitatea spectrald a semnalului de iesire y(t) al sistemului.
14. Ce reprezinta elementul dinamic filtrul de formare?
15. Cum se calculeaza dispersia semnalului erorii sistemului automat?

10
w2+1"
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11 SINTEZA SISTEMELOR AUTOMATE LINIARE
LA ACTIUNEA SEMNALELOR STOCASTICE

11.1 Formularea problemei

Se considera structura sistemului automat liniar cu f.d.t. H(s)
(fig. 11.1, a) care transforma semnalul aditiv g(t) ca suma semnalului
de referinta r(t) si semnalului zgomot n(t) (g(t) = r(t) +n(t)) in
semnal stocastic al iesirii y(t) a sistemului. Transformarea ideala a
semnalului (t) Tn semnalul dorit z(t) se realizeaza cu operatorul V (s)
astfel, incat eroarea sa fie minimala (t) = z(t) — y(t).

Problema separarii semnalului de referintd de semnalul zgomot
si rejectia acestuia se numeste problema filtrarii [17-19].

n(t) Ap
®)
@ ég i PO N2

Lo — o > V(s) "th')' X EDsr
a) I

0}, Ko

=

Fig. 11.1. Schema structurala a sistemului:
a) transformarea ideala si reala a semnalului de referinta r(t),
b) curbele tipice ale componentelor dispersiei erorii

Introducerea operatorului V(s) da posibilitatea ca problema
filtrarii sa fie aplicabild nu numai la sistemele de pozitionare pentru care
z(t) = r(t) (V(s) = 1), dar si pentru alte clase de sisteme care depinde
de modelul V().

In sistemele reale si supuse actiunilor semnalelor stocastice
transformarea ideala a semnalului r(t) Tn z(t) este imposibila datorita
proprietatilor dinamice ale sistemului si actiunii semnalelor zgomot.

Sinteza sistemului automat la actiunea semnalelor stocastice
constd in determinarea structurii optimale si parametrilor optimali ai
operatorului de transformare a semnalelor (caracteristicile dinamice).
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Calitatea functionarii Sistemului automat se determind prin
diferite criterii. Criteriul cel mai semnificativ este criteriul probabilist
ce caracterizeaza precizia transformarii (reproducerea) semnalelor utile
in conditiile existentei actiunilor semnalelor stocastice si acesta este
criteriul erorii medii patratice minime €(t), iar in cazul cand referinta
r(t) = 0, se utilizeazi criteriul dispersiei erorii minimale D, = &2,

Tn aceste cazuri, problema de sinteza a sistemului se reduce la
determinarea unei functii de transfer H,p¢(s) optimale fizic realizabila,
pentru care dispersia va fi minimala D, = min.

Determinarea preciziei sistemului cu aplicarea acestor criterii se
efectueaza dupa marimea medie a erorii, dar nu dupa eroarea
instantanee. Criteriile nu se aplica in cazul cand se cere ca eroarea sa nu
depaseasca limita impusa si cand cerintele pentru valorile erorii nu sunt
aceleasi la diferite momente de timp.

Daci in sistem actioneaza numai semnalul referintei r(t) sau
numai al zgomotului n(t), atunci, selectand parametrii respectivi ai
f.d.t. a elementelor sistemului, teoretic se poate obtine oricare precizie
a sistemului. Daca in sistem actioneaza ambele semnale r(t) si n(t),
atunci precizia sistemului nu poate fi oricare.

In figura 11.1, b se dau curbele tipice ale componentelor
dispersiei semnalului erorii functie de coeficientul de transfer k al
sistemului deschis: D, este dispersia erorii, D, — dispersia in raport cu
semnalul r(t), D, — dispersia in raport cu semnalul n(t), Demin —
dispersia minimala a sistemului.

Din analiza acestor curbe, pentru o mai bund reproducere a
semnalului r(t) si, respectiv, reducerea dispersiei Dg,, coeficientul de
transfer k al sistemului trebuie sa fie cat mai mare. Pentru o rejectie cat
mai eficientd a zgomotului n(t), respectiv reducerea D, coeficientul
de transfer k al sistemului trebuie sd fie cat mai mic. La actiunea
ambelor semnale, r(t) si n(t), este posibila obtinerea valorii optimale
k = kopt pentru care D™ < Dy

In cazul cand densititile spectrale S,,(w) ale referintei si
Spn(w) ale zgomotului alb sunt distantate una de alta (fig.11.2, a),
caracteristica amplitudine-frecventa A(w) se alege cu o gama mare de
frecvente pentru a permite transmiterea componentelor spectrului
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semnalului de referintda r(t) (pentru reproducerea cu precizie a
referintei) si totodatd o gama de frecvente redusa pentru filtrarea
componentelor semnalului zgomotului n(t) (pentru a reduce influenta
zgomotului asupra sistemului).

Din analiza curbelor (fig. 11.2, b) se constata ca densitatea
spectrala (puterea) S,,.(w) a referintei este concentratd in partea
frecventelor joase si atunci caracteristica amplitudine-frecventa A(w) a
sistemului se selecteaza cat mai aproape de densitatea spectrald S,.-(w),
iar partea lui A(w) de frecventa inalta sa fie cat mai aproape de curba
densitatii spectrale S, (w).

A

Fig. 11.2. Alurile relative ale densitatilor spectrale ale semnalelor
r(t) si n(t) si ale amplitudinii-frecventa a sistemului

Tn general, cand densititile spectrale ale semnalelor se suprapun
si au forma arbitrard (fig. 11.2, c), calculul parametrilor optimali ai
sistemului este dificil.

Problema sintezei sistemului automat la actiunea semnalelor
stocastice se formuleaza in doua tipuri de probleme.

1. Sinteza sistemului optimal cu structura fixa si caracteristicile
cunoscute ale semnalelor stocastice si in rezultat se selecteaza
parametrii sistemului, pentru care se obtine dispersia minima a erorii.

2. Sinteza optimala a sistemului pentru o structura arbitrara si
caracteristicile cunoscute ale semnalelor stocastice si in rezultat se
selecteaza structura si parametrii sistemului, pentru care se obtine
dispersia minima a erorii.
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11.2 Sinteza sistemului automat optimal cu structura fixa

Se considera structura sistemului automat din figura 11.1 cu
f.dt. H(s) cunoscutd si cu semnalele stocastice de intrare cu
caracteristicile cunoscute. O parte dintre parametrii sistemului
q1,---» @ pot fi variati intr-un domeniu limitat si se calculeaza dispersia
erorii minime, utilizand metoda optimizarii parametrice prin relatia
(10.49):

_p o Lo By e BGe)P
DE _]Tl - 21t f—oo A((,)Z) d - 2T f—(X)A(ju))A(—ju))

1 roo bn—1(j0))2(n_1)+bn_2(ju))z(n_z)+...+b1(jw)2+b0
" on - - dw
2m e A()A(-jw)

= Dpin. (11.1)

Expresia dispersiei (11.1) se reprezinta ca functie de parametrii
variabili g4, q5,..., q, ai sistemului dupa care se efectueaza optimizarea
parametrica:

Dy = D¢(q) =](491,92--->9r) = Demin- (11.2)

La solutionarea problemei (11.2) prin modificarea parametrilor
in limitele date se presupune cd minimul D.(q) exista si este unic. Din
(11.2), aplicand derivatele partiale la parametrii variabili si egalandu-le
cu zero, se obtine un sistem de ecuatii algebrice:

2](q)
=L =90
0q1

2J(q) —

0q>
..................... (11.3)

Rezolvand acest sistem prin metode de optimizare parametrica,
se determina valorile optimale ale parametrilor g4, q5,..., g,- pentru care
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se obtine valoarea minima a dispersiei erorii sistemului.

La rezolvarea problemelor de optimizare este necesar a stabili
posibilitatea de a solutiona problema pentru structura data a sistemului
si caracteristicile cunoscute ale semnalelor stocastice de intrare.

Se considera structura sistemului automat (fig. 11.3) cu f.d.t.
H,(s), H,(s) si Hs(s) cunoscute si cu semnalul referintei r(t) si
semnalele n,(t), n,(t), ns(t) care actioneaza asupra sistemului cu
caracteristicile cunoscute si sunt semnale zgomote albe ideale.

© |m® na ()
’ O Hi(s) (O H(s) —0)

B n3(t)
Hs(s)

Fig. 11.3. Structura sistemului cu actiunea semnalelor stocastice de intrare

y(t)

Tn structura sistemului, functiile de transfer H,(s), H,(s) si
H(s) sunt fizic realizabile, deci, gradele numaratorului sunt mai mici
decét gradele numitorului. Se considerd gradul numaratorului H,(s)
mai mic decéat gradul numitorului si, in acest caz, semnalul n,(t) nu
poate fi reprezentat ca zgomot alb ideal, deoarece locul de transfer
H,y,, (jw) este filtrul de frecventa inaltd (vezi p. 10.6).

Pentru realizarea procedurii de optimizare in baza sistemului
(11.2) se cere ca la cresterea parametrului modificat unele componente
ale dispersiei erorii s creasca, iar altele sd scada si, astfel, cel putin una
din componente sa fie minimala pe acest parametru.

La optimizarea sistemului de ordinul unu si doi, cand asupra
sistemului automat actioneaza semnalul zgomot, dispersia erorii este
minimd, cand valoarea coeficientului de transfer al sistemului deschis
k =0sauk = oo.

Pentru sistemele de ordinul n > 2, dispersia erorii minime poate
fi obtinuta la actiunea numai a unui singur semnal zgomot, deoarece la
valori mici ale lui k dispersia erorii se echivaleaza cu dispersia
semnalului zgomot. Cu cresterea lui k, In anumite conditii dintre
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intervalul de frecventa, in care este concentrat spectrul semnalului de
referinta si a constantelor de timp ale sistemului, dispersia erorii scade,
dar incepéand cu valori ale lui k, cand creste oscilanta sistemului,
dispersia erorii creste si tinde la infinit la valoarea critica k...

Problema de optimizare se solutioneaza cand asupra sistemului
actioneaza semnalele stocastice de referinta, perturbatia si semnalul
zgomot si, la variatia parametrului sistemului, eroarea sistemului n
raport cu semnalul referintei si eroarea sistemului in raport cu zgomotul
se modifica in sens diferit.

Exemplul 11.1. Se considera structura sistemului automat (fig. 10.7) cu f.d.t.
H(s) = k/s si la intrarea sistemului actioneazd semnalul aditiv g(t) = r(t) + n(t),
unde r(t) este semnalul util cu densitatea spectrald S, (w) = 2Du/(w? + p?), iar

n(t) — semnalul zgomot alb cu densitatea spectrali S,,, (w) = c2. Dispersia erorii se
descrie prin relatia:

D, =D, + Dy,.
Se cere sa se determine coeficientul de transfer al sistemului k = k,,, pentru
care dispersia erorii Dy = Dy

Solutionare. Se da dispersia erorii prin relatia:

D k
D, =& 422

Se determina derivata dispersiei in raport cu coeficientul k:

aD D c?
—= = __uz +—==0.
ok (k+W) 2

Se obtine ecuatia patratica:
c?k? + 2kuc? + p%c? —2Du =0,

care se solutioneaza si se calculeaza coeficientul de transfer:

ki, =—-nx,2Dp/c.
Pentru sistemul automat cu reactie negativa valoarea lui k > 0 si se obtine:

2Dp

kopt = c
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Conditia ke > 0 impune inegalitatea:

D c?
E > ?.

Valoarea optimald a coeficientului de transfer este functie numai de
parametrii semnalului de intrare. Cu cat este mai mare p (semnalul de intrare are
spectrul mai redus), cu atat mai redusa trebuie sa fie valoarea Iui k (este mai redusa
banda de frecvente a sistemului). Valoarea mai mare a lui D impune banda mai larga
de frecvente. Cu cat este mai mare intensitatea ¢ a semnalului de intrare, cu atat mai
redusa va fi valoarea coeficientului k si rezulta ca banda de frecvente este redusa, iar
frecventa de tiiere w? = k.

Dispersia minima a erorii se calculeaza prin relatia:

Dinin = €(y/2Dp = ).

Se introduce notatia o = (uc?/2)/D si in corespundere cu inegalitatea se
obtine a < 1.
Astfel, dispersia se exprima:

Dmin = (2\/?_ a)D.

Se reprezenta eroarea relativa a dispersiei erorii:

§=Loin - GIE0D _ 5 g o= a2 -va),

D

ce caracterizeaza eficienta filtrarii. Valoarea lui 6 = 0 cand o = 0 si 6 creste cu
cresterea valorii lui a pand la a = 1.
Daca se cere ca eroarea relativa a dispersiei erorii cé fie limitata:

§=va@2-va)<s,
atunci se limiteaza valoarea lui o
a<2-86-2Vv1- 6.

De exemplu, daci § = 0.8, atunci a < 0.306, iar c2 < 0.5D /.=

La realizarea parametrilor sintetizati optimali ai sistemului
automat trebuie verificate posibilitatile tehnice de realizare, de
asemenea, avand in vedere si performantele sistemului (timpul de
reglare, suprareglarea etc.).

Dispersia minimala a semnalului erorii sistemului nu poate fi
redusa prin mijloace tehnice.
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11.3 Sinteza sistemului automat optimal
Cu structura arbitrara

Se considera structura optimala a sistemului (fig. 11.1) cu
modelul matematic dat de functia pondere w(t), la intrarea caruia
actioneaza suma semnalelor centrate cu media nula g(t) = r(t) + n(t)
(referinta r(t) si semnalul zgomot n(t)) corelate si cu caracteristicile
cunoscute, atunci dispersia erorii sistemului este minima pentru o
oarecare realizare a erorii stocastice:

. 1 T
De = Jim = [7 €(6)dt = Din, (11.4)

unde € (t) este o realizare a erorii stocastice.

Prin caracteristicd dinamicd a sistemului se intelege functia
pondere w(t) sau locul de transfer H (jw).

Functiei pondere i se impune conditia de realizabilitate fizica
w(t) =0, pentrut < 0.

Semnalul la iesirea sistemului in regim stationar se da prin
relatia:

y(©) = [ g(t = Hw@)d, (11.5)

iar eroarea stationara a sistemului prin expresia:
e(t) = z(t) — y(©) = z(t) — [, gt —Ow(Q)dA,  (11.6)
unde z(t) este semnalul dorit la iesirea sistemului, iar y(t) — marimea

reald a semnalului de iesire al sistemului.
Dispersia minimala a erorii sistemului se exprima prin relatia:

D = Jim L [T [2(6) = [, g(t = YwWdA] dt = J{w(©)} = Dinin,
(11.7)
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care reprezinta relatia functionala a dispersiei minimale a erorii
sistemului functie de caracteristicile probabiliste ale semnalelor de
intrare si functia pondere a sistemului.

Solutionarea problemei de minimizare a dispersiei (11.7)
conduce la ecuatia integrala Wiener-Hopf de filtrare optimala a
sistemului automat, solutia careia este functia pondere optimala.

Dupa observarea semnalului marimii de iesire a sistemului pe
intervalul [¢t,, t], trebuie determinat semnalul de iesire la momentul t;.
Sunt posibile trei modele de formulare a problemei:

1) problema de interpolare t; < t;

2) problema de filtrare t; = t;

3) problema de extrapolare sau anticipare t; > t.

Formularea problemei de filtrare optimala a sistemului liniar a
fost propusd de N. Wiener in 1949 si A. Kolmogorov in 1951, numita
filtrul optimal Wiener, si data de ecuatia integrala Wiener-Hopf [17-19]:

K;q(0) = [ w)Kyg(t—NdA = 0,7 >0, (11.8)

unde K4 (1) = Th_r)lgo % f_TT y(t)z(t + t)dt este functia de intercorelatie
dintre semnalul de iesire dorit z(t) si semnalul de referinta r(t), w(A) —
functia pondere a sistemului, K; (1) = Ky (1) + K (T) + Kppp (T) +
+K,,,(t) — functia de intercorelatie a semnalului sumar de intrare
9@ =) +n(o).

Dificultatile la solutionarea acestei probleme constau in faptul
ca functia pondere w(t) trebuie sa corespundd conditiilor de
realizabilitate fizica. In acest scop, expresia (11.8) ia forma:

K,g(0) = [1 W) Kyy(t — NdA = A(D), (11.9)

unde functia necunoscuta A(t) = 0, T > 0.

Functia de intercorelatie K,,(t) a semnalului dorit z(t) si a
semnalului g(t) si functia de intercorelatie K, 4(t) a semnalului de
iesire real y(t) a sistemului semnalului g(t) va fi:
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T
Kyg(@) = [, w)Kgg(t —N)dA, (11.10)
si atunci cand |t| - oo functia K,,; (1) = 0, de unde rezulta:
lim A(t) = 0. (11.11)
T—00
Tn figura 11.4 este reprezentati o forma posibild a functiei A(T).

A(T)

T

B
L

)
Fig. 11.4. Forma posibila a functiei A(t)

Conform conditiilor de realizabilitate fizicd a imaginii Fourier
A(7), se cere ca functia sa nu aiba zerouri si poli alocati in semiplanul
superior al planului complex al variabilei w.

Daca, de exemplu, functia A(t) are forma:

A(t) =X, cie™T, (11.12)
atunci toate valorile reale trebuie sa fie pozitive o; > 0, iar daca sunt

mai mici decat zero, atunci nu se va respecta conditia (11.11).
Transformata Fourier A(t) este:

F{A(D)} = A(jw) = ;ﬂzljwc_fai, (11.13)
deci, polii sunt w; = —ja;, fiind alocati in semiplanul inferior al

planului complex w.
Transformata Fourier a expresiei (11.9) este:

Szg(jw) —H(jw)Sy4(jw) = A(jw). (11.14)
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Se cere ca locul de transfer al sistemului H(jw), dupa care se
determind f.d.t. optimald H,p(s) a sistemului stabil, si nu contina
zerouri si poli alocati Tn semiplanul inferior. Se cunoaste ca oricarei
radacini alocate n semiplanul inferior al planului complex al variabilei
complex s: daca w; = —ja;, atunci s; = jw; = a;. Locului de transfer
H(jw) cu polii in semiplanul inferior ii corespunde functia pondere
w(t), care existd si pentru valorile negative ale lui t, dar care nu
corespunde conditiilor de realizabilitate fizica a sistemului.

Pentru determinarea conditiilor de realizabilitate fizica a locului
de transfer H(jw) se da in forma factorizata. Se introduce notatia
H*(jw), ceea ce denota ca zerourile si polii lui H(jw) sunt alocati in
semiplanul superior al planului complex w, iar H~(jw) — zerourile si
polii lui H(jw) sunt alocati in semiplanul inferior al planului complex
.

Rezultd ca imaginea A(jw) care nu are zerouri si poli in
semiplanul superior se noteaza A~ (jw).

Se reprezentd densitatea spectrald a semnalului de intrare g(t)
prin factorizare in forma de produs:

Sgg(w) = Sg;(jw) Sgy(jw), (11.15)

unde S;,(jw) are zerourile si polii alocati in semiplanul inferior al
planului complex w, iar S;;(jw) — zerourile si polii alocati in
semiplanul superior al planului complex.

Expresia (11.15) cu (11.14) obtine forma:

$3a00) [0~ H* Uiy G| = 4G, (116

Prima componentd din parantezele patrate a expresiei (11.16)
are forma:

Szg(w) _ [szg(jm) * [szgo'w) }
Sgg(i®) SggUw) SggUw)
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Tn expresia obtinuta, primul termen nu are zerouri si poli in
semiplanul inferior, iar al doilea termen nu are zerouri si poli in
semiplanul superior al planului complex. Operatia efectuata se numeste
separare sau descompunere.

Deoarece A~ (jw) nu are zerouri si poli in semiplanul superior
al planului complex, partea stanga a expresiei (11.16), de asemenea, nu
va avea zerouri si poli in semiplanul superior al planului complex si
aceasta este posibil numai in cazul cand se indeplineste conditia:

[Szg (jw) *
SggUw)

— H*(jw)Sgy(jw) =0, (11.17)

din care se determina locul de transfer optimal al sistemului in forma:

[szgo'w) +
SggUe)
SggUw)

Hoptjw) = (11.18)

Locul de transfer optimal al sistemului (11.18) este fizic
realizabil si satisface conditia de obtinere a valorii minime a dispersiei
erorii sistemului Tn raport cu semnalele stocastice de intrare in regim

stationar.

Exemplul 11.2. Se considera structura sistemului liniar, la intrarea caruia se
aplica suma semnalelor g(t) = r(t) + n(t) (referinta r(t) si semnalul zgomot n(t))
cu densittile spectrale date prin relatiile:

Srr(w) = s Spn (W) = ¢?.

wZ+p?’

Se presupune cd semnalele de intrare nu sunt corelate si atunci densitatea
interspectrala se da prin relatia:

2D 2 _ 2Dp+c?m?+c2p?
2 TCT= 2442
W2+ w2+

Sgg (@) = S (@) + Spp(w) =

Se cere ca sistemul automat sa reproduca semnalul de referinta z(t) = r(t).
Solutionare. In acest caz, functia de intercorelatie K,,(t) a semnalului dorit
la iesirea sistemului z(t) si referinta r(t) se exprima astfel:
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Keo(O = lim = [1 r©[r(t + 1) + n(t +Dldt =K, (0,

fiindcd semnalele 7 (t) si n(t) nu sunt corelate si K,-(t) = 0.
Deci, densitatea interspectrala va fi:

Szg(j(l)) = Srr((l)) = b

wZ+p?’

Se factorizeaza densitatea spectrald a semnalului de intrare:

jew+y2Dp+c2p? —jcw+y/2Dp+czp?
jo+u —jo+p

Sgg(@) =

si se separa functia S,;(jw)/Sgqy (jw):

2Dp
Szg(j‘l)) _ w24+p2 _ 2Dp _
SggUw) —f0m+J2Du+c2u2 (jo+p) +(—jew+y/2Dp+cZp? )
T —jorn
€1 2
=2D +
u[jo)+p. —jc(n+1/2Dp.+(:2p.2]’
1 c

unde ¢; =

pc+y2Dp+c2p?’ €2 = pc+y2Dp+c2p?’
Se calculeazi locul de transfer optimal al sistemului Prin relatia (11.18):

2Dp 1
uc+y2Dp+c2pu? jew+/2Dp+c2p?’

Hopt(i(*)) =
care este functia de transfer optimala a sistemului ca element cu inertie de ordinul unu:

_ kopt
Hopt(S) = m

cu parametrii coeficientului de transfer si constanta de timp:

2D c 1

Kopt = <1, Topi = ——<-.
opt 2D+uc2+cy/2Dp+cZpu? ' fopt V2Dp+c?p? n

Cu cat este mai mare intensitatea c? a zgomotului si cAt mai larg este spectrul
semnalului de referin{d p, cu atat este mai mic coeficientul optimal k. al sistemului.
Dacd intensitatea zgomotului ¢? = 0, atunci coeficientul de transfer kope =1 si
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constanta de timp T, = 0, iar f.d.t. a sistemului se transforma in element dinamic
ideal si sistemul reproduce ideal semnalul. Daca semnalul de referinta r(t) = 0 (D =
= 0), atunci k,pe = 0 si sistemul nu permite sa treaca nici semnalul de referin{a si nici
semnalul zgomot.

Tn acest caz, sistemul optimal reproduce semnalul de referintd constant cu
eroare, deoarece kope < 1.

Dispersia semnalului erorii sistemului se calculeaza prin relatia:

De = 2%, S, (@)1 ~ HG0)Pdow + 1 7, Syn(@) | (o) o =

k
Tjw+1

Tu+(1-k)% | c?k?

_ifoo 2Dp
- Tu+1 2T

T 2mY-o0 w24+p2

Tjw+(1-k)
Tjw+1

|2dm+%fjowcz| |2dm=D

Se compara structura optimala a sistemului (filtrul Wiener) cu structura fixa
a sistemului optimal formata din elementul integrator cu reactie unitara negativa i in
conditia ca la intrarea sistemelor se aplica aceleasi semnale de referinta si zgomot. Se
considerd parametrii semnalelor cu valorile: D =0.9, p=0.9, ¢?=0.6. Se
calculeaza parametrii sistemului si dispersia:

2D 2:0.9
kopt = = = 052,
2D+pc2+cy2Dp+c2p?  2:0.9+0.9:0.6+0.7746/2:0.9:0.9+0.6:0.81

c 0.7746
Tope = = =0.535,
J2Dp+cZu2 - v2:0.9:0.9+0.6:0.81
Toptht(1—kop)? | €2kpt 0.53-0.9+(1-0.52)2  0.6:0.522

Topth+1 2Topt ’ 0.53:0.9+1 2:0.53

Se calculeaza dispersia minima a sistemului cu structura fixa dupa relatia:

Dinin = ¢ (y2Di = %) = 0.7746 (V2-09-09 - 2227%¢) = 0.72.m

in consecinta, din analiza dispersiilor erorilor sistemelor cu structura arbitrara
si fixa, se constatd ca sistemul cu structura arbitrard va avea dispersia erorii care nu
coincide cu dispersia erorii sistemului cu structura fixa.

Dacd in sistemul deschis se contine partea fixatda Hpp(s)
(elementul de executie, obiectul de reglare, traductorul), atunci pentru
realizarea functiei de transfer optime H,yc(s) a sistemului Tnchis este

posibila selectarea structurii regulatorului cu f.d.t. Hgz(s) prin relatia:
Hopt(s) 1

Hp(s) = —2———

R(S) 1-Hopt(s) Hpr(s)
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Realizarea relatiei (11.19) este o problema dificild. De exemplu,
sunt cunoscute functiile de transfer Hpp(s) ale partii fixate si ale
filtrului optimal Hyp(s):

_k

HPF (S) s(Ts+1)

_ opt
Hope(s) = Ty

Conform relatiei (11.19), se determina functia de transfer a
regulatorului:

Hopt(s) 1 kopt S(Ts+1) Q(s)
Ho(s) =—=R> - ot Vo7 >
R( ) 1-Hopt(s) Hpr(s) k Topes+1—kop P(s)
Polinomul Q(s) are gradul m = 2, iar polinomul P(s) are
gradul n = 1 si rezulta m > n, deci, nu se indeplineste conditia de
realizabilitate fizica a regulatorului (regulatorul nu este fizic realizabil).

11.4 Sinteza sistemului optimal in spatiul
stiarilor (filtrul Kalman-Busy)

Pentru calculul filtrului Wiener s-au acceptat determinarile n
baza observarii iesirii sistemului pe segmentul nemarginit de timp, ceea
ce reprezintd conditia de limitare in sistemele de conducere [9, 17-19].

O alta procedura de filtrare optimala a sistemului (cu observarea
marimii de iesire pe segmentul de timp marginit), care se bazeaza pe
criteriul minimului marimii medii a patratului erorii stocastice a
sistemului, consta in prezentarea sistemului Tn spatiul starilor propusa
de Kalman-Busy [9, 17-19]. In aceasti procedurd, pentru obtinerea
semnalului de referinta cu caracteristicile necesare, se utilizeaza filtrul
de formare, la intrarea caruia se aplica semnalul zgomot ideal.

Se considerad dinamica sistemului descrisd in spatiul stérilor:

v(t) = Av(t) + Br(t), (11.20)
y(6) = Cv(t) + n(D), (11.21)
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unde A, B,C sunt matrice constante, v(t) — vectorul stocastic al
variabilelor de stare, y(t) — marimea stocastica observabila a iesirii,
r(t) si n(t) — semnalele stocastice stationare de intrare de tipul
zgomotului alb ideal cu media egald cu zero, necorelate si cu functiile
de corelatie descrise de relatiile:

Krr(T) = TOS(T), Knn(r) = TlOS(T), Krn(r) = 0,79 = ny = const.

Ecuatia (11.20) reprezinta modelul obiectului (filtru de
formare), iar ecuatia (11.21) — ecuatia observarii marimii de iesire a
sistemului, n(t) — semnalul zgomotului observarii.

In figura 11.5 se reprezinta schema structurali a sistemului
descrisa de sistemul (11.20)-(11.21). Filtrul de formare FF din structura
sistemului se descrie 1n variabile de stare, la intrarea caruia se aplica
semnalul de referinta r(t), care este transformat Tn semnalul de iesire
z(t) = Cr(t) si asupra caruia se suprapune semnalul zgomot n(t). Din
semnalul stocastic y(t) = z(t) + n(t) filtrul optimal FO filtreaza
semnalul z(t), astfel incat sa corespunda criteriului selectat | si se
obtine semnalul aproximat al sistemului Z(t) = Co(t).

Fig. 11.5. Schema structurala a sistemului optimal

Sistemul automat optimal sintetizat (filtrul Kalman-Busy)
trebuie sad satisfacd cerintele criteriului minimal al mediei patratului
erorii stocastice €(t) = v(t) — v(t):

] = M[e2(D)] = M[{v(t) — D(©)}*] = min.  (11.22)
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Filtrul optimal, Tn orice moment de timp reproduce semnalul
z(t) Tn conditia (12.22) si se descrie prin ecuatia diferentiala
neomogena:

O = ap(1) + KOy — 2(1)]. (11.23)
unde Z(t) = Cv(t) este determinarea marimii de iesire a sisitemului.

Ecuatiei diferentiale (11.23) 1i corespunde schema structurala a
filtrului optimal reprezentata in figura 11.6.

y(®) K() [ ﬂ,) c 2(0:
A K—

Fig. 11.6. Schema structurala a filtrului Kalman-Busy

In ecuatia diferentiala (11.23), matricea K (t) este necunoscuti
si se determina la solutionarea sistemului de ecuatii:

K = PC"N°1, (11.24, a)

& = AP + PA" — PC'"N"'CP + BMB", (11.24, b)
unde N si M sunt limitate de domeniul frecventa.

Ecuatia a doua este ecuatia diferentiala Riccati si se rezolva prin
metode numerice la calculator.

In regim stationar, ecuatia Riccati devine o ecuatie algebrica:

0= AP + PA" — PC"N"'CP + BMB", (11.25)

care se solutioneaza relativ mai simplu.
In caz scalar, cand matricele A =a,B=C=1,P =p,z =,
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Z = D, coeficientul de transfer k al sistemului optimal se determina,
solutionand sistemul de ecuatii algebrice:

%pZ—Zap—IVI=0,

si se obtine:

k=a++a%+ M/N.

Pentru procesele stocastice stationare, metoda de optimizare
Kalman-Busy nu are prioritati comparativ cu metoda de optimizare
Wiener si se obtin aceleasi determinari.

Metoda de optimizare Kalman-Busy are avantaje la sintetizarea
optimala a sistemelor liniare nestationare [9, 17].

Exemplul 11.3. Se considera semnalul stocastic stationar y(t) cu functia de
corelatie:

K,,(t) = De ™™,

care se obtine prin aplicarea semnalului zgomot alb r(t) cu densitatea spectrald S,.q =
= 1 la intrarea filtrului de formare cu functia de transfer (fig. 11.5):

_ V2D
Hf (S) = —IJ-+S .
Tn cazul cand S,y # 1, pentru a obtine semnalul x(t) cu parametrii necesari

D si y, la numaratorul functiei de transfer se aplica termenul \/2Dp/S,,.
Se admite cd semnalul y(t) se médsoara cu semnalul zgomot n(t):

y(@) = z(t) + n(0),

unde n(t) este semnal stationar zgomot alb cu functia de corelatie K,,,,(T) = S,6(1)
si densitatea spectrala S, (w) = S,,.

Se cere sa se determine structura si parametrii filtrului Kalman-Busy, care
optimal sa filtreze din semnalul masurat y(t) semnalul util Z(¢t).
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Solutionare. 1. Tn acest scop, se di functia de transfer al filtrului de formare in
forma ecuatiei de stare (fig. 11.6):

2(t) = az(t) + br(t),
undea=A= —u,b=B=,/2DpcuS,o=1saub=B =1cuS,,= 2D
2. Matricea observabild C si matricele densitatilor spectrale S, si S, S€
reprezintd ca marimi scalare:
C=1,P=D,M=S,o,N=S5,,K=k.
3. Coeficientul filtrului Kalman-Busy se calculeaza din (11.24, a):

kf = Ds/SnO'

4. Dispersia D, a semnalului erorii se determina ca solutie a ecuatiei algebrice
(11.25):

aDg + Dea + bSygb — Dy - 1-S;d-1-D =0
sau Tn forma:
DEZ - ZasnoDs - bZSrOSno = 0

5. Se solutioneaza ecuatia patratica si se obtine radacina pozitiva:

DS = aSnO + Jazs.ﬁo + bZSr()Sno.

6. Se determind coeficientul de transfer al filtrului:

k= 22 — a4+ .Ja% + b2S,9/Spo = —l + /U2 + 2D11/Sno.

Sno

7. Dispersia semnalului erorii filtrului se determina prin relatia:

D = —uSpo + ’HZSr%o + 2DpSpo.

8. Functia de transfer a filtrului se exprima astfel:
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_206). _  ky _ kp/GAkp) K
Hf(s) - y(s) - s+ptky - 1+s/(n+kys) T oTs+1’

care reprezintd un element cu inertie de ordinul unu cu coeficientul de transfer si
constanta de timp:

k = kp _ —utVu2+2Du/Sno
utkp Vu2+2Du/Spo

T = 1 __ S0
prks  JuZ+2Dp/Spo’

Din analiza rezultatului obtinut se constata ca structura si parametrii filtrului
Kalman-Busy coincid cu structura si parametrii filtrului obtinuti prin metoda Wiener
din exemplul 11.2.m

Chestionar si probleme

1. Prezentati relatia dintre densitatile spectrale ale transferului intrare—iesire cu
caracteristica amplitudine-frecventa a sistemului.

2. Determinati densitatea spectrala a semnalului la iesirea elementului integrator
cu constanta T; de timp de integrare sau coeficientul k; cand la intrare actioneaza
semnalul zgomot ideal n(t) cu densitatea spectrala S,,,.

3. Ce reprezinta filtrul de formare si cum se alege caracteristica amplitudine-
frecventa a filtrului?

4. Prezentati relatia pentru determinarea dispersiei semnalului la iesirea
elementului dinamic.

5. Calculati dispersia semnalului la iesirea elementului derivator ideal cu
coeficientul k; = 1, cand la intrarea lui actioneaza semnalul zgomot cu densitatea
spectrali S, = 0.5 si banda de frecventi wy, = 5571

6. Dupa care relatii se calculeazd componentele dispersiei semnalului erorii
sistemului automat Tnchis?

7. Explicati cum influenteaza coeficientul de transfer al sistemului deschis asupra
dispersiei sumare a semnalului erorii sistemului.

8. Explicati procedura solutiondrii problemei Wiener pentru sistemul automat
cand la intrarea lui actioneaza semnalul zgomot.

9. Ce probleme existd la realizarea filtrului optimal determinat dupa metoda
Wiener?

10. Care este relatia dintre caracteristica optimala amplitudine-frecventd a
sistemului automat si densitatile spectrale ale semnalelor de referinta si zgomot?

11. Explicati ideea si principiul de construire a filtrului optimal Kalman-Busy.
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12 SISTEME NELINIARE LA ACTIUNEA
SEMNALELOR STOCASTICE

12.1 Transformarea semnalului stocastic
de elementul neliniar

Elementele neliniare, in general, distorsioneaza semnalul de
intrare stocastic.

Deoarece principiul superpozitiei pentru sistemele automate
neliniare nu se aplica, atunci analiza transferului sumei semnalelor
stocastice de intrare a referintei si a zgomotului in semnalul stocastic la
iesirea sistemului nu poate fi efectuata separat pe componente [9, 17-
19].

Se considera un element neliniar la intrarea caruia se aplica un
semnal stocastic stationar x(t) reprezentat prin componentele media
m, = const si centrata xX(t):

x(t) = my + x(t). (12.1)

Se analizeaza transferul semnalului (12.1) de un element neliniar
cu caracteristica statica neliniara de tipul saturatie dat n figura 12.1.

Daca nivelul semnalului stocastic este redus si se mentine in
domeniul [—b, b], pe partea liniara a caracteristicii neliniare, atunci
transferul semnalului la iegirea elementului este liniar si va fi:

y(t) = kx(t) = k[m, + 2(t)] = m,, + J(1), (12.2)

unde m, = km, este media semnalului de iesire, fiind proportionald
mediei semnalului de intrare, y(t) = kX(t) — semnalul centrat al iesirii
care este proportional semnalului centrat al intrarii.

Dacad nivelul semnalului zgomotului este mai mare decét
limitele de saturatie ale caracteristicii neliniare, atunci transferul
semnalului la iegirea elementului conduce la reducerea mediei m,, a
semnalului de iesire si cu cresterea nivelului semnalului stocastic,
aceasta tinde la zero. Rezulta ca nivelul ridicat al semnalului stocastic
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reduce nivelul semnalului la iesirea elementului neliniar, care poate fi
tratata ca reducerea coeficientului de transfer echivalent al neliniaritatii
pe semnalul util.

v (t)

Fig. 12.1. Transferul neliniar al semnalului stocastic

Fluctuatiile la iesirea neliniaritdtii sunt limitate. Spectrul
semnalului iesirii se largeste cu componente de frecventd Tnalta si joasa,
ceea ce conduce la modificarea componentei spectrale a semnalului de
lesire In raport cu componenta spectrald a semnalului de intrare.
Prezenta elementelor neliniare 1n structura sistemului automat poate
conduce la instabilitatea sistemului [9, 17].

VVom analiza influenta elementului neliniar de tipul saturatie
(fig. 12.2) asupra distributiei densitatii probabiliste a semnalului de
iesire.

Daca semnalul de intrare x(t) cu densitatea probabilista w(x),
avand legea normald de distributie, se regdseste pe segmentul liniar al
caracteristicii neliniare, atunci densitatea probabilista w(y) a
semnalului de iesire y(t) nu se modifica si este egalad cu densitatea
probabilistd a semnalului de intrare w(y) = w(x). Deoarece |y(t)| <
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< ¢, probabilitatea aparitiei valorii |y(t)| > c este egala cu zero, deci,
siw(y) = 0.

Pentru toate valorile semnalului de intrare x(t) > b sau x(t) <
< —b ale neliniaritatii, valorile semnalului de iesire vor fi y(t) = c sau
y(t) = —c. Probabilitatea cand valorile y(t) = c sau y(t) = —c este
egald cu aria S; sau S, (fig. 12.2) pentru x € [b, ©) (x € [—0, —b)) si
cand semnalul de iesire atinge valoarea de saturatie y(t) = *c, atunci
densitatea probabilista w(y) reprezinta & impuls. Astfel, expresia

densitatii probabiliste w(y) a semnalului de iesire se descrie prin
relatiile:

w(x) cand |x|<b,

_J)o cand |x|>b,
W(y) - 518(y—c) cand x=b,
S,8(y+c) cand x=-b.
A
Yy Y S8(y—o)
cl---or— cr—»
1
—b L x w(y)
: 0 b = "
1
_:-----_C a) —_ —>
S,8(y+¢)
c)
Aw(x)
+ x‘
—b b) 0 b

Fig. 12.2. Transferul neliniar al densitatii probabiliste cu distributie normala

Aria totala a densitatii probabiliste w(y) a semnalului de iesire
y(t) ramane egala cu 0 unitate data de relatia:

2 wy)dy =1.
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Studierea sistemelor neliniare la actiunea semnalelor stocastice
este o procedura mai dificila in comparatie cu analiza sistemelor
automate liniare la actiunea semnalelor stocastice.

12.2 Liniarizarea statistica a elementului neliniar

Studierea analitica a transferului semnalelor stocastice de
elemente neliniare este dificila [9, 17-19]. Transformarile neliniare ale
semnalelor stocastice distorsioneaza proprietatile acestora. Din aceste
considerente, la analiza transformérilor neliniare ale semnalelor
stocastice se utilizeazd metode aproximative, care se bazeazd pe
liniarizarea statistica a elementelor neliniare.

Metoda liniarizarii statistice, utilizata la analiza sistemelor
neliniare la actiunea semnalelor stocastice, este o metoda analogica
metodei liniarizarii armonice pentru sistemele neliniare cu semnale
deterministe.

Metoda liniarizarii statistice se reduce la substituirea
caracteristicii statice neliniare a elementului neliniar cu o caracteristica
liniara, echivalenta caracteristicii initiale dupa proprietatile stocastice.
Tn rezultatul transformari neliniaritatii in caracteristica liniara pentru
care este posibila utilizarea aparatului matematic existent la analiza
sistemelor liniare la actiunea semnalelor stocastice.

Se considera elementul neliniar cu caracteristica statica
univalenta (cu o ramura), impara, simetrica, care transforma semnalul
stocastic de intrare x(t) in semnalul y(t) de iesire data prin relatia:

y(@) = f(x (D). (12.3)

Conform metodei liniarizarii statistice, se presupune ca
semnalul stocastic de intrare x(t) este stationar si se caracterizeaza prin
legea de distributie normala cu densitatea probabilistd D, datd prin
relatia:

e~ (x-mx)?/2Dy (12.4)

w (x) - 2TtD,,
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Se reprezentd semnalul stocastic de intrare x(t) = m, + x(t)
prin suma componentelor medii si centrata din (12.1). Semnalul
stocastic stabilizat y(t) la iesirea elementului neliniar, obtinut in
rezultatul transformarii neliniare (fig. 12.2, @), este descris prin relatia
(12.3), care de asemenea Se reprezinta prin suma componentelor (12.2):

y(t) = my + y(0).

Problema liniarizarii statistice a elementului neliniar (12.3) se
reduce la aproximarea acestuia prin relatia:

§(t) =my + ¥(t) = komy + ke 2(t), (12.5)

unde k, este coeficientul liniarizarii statistice a neliniaritatii pe
componenta deterministd (media) a procesului, k; — coeficientul
liniarizarii statistice a neliniarititii pe componenta stocasticd a
procesului. Coeficientii kg, k; sunt necunoscuti si care se vor calcula.
Structura echivalenta a liniarizarii statistice a neliniaritatii (12.5) este
data in figura 12.3, b.

my kq my,
ﬂ EN _>y(t) x(t) y(t)
a) K, y(t)
x(t) b)

Fig. 12.3. Liniarizarea statistica a neliniaritatii

Deoarece obtinerea egalitatii semnalului real y(t) si cel
aproximat ¥(t) in rezultatul liniarizarii statistice a neliniaritatii nu este
posibil, atunci se limiteaza la cerintele de egalitate ale unor caracteristici
stocastice ale acestor semnale. Tn functie de criteriul aplicat, exista
diferite metode de calcul al coeficientilor liniarizarii statistice ky, k1. Se
analizeaza aceste cerinte.

1. Media si dispersia semnalelor y(t) si y(t) sunt:
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m, = my, (12.6)
D, = Dy. (12.7)
Daca sunt satisfacute conditiile (12.6)-(12.7), atunci legea
normala de distributie a semnalului iesirii neliniaritatii nu va fi egala cu
legea normalda de distributie a semnalului liniarizarii statistice a
neliniaritatii.
Pornind de la relatia (12.5) si conform criteriului (12.6), se
calculeaza media semnalului iesirii:

my, = kom,. (12.8)

Din expresia (12.8) se determina coeficientul liniarizarii
statistice:

ko =my/m,. (12.9)
Din expresia (12.5) egalam componentele marimii de iesire:
F(©) = kaZ(2) (12.10)
si, ridicand la patrat expresia (12.10), se obtine:
o] = k2[Eo] (12.11)
Media ambelor parti ale expresiei (12.11) este:
m{po’}=m{REO} =En{Fo]"} @212
sau conform (12.8), dispersia semnalului iesirii este:
Dy, = kiD,. (12.13)
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Din (12.13) se calculeaza coeficientul liniarizarii statistice pe
componenta centrata a iesirii:

ky = +/D,/D, = iz_i, (12.14)

unde o, =./D,, o,=.D, sunt mediile patratelor abaterilor
semnalelor de iesire si de intrare ale elementului neliniar.

Coeficientii liniarizarii statistice kg, k; unilateral sunt functii de
caracteristica staticad f(x) a elementului neliniar si densitatii distributiei
w(x) semnalului de intrare.

Mediile in relatia (12.9) se calculeaza prin relatiile:

M[x(t)] = f xw(x) dx,
(12.15)
Mly(®)] = [ fFw(x) dx.

Dispersiile proceselor (12.13) se calculeaza prin relatiile
componentelor semnalelor:

=Dlx(®] = [ (x — my)?w(x) dx,
(12.16)

=Dly®] = [ (v —m)w»dy = [ f2(x)w(x) dx —m?.

Tn acest caz, coeficientii liniarizarii statistice dupa componenta
determinista k, si componenta stocastica k, a procesului iau forma:

ko = — [ f(x)w(x) dx, (12.17)

ky = i%x J 12 F20w(x) dx — m2. (12.18)

Semnul coeficientului k; se determina de caracterul functiei
f(x). Daca functia f(x) creste in domeniul punctului x = m,,, atunci
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functia este cu semnul plus, iar daca functia f (x) se reduce in domeniul
punctului x = m,, atunci functia este cu semnul minus.

2. Media patratica a abaterii diferentei semnalelor y(t) si y(t)
este minima:

g2 = M{[y(t) — (t)]*} - min. (12.19)
Daca se substituie (12.19) prin (12.5), se obtine:
g2 = M{[y(t) — komy — k1 X(0)]%}. (12.20)

Se calculeaza media patratica a abaterii (12.20), utilizand
dispersiile si functia de intercorelatie a semnalelor si se obtine:

g2 = Dy, + m2 + kZmZ + k2D, — 2kgm,m, —2k; K, (0), (12.21)

unde D, = M{[X(t)]*}, D, = M{[(t)]*} sunt dispersiile semnalelor
de intrare si iesire, Ky, (0) = K, (¢, t) = M[X(t)¥(t)] = M[y(t)X(t)]
— functiile de intercorelatie ale semnalelor de intrare si iesire, iar K, (0)
— valoarea functiei de intercorelatie a semnalelor centrate x(t) si y(t).

Pentru calculul coeficientilor k, si k,, care determina valoarea
minima a expresiei (12.21), trebuie calculate derivatele particulare ale
marimii €2 pentru fiecare coeficient si egalate cu zero:

6—2
—aio = 2my(myky —m,) = 0, (12.22)
6—2
a—; = 2[Dyk; — K,y (0)] = 0. (12.23)

Din sistemul (12.17) si (12.23) se calculeaza coeficientii kg, k4

al liniarizarii statistice:
ko = my/m,, (12.24)
ki = ny(o)/Dxa (12.25)
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unde K., (0) = M[Z()y(®)] = [~ (x — m)F (x)w(x) dx.
Expresiile (12.17)-(12.18.) si (12.24)-(12.25) sunt egale.
Calculul coeficientului k; din relatia (12.18) da un rezultat mai
mare, iar calculul coeficientului k' din (12.25) este mai redus. Tn
calculele practice se recomanda determinarea mediei aritmetice a
coeficientului prin relatia:

ki+ky

k1: 2

(12.26)

Exemple de calcul al coeficientilor liniarizarii statistice pentru
elementele neliniare:

Exemplul 12.1. Se considera elementul neliniar cu zona de insensibilitate, la
intrarea caruia se aplicd semnal stocastic stationar cu dispersia D, = D cu legea de
distributie normala:

1 _Gmme)?
w(x) = = P

Se cere sa se determine coeficientii k,, k; ai liniarizarii statistice pentru
elementul neliniar.

Solutionare. Coeficientul liniarizarii statistice dupad componenta regulata se
descrie prin relatia:

B L (I G mx)
T my - 2D ©

dx =

—c (x-my)? c o _ (x= mx)z

= e T 220 dx+— e
my\21D f—oo My\2TD fb

dx.

Se introduce notatia u = (x — m,)/D si expresia lui k, va avea forma:

ko:mix[—§+cb(mjib)+ +o m)] [dn(m"+b)+d>(mjﬁ_b)],

e % 2/2

unde ®(z) = \/;T_D 0 du este functia Laplace (integrala probabilitatilor).

Componentele coeficientului liniarizérii statistice dupd componenta
stocastica a procesului se descriu prin relatiile:
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_ (x—my)?

ki = \/iﬁ [ffom%e 2> dx —m}]*° = %{1 - [® (M) +o (mx_b)]}o.s’

) )
k! 1 fb X—My _—(x—mx)zd fOOX—TTIx _—(x—mx)zd
==-|—c e 2D X Cc e 2D x| =
17 p —00 \/21D tel V2TD
c _ (b+my)? _ (b—my)?
= [e 2D +e 2D J
21D

Tn cazul cand zona de insensibilitate b =0, caracteristica statici a
elementului neliniar se transforma in element releu ideal (fig. 12.4, a) si coeficientii
liniarizarii statistice au forma:

2
=2 (M) k=S [1— 2 = 2 oy
ko _qu’(m)' k! _ﬁ\/1 4[@(m, VD)2, ey = Z=e™ 2D

Tn figura 12.4 se reprezinta curbele dependentelor coeficientilor statistici ai
releului ideal ca functii de parametrii media m, si dispersia m, a semnalului de
intrare: b) pentru coeficientul k, = f(m,, D), c¢) curba 1 este pentru coeficientul k;
si curba 2 — pentru coeficientul k;’.

Din analiza curbelor rezulta ca la valori reduse ale lui m,, caracteristica statica
a releului ideal se reprezinta ca a unui amplificator, iar la valori mari ale lui m,, se
reduce valoarea coeficientului (curba 2) datorita saturatiei caracteristice statice.m

VDk, /c
A f(x Ak
cf() 0.8 °/C// 0.8 1 1
i NUAN
£ 06— 0.6 <
0 > 04 WA
—1—c 0.2 0.2 ANER N
a) mx/\/53 \Q\
b) 1 2 0 o 1 2 m/ND

Fig. 12.4. Dependentele coeficientilor liniarizarii statistice

12.3 Analiza sistemelor neliniare prin metoda
liniarizarii statistice

Se considera schema structurala a sistemului automat (fig. 12.5,
a) alcatuita din elementul neliniar cu caracteristica statica y = f(x) si
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partea liniara cu functia de transfer H (s) si asupra sistemului actioneaza
suma g(t) =r(t) + n(t) ca semnal stocastic stationar cu legea de
distributie normala reprezentat prin componentele media m, si
marimea centrata x(t):

x(t) = my + X(t).

Tn general, legea de distributie a semnalului y(t) la iesirea
elementului neliniar nu este o distributie normala. Semnalul de intrare
transformat de partea liniard a sistemului, care se reprezinta ca filtru
trece-jos, la iesirea sistemului se obtine un semnalul normalizat.

), ~O, 1O, 1
a) -
Mt ol ko (M, D) L
r(t) o~ x(t) 1y(t) 2(t)
H(s)
O L m oy | IO
b)

Fig. 12.5. Sistemul neliniar si structura echivalenta a liniarizarii statistice

Utilizand metoda liniarizarii statistice pentru elementul neliniar,
se analizeaza structura sistemului echivalent dat in figura 12.5, b.
Elementul neliniar se reprezinta prin doua canale cu coeficientii de
transfer k, si k,, care sunt functii de caracteristicile stocastice ale
semnalului de intrare x(t), unde un canal este componenta marimii
medii (deterministd), iar alt canal — componenta stocastica (centratd).

Modelul echivalent al sistemului se descompune in doua
sisteme: un model al sistemului pentru componenta medie (fig. 12.6, a),
iar alt sistem pentru componenta stocastica (fig. 12.6, b).

Functia de transfer a erorii sistemului inchis liniarizat statistic Tn
raport cu eroarea semnalului x(t) este:
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1) pe componenta medie:

my 1
Hm(8) = = Tkatme DR (12.27)
2) pe componenta centrata:
P 1
Hy(s) =% = 1+ky (My, DOH(S)' (12.28)
m ms m
—r>%)ﬂ> ko(my, D)= H(s) T»
a)
7 X v Z
—>(P—> ky(my, D)FE| H(s) T
b)

Fig. 12.6. Structura echivalentd a sistemului liniarizat statistic

Interactiunile dintre f.d.t. (12.27) si (12.28) se realizeaza prin

coeficientii liniarizarii statistice k si k4, care sunt functii de marimile
necunoscute m,, si D,.

Transformata Laplace a mediei erorii modelului sistemului din

figura 12.6, a este:

L{m,(£)} = Hp, (s)L{m.(1)}. (12.29)

Deoarece se analizeaza procesele stationare stabilizate pentru

m, = const, m,, = const,

atunci din (12.29) se obtine:
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m, T (12.30)

T Tk (my, DYH(0)'

Cand sistemul este astatic, coeficientul de transfer al partii
liniare H(0) la frecventa w = 0 tinde la infinit:

my, =my =0, m, =m,.

Dispersia stocasticd a componentei erorii pentru modelul
sistemului din figura 12.6, b este:

1 (oo 1 ,oo ]
Dy = Ef—oosxx(‘”)d‘” = ;f_oowae(]w)lew(w)dw =

|2

Syr(w)dw, (12.31)

_ 1 foo | 1
T 2m -0 |14k, (my, DY) H(jw)

unde |Hy(jw)|? este patratul modulului locului de transfer al
sistemului, Sy (w), Syq(w) sunt densitdtile spectrale ale semnalelor
centrate ale componentelor erorii si semnalului de intrare:

my = fi1(ko(my, Dy)), (12.32)
Dy = f(ki(my, Dy)). (12.33)

Sistemul de ecuatii (12.32)-(12.33) contine patru marimi
necunoscute m,, Dy, kg, k;. Pentru solutionarea acestui sistem se mai
adauga inca doua ecuatii, care se obtin din relatiile (12.9) si (12.14) sau
(12.24) si (12.25):

kO = fB(mx' Dx)i (1234)
ki = fa(my, Dy)). (12.35)

Astfel, s-a obtinut sistemul din patru ecuatii (12.32)-(12.35) cu
patru necunoscute m,., D, k,, k,, care poate fi solutionat prin metode
numerice sau grafo-analitice.

Pentru solutionarea sistemului de ecuatii (12.32)-(12.35) se
aplica metoda grafo-analitica, care se reduce la urmatoarele etape.

1. 1n sistemul de coordonate (m,, f;) se construiesc o serie de
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curbe pentru expresia (12.32) la variatia dispersiei Dy, = Dy = const
(fig. 12.7, a).

2. Din originea sistemului de coordonate se traseaza bisectoarea
unghiului (fig. 12.7, a) si dupa punctele de intersectie a acesteia cu
familia de curbe z; = fi(m,) ce construieste dependenta D, =
¢1(my) (fig. 12.7, ¢).

3. In sistemul de coordonate (D,, f,) Se construiesc o serie de
curbe pentru expresia (12.33) la variatia mediei m,, = m, = const
(fig. 12.7, b).

1z, 1Dy @1(my)
3 M. Dol-....2°1 3
2 ! 3 7 (D )
T ! My, 12 P2(Vx
; : : mxl :
- i 1
0 123 D 0 my m,
b) O o

Fig. 12.7. Metoda grafo-analitica de calcul al caracteristicilor
probabiliste ale sistemului neliniar inchis

4. Din originea sistemului de coordonate se traseaza bisectoarea
unghiului (fig. 12.7, b) si dupa punctele de intersectic a acesteia cu
familia de curbe z, = f,(D,) ce construieste functia m, = @,(D,)
(fig. 12.7, c).

Punctele de intersectie ale curbelor @,(m,) si @,(D,)
reprezintd solutia sistemului (12.32)-(12.33) si determina valorile
mediei m, si dispersiei D, in regimul stationar al sistemului automat
neliniar.

Metoda liniarizarii statistice, din considerentele simplitatii si
preciziei practice, este larg utilizatd in calculele ingineresti ale
sistemelor automate neliniare de ordin superior [9, 17].

Mentionam ca metoda liniarizarii statistice este aplicabila numai
in cazurile cand 1n sistemul neliniar nu existd oscilatii intretinute.
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In cazul cand in sistemul neliniar existi oscilatii intretinute,
atunci pentru calculul preciziei sistemului se utilizeaza concomitent

metodele liniarizarii armonice si statistice [9, 17].

Exemplul 12.2. Se considera sistemul neliniar (12.5, a) alcatuit din elementul
neliniar releu ideal cu caracteristica statica (fig. 12.4, a) y = f(x) = csignx si partea
liniard reprezentata de elementul integrator cu functia de transfer H(s) = k/s. Asupra
sistemului actioneaza semnalul stocastic stationar g(t) cu media m, = const si
densitatea spectrald S,..(w) = 2Dp/(1? + w?).

Se cere sd se determine media m, si dispersia D, a erorii stationare a
sistemului neliniar.

Solutionare. Sistemul este astatic si media erorii stationare m, = 0 si
coeficientul k, = 0.

1. Functia de transfer a erorii sistemului liniarizat statistic pe componenta
stocastica este:

Hy(s) =2 = ! S

7 1tky(mg DOH(S)  sthak
2. Densitatea spectrald a semnalului erorii va fi:

-(jw)®  2Dp —2Dp(jw)?

= o ] 2 = =
Sux(@) = [Hz ()18, (@) = o s e a? = G ka0 Gy ek

3. Dispersia semnalului erorii sistemului este:

1 foo -2Dp(jw)? _ 2Dp’kik __ Dp
T ond-o [Gw)2+(p+k1k)Gw)+ukqk|? T 2ukqk(utkqk) | ptkqk

(12.36)

X

4. Deoarece functia Laplace ®(0) =0, atunci coeficientii liniarizarii
statistice se reprezinta prin relatiile:

ko= k=2
17 /oy "t T 2Dy

5. Se determina coeficientul mediu k, prin relatia:

C 2c
_ ky+ky' _ E+ 2mDy _ A
=== = (12.37)

unde a = 0.5 + 1/v2m.
6. Din (12.37) se determina marimea dispersiei:
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2,2

cTa

D, =

(12.38)

k2’
7. Se analizeaza egalitatea expresiilor dispersiilor pentru (12.36) si (12.38):
2,2

c‘a® _ Dp
k2 T ptkqik'

care se prezinta ca ecuatie algebrica 1n raport cu coeficientul k; necunoscut:
Duk? — c?a?kk, — c?a?u = 0.

8. Ecuatia algebrica se solutioneaza si se determind expresia coeficientului
ky:

k. = c2aPk+y/c*atk24cZa2Dy?
1 - .

o (12.39)

9. Tn (12.36) se substituie k, cu expresia din (12.39) si se obtine expresia de
calcul al dispersiei semnalului erorii sistemului:

2022

D, = ..
X 2Dp2+kca(kca+/cZaZk24Dp?)

Exemplul 12.3. Se considera sistemul neliniar (12.5, @) alcatuit din elementul
neliniar releu ideal cu caracteristica statica (fig. 12.4, a) y = f(x) = csignx si partea
liniara reprezentata de elementul integrator cu functia de transfer H(s) = k/s. Asupra
sistemului actioneaza perturbatia semnalul stocastic stationar perturbatia p(t) cu
media m,, = 0 si densitatea spectrald S, (w) = 2Dp/(u* + w?).

Se cere sd se determine media m, si dispersia D, a erorii stationare a
sistemului neliniar.

Solutionare. 1. Se determind coeficientii liniarizarii statistice a releului.
Deoarece media m,, = 0, atunci si media semnalului erorii m, = 0. Tn conditia m, =
= 0 din figura 12.4, b, dupa primul criteriu k; = 1.0c/o,, iar dupa al doilea criteriu
ki =
= 0.8¢c/o, si se determina media coeficientului k; = 0.9c/o,.

2. Se da expresia dispersiei semnalului erorii sistemului (10.44):

k

1 poo 2D
Dy=0t =5 [ = |
jo+kqk

21— 242

1 (oo 2Dpk?
=—[" — — dw
2m =0 |(jw)?+(putk k) jo+pksk|?
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1 poo b
= —f — _dw.
2 7= ay|(jw)2+aq jo+ag|?

3. Expresia dispersiei D, se calculeaza, utilizand metoda de aproximare cu J,
pentru ordinul sistemului n = 2 din tabelul 10.1 cu coeficientii by = 2Dpk?, a, = 1,
a, = u+ kqik, ay = pkqk si se reprezinta prin relatia:

—bi+bgaz/ag _ Dk
2ajaz T ka(utkak)’

— ~2 —
Dx_o_x“’jz_

4. Utilizand k,; = 0.9c/o,, din ultima expresie se determind media patratica
a semnalului erorii:

o2k, (1 + k k) = Dk,

0.9 0.9¢\2
Gi(c—:u‘l' (G—XC) k) = Dk,
k 111D
ox =10~ 0.9¢).

Marimea o, creste odatd cu cresterea coeficientului k si dispersiei D a
perturbatiei si reducerea lui L si se reduce odata cu cresterea marimii de comanda c.m

Chestionar si probleme

1. Explicati transferul semnal stocastic de intrare — semnal stocastic de iesire
de elementul neliniar.

2. Explicati esenta metodei liniarizarii statistice a elementului neliniar.

3. Prezentati schema structurala a elementului echivalent statistic.

4. Numiti criteriile In baza carora se determind coeficientii liniarizarii
statistice.

5. Ce clase de metode se utilizeaza pentru calculul coeficientilor liniarizarii
statistice?

6. Care este procedura grafo-analitica de calcul al indicilor de precizie a
mirimilor medii m, si media pitratici o, a semnalului erorii sau dispersiei D, = ¢2?
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ANEXE

Tipuri de neliniaritati

Anexa 1

Nr. Caracteristica Coeficientii liniarizérii armonice
crt. statica b(a) g(a)
A y E
Cp— ma
1 X i
0 »
—]—c
Ay
cll. -
4 b?
2 —b i X, X 1——,cua=b
ol b > na a?
—Y -
Ay 4cb
ct-- ) na?’
>
3 b-mb | Y1 X, ﬁ 1—b—,cua2b cua=b
[0 mbb | ma z
Y 4
---1—C
2¢ch
A
MY -=—@-m),
2c b2 m2b? na
4 —b A T \/1—;+J1— PP cua=b
L [0
cua=b,-1<m<1
—C
Ay
C-t-- 2
E &<arcsin2+2 /1—b—2>,
5 —b (XE X | m a a a -
/10 b cua = b, k = tga
i/ |—c
y kx3 3ka2
/ : '
6 >
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Nota:

1. Amplitudinea semnalului de intrare a elementului neliniar
a=A.

2. Caracteristicile statice sunt numite:

2.1. Releu ideal.

2.2. Releu cu zona de insensibilitate si saturatie.

2.3. Releu activ (cu histerezis).

2.4. Releu cu zona de insensibilitate si histerezis.

2.5. Releu cu saturatie.

2.6. Parabola nesimetrica.

3. Pentru caracteristica de tip parabola nesimetrica f(g) =

= ke3 lavaloarea puterii m =1 coeficientul liniarizirii armonice

. 15ka*
b(a) = k,unde k > 0, iar pentrun =5, b(a) = YR
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Functii de timp continuu si discret si
imaginea Laplace s si transformata z

Anexa 2

Tabelul A2.1. Functii originale si imaginea lor

Denumi- Original Imaginea Original .
Nr.
or rea (t) H(s) F(kT) Imaginea H(z)
) functiei
Delta o _
. impuls 5(t) 1 8(kT) z7%=1
Treapta 1 z
2 unitara 1 S 1(kT) z—1
i 1 Tz
3 Func‘;lve ¢ 1 KT _Z_
rampa 52 (z—-1)
Functie 2! T?z(z+1
4 u t ~ t2 = (kT)? #
patratica 53 (z-1)°
i n! 1 1 TV lz(z+1
c Functie o nl 1y ( )
polinomiald sntl n—1 n—-1 (z—1n»
Exponenti- at 1 kT z
° ala ¢ s—a ¢ z+ el
5 Exponven;i- o-at 1 e —akT £ d=e T
ala s+a z—d
. . w in wT
8 Sinusoida sin wt T3 sin wkT Z5me
s+ w z2 —2zcoswT +1
S 2 _
9 Cosinusoida cos wt =T cosw kT 7"~ zcoswT
sttw z2—2zcoswT +1
Produsul ® .
. d T
10 exponentei | e~* sin wt m e~ kT sin wkT 5 Zasme 3
cu sinusoids z? —2zdcoswT +d
Produsul
exponentei _ sta _ zdcos wT
11 e *coswt | ————— | e~ T cos wkT
cu (s + a)? + w? z2 —2zdcoswT + d?
cosinusoida
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Anexa 3

Functii de transfer ale elementelor dinamice
n transformata Laplace s si in transformata z

Tabelul A3.1. Functii de transfer in transformata s si transformata z

Nr.
crt. H(s) H(2)
1 2 3
1 k k
k
2 < kz
z—1
3 k kTz
52 (z—1)2
4 k k z
Tos +1 Toz—e_T/To
5 k k(1—e7T/To)z
s(Tos + 1) (z—1)(z— e T/T)
6 k k(e T/T — e~ T/T2) z
(Tis + 1)(Tys + 1) T, —T, (z—e /M) (z — e T/T2)
5 k kTe T/To z
(Tos + 1)° T2 (z— e T/T)2
k K Tz To(1—eT/To)z
| 9T+ D D G-DGe—e ™
9 k " z T; z T, z
s(Tys+ D)(Tos + 1) [z 1t T,—Tiz—e T/ T,—T,z—e T/
K Tz (Ty + Ty)z 3 T? z +
k (z-1)? z—1 T,—T,z—e /N
10 2
s2(Tys + 1)(Tps + 1) 12 z
T,—Tyz— e‘T/TZ]
k[ T1 V4 n
k (Ty —T)(Ty = T3) z — e~ T/M
11

(Tls + 1)(T25 + 1)(T3S + 1)

+ i 4
(To =TT = T3)z — e T/
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Anexa 3 (continuare)

1 2 3
T3 A
+ )
(T3 =T)(T3=Ty)z— e~/
iZ T? z
A G- @ Ty z—em
k T2 z
12 | s(Tis+ D)(Tos + D)(Tss+1) | — (T, —T) (T, —Ts3)z — e T/T -
T2 z
(T3 =T)(T3-T2)z - e_T/T3]
T T, +T,+T.
k[ _Z _ _( 1 i 3)Z+
(z-1) z—1
+ s S
13 k (T, =T)(T, = T3)z—e”T/h
s2(Tys + 1)(Tys + 1)(T3s + 1) T3 2
2
+ +
(T, = T)(Ta —T3)z—e /T
T3 z
+ ]
(T3 =T)(T3—Ty)z— e~/
1 | kTs+1) k(To+1)(z —To/(To — 1))
s z—1
15 | KTos +1) kToz(Ty + 1)(z + (T/Ty) — 1)
s? (z—1)?
k(Tys + 1) k _ _z
16 T+l T, 1+ T1/T2)Z — e—T/Tz]
17 | k(Tis+ 1) kTyz(z + (To/T)(L —e”™/™) — 1)
s(Tys + 1) T, (z—1D(z—eT/T)
5 | kTt D K A=C/T)  ([s/T) =1z
(Tys + D)(Tps + 1) T,-T, z-e™/h z—e /T
z (T, = T3)z
k + +
k(Tss + 1) L= (T, = T)(z — e~ T/T)
1| 5Ts + D(Tys + 1) o Tz

(Ty —Ty)(z — e7T/T2)
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Anexa 3 (continuare)

1 2 3
20 | k(Tys+1) f Tz (T, —T,)(1 — e T/M)z
s2(T,s + 1) [(2—1)2_ (z—1(z—e"T/T)
21 k(T3S + 1) k Tz (T3 - T1 - Tz)Z
s2(Tys + 1)(Tos + 1) [(z —1)2 z—1 B
_ (T, — T3)z _
((T2/T) = D(z — e7T/T)
B (T —T3)z ]
(T1/Ty) = D(z — e7T/T)
22 k

TZs2 + 2ETys + 1

kze‘ET/Tlsin(lell —&2)
1

Ty 1 — %[22 — 2ze~5T/Ticos (Tll‘/TEZ) + e~ %7/T]
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