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Lucrarea 1l
PLANUL FAZELOR SISTEMULUI AUTOMAT

Obiectivul lucrarii: studierea metodei de analiza a sistemelor
liniare si neliniare Tn planul fazelor, aprecierea punctelor de
echilibru si a ciclurilor-limita in planul fazelor.

1. Notiuni generale [4-12, 14]

Metoda spatiului fazelor a fost introdusa de Poincare pentru
studierea sistemelor mecanice cu unul sau mai multe grade de
libertate si de Gibbs la studiul echilibrului chimic. In principiu, se
asociazd miscdrii sistemului considerat un punct care se misca
simultan cu sistemul intr-un spatiu raportat la un sistem de
coordonate, alcatuit din variabilele (parametrii) care determind
pozitia momentand a sistemului si derivatele acestor variabile,
denumit spatiul fazelor. Deoarece starea unui sistem fizic de
ordinul n, liniar, este complet determinata de variabila de stare
aleasa gicele (n - 1) derivate ale acesteia, coordonatele spatiului

starilor sunt x, X, X, --* ,"x"‘l si reprezintd variabile de faza. Pentru
sistemele cu un singur grad de libertate, spatiul fazelor devine
planul fazelor, cu coordonatele x;si x, - respectiv variabila de
lesire y = x;, caracterizand functionarea sistemului in regim
dinamic §i x, = dx;/dt = x; —prima ei derivatd in raport cu
timpul.

De exemplu, in cazul unui sistem de reglare automatd cu
parametrul reglat y se aleg variabilele de faza: raspunsul
sistemului de reglare automatda 7y = x; si viteza de variatie a
raspunsului  dy(t)/dt = dx,(t)/dt = x,. In planul fazelor
(x4, x,) oricarui punct M 1i corespunde o singura stare a sistemului
reprezentat. Pentru timpul variabil t, punctual M se deplaseaza pe
o curba numitad traiectorie de faza (curba din fig. 1.1); aceasta
curba poate fi gradata in valori de timp ty, t1, t5, -+, t,, permitand
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evaludri calitative ale comportarii sistemului automat reprezentat.
Familia de traiectorii de faza determinate de variatia conditiilor
initiale se numeste portret de faza al sistemului automat.

Desigur, analiza cu ajutorul planului fazelor este limitata la
sisteme de ordinul unu sau doi, deoarece derivatele de ordin
superior nu pot fi reprezentate grafic, iar un sistem automat de
ordin superior nu poate fi complet definit numai prin variabila de
stare si prima ei derivata. Avand in vedere ca, In general, sistemele
automate neliniare din multiple aplicatii industriale pot fi
aproximate prin sisteme de ordinul 2, metoda 1si gaseste o anumita
aplicabilitate si la studierea acestora.

A

X

Fig. 1.1. Traiectorie de faza

Fie un sistem automat neliniar de ordinul doi descris cu
ecuatia:
v+ foy)y+g90y)y =u, (1.1)

unde y poate fi marimea de iesire a sistemului sau eroarea
sistemului €, functiile f si g se considera functii analitice
(olomorfe), u — marimea de intrare. Admitem ca in (1.1) variabila
y este iesirea sistemului. Introducem variabilele de stare:

Yy =X,

dy/dt =y =dx,/dt = X; = x5, 1.2
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d?y/dt? =y = d?x,/dt? = x,.

Se presupune ca ecuatia (1.1) admite o singura solufie pentru
fiecare pereche de conditii initiale x,(0), x,(0), care poate fi
reprezentatd printr-o traiectorie de fazad unica in planul fazelor
(x1, x2) -

Expresia (1.1) prin variabile de stare se prezinta in forma:

dxl/dt = X’l = xz, (13)
dx,/dt = %, = —f(x1,x2)x; — g(x1, %) %1 + U

Impirtind ecuatia a doua la prima din (1.3) se obtine expresia

dxy/dx; = —f(x1,%2) — g(xX1, X2)%1 /% + u/x5, (L.4)

care este o ecuatie diferentiala din care s-a eliminat timpul si care
descrie traiectoria de faza a sistemului.

Din expresiile (1.2)-(1.4) se obtin un sir de particularitati
importante ale planului fazelor:

1. Daca functiile f(xq,x5)x,s1 g(xq,x,)x; sunt analitice,
atunci solutia x, este unica in raport cu timpul t in planul (x;, x,)
si este dictatd de conditiile initiale x4 (0), x,(0) si de marimea de
intrare u(t). Unicitatea solutiilor (cu exceptia punctelor singulare)
n raport cu timpul t indica o traiectorie de faza pentru conditiile
initiale date; printr-un punct al planului fazelor trece o singura
traiectorie de faza.

Daca functiile f si g nu sunt analitice, atunci printr-un punct al
planului trec mai multe traiectorii de faza. Asemenea puncte se
numesc puncte singulare sau critice ce caracterizeaza, de
asemenea, comportarea unui sistem automat liniar sau neliniar.

2. Pentru cazul cand dx,/dt = x; = x, > 0 marimea lui x;
creste si constatdm ca in partea de sus a planului fazelor pentru
timpul t in crestere punctul caracteristic se misca pe traiectoria de
fazd de la stdnga la dreapta, iar in semiplanul de jos miscarea se
efectueaza de la dreapta la stinga deoarece dx,/dt = x; = x, <0
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si marimea lui x; se micsoreaza.

3. In punctele x; =0sif(x,x,) #0, nu In punctele
singulare ale axei absciselor, traiectoriile de faza intersecteaza axa
absciselor sub un unghi drept de sus in jos in semiplanul din
dreapta si de jos in sus n semiplanul din stanga.

4. Tn planul fazelor exista puncte de echilibru atunci cand
x1 = 0, f(x1,x,) = 0sau puncte singulare pe axa absciselor care
sunt stabile sau instabile. Daca toate traiectoriile de faza converg
catre punctele de echilibru, atunci aceste puncte sunt stabile (fig.
1.2 si 1.4) si, invers, daca toate traiectoriile de faza pornesc din
punctele de echilibru, atunci aceste puncte sunt instabile (fig.1.3 si
1.5). Daca traiectoriile de faza din jurul punctelor de echilibru sunt
radiale, acestea se numesc noduri (fig. 1. 2 - nod stabil si fig.1.3 -
nod instabil), iar daca au forma de spirald, atunci ele se numesc
focare (fig. 1.4 - focar stabil si fig. 1.5 - focar instabil).

&
7
a

X/ x/

\ /

Fig. 1.2. Nod stabil Fig. 1.3. Nod instabil
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Fig. 1.4. Focar stabil Fig. 1.5. Focar instabil

La reprezentarea in planul fazelor pot sa apara una sau mai
multe traiectorii de faza inchise, numite cicluri-limita, de-a lungul
carora miscarea are un caracter periodic. Spre ciclurile - limita
stabile tind toate traiectoriile de faza din vecinatate (fig. 1.6), iar
de la ciclurile-limita instabile pornesc si se departeaza continuu
traiectoriile de faza in vecinatate (fig. 1.7).

sz
—
=
e
i s .
— NS )
\\‘_
\ /
Fig. 1.6. Ciclu-limita stabil Fig. 1.7. Ciclu-limita instabil

Tn cazul sistemului automat liniar conservator traiectoriile de
fazd au forma unor elipse (fig. 1.8), care corespund oscilatiilor
neamortizate. Originea, Th cazul dat, este un punct singular care nu
apartine nici uneia din traiectorii, numit Centru si este asociat cu
echilibrul neutru. Tn alte cazuri ale sistemelor automate liniare,
traiectoriile de fazd, proprii sistemelor instabile, sunt curbe
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deschise cu un singur punct singular - originea, numit sa (fig. 1.9).
AX,; 4+ X

Nt
=N\ ;
p

N

Fig. 1.8. Ciclu-limita elipsa  Fig. 1.9. Punctul de echilibru “sa”

In cazul sistemelor neliniare, datoritdi particularitatilor
acestora In compartie cu cele liniare, la reprezentarea functionarii
lor in planul fazelor apar o serie de curbe speciale.

De exemplu, autooscilatiilor specifice sistemelor automate
neliniare le corespund in planul fazelor tot elipse, reprezentand
ciclurile-limita stabile sau instabile. Pentru un sistem automat
neliniar Tn regim cu autooscilatii stabile, ciclul-limita
corespunzator este stabil (fig. 1.5). Pentru un raspuns ce
caracterizeaza un sistem neliniar stabil Tn mic si instabil Tn mare
(fig.1.7), pentru care autooscilatiile sunt instabile, ciclul-limita este
instabil. In functie de comportarea sistemului neliniar, in planul
fazelor pot exista si curbe deschise, de genul celor care au fost
prezentate, insd asociate cu cicluri-limita.

Tot in cazul sistemelor neliniare se mai intalnesc si alte curbe
speciale in planul fazelor. Sa presupunem, de exemplu, cd pentru
abateri mici de la regimul stationar sistemul poate efectua
autooscilatii, care depind de conditiile initiale, iar pentru abateri
mari regimul sistemului este aperiodic instabil. Tn acest caz, in
planul fazelor se obtin traiectorii de faza sub forma de elipse si
hiperbole, delimitate de prezenta unor puncte singulare tip sa. La
efectuarea lucrarii de laborator utilizati pachetele de programe
KOPRAS si MATLAB.

2. Mersul lucrarii
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1. Este dat sistemul automat liniar descris cu ecuatia
diferentiala de forma: y(t) + by(t) = 0.

Alcatuiti schema modelului matematic al sistemului si
simulati-1 pe calculator si ridicati traiectoriile de faza x, = f(x;)
si raspunsul y(t) pentru diverse conditii initiale (x;(0), x,(0)).

2. Un sistem automat liniar este descris cu ecuatia diferentiala
de forma:

1) y(t) + ay(t) + by(t) = 0,pentrua — b <0,

2) y(t) —ay(t) + by(t) =0,pentrua — b <0,

3) y(t) + ay(t) + by(t) = 0,pentrua—b > 0,

4) y(t) —ay(t) + by(t) =0, pentrua — b > 0,

5) ¥(t) + ay(¢) — by(t) = 0.

Alcatuiti schema modelului matematic al SAN, simulati-l pe
calculator si ridicati traiectoriile de faza x, = f(x;) si raspunsul
sistemului y(t) pentru diverse conditii initiale (x;(0), x5(0)) si
pentru perechile de valori a si b indicate de profesor.

3. Un sistem automat neliniar este descris cu schema
structurala din fig. 1.10, simulati-l pe calculator si ridicati
traiectoriile de faza x, = f(x;) si rdspunsul sistemului y(t) pentru
diverse conditii initiale (x4(0),x,(0)). Valorile parametrilor
functiilor de transfer si ale elementului neliniar se numesc de
cadrul didactic.

r e L — |u 5 1 y
®T _] 1o05s+1] |s(s+1)

y
A
v

Fig. 1.10. Structura SAN

3. Continutul referatului

1. Ecuatiile traiectoriilor de faza ale sistemelor.

2. Portretele de faza si graficele raspunsurilor sistemelor.
3. Concluzii.

4. Chestionar
1. Ce se numeste traiectorie de faza?
11



2. Numiti metodele de trasare a traiectoriilor de faza.

3. Ce se numeste punct singular?

4. Numiti punctele singulare caracteristice unui sistem liniar
de ordinul doi.

5. Care sunt proprietatile principale ale planului de faza?

6. Pentru care sisteme sunt caracteristice ciclurile-limita?

7. Care din ciclurile-limita sunt stabile si care instabile?

5 Lucrarea 2
REGIMUL ALUNECATOR AL SISTEMULUI AUTOMAT

Obiectivul lucrarii: studierea regimurilor alunecatoare in
sistemele automate neliniare cu releu, ridicarea traiectoriilor de
faza si raspunsul sistemului neliniar.

1. Notiuni generale [6, 9-12, 14]

Realizarea unor performante impuse in cadrul unor structuri
de sisteme automate neliniare necesita utilizarea unor algoritmi de
reglare neliniard pentru diverse regimuri de functionare a
procesului condus. Astfel, pentru realizarea unor performante
dorite este necesara introducerea in mod intentionat in structura
sistemului a unor blocuri functionale liniare sau neliniare, in
functie de starea procesului si de regimul lui de functionare.

Sistemul cu structura variabila este acel sistem la care
legaturile intre blocurile functionale se modifica dupa o anumita
lege prescrisa in functie de starea sistemului.

Schema generald a unui sistem cu structura variabild este data
n figura 2.1.

In functie de starea procesului, de nivelul marimilor de la iesire,
intrare si de perturbatii, blocul de modificare a structurii (BMS)
comanda prin intermediul elementului de comutare (EC)
introducerea in sistem a unui algoritm de reglare liniar sau neliniar,
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care este functie de eroarea €(t) sau functie de iesirea y(t), sau de
intrarea r(t) realizat de regulatorul si elemental de executie (EE).
p

y

» EC »» R | EE Proces >
*

BMS
Tt
Fig. 2.1. Schema bloc a unui sistem cu structura variabila

Astfel, in sistem se introduce algoritmul de reglare cel mai
potrivit pentru un regim de functionare al procesului, structura
sistemului  modificandu-se in timpul functiondrii pe baza
informatiilor culese despre procesul condus.

Prin combinarea mai multor blocuri functionale BMS se pot
obtine performantele cerute sistemului, schimbarea structurii
sistemului facandu-se in concordantda cu cerintele de performanta
impuse sistemului.

Intr-un sistem cu structura variabild pot fi reunite mai multe
proprietdti utile, corespunzatoare fiecareia din multimea de
structuri, dar se pot obtine si alte noi proprietati calitativ superioare
care nu sunt proprii nici uneia dintre structurile separate.

Un caz particular al acestor sisteme poate servi un sistem cu
releu si cu partea liniara alcituita din doud integratoare inseriate. Tn
fig. 2.2 este data schema structuralda a SAN cu releu.

v & u k y
| " 2
S

v

Fig. 2.2. Sistem automat neliniar cu releu

Partea liniara este alcatuita din doua integratoare inseriate, iar
partea neliniard (N) este un releu. Daca inlocuim releul cu un
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amplificator liniar cu caracteristica u = f(e) = k, atunci sistemul
inchis va fi un sistem conservator cu portretul de faza in forma de
elipse concentrice. Ecuatia sistemului neliniar prin variabilele de
stare cu y = x; are forma:

Xm/dt = Xy,
dx, /dt = —f(x,). @2.1)

Prezentam ecuatia traiectoriilor de faza

dXz/dX1 = — f(Xl)/XZ' (22)
Tn cazul releului ideal cu caracteristica statica
c, x>0,
) ={_ 2o 2.3)

atunci traiectoria de faza (2.2) cu neliniaritatea (2.3) devine
dXz/Xm == i Ck/Xz. (24)

Dupa integrarea expresiei (2.4) se obtin traiectoriile de faza
alcatuite din segmente de parabold descrise de ecuatia

x2/2 + ckx; = C, (2.5)

unde C reprezinta conditiile initiale ale variabilelor de stare.

Tn (2.5) semnul "+" corespunde semiplanului din dreapta, iar
semnul "-" din stanga. Linia de comutatie coincide cu axa
ordonatelor. Traiectoriile de fazd sunt alcatuite din segmente de
parabola si prezinta cicluri limita (fig. 2.3, a).

Introducerea zonei de insensibilitate in caracteristica staticd a
releului conduce la aparitia unui interval de repaos (— a, a), format
de liniile de comutatie care trec prin punctele -a si a, n limitele
caruia traiectoriile de faza sunt paralele axei abscisei.Traiectoriile
de faza deasemenea sunt alcatuite din segmente de parabolad si
prezinta cicluri limita (fig. 2.3, b).
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Fig. 2.3. Traiectoriile de faza ale SAN cu releu

Un sistem automat neliniar poate fi stabilizat daca introducem
o reactie cu un coeficient de transfer @ > 0 adaugatoare dupa
derivata marimii de iesire. In schema analizati derivata este egala
cu coordonata x, = dx;/dt dupd care se si efectueaza reactia
adaugatoare (fig. 2.4). Pentru SAN cu releul ideal se obtin
traiectoriile de faza:

x2/2+ ckx; =C,e =x; + adx,/dt >0, (2.6)
x2/2—ckx; =C, € =x; +adx,/dt <0.

Tn acest caz linia de comutatie MN n planul fazelor nu mai
coincide cu axa ordonatelor si nici nu este paraleld acesteia, dar se
descrie cu expresia € = —(x; + adx;/dt) = 0 (fiig. 2.5) si este 0
dreapta care trece prin origine si este inclinatd catre axa abciselor
sub un unghi egal cu arctg(-1/ @). Pe linia de comutatie pot fi
evidentiate trei portiuni caracteristice, limitate de punctele de
tangentd A si B a liniei de comutatie MN cu parabolele trasate cu
linii intrerupte. Tn afara segmentului AB orice traiectorie de faza
dintr-o parte a liniei de comutatie are prelungire si de cealalta parte
a liniei de comutatie. In interiorul segmentului AB traiectoriile de
faza se apropie de linia de comutatie din ambele parti, intalnindu-
se pe ea. Nimerind pe segmentul AB punctul reprezentativ nu
poate iesi de pe acesta, dar nici nu poate rdmane pe acesta, fiindca
viteza miscarii punctului nu este egala cu zero.

15
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Fig. 2.4. Structura SAN cu releu si reactie dupa viteza

Viteza miscarii  punctului reprezentativ. de-a  lungul
segmentului AB nu este determinata, insd studiile speciale ale
acestui fenomen aratd ca ea este limitatd i variaza dupd marime in
jurul  valorii  ordonatei  punctului  reprezentativ. Punctul
reprezentativ va aluneca in lungul segmentului spre origine care
este punct de ecilibru de tipul nod stabil. Segmentul AB se
numeste linia de alunecare, iar regimul obtinut al sistemului se
numeste regim alunecator.

Fig. 2.5. Portretul de faza a SAN cu regim alunecator
Ecuatia migcarii in lungul liniei de alunecare este:
adx,/dt +x, = 0. (2.7)

Dupad cum reiese din (2.7), miscarea punctului absolut nu
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depinde de parametrii partii liniare si este determinata de gradul de
inclinare a liniei de comutatie. Acest important fenomen se
foloseste pentru construirea multor sisteme cu structurd variabila.

Miscarea precisa pe linia de alunecare e posibila numai in
cazul comutatiei momentane a releului. In realitate din cauza
inertiei apare un numar mare de comutatii care urmeaza una dupa
alta si aduce la aparitia vibratiilor de o frecventa inaltd in jurul
liniei de comutatie. In releele electromecanice asa regim duce la
arderea contactelor. De aceea cand acest regim a fost descoperit
acesta se considera daunator si se cautau cai pentru a fi evitat. Cu
aparitia releelor fard contact (relee electronice) asa regimuri au
inceput sa fie create artificial cu scopul de a asigura performantele
dorite Tn sistemele cu parametri instabili.

2. Mersul lucrarii

1. Alcatuiti schema modelului matematic a sistemului cu
structura din fig. 2.2 si caracteristica elementului neliniar din fig.
2.6,a, simulati-1 pe calculator si ridicati traiectoriile de faza si

fe) fe) fte)

c——— Cl---—

-C —---4-c

a) b) ¢)
Fig. 2.6. Caracteristici statice de tip releu.

2. Introduceti in schema asamblata in p. 1 reactia dupa viteza
cu valoarea lui @ numta de lector (fig. 2.4) si repetati p. 1.

3. Inlocuiti elementul neliniar in schema asamblati in p. 1 cu
un element neliniar cu caracteristica data in fig. 2.6,b si ridicati
traiectoriile de faza si procesele tranzitorii pentru diverse conditii
initiale.

4. Introduceti in schema asamblata in p. 3 reactia dupa viteza
cu valoarea lui a de la p. 2, ridicati triaiectoriile de faza si
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5. Inlocuiti elementul neliniar in schema asamblata in p. 3 cu
un element neliniar cu caracteristica data in fig. 2.6,c, ridicati
traiectoriile de faza si procesele tranzitorii pentru diverse conditii
initiale.

6. Introduceti in schema asamblata in p. 5 reactia dupa viteza
cu valoarea lui a de la p. 2, ridicati traiectoriile de faza si procesele

7. Conform datelor obtinute in pp. 1-6 pentru traiectoriile de
faza apreciati linia de alunecare si performantele sistemului.

3. Continutul referatului

1. Schemele structurale ale sistemelor automate neliniare
studiate n lucrare.

2. Portretele de faza si procesele tranzitorii ale SAN.

3. Concluzii.

4. Chestionar

1. Dati definitia regimului alunecator. Unde si cu ce scop sunt
folosite astfel de regimuri.

2. Definiti conditiile pentru aprecierea frontierelor liniei
alunecatoare.

3. Lamuriti influenta zonei de insensibilitate Tn sistemele
automate neliniare.

4. Cum se modifica performantele SAN daca se introduce o
neliniaritate cu histerezis?

5. Determinati ecuatiile traiectoriilor de faza pentru SAN cu
structura data.
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Lucrarea 3
CORECTIA SISTEMULUI AUTOMAT NELINIAR
CU AJUTORUL ELEMENTELOR DE CORECTIE

Obiectivul lucrarii: studierea functionarii unui sistem automat
neliniar cu reactie neliniara dupa viteza si a metodelor de corectie a
proprietatilor SAN utilizand reactia locala.

1. Notiuni generale [5-11]

Sistemul automat este caracterizat prin performantele
stationare si tranzitorii realizate in timpul functionarii. Prin analiza
unui sistem automat se urmareste determinarea performantelor
acestuia si compararea lor cu un set de performante impuse prin
proiectare. In cazul cind anumite performante ale sistemului se
abat de la valorile prescrise, se impune corectia sistemului.
Corectia se poate realiza fie prin modificarea anumitor parametri ai
regulatorului, urmarindu-se corectarea performantelor nerealizate,
fie prin introducerea n structura sistemului a unor elemente de
compensare (de corectie) alese astfei incat sa asigure performantele
dorite ale sistemului automat analizat.

Analizam cateva exemple. Daca in sistemul cu astatism de
gradul doi includem legatura reactiei dupa iesire (fig. 3.1-
comutatorul C; - conectat, iar C2 - deconectat), atunci Tn acest
sistem se instaleaza oscilafii neamortizate, parametrii cdrora sunt
definiti de constanta de timp T si conditiile initiale x;(0) si x,(0).

r 1 ) 1 Yy =X

b
Vi

E
Ts S
‘ Z CZ
N [

Fig. 3.1. Structura SAN cu corectie neliniara

Aceste oscilatii pot fi amortizate daca se introduce la intrarea
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sistemului un semnal proportional vitezei marimii de la iesire,
formand reactia negativd dupa viteza (fig. 3.1 - ambele
comutatoare comutate). in practica, din diferite motive (saturatia
amplificatorului, restrictiile impuse sursei de alimentare etc.)
caracteristicile elementelor introduse in legatura inversd sunt
neliniare. Caracteristica statica a unui asa element neliniar este data
in fig. 3.2.

Fig. 3.2. Caracteristica statica cu saturatie

Ecuatia care descrie miscarea libera a sistemului cand r = 0
prezentat in fig. 3.1 (ambele comutatoare sunt comutate) este:

T e = (x4 2), 3.1)
¢, pentruy > a,

iy, pentru—a <y < a,

z= (3.2)

—c, pentruy < —a,

dx
\ y==.

Rezultd ca in functie de valoarea mdrimii de iesire y a
sistemului se descrie cu trei ecuatii diferentiale:

d?x
Tﬁ + x = c, pentru y<a, (3.3
d?x | dx
F-I-Za+x—0,pentru-a<y<a, (3.4)
TZT;C +x = —c, pentru y< —a. (3.5)

Traiectoriile de faza pentru acest sistem au forma unor spirale
logaritmice induntrul zonei pentru |y| < a si forma unor segmente
de elipsa pentru |y| > a.
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Analizam alt sistem (fig. 3.3, comutatorul C> deconectat) in
care obiectul cu astatism de gradul intdi este comandat de un
regulator bipozitional cu caracteristica din fig. 2.6,a ori 2.6,C.

/4 & 1 u kq 1 y‘
Ts g Tis+1 d S g
IZ kC < 1 C
T.s+1

Fig. 3.3. Structura SAN cu corectie liniara

Se cunoaste ca utilizarea acestor regulatoare duce la aparitia
oscilatiilor neamortizate in sistem. Pentru eliminarea oscilatiilor
ori reducerea influentei lor la functionarea sistemului la regulator,
in unele cazuri, se aplica o reactie negativd locala. Daca reactia
locald este rigidd, atunci poate fi micsoratd considerabil
amplitudinea oscilatiilor sau aceste oscilatii pot fi lichidate
definitiv. Pentru sistemele rapide este nevoie de a lua in
consideratie inertia reactiei locale. In aceasti lucrare, presupunand
ca elementul legaturii inverse locale este descris cu ecuatia unui
element cu inertie (intarziere) de ordinal intdi, este necesar de a
cerceta influenta lui asupra performantelor sistemului automat.

2. Mersul lucrarii
1. Simulati pe calculator sistemul cu structura din fig. 3.1 si
caracteristica elementului neliniar din fig. 3.2, ridicati traiectoriile
de faza si procesele tranzitorii pentru diverse conditii initiale
pentru urmatoarele cazuri:
a) ambele comutatoare sunt deconectate,
b) comutatorul C; - conectat, iar C» - deconectat,
¢) ambele comutatoare sunt comutate pentru a = 0,
a= bsia> b.
2. Simulati pe calculator sistemul cu structura data in fig. 3.3
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si caracteristica elementului neliniar din fig. 2.6,a, ridicati
traiectoriile de faza si procesele tranzitorii pentru diverse conditii
initiale pentru cazul cand comutatorul C este deconectat.

3. Conectati comutatorul C si ridicati traiectoriile de faza si
procesele tranzitorii pentru trei diverse valori ale parametrilor
elementului de corectie (valorile K si T le numeste lectorul).

4. Inlocuiti elementul neliniar in schema asamblata in p. 2 cu
alt element caracteristica caruia este reprezentatd in fig. 2.6,C si
repetati pp. 3 si 4.

5. Conform datelor obtinute in lucrare prezentati traiectoriile
de faza si procesele tranzitorii ale sistemului studiat. Apreciati
performantele sistemelor si analizati influenta parametrilor
elementelor de corectie asupra performantelor.

3. Continutul referatului

1. Schemele structurale ale sistemelor studiate n lucrare.

2. Portretele de faza si graficele proceselor tranzitorii ale
sistemelor studiate.

3. Concluzii.

4. Chestionar

1. Scrieti ecuatiile traiectoriilor de fazd pentru sistemul
prezentat in fig. 3. 1.

2. Cum se modifica traiectoriile de faza in sistemul din fig. 3.1
dupa conectarea comutatorului C,?

3. Cum influenteaza parametrii caracteristicii elementului
neliniar din fig. 3.2 asupra performantelor sistemului?

4. Cum se modificd traiectoriile de faza in sistemele din fig.
3.3 dupa conectarea comutatoruiui C?

5. Cum influenteazd parametrii elementului reactiei in
sistemul din fig. 3.3 asupra performantelor lui?

6. Lamuriti metodele de corectie ale sistemelor neliniare.
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Lucrarea 4
ANALIZA SISTEMELOR AUTOMATE NELINIARE
PRIN METODA FUNCTIEI DE DESCRIERE

Obiectivul lucrarii: studierea metodelor de analizd a
sistemelor neliniare prin apoximarea raspunsului in frecventa a
unui sistem neliniar cu prima armonica si cercetarea influentei
parametrilor parfii liniare asupra amplitudinii si frecventei
oscilatiilor la iesirea sistemului.

1 Notiuni generale [4-14]

Una dintre metodele de analiza a sistemelor neliniare consta in
aproximarea raspunsului in frecventa a unui sistem neliniar cu
prima armonica in cazul cand la intrarea acestuia se aplica un
semnal sinusoidal. O asemenea metoda estecunoscutd ca metoda
liniarizarii armonice sau metoda functiei de descriere.

Metoda este aplicabild oricarei categorii de neliniaritati, in
conditiile in care Intr-un sistem pot fi separate toate neliniaritatile
de partea liniard a sistemului (fig. 4.1), iar partea liniard se
comporti ca un filtru trece jos. In aceste conditii, raspunsul n
frecventa a sistemului neliniar poate fi aproximat cu precizie de
prima armonicd din dezvoltarea in serie Fourier a iesirii partii
neliniare, avand la intrare acestuia o functie sinusoidala.

r € u y

N H(jw) T»

Fig. 4.1. Structura sistemului automat neliniar
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Daca la intrarea unui element neliniar se aplicd un semnal
sinusoidal u = A sin wt, atunci la iesirea lui se obtine o functie a
carei dezvoltare in serie Fourier este:

X = By + Y=, Bx sinkwt + Y-, Ci cos kwt, (4.2)

in care coeficientii seriei Fourier se calculeaza cu relatiile
cunoscute:

Bo =+ [ xwd(wt),

By = %foznx(u) sin kwt d(wt), 4.2

2T
C, = —f x(u) cos kwt d(wt).
TJo

Pentru neliniaritatile simetrice in raport cu originea planului
coeficientul B, din dezvoltarea in serie Fourier este egal cu zero.

In baza metodei liniarizarii armonice se neglijeazi toate
armonicele de frecventa superioard din dezvoltarea in serie Fourier
si iegirea elementului neliniar se apoximeazd cu prima armonica
descria cu relatia :

x(t) = B;sinwt + C;coswt. 4.3)
Pentru a defini functia de descriere, exprimdm valorile
sinusului si cosinusului ca functii ale valorii instantanee a

semnalului de intrare u(t) = Asinwt si in rezultat se obtine:

sinwt = u/A, coswt = pu/(Aw), (4.4)
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unde p = d/dt este operatorul de derivare.
Functia de descriere se determina ca raportul transferului
marimii de iesire catre marimea de intrare:

_x0 _B, Gp
O e (4.6)

Daca in relatia (4.6) introducem notatiile:

q(A) = B,/A, q'(A) = C,/A, (4.7)

atunci se obtine functia de descriere in forma:

N(A) = q(4) + q'(A)p/w. (4.8)

Functia de descriere poate fi scrisd in mod similar ca functia
de transfer in domeniul frecventelor, cu observatia ca atat partea
reald, cat si partea imaginara depind de amplitudinea A semnalului
sinusoidal de intrare. Partea imaginara a functiei de descriere exista
numai pentru neliniaritati de tip histerezis (neliniaritati neunivoce).

Cunoasterea functiei de descriere pentru un sistem neliniar
permite analiza performantelor sistemului prin metode cunoscute
din analiza sistemelor liniare continue.

Pentru un element neliniar de tip releu cu zond de
insensibilitate si histerezis se calculeaza functia de descriere intr-0
maniera similara. Astfel, pentru neliniaritatea din figura 4.2, a
iesirea elementului neliniar data in figura 4.2, b se calculeaza cu
relatia (4.3), iar functia de descriere se defineste cu relatia (4.6).

Tinand seama de zona de insensibilitate si de marimea
histerezisului, se calculeazd marimile de conectare u, si de
deconectare u, ale releului si functia de descriere a neliniaritatii
dupa relatiile:

u; = Asinw tq,
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u, = Asin(m/w; — t,)wy, (4.9)

2 @itz
4(A)) = B, /A =—f ¢ sin oyt d(ot) =
TJwity
2¢
== (coswy t; — cos wqty). (4.10)
X(H) .X'(I:]
cl----1 |-
[ T 2n
Ma W u oo T w ¢
0| e Uay of ta
i L l l _+th
Y v
T € i < |--—--—---
0 () b)
| Dt e
T
R N
| ' e
S---re--- e+t
: o+t a)
t 2nlw

Fig. 4.2. Neliniaritate de tip releu cu histerezis:
a - caracteristica statica; b - raspunsul elementului la semnal sinusoidal

Partea reald a functiei de descriere se obtine daca n (4.10)
includem (4.9):

q(a) == IJ1 - (%)2 + J1 - (%)2| (4.12)

In mod similar se obtine si partea imaginard a functiei de
descriere:

q'(A) =C,/A =%JO 1Tx(u) cos witd(wqt) =
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= (2n /A)f c cos wytd (w;t) (4.12)

sau dupa calcularea integralei si 1inlocuirea  valorilor
corespunzatoare pentru functia sinwt; si sinwt, se obtine:

q'(4) = = (u — wy). (4.13)

Coeficientii g(A) siq'(A) se numesc coeficientii liniarizarii
armonice ai neliniaritatii.

Substituind in relatia (4.6) cu relatiile (4.11) si (4.13), se
obtine functia de descriere a sistemului neliniar cu caracteristica
statica prezentata in figura 4.2, a:

v = 2= () - ()] wae

Mentionam ca pentru un releu ideal cu caracteristica univoca
functia de descriere se obtine din (4.14) daca se inlocuieste uq =
Uy = 0:

N(A) = :—A (4.15)

Pentru un releu cu zona de insensibilitate si fara histerezis se
obtine numai partea reala a functiei de descriere, iaruq = u; = u
conduce la expresia:

N) =— [/ “1 l (4.16)

Rezultd ca functia de descriere este definitd in raport cu
amplitudinea intrarii A §i parametrii caracteristici ai neliniaritatii ¢
§| Uuq.

O forma normalizata a functiei de descriere in unele aplicatii
este preferata, in care parametrii .

In Anexa A sunt date exemple de neliniarititi si coeficientii lor
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de liniarizare armonica.

Metoda liniarizarii armonice fiind o metoda aproximativa va
conduce la obtinerea performantelor sistemelor neliniare cu un
grad de precizie limitat. Cu cat partea liniara a sistemului are o
comportare de filtru trece jos mai buna, cu atat rezultatele obtinute
sunt mai aproape de valorile lor reale.

Daca intr-un sistem automat neliniar din fig. 4.1 partea liniara
este descrisa prin functia de transfer

G(s) =C(s)/D(s), (4.17)

jar partea neliniara este descrisa prin functia de descriere N(A),
atunci functia de transfer generald a sistemului automat se
defineste in domeniul frecventelor sub forma:

N(A)G(jw)

G(4jw) = 1+N(A)6(jw)

(4.18)

Conditia pentru aparitia oscilatiilor intretinute in sistem este
obtinuta din ecuatia caracteristica a sistemului automat neliniar in
forma standard si se numeste ecuatia balantei armonice:

L(4,jo) = 1+ N(A)G(jw) = 0. (4.19)

Daca in sistemul automat neliniar in forma standard exista
oscilatii Intretinute si acestea se aproximeaza la nivelul
fundamentalei, atunci amplitudinea A si pulsatia w satisfac ecuatia
balantei armonice (4.19).

Utilizand ecuatia caracteristica (4.19) a sistemului auomat
neliniar, se aplica doud metode de determinare a autooscilatiilor si
a parametrilor amplitudinea A si pulsatia w.

1. Metoda algebrica. Daca se inlocuiste Tn (4.19) f.d.t. a partii
liniare cu raportul a doud polinoame C(jw)/D(jw) din (4.17),
atunci se obtine expresia:

L(A,jw) =D(jw) + N(A)C(jw) =0. (4.20)
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Expresia (4.20) poate fi egald cu zero numai in cazul cind
partea reald si cea imaginara in acelasi timp vor fi egale cu zero.
Prin urmare, expresia (4.20) se divizeaza intr-un sistem cu doua
ecuatii alcatuite din partea reald si imaginard cu necunoscutele
amplitudinea A si fecventa w autooscilatiilor:

X(A,w) =ReL(4,jw) =0, (4.21)
Y(4,w) =ImL(4, jw) = 0. (4.22)

In rezultatul solutiei sistemului de ecuatii (4.21)-(4.22) se
apreciaza parametrii amplitudinea A si pulsatia w oscilatiilor
obtinute.

Stabilitatea solutiilor periodice din (4.21)-(4.22) pot fi
apreciate in ipoteza ca functiile X (4, w) si Y (A4, w) sunt derivabile
n (Ag, ) din urmatoarea inegalitate:

5 0X(4, w) Y (4, w)
°_< 9A )Ao< dw )w_

0

0X(4, w) dYA, w)
_< dw ) ( 9A )Ao' (4.23)

Wo

Oscilatia intretinutd caracterizata prin perechea (Ag, wy), ca
solutie a ecuatiei (4.20), este limitd stabild dacd S, > 0, limita
instabila daca Sy < 0 si limitd semistabila daca S, = 0.

Daca funtia de descriere N(A) si f.dt H(jw) sunt expresii
complexe, atunci este dificil de gasit pe cale analitica solutiile ecuatiilor
(4.21)-(4.22). In aceste cazuri se utilizeaza metode grafice.

2. Metoda grafo-analitica. Din expresia (4.19) se obtine:

H(jow) = ——— = —Gy(4), (4.24)

N(A)
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in care Gy (A) se numeste loc invers al functiei de descriere.
Prezentarea grafica a locului de transfer H(jw) si a locului
invers Gy(A) in planul complex (fig. 4.3) permite de a determina
parametrii autooscilatiilor si a verifica stabilitatea sistemelor
automate neliniare descrise prin modele liniarizate obtinute prin
metoda liniarizarii armonice.
1 o)

0 Pl

=0

Fig. 4.3. Planul complex

Tn figura 4.3 punctele 1 si 2 de intersectie a celor doua locuri
de transfer determind existenta autooscilatiilor Tn sistem cu
amplitudine si frecventd corespunzatoare in punctul 1 (wq,A4;) si
punctul 2 (w,,A4,). Din analiza autooscilatiilor existente in
punctele 1 si 2 rezultd cd punctul 1 corespunde unor autooscilatii
instabile, iar punctul 2 corespunde unor autooscilatii stabile. In
punctul 1 de intersectie de pe locul de transfer Gy (A), oscilatiile ce
apar ca urmare a intersectiei celor doud locuri de transfer, vor avea
o amplitudine mai mare odatd cu cresterea ampltudinii A a
semnalului sinusoidal. Prin cresterea amplitudinii A a semnalului
se intrd in zona de instabilitate a sistemului automat neliniar.

Conditia necesara si suficientd ca un sistem automat neliniar
sa fie stabil (respectiv existenta si stabilitatea solutiilor periodice)
este cand locul invers de transfer Gy (A) sa intersecteze locul de
transfer al partii liniare H(jw) a sistemului Tn punctul 2, cand esa
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din intercsectie si locul de transfer H(jw) este parcurs de la
frecvente joase Inspre frecvente inalte.

2 Mersul lucrarii

1. Alcatuiti schema modelului matematic pentru simularea pe
calculator a sistemului automat neliniar cu structura din fig. 4.4 si
caracteristica elementului neliniar din fig. 2.6, a. Valorile
parametrilor functiilor de transfer si ale neliniaritatii sunt date in
tabelul 4.1.

Tabelul 4.1. Parametrii sistemului automat neliniar

CNr: k1 k2 k3 Tl’ S T2,S a Cc
1 1.--10 25 | 25 0,5--2,5 1,8 0,8 1,5
2 1.--10 4 42 0,5--2,5 2,1 1 1,9
3 1.--10 1 50 0,5--2,5 3,5 0,9 1,7
4 1.--10 3,2 | 65 0,5--2,5 2,9 0,5 1,3
5 1.--10 29 | 70 0,5---2,5 4,3 1,1 1,8
6 1.--10 52 | 80 0,5---2,5 51 0,7 1,4

r(t) k, ks y(®)
— K EN >
T,s+1 s(T3s + 1)

r(t) k, ks y(1)

k » 2 T a———
? 1 EN T,s + 1 s(Tys + 1 ‘

2. Asamblati schema modelului sistemulu automat neliniar pe
calculator si apreciati amplitudinea A si frecventa w la iesirea
sistemului pentru diverse valori ale coeficientului de amplificare
1 < k; <10 si a constantei de timp a elementului de corectie
0,5<T;<2,5 (valorile se numesc de lector). Dupa datele
experimentale se completeaza tabelul 4.2.

3. Inlocuiti elementul neliniar in schema sistemului neliniar
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asamblata in p.2 cu un element neliniar cu caracteristica data in fig.
2.6, b si repetati p. 2 si cu datele experimentale completati tabelul
4.3.

4. Inlocuiti elementul neliniar in schema sistemului neliniar
asamblatd in p. 2 cu un element neliniar cu caracteristica data in
fig. 4.2, a si repetati p. 2.

5. Conform datelor obtinute in pp. 2-4 si tabelele 4.2-4.4
trasati graficile functiilor A = f(kq), A = f(T1), w = f(ky), w =
f(Ty).

Tabelul 4.2. Datele experimentale ale sistemului cu releu ideal

Nr. | Variatia coeficientului k4 Variatia constantei Ty
crt.| k, | A |T,s|ws ! |Ty,s| A |T,s|ws?

OB WIN -

Tabelul 4.3. Datele experimentale ale SA cu releu cu insensibilitate

Nr. | Variatia coeficientului k4 Variatia constantei T
crt.| k, | A |T,s|ws?! |Ty,s| A |T,s| ws?

OB WN-

Tabelul 4.4. Datele experimentale ale sistemului cu releu cu histerezis

Nr. | Variatia coeficientului k4 Variatia constantei Ty
crt.| k, | A |T,s|ws ! |T,s| A |T,s| ws?

Alw|N|F
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3 Continutul referatului

1. Schemele structurale ale sistemelor automate neliniare
studiate.

2. Parametrii autooscilatiilor apreciati dupa metodele 1 si 2.

3. Graficele functiilor A = f(ky), A= f(Ty), w = f(ky),
w = f(Ty).

4. Concluzii.

4 Chestionar

1. In ce consta esenta liniarizarii armonice?

2. Cum pot fi apreciati parametrii autooscilatiilor?

3. Cum modifica variatia valorii coeficientului de transfer
parametrii autooscilatiilor?

4. Cum modifica variatia valoarii constantei de timp
parametrii autooscilatiilor?

5. Cum modificd performantele sistemului neliniar
introducerea unei caracteristici cu histerezis?

6. Cum poate fi apreciata stabilitatea autooscilatiilor?
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Lucrarea 5
ANALIZA SISTEMELOR AUTOMATE DISCRETE

Obiectivul lucrarii: analiza proprietdtilor sistemului
automat discret (sistem cu esantionare si sistem numeric) prin
alegerea perioadei de esantionare la actiunea semnalelor de intrare
si analiza influentei perioadei de esantionare asupra performantelor
sistemului.

1 Notiuni generale [1-12]

Cu dezvoltarea intensiva a tehnicii de calcul si aplicarea
acesteia in automatica industriala larg sunt utilizate sistemele
automate discrete de conducere. Mentiondm doua tipuri de sisteme
automate discrete (SAD):

1. Sisteme care sunt discrete dupd natura fizica si informatia
in aceste sisteme existd numai in momentele discrete de timp.
Exemple de SAD de aceastd categorie sunt sistemele de
radiolocatie cu diverse obiecte (de detectare si conducere
(urmadrire)). Exista mai multe fenomene fizice si biologice, procese
sociale si economice, dinamica acestora adecvat se poate descrie
numai cu modele discrete.

2. Sisteme in care informatia existd in timp continuu, dar
intentionat (special) se discretizeaza (se esantioneazd) pentru
obtinerea a unor noi proprietati in comparatie cu sistemele
continue. Aceste proprietdti pot fi: realizarea simpla, fiabilitate
ridicatd, ridicarea preciziei, dimensiuni reduse si costuri mici.
Dezvoltarea vertiginoasa a tehnicii de calcul si utilizarea pe scara
largd a microprocesoarelor in sistemele cu conducere automata
ridica si mai mult interesul pentru SAD.

Sistemul automat discret este alcdtuit din unul sau mai multe
elemente discrete, la iesirea carora semnalul este prezentat in timp
discret ca o succesiune de impulsuri si elemente continue liniare
si/sau neliniare semnalele cdrora sunt in timp continuu. Elementul
discret este elementul la intrarea caruia se aplica semnalul
continuu, iar la iesirea lui se obtine semnalul discret. Procedura de
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transformare a semnalului continuu x(t) Th semnal discret se
numeste cuantizare. Se evidentiaza trei tipuri de cuantizare:

- Cuantizarea in nivel (amplitudine) transforma semnalul
continuu n forma de semnal continuu-discret cu cuanta h = Ax =
Xi+1 - Xj.

- Cuantizarea 1n timp care se numeste esantionare
transforma semnalul continuu de la intrare X(t) intr-o succesiune de
impulsuri (tren de impulsuri).

- Cuantizarea 1n nivel si timp transformd semnalul continuu
in cuante apropiate valorilor semnalului continuu in momentele
discrete de timp si prioritate se dd momentelor de timp.

Cuantizarea in nivel este o operatie neliniard asupra functiei
discretizate, iar esantionarea este o functie liniard asupra functiei
discretizate.

SAD care contine elemente de cuantizare In nivel sunt sisteme
neliniare de tip releu.

SAD care contine elemente de esantionare in timp sunt
sisteme liniare.

SAD care contine elemente de cuantizare in nivel si in timp se
numesc sisteme automate numerice (SAN).

SAD de tipul releu si numerice sunt sisteme neliniare.

VVom studia numai sisteme liniare cu esantionare pentru care
axa timpului se discretizeaza si t = kT, unde k = 0,1,3,... este sirul
de numere reale, T = At = tj+1 - tj — perioada de esantionare (de
repetare).

Operatia de esantionare transformda semnalul continuu X(t)
intr-o succesiune de impulsuri (tren de impulsuri) x(kT), la care
amplitudinea (fig. 5.1, a), durata (fig. 5.1, b) sau perioada de
esantionare (fig. 5.1, C) este functie de amplitudinea semnalului
continuu de intrare la momentele de esantionare. Aceasta
transformare a semnalului de catre esantionor se trateazd ca proces
de modulatie a succesiunii de impulsuri conform legii de
modificare a semnalului de intrare, iar esantionorul - ca modulator
de impulsuri. Astfel, se moduleazd parametrii impulsului:
amplitudinea x;, durata impulsului ti si perioada de esantionare T
sau frecventa we =2/T.
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Se utilizeaza urmatoarele tipuri de modulatii a succesiunii de
impulsuri:

- Modulatia in amplitudine (fig. 5.1, d) la care amplitudinea
impulsului este egala cu amplitudinea semnalului de intrare la
momentul de esantionare, iar durata si perioada impulsului sunt
constante:

Xi = X(t), i = const, T = const.

- Modulatia in durata (fig. 5.1, e) la care durata impulsului este
proportionald cu amplitudinea semnalului de intrare la momentul
de esantionare, iar amplitudinea si perioada impulsului sunt
constante:

Ti = X(t), xi =const, T = const.

- Modulatia in frecventd (fig. 5.1, f) la care frecventa
impulsului este proportionalda cu amplitudinea semnalului de
intrare la momentul de esantionare, iar amplitudinea si durata
impulsului sunt constante:

we = X(t), xj = const, ti= const.

X4

PN

G | S 1 A .~

.\'A

RGN
Fig. 5.1. Tipuri de cuantizari a semnalului
si tipuri de modulatii a impulsurilor
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Prezentam schema functionald tipicd a sistemului automat cu
esantionare din fig. 5.2, a, Tn care elementele functionale sunt: Eg,
E> si E — esantionoare, C — comparatorul, EE — element de
executie, OR — obiectul de reglare, iar elemente EE si OR in
conexiune serie formeaza partea fixatd (PF). Aceasta structura se
poate generaliza pentru multe cazuri de conectare a esantionorului.
Esantionoarele E; si E2 care se regasesc n elementul de referinta si
in reactie pot fi substituite cu un singur esantionor E (fig. 5.2, b),
care se plaseazd in canalul direct dupd comparator, iar PF cu
elementul de retinere ER inseriat cu PF formeaza partea continua a
sistemului cu esantionare. Esantionorul, care discretizeaza
semnalul in timp, se prezintd ca un modulator cu modulatie a
impulsurilor in amplitudine (fig. 5.3, a). Modulatorul multiplica
semnalul de baza (succesiunea de impulsuri cu amplitudinea egala
cu unu, care sunt produse de generatorul de impulsuri (GI)) cu
semnalul de intrare care se moduleaza (fig. 5.3, b).

a) lp

B

L»é&}——c N gy £ BN e I ey R
! ‘X__\ Partea fixatd ’
B
K Y P
: _8 J_ £ > Gpy(s) ! G (5 e
) Partea continui ’

Fig. 5.2. Schema bloc functionald a SAD.

La valori mari a cuantei de discretizare in nivel SAN este un
sistem neliniar, iar la valori mici a cuantei de discretizare in nivel
SAN poate fi descris ca sistem liniar cu esantionare cu modulatie
in amplitudine. SAN au o largd utilizare in automaticd in
comparatie cu sistemele continue, datorita urmatoarelor prioritati:
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* Elementul discret sau calculatorul ca element discret
(regulatorul) poate fi folosit pentru conducerea concomitentd cu
mai multe procese (obiecte), unde acesta ciclic cu perioada de
esantionare se conecteaza la fiecare obiect pentru al conduce.

* Elementele discrete si calculatorul ca componente ale SAN
au o precizie mai ridicata la prelucrarea semnalelor, dimensiuni
mai mici, mase mai mici si costuri reduse, au fiabilitate mai
ridicatd si protectie mai ridicatd la semnale de tip zgomot. Pe
calculator pot fi realizati algoritmi sofisticati de conducere cu
procesele industriale.

X, a
™\ |

q <! [a

EID

Fig. 5.3. Schema structurald a elementului de esantionare
si procedura de esantionare a semnalului.

In continuare vom analiza sistemele discrete cu modulatie in
amplitudine (SDMA).

Pentru o prezentare mai simpla SDMA este recomandat ca
elementul real de discretizare de prezentat ca element echivalent
constituit din conexiune serie a elementului ideal de discretizare
(EID) si elementul de formare sau de retinere (ER) a impulsurilor.
EID transformd semnalul continuu X(t) ntr-o succesiune de
impulsuri de tip d(t) (Dirac) cu perioada de esantionare T, aria
carora este egald cu amplitudinea semnalului de intrare la
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momentul de esantionare. Elementul de retinere sau demodulatorul
formeaza din succesiunea de impulsuri ideale o succesiune de
impulsuri reale amplitudinea céarora este egala sau proportionalad
valorilor instantanee ale semnalului de intrare. In pratici ER
formeaza o succesiune de impulsuri de forma dreptunghiulara ca
cea mai simpla figurd geometrica cu amplitudinea unitard si cu
durata t; =y/T, unde y este durata relativa (0 <y <1) a
impulsului.

Raspunsul ER la impuls unitar 6(t) = 1 este functia pondere
w(t) a acestui element, iar functia de transfer a ER este:

Ger(s) = [ w(De™'dL. (5.1)

ER este element continuu si este recomandat ca acesta sa fie
inseriat partii fixate (fig. 5.2) si aceasta conexiune formeaza partea
continud a SAD cu f.d.t.

Gpc(s) = Ggr(S)Gpp(s). (5.2)

In domeniul timpului impulsul dreptunghiular se obtine din
diferenta a doua semnale unitare: primul semnal este prezentat
pozitiv, iar al doilea semnal este inversat (negativ) si deplasat la
marimea T;.

Modelul matematic al impulsului in timp se descrie cu functia
pondere:

w(t) =1(t) — 1(t — 1), (5.3)
iar f.d.t. este

Gpr(s) == —= e™% ==(1— ™M), (5.4)

Daca durata impulsului 7; este cu mult mai mica decat
constantele mai mici de timp ale partii fixate, atunci ER se poate
aproxima cu un element ideal cu f.d.t. 1/T.

Daca durata impulsului t; =T, atunci ER (5.4) formeaza
impulsuri dreptunghiulare pe durata perioadei de esantionare cu
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amplitudinea egald cu valoarea semnalului de intrare de la
momentul de esantionare si in aceste cazuri ER se numeste
element de fixare sau de memorare cu f.d.t.:

Ger(s) =5 (1 —e™"). (5.5)

Deoarece fixarea valorii instantanee a semnalului la nivel
constant la iesirea ER poate fi tratatd ca o operatie de extrapolare
cu polinom de ordin zero si ER se numeste extrapolator de ordin
zero sau element de retinere de ordin zero (EROZ).

Deoarece ER are o influentd puternica asupra proprietatilor
sistemului discret este necesar de a analiza proprietatile
frecventiale ale acestuia. Elementul ideal de egantionare se
prezintd ca un generator de armonici suplimentare cu frecventa de
esantionare w, = 2m/T. Spectrul X(jw) a semnalului x*(t)
esantionat cu modulatie Tn amplitudine este egalda cu suma
spectrelor deplasate a semnalului continuu de la intrare x(t):

X*(j0) = 227 X[(@ = ko)), (5.6)

unde X(jw) este spectrul semnalului de intrare (fig. 5.4, a). Din
relatia (5.6) rezultd ca toate amplitudinele sunt reduse de T ori si
ED este echivalent dupa proprietatile Iui cu un element ideal cu
coeficientul 1/T.

In caz general spectrul X*(jw)se deosebeste de spectrul
X(jw), deoarece acesta contine componenta de baza (k=0), care
coincide cu X(jw), dar si componentele suplimentare
(k=%1; 2, ) care apar ca rezultat al discretizarii.

Daca latimea benzii semnalului discretizat este w, < w,/2,
atunci componentele suplimentare in banda de bazd a frecventelor
(—w./2,+ w./2) nu vor deforma forma spectrului X(jw) (fig.
5.4, b) si relatia (5.6) devine

X' (jw) = %X(ju)). (5.7)
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Trebuie semnalat faptul ca prezenta acestor componente in
spectrul (5.6) impune utilizarea lor la reconstruirea semnalului
continuu dupa esantioanele acestuia.

_ _ | v
a)  XGo) b) - X (o)

-0y 0| @D O Wy -0 0 O @ ®
1 wg i we 1
[X(o)l J . |Gr(jo)|

N\ | e !
D0 000 0 0w 20, -0, 02 0 02 o
II II
Fig. 5.4. Amplitudinile spectrelor semnalelor de intrare
st de iesire a elementului ideal de esantionare
si functia amplitudine-frecventa a EROZ.

Daci frecventa de esantionare este inalta si o, > w./2, atunci
in banda de baza spectrul X(jo) este deformat de componentele
aderente cu k+1 (fig. 5.4, c). Cand semnalul continuu x(t) are
spectrul limitat de frecventa ®, si frecventa de esantionare o =
20, , atunci in baza teoremei de esantionare perioada de
esantionare se alege din conditia:

T =052 (5.8)

Daca semnalul continuu X(t) este discretizat la conditia (5.8),
atunci si spectrul lui X(jo) in banda de baza (— w./2, + ®./2) nu
este deformat de componentele aderente si spectrul poate fi
reconstruit Tn forma continua cu aplicarea elementului de formare
ca filtru ideal de frecventd joasd cu locul de transfer Gf(jo) (fig.
5.4, d, linia punctata):
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T, cand |w| < w,,
0, cand |w| = w,.

167G | = 59

Dar filtrul (5.9) fizic nu este realizabil si atunci in practica se
foloseste fixatorul (5.5) cu locul de transfer

sin(oT/2)
oT/2

|Ger(jo)| =T : (5.10)

care esential difera de forma dreptunghiulard a functiei
amplitudine-frecventa |Gf(]'0))| din (5.9).

Tn rezultat, acest fixator real (5.10) introduce o deformare a
spectrului X(jw) in banda de bazd si contine si armonici ale
componentelor aderente cu frecventa w, > w,/2.

In cazul cand frecventa de esantionare w, > w,, atunci
fixatorul (5.5) se aproximeaza cu un element cu timp mort cu f.d.t.

Ggr(s) = Te™5T/2, (5.11)

Tn aceste cazuri SAD (fig. 5.1) se poate studia ca sistem
continuu descris cu f.d.t. (5.2) st (5.11), avand in vedere ca
elementul echivalent al fixatorului reduce rezerva de stabilitate a
sistemului.

Pentru a simplifica procedura de analiza a dinamicii sistemului
discret elemenul de retinere ER se recomanda de aproximat cu
element cu inertie de ordinul unu cu f.d.t.:

T
Ts+1'

Gpr(s) = (5.12)
care este cu atdt mai precisd cu cat este mai mare frecventa de
esantionare w,.

La determinarea frecventei de esantionare minimala
admisibila a sistemului inchis frecventa w, este frecventa de lucru
a partii continue a sistemului.
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Deoarece spectrele semnalelor de intrare si a sistemului lent se
reduc (se micsoreaza) si la valori finite a frecventei w, nu sunt
nule (fig. 5.6, a), in practica frecventa de esantionare se alege din
conditia:

0, = (510w, , (5.13)

jar banda spectrului ®, se determind ca 5-10% a zonei de
intensitate a spectrului.

Modelul matematic al SAD cu modulatie in amplitudine

Descrierea matematica si analiza SAD cu MA esential se
simplificd daca toate semnalele atat a partii discrete cat si a partii
continue se prezintd ca semnale esantionate in momentele de timp
t=kT, k=0,1,2,- si fiecare semnal continuu X(t) se prezinta
ca semnal esantionat X(KT) la momentele de esantionare

x*(t) = x(kT) = x(t)|e=rr » (5.14)

iar intre momentele de esantionare semnalul este nul. Succesiunea
de impulsuri pe intervalul de timp 0 < t < oo se prezinta:

X (6) = X x(kT) 8(t — kT), (5.15)

unde 8(t — kT) este 8-functia deplasatd, care existda numai la
momenteele de esantionare t=kT, iar 1n intervalul dintre
momentele de esantionare este nula.

Aplicand transformata Laplace la expresia (5.15) obtinem

X*(s) = L{x"(6)} = Zilo x(kT)e ™", (5.16)

care se numeste transformata Laplace discreta.

Expresia (5.16) contine componenta e ~S¥T care este 0 expresie
transcendentd si X*(s) si functiile de transfer respective sunt
functii irationale pe argumentul S si caculele devin dificile.
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Pentru a transforma expresia (5.16) in expresie rationald se
utilizeaza transformata z care este

z=e5T (5.17)
si expresia (5.16) cu substitutia (5.17) ia forma
X(z) = Z{x*(t)} = X3 o x(kT)z™*. (5.18)

Expresia (5.18) prezinta transformata z a succesiunii de
impulsuri x(kT).

Proprietatile de baza ale transformatei z sunt prezentate in
Anexa B.

Pentru cele mai utilizate functii cu timp continuu si functii de
transfer in s transformatele in z pot fi obtinute folosind tabele
(Anexa C).

Pentru a obtine transformata z de la functia de timp x(t)
fiecare componenti discretd x(kT) se inmulteste cu z ™% si sirul
obtinut se insumeaza.

Pentru a determina semnalul x(t) de la transformata X(z)
cunoscutd aceasta se prezinta in sir dupd puterile in descrestere ale
lui z7* si coeficientii obtinuti ai sirului prezintd valorile
ordonatelor in momentele de esantionare x(kT) a semnalului x(t).

Modelul matematic al SAD deschis

Admitem cd schema bloc structurald a SAD prezentatd in fig.
5.5 este alcatuitd din EID si partea continua cu f.d.t. G(s).
Dinamica sistemului discret este descrisa de semnalul de intrare
x*(t), (X(2)) si semnalul de iesire y*(t), (Y(z)) la momentele de
esantionare KT (in acest scop la iesire este conectat cu linie
intrerupti esantionorul fictiv). In acest caz proprititile SAD
deschis se descriu cu functia de transfer discreta, prezentata prin
raportul a doua polinoame in z C(z) si D(z):

_Y@ _ @
6@ =35=15- (5.19)
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F.d.t. discreta se calculeaza dupa functia pondere a partii
continue cu relatia:

G(2) = Z{w(kT)} = X2 w(kT)z . (5.20)

Pentru a determina f.d.t. discretd G(z) dupa f.d.t. a partii
continue G(s) fara a calcula functia pondere w(t) a acesteia se
utilizeaza tabele (Anexa D).

% "_'1
x(f) 1 X0 Gor(s) o) . _]_I _____

L____l

~

/H\ | [T )
. ] T . ] .

t { { {
Fig. 5.5. Schema bloc structurala a SAD deschis.

Daca in SAD deschis este utilizat elementul de discretizare
real EROZ cu f.d.t. (5.5), atunci f.d.t. discretd a sistemului se
calculeaza cu relatia:

—SsT

Gy(2) = Z {1% G(s)} - (1- -1)2{ gs)}
=z {G(S)} =Z2z{n(0)}, (5.21)

unde h(t) este procesul (raspunsul) indicial la semnal treapta
unitara aplcata la intrarea sistemului.

Mentionam ca pentru SAD de ordin ridicat calculul exact a
f.d.t.d. este dificil. In practica pentru determinarea f.d.t.d a SAD se
utilizeaza metode de aproximatie de la G(S) la G(z). Aceste metode
se bazeaza pe substituirea derivatei din ecuatia diferentiald cu
diferente finite:
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dy(®) Ay@) _Ay() _

dt At T
i)— i— kT)-y((k—-1)T
_ Yt)-y(tizy) _ ykD—y((k-1)T) (5.22)
T T
Daca in ecuatia diferentiala a integratorului:
DO o x(t) (5.23)

dt

utilizdm diferenta finitd de mai sus Se obtine ecuatia cu diferente
finite a integratorului:

y(kT) = y((k — DT) + Tx(kT) (5.24)

si expresia operatorica este:
Y(2) =Y(2)z '+ TX(2). (5.25)
La calculul apoximativ a f.d.t. discreta a integratorului se
utilizeaza metodele de aproximare bazate pe substitutia variabilei S

din f.d.t. continua cu variabila z:
Metoda de integrare dupa dreptunghi cu avans:

z-1  1-z71
S = T =T, (526)
Metoda de integrare dupa dreptunghi cu intarziere:
z-1 1-z71
S = E =~ - (527)
Metoda de integrare dupa trapetii (Tustin):
_ _,—1
_2(z-1) — 2(1-z7%) (528)

T T(z+1)  TQ+z"1)
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Daca frecventa de discretizare w, > w;, unde w, este
frecventa de taiere a partii continue, atunci f.d.t.d., calculata dupa
metodele de aproximare prezentate mai sus, este apropiata de f.d.t.
a partii continue. Rezultd cd proprietatile frecventiale ale partii
discrete sunt echivalente cu proprietatile partii continue descrisa de
locul de transfer G(jw)/T. Aseasta conditie de echivalenta, de
reguld este satisfacutd, dacd cea mai mica constanta de timp a
partii continue este mai mare ca perioada de esantionare.

Prezentarea aparatului matematic de descriere a sistemelor
discrete cu utilizarea transformatei z si a ecuatiilor cu diferente
finite este recomandat de utilizat pentru simularea pe calculator a
sistemelor continue. Transferul de la f.d.t. G(s) la f.d.t.d. G(z) se
efectueaza prin aplicarea relatiilor de aproximare (5.26)-(5.28).
Daca insa pentru simularea pe calculator a partii continue se
utilizeaza f.d.t.d. calculatd precis dupa functia pondere sau
calculata dupa tabele, atunci preventiv este necesar de calculat
f.d.t.d., care stabileste legatura dintre infasuritoarele semnalelor
discrete de intrare si iesire exprimata prin relatia:

G(z) =TG(2), (5.29)

unde  componenta T este un factor de amplificare care
compenseazad reducerea amplitudinii semnalului de elementul de
esantionare a sistemului discret (aceastd componentd nu existd in
sistemul continuu).

In formd generalizati f.d.t. discreti a SAD se prezinti ca
relatia a doua polinoame in operatori cu avans:

_ Y(@) _ boz™+byz™ '+-+bym _ B(2)
G( )_ X(z) N apz"+az" 1+ +ay, - A(2) (530)
sau n operatori cu intarziere:
-1 Y(z7Y) _ boz™ M4byzM™ 1 Myetbzm  B(z7Y)
G( ) X( _1) a0+a12—1+...+anz—n - A(Z_l)- (5-31)
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Pentru f.d.t. discretd a SAD ecuatia operationala la conditia
ao=1:

Y2)+a,Y(2)z 1+ -+ a,Y(2) = byX(2)z™ ™" +
+b X(2)z™ " + - + b, X(2)z ™™ (5.32)
Ecuatia recursiva la comditia ao=1:
y(kT) + a;y((k = DT) + - + ap((k = n)T) =
=box((k +m—n)T) + byx((k+m—1—-n)T) + -
+b,, ((k —n)T). (5.33)
Ecuatia recursiva (5.33) se aplica pentru descrierea SAD sau
sistemului continuu discretizat pentru calculul numeric realizat pe
calculator.
Functia de transfer a SAD inchis
Daci structura SAD inchis este prezentatd ca un canal direct
cu EID conectat inaintea partii continue si sistemul este inchis cu

reatie unitara, atunci f.d.t. discretda a sistemului Tnchis pe canalul
intrare-iesire se descrie cu relatia:

_Y® _ Gal@) _ B
Gi(2) = R(z)  14G4(z) A@) (5.34)

Functia de transfer a erorii SAD inchs se prezinta

Go(z) = = =22 (5.35)

T R(z)  14Gg4(2)  Ag(z)

Structura si caracteristicile sistemului automat numeric
Tehnici avansate de conducere automatd prezinta utilizarea
calculatoarelor (microprocesoarelor, regulatoare numerice) in
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regim de conducere directd cand calculatorul este conectat in
conturul sistemului, care functioneazd in timp real cu procesul
industrial si elaboreaza algoritmii de conducere care prin
elementele de executie actioneaza asupra obiectului. Totodata
calculatorul este si element functional de formare a semnalului de
referinta si 1n calitate de sumator (comparator).

Schema functionala si structurala conventionale ale sistemului
automat numeric monovariabil sunt prezentate in fig. 5.6, a, b.

r & En

CAN 4 u J

RN = CNA PC

Y

\j

Lol | o Gl oGl Gt —1-

Fig. 5.6. Schemele functionala si structurala
conventionale ale SAN.

Daca partea continud si algoritmii realizati pe calculator sunt
liniari, atunci sismemul automat numeric (SAN) se analizeaza ca
sistem cu discretizare in amplitudine — sistem esantionat. In
schema bloc structuralda a SAN (fig. 5.6, b) partea continua este
prezentata ca f.d.t. a partii fixate Gpr(s). Convertorul analog-
numeric (CAN) se prezintd ca un element ideal cu esantionare in
timp a semnalului continuu a erorii €(t) (discretizarea in nivel,
datorita cuantei mici, se neglijeazd) si la iesirea caruia se obtine
semnalul discret a erorii £*(t) transmis n continuare calculatorului
cu f.d.t. discreta G.(z), care il prelucreaza conform algoritmului de
conducere si, in rezultat, se obtine semnalul méarimii de conducere
u*(t). Semnalele £(kT) si u(kT) reale se prezinta ca o succesiune
de coduri (cifre). Perioada de esantionare T a elementului de
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discretizare se alege in concordanta cu perioada de verificare a
traductoarelor din conturul respectiv.

Convertorul numeric-analog (CNA) se prezinta ca element
de retinere de ordinul zero (EROZ) descris cu f.d.t. Ggr(s) (5.5) ca
element cu functionare in timp continuu.

Partea liniara continua in SAN se prezintd ca conexiune serie a
elementului de retinere Ggr(s) cu  partea fixatd Gpr(s) si se
obtine f.d.t. echivalentd Gpg(s) = Ggr(s)Gpp(s), iar 1in
transformata z cu f.d.t. discretd Gpg(2) = Z{Ggr(5)Gpr(s)}.

Functionarea CAN, a calculatorului si CNA se sincronizeaza
de la taimer. Semnalele de intrare se transmit in calculator prin
multiplexaore, iar iesirile din calculator prin demultipexoare.
Timpul de prelucrare a informatiei in calculator este mai mic decat
perioada de esantionare.

Realizarea algoritmului numeric de prelucrare a informatiei n
calculator dintre marimea de intrare €*(t) si marimea de iesire
u*(t) se prezinta prin f.d.t.d. Gg(z), care se numeste filtru discret
sau regulator numeric.

Functia de transfer in operatori cu avans a SAN inchis se
descrie cu relatia:

_Y() _ Gr(@Gpe(z) _ B(2) _ boz™+b1z™ 14t by
GO(Z) - R(2) - 1+Gr(2)Gpg(2) - A(2) - apz+az" 1+ +ay (536)

sau n operatori cu intarziere:

Y(z™Y)  bpz™ "+byz™ 1 M dbpz ™ B(z71)

R(z™D) aptaz"l++apz™n T AGETY

Go(z™h) =

(5.37)

Pentru f.d.t. discretd a SAN ecuatia operationala la conditia
ao=1 este:

Y(2)+a,Y(2)z7 4+ -+ a,z7"Y(2) = byR(2)z™ ™" +
+bR(2)z™ " + .- + b, R(2)z™™. (5.38)

Ecuatia recursiva la comditia ap=1:
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y(kT) + a;y((k = DT) + -+ an((k —)T) =
=bor((k + m—n)T) + byr((k+m—1—n)T) + -
+bpr((k = n)T). (5.39)

Functia de transfer discreta a regulatorului numeric se prezinta
in forma cu operatori de ntarziere:

-1\ — uiz™h _ Q™Y _ qo+qz 1+-+byz7T
GR(Z ) N E(z™1) - P(z™1) - Po—p1z 1= —psz=S "’ (540)

Ecuatia operationald a regulatorului este

Uz D(py—p1z7t——psz%) =
= E(zYqy+qz t+-+bz7"). (5.41)

In domeniul timpului marimea de conducere se exprima cu
relatia recurenta:

u(k) = ~Sloqie (k=) = =S opulk—0.  (5.42)

Marimea de conducere discreta curentd u(k) se calculeaza cu
valorile curente si anterioare ale erorii si cu valorile anterioare ale
marimii de conducere.

Metoda prezentatd mai sus permite de a sintetiza SAD optimal
dupa rapiditate in timp. Procesul optimal se realizeaza in baza
alegerii amplitudinilor semnalului de conducere pe durata timpului
impus sistemului. Tn sistemele cu releu procesul optimal Tn timp
minimal se realizeaza prin selectarea momentelor de schimbare a
semnului semnalului de conducere cu amplitudine continua.

Utilizarea calcultorului Tn SAN permite de a realiza algoritmi
sofisticati de conducere si, astfel, a obtine procese tranzitorii in
sistem, care nu pot fi realizate Tn sisteme continue.

Pentru sinteza regulatorului numeric (realizat pe calculator) n
SAN cu proces tranzitoriu cu timp finit impus t,, = kT (k=n este
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ordinul sistemului sau a partii fixate care este determinatd de
proprietatile obiectului de conducere) se utilizeaza relatia (5.36),
in care se admite ca f.d.t.d. a SAN este construitd pe baza
performantelor impuse si f.d.t. a PF cunoscuta si atunci din relatia
(5.36) obtinem f.d.t. a regulatorului

_ G@ 1 Q@/ks
Gr(z) = 1-Go(2) Gpp(z)  z!-P(2)/kf’ (5.43)

unde I1=n, Q(z) si P(z) sunt polinoamele f.d.t. a regulatorului, k; -
coeficientul de transfer a PF, coeficientul de transfer al

. 1 . . .
regulatorului kp = - in regim stationar.
f

Tn cazul cand perioada de esantionare T tinde la zero (T— 0)
proprietitile SAD tind citre proprietitile sistemului continuu. In
acest caz f.d.t. a SAD deschis se prezintd ca conexiune serie a
elementului ideal (esantionorul se descrie ca amplificator) si PF.

Principiul discret de reglare se aplica pentru procese lente,
care are avantajul de a aplica semnale cu amplitudine mare, ceea
ce da posibilitatea de a utiliza echipamente mai simple, care nu
conduc la modificarea proprietatilor dinamice ale OR (proceselor)
in comparatie cu principiul continuu de conducere care conduc la
modificarea proprietatilor obiectului de reglare.

Tn fig. 5.7 se da un exemplu de realizare a elementului real de
discretizare: a) - schema de principiu electrica; b) — senmalul de
intrare x(t) si semnalele discretizate x*(t), x;(t), C — elementul
ideal de discretizare cu perioada T, ER - elementul de retinere.
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Fig. 5.7. Exemplu de realizare a elementului real de discretizare.

2. Mersul lucrarii

1. Simulati pe calculator structura SAL din fig. 5.8. Valorile
parametrilor functiilor de transfer se numesc de lector. Aplicati
semnalul de intrare treapta unitara si ridicati procesul tranzitoriu.

2. Simulati pe calculator structura SAD din fig. 5.8 si repetati
p. 1. Valorile parametrilor functiilor de transfer si ale perioadei de

esantionare se numesc de lector.
3. Modificati perioada de esantionare

4. Simulati pe calculator structura SAD din fig. 5.8 si repetati
p. 1. Valorile parametrilor functiilor de transfer si ale perioadei de

esantionare se numesc de lector.

=

T

Y

Ti1

T+
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3. Continutul referatului
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1. Schemele structurale ale sistemelor automate studiate.
2. Procesele tranzitorii ale sistemelor studiate.
3. Concluzii.

4. Chestionar

1. Ce prezinta discretizarea unui semnal?

2. Tipurile de modulatie a parametrilor impulsului.

3. Cum se calculeaza perioada de esantionare?

4. Cum influenteaza stabilitatea modificarera perioadei de

.....
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ANEXE
Anexa A

Tipuri de neliniaritati

Caracteristica

Coeficientii liniarizarii armonice

Nr. statica a
Crt lolementului neliniar q(a) q’(a)
fe)
Ct———-
4
1 4ac 0
za
N
fe)
V]| R —
2
2 =d g l—b—z, cu a>h. 0
a wa a
S i C
|fle)
3 2 A l—E, cu axh. —4C2,cu a>h.
a wa az a
-C
Jte)
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2 2
4 x 17b—+ 17& ,cuaxh. —2Cb(1—m), cu axh.
7a al al wa’
2
5 2I([arcsinb+l)4’1bz], cuaxh.
7 a a\ a 0
3B
6 K 0
s
Anexa B

Proprietitile transformatei z

Proprietatile prezentate deriva din proprietétile sirurilor si a serilor
de puteri, obtinute de relatia de definitie a transformatei z. Prezentam
principalele proprietati.

1. Liniaretatea. Oricare ar fi sirurile f;(k), f,(k) si constantele
reale a;, a, obtinem

Z{a, f1(k) £ ayfo(k)} = a1 F1(2) £ ayF,(2).

2.Teorema deplasarii in real a argumentului originalului. Daca
f (k) esteunsir si F(z) = Z(f (k)) transformatele ale sirurilor deplasate
Cu un pas Tnainte respectiv inapoi, definite prin operatorul g cu avans cu
un pas
- _(9k)=fk+1), k=0,

si introducem operatorul invers, notat cu ! de deplasare Tnapoi cu un
pas (de ntarziere cu un pas)
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g(0) =0,

g=aq'flk)= {g(k) —fk—1), k=1,

atunci vom obtine
Z(qf (k) = z(F(2) — £(0)),
Z(q7' (k) = (F(2) - £(0)).

Prin inductia matematica ultimele relatii se generalizeaza pentru
orice m > 0, natural, finit

m-1
Z(q"f (W) = 2™ (F(z) - f(k)z"‘),
k=0
Z(q7™f(k)) = z7™(F(2) - £(0)).
In relatia prezentata inmultirea la z~™ corespunde retinerii
semnalului discret pe m perioade de esantionare.
Aseastd proprietate este deosebit de utild pentru rezolvarea
ecuatiilor cu diferente finite prin mijloace operationale.
3. Transformata z a sirului diferentelor. Pentru sirul diferentelor
definite

Af(k) = f(k +1) = f(k)

obtinem utilizdnd proprietatea 2)

Z(Af () = (z = DZ(f (k) — f(0)) = (z — DF (2) — £ (0).

4. Transformata z a sirului g(K) al sumelor partiale. Fie un sir
arbitrar. Definim sirul g(k) al sumelor partiale ale lui f (k) prin

g(k) =i F() = A7 f (k)

si interpretdm operatorul de sumare ca inversul operatorului diferenta.
Atunci transformata z a sirului g(k) este data de relatia

Z(f(k) _ F(2)

G(z)=Z(g(k))= -1 —7-T

5. Transformata z a produsului de convolutie.
Fie g = f1 * f, sirul podus de convolutie, defenit
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k
900 = (f # )00 = Y fulle= Do, = 0
i=0

a sirurilor f;, f, de transformate F; (z), F,(2)

G (k) = Z[(fr * f2)(K)] = F1(2) F;(2).

6. Teorema valorii initiale a originalului. Fiind data transformata
F(z) asirului f(k), valoarea acestuia din momentul k=0 este

lim f(kT) = lim F(2).
k=0 Zz—

7. Teorema valorii finale a originalului. Daca sirul f(k) este
convergent si are ca transformata z pe F(z) atunci
lim f(kT) = lim(z — 1)F(2).
k=00 z-1
Anexa C
Functii de timp continue si discrete,
imaginea Laplace s si transformata z

Nr. | Denumirea Or]igtlnal Imaginea G(s) O”?{';,]al Imaginea G(z)
crt. functiei ® f(kT)
1 | Deltaimpuls 5(t) 1 §(kT) z%=1
Treapta 1 z
2 unitara 1) s 1(kT) z—1
Functie 1 Tz
8 rampa t 52 kT (z - 1)?
! T? 1
A Functie 2 2 (kT)> LJrs)
patratica s (z—-1)
i ! 1 1 Tt +1
g | Punctie e — oy | e D
polinomiald gn+l n—1 n—-1 (z—1"
s 1 z
6 | Exponentiald et P ekl P
7 | Exponentiali et ! P ~  d=e
s+a z=d




. . © . zsinwT
8 Sinusoida sin wt = sin wkT _
s2+w z2—=2zcoswT + 1
2 _
9 Cosinusoida cos wt % cosw kT ﬂ
st +w z2—=2zcoswT + 1
Produsul .
. w zdsin T
exponentei | e *sinwt | 75— | e " sinwkT
10 cu sinusoidi (s+a)?+w z2 —2zdcosw T + d?
Produsul
; +
11 exponentel e “coswt % e T cos wkT zdcoswl
cu s+ 0?2+ w z2—2zdcoswT + d?
cosinusoida
Anexa D
Functii de transfer in transformata Laplace s
si transformata z pentru elemente dinamice
Nr.
ot | 6@ 6(2)
1 k k
2 E kz
N z—1
k kTz
3 -2 2
s? (z-))
k k z
4 o T,
Tos +1 To (z—e /To)
5 k k(l—e_T/TO)Z
s(Tys + 1) (z—1)(z—e /™)
6 k k (e‘T/’r1 _ e_T/TZ) z
(Tis+ D) (Tps+ 1) T,—T, (z— e_T/Tl)(Z _ e_T/Tz)
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e’T/TU

; k kT 4
(Tos + 1)? To*  (z—e /)2
,T/
8 k k Tz To(1—e 'To)z
s2(Tys + 1) (z—1)? (z-1(1 - e’T/To)
k [ z_,_h z
9 k- z=1 T,-Tyz—eT/n
s(Tys + D(T,s + 1) L . ]
T,—T,z—e /T
(L +T)z T} z
10 k (z = 1)2 z=1  T,-Ty,
s+ DT+ D) w__
T,—Tiy_ e/
zZ
- Tz)(n Ts)z—e'/n
11 £ + : -
(Tys + D(Tys + D(Tas + 1) T =TT =Ts) y _ o™/,
T2 z ]
+ T
(Ts—TT5-T) 5 _ o'/,
f [ z T? z
z—=1 (M -T)(T1—T3),_ e‘_T/T1
12 i Z -
ST+ DTs + DTes+1) | T-T)T—Ty) o/,
T2 z
(Ts =TT =T2) y _ o~/
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