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1 SISTEME AUTOMATE NELINIARE
1.1 Generalitati

La automatizarea diverselor procese industriale rezultatul este
construirea unui sistem cu conducere automati a acestui proces. In
practica sistemele automate reale sunt neliniare, in sensul ca unul sau
mai multe elemente functionale ale sistemului sunt neliniare (organe de
reglare cu limitari, elemente de actionare cu caracteristica de saturatie,
elemente cu caracteristica de tip releu etc.), inclusiv procesele
industriale care se automatizeaza sunt neliniare. In calitate de procese
industriale ca obiecte de reglare sunt diferite tipuri de instalatii din
diverse ramuri ale industriei in care evolueaza procesele cu reglarea
temperaturii, presiunii, debitului, nivelului, vitezei liniare, rotatiile unui
motor etc.

Sistemele automate liniare sunt cazuri particulare ale sistemelor
neliniare, cadnd modelele elementelor functionale si ale proceselor sunt
liniarizate (idealizari, simplificari si aproximatii ale fenomenelor reale)
si sunt acceptabile ca modele care corespund cerintelor practice.

Existd insa numeroase situatii cand obtinerea unui model
matematic liniar nu este acceptabil in practici. In aceste cazuri, i
structura sistemului existd elemente functionale liniare si neliniare si
atunci sistemul se studiaza ca sistem neliniar [1, 2, 6-8, 10-13, 15-18].

Se admite cd sistemele automate neliniare (SAN) satisfac
ipoteza de separabilitate, care presupune ca sistemul poate fi divizat in
subsisteme liniare §i neliniare conectate adecvat intre ele. Pentru
subsistemele liniare se adopta descrierea cu ajutorul transformatei
Laplace (functiei de transfer) sau ecuatiilor de stare, iar elementele
functionale neliniare se caracterizeaza prin diferite tipuri de neliniaritati
prezentate ca si caracteristici statice idealizate ca functii intrare-iesire:
saturatie, zona de insensibilitate, jocul de angrenaje, histerezis etc.

In general, neliniarititile se pot clasifica in neliniarititi statice si
neliniaritati dinamice, sau, in termeni ce ilustreaza mai bine diferenta
dintre acestea, neliniaritati fara memorie si neliniaritdti cu memorie.
Pentru simplificarea studiului sistemului proprietdtile dinamice ale
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neliniaritatilor se ataseazd elementelor liniare si, 1n continuare,
neliniaritatea se accepta ca neliniaritate statica. In cazul neliniarititilor
statice comportamentul acestora la un anumit moment nu este influentat
de istoria comportamentului pand la momentul respectiv si sunt
prezentate ca functie intrare-iesire, numitd caracteristica staticd a
elementului neliniar, care modeleaza regimurile de functionare ale
elementelor reale.

Analiza si sinteza sistemelor automate neliniare se efectucaza
prin diferite metode aplicabile unor clase diferite de sisteme. Multe
metode se bazeaza pe idei si concepte din teoria sistemelor automate
liniare, dar aceste metode au un scop comun de analiza a stabilitatii si
sinteza unor sisteme automate neliniare stabile [1, 2, 6-8, 10-4,16-18].

Tn continuare vom prezenta metodele de analizi a sistemului
automat neliniar: metoda planului fazelor, metoda functiei de descriere
(in planul Mihailov si Nyquist) si criteriul V.M. Popov de stabilitate
absoluta.

1.2 Metoda planului fazelor

Metoda spatiului fazelor a fost introdusa de Poincare pentru
studierea sistemelor mecanice cu unul sau mai multe grade de libertate
si de Gibbs la studiul echilibrului chimic. In principiu, se asociazi
miscdrii sistemului considerat un punct care se miscd simultan cu
sistemul Tntr-un spatiu raportat la un sistem de coordonate alcatuit din
variabilele (parametrii) care determind pozitia momentana a sistemului
si derivatele acestor variabile, denumit spatiul fazelor.

Deoarece starea unui sistem fizic de ordinul n, liniar, este
complet determinatd de variabila de stare aleasa si cele (n — 1) derivate
ale acesteia, coordonatele spatiului stirilor x, %, ¥, -+, x™ ! si reprezintd
variabile de faza. Pentru sistemele cu un singur grad de libertate, spatiul
fazelor devine planul fazelor, cu coordonatele x; si x,, respectiv
variabila de iesire y = x;, caracterizand functionarea sistemului in
regim dinamic §i x, = dx;/dt = x; prima ei derivatd in raport cu
timpul [1, 2, 7-8, 16-17].

De exemplu, In cazul unui sistem de reglare automatd cu
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parametrul reglat y se aleg variabilele de faza: raspunsul sistemului
y=x; sl viteza de variafie a raspunsului sistemului
dy(t)/dt = dx,(t)/dt = x,. In planul fazelor (x;,x,), oricirui punct
M 1i corespunde o singurd stare a sistemului reprezentat. Pentru timpul
variabil t, punctual M se deplaseaza pe o curba numita traiectorie de
faza (curba din fig. 1.1). Aceasta curba poate fi gradata in valori de timp
to, t1, tz, +++, ty, permitand evaluari calitative ale comportarii sistemului
automat reprezentat. Familia de traiectorii de fazd determinate de
variatia conditiilor initiale se numeste portret de faza al sistemului
automat.

Fig. 1.1. Traiectorie de faza

Desigur, analiza cu ajutorul planului fazelor este limitatd la
sisteme de ordinul unu si doi, deoarece derivatele de ordin superior nu
pot fi reprezentate grafic, iar un sistem automat de ordin superior nu
poate fi complet definit numai prin variabila de stare si prima ei
derivatd. Avand in vedere cd, in general, sistemele automate neliniare
din multiple aplicatii industriale pot fi aproximate prin sisteme de
ordinal doi, metoda 1si gaseste o anumita aplicabilitate si la studierea
acestora.

Se considera sistemul automat neliniar de ordinul doi descris
prin ecuatia de forma:

V+10.»)y+9@.y)y=u, (1.1)

unde y poate fi marimea de iesire a sistemului sau eroarea sistemului &,
u - marimea de intrare, functiile f si g se considera functii analitice
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(olomorfe).
Se considera Tn (1.1) ca variabila y este iesirea sistemului.
Se introduc variabilele de stare:

Yy = X1,

dy . _dxq _ . _

E—y—g—xl—xz, (12)
dzy . d2x1 .

az =Y = T R

Se considerd cd ecuatia (1.1) admite o singurd solutie pentru
fiecare pereche de conditii initiale x4(0), x,(0), care poate fi
reprezentatd printr-o traiectorie de faza unica in planul fazelor (xq, x,).

Expresia (1.1) prin variabile de stare are forma:

dxq .

w T

dx .

d_t2 = %X, = —f (x1, x2)x; — g, x3)x1 + . (1.3)

Impartind ecuatia a doua la prima din (1.3), se obtine expresia:

D2 o (g, xp) — L 4 L (1.4)

dx1 X2 X2

care este o ecuatie diferentiald din care s-a eliminat timpul si care
descrie traiectoria de faza a sistemului.

Din expresiile (1.2)-(1.4) se obtin particularitdti importante ale
planului fazelor cum ar fi:

1. Daca functiile f (x4, x2)x, si g(x1, x2)x; sunt analitice, atunci
solutia x, este unica in raport cu timpul t in planul (x;,x,) si este
dictata de conditiile initiale x4 (0), x,(0) si de marimea de intrare u(t).
Unicitatea solutiilor (cu exceptia punctelor singulare) in raport cu
timpul t indica o traiectorie de faza pentru conditiile initiale date si
printr-un punct al planului fazelor trece o singura traiectorie de faza.
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Daca functiile f si g nu sunt analitice, atunci printr-un punct al
planului trec mai multe traiectorii de faza. Asemenea puncte se numesc
puncte singulare sau critice care caracterizeazd comportarea unui
sistem automat liniar sau neliniar.

2. Pentru cazul cand dx,/dt = x; = x, > 0 marimea lui x;
creste si Se constata ca in partea de sus a planului fazelor pentru timpul
t 1n crestere punctul caracteristic se misca pe traiectoria de faza de la
stanga la dreapta, iar in semiplanul de jos miscarea se efectueaza de la
dreapta la stanga, deoarece dx,/dt = x; = x, < 0 si marimea lui x; Se
micsoreaza.

3. Tn punctele x, = 0'si f(x4,x,) # 0, nu In punctele singulare
ale axei absciselor, traiectoriile de faza intersecteaza axa absciselor sub
un unghi drept de sus in jos in semiplanul din dreapta si de jos in sus in
semiplanul din stanga.

4. In planul fazelor existd puncte de echilibru atunci cand
expresiile x, =0, f(xy,x,) = 0care sunt puncte singulare pe axa
absciselor si care pot fi stabile sau instabile.

Tn cazul sistemului automat liniar conservator, traiectoriile de
faza au forma unor elipse ce corespund oscilatiilor neamortizate.
Originea, in cazul dat, este un punct singular care nu apartine nici uneia
din traiectorii, numit centru, asociat cu echilibrul neutru. Tn alte cazuri
ale sistemelor automate liniare, traiectoriile de faza, proprii sistemelor
instabile, sunt curbe deschise cu un singur punct singular — originea.

Tn cazul sistemelor neliniare, datorita particularitatilor acestora
in comparatie cu cele liniare, la reprezentarea functionarii lor in planul
fazelor apar o serie de curbe speciale.

De exemplu, autooscilatiilor specifice sistemelor automate
neliniare le corespund in planul fazelor tot elipse, reprezentand
ciclurile-limita stabile sau instabile. Pentru un sistem automat neliniar
in regim cu autooscilatii stabile, ciclul-limitd corespunzator este stabil.
Pentru un raspuns ce caracterizeaza un sistem neliniar stabil in mic si
instabil Tn mare, pentru care autooscilatiile sunt instabile, ciclul-limita
este instabil. In functie de comportarea sistemului neliniar, in planul
fazelor pot exista si curbe deschise.

Tot in cazul sistemelor neliniare se mai intalnesc si alte curbe
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speciale in planul fazelor. Se presupune, de exemplu, ca pentru abateri
mici de la regimul stationar sistemul poate efectua autooscilatii, care
depind de conditiile initiale, iar pentru abateri mari regimul sistemului
este aperiodic instabil. Tn acest caz, in planul fazelor se obtin traiectorii
de faza sub forma de elipse si hiperbole, delimitate de prezenta unor
puncte singulare tip sa.

1.3 Metoda functiei de descriere

Metoda functiei de descriere sau metoda liniarizarii armonice se
utilizeaza la liniarizarea neliniaritatilor Tn domeniul frecventelor,
aplicatd unei clase largi de neliniaritati si, in special, aplicata
neliniaritatilor discontinue, pentru care liniarizarea bazatd pe metoda
dezvoltarii in serii Taylor este inoperanta. Metoda functiei de descriere
este utild pentru SAN care functioneaza cu autooscilatii si permite
determinarea relativ simpla a parametrilor autooscilatiilor amplitudinea
A si pulsatia w [1, 2, 6-8, 10-16, 18].

Pentru neliniaritati continue si sisteme neliniare cu mai multe
neliniaritati creste considerabil dificultatea calculelor.

Pentru sisteme neliniare stabile, in care nu existd autooscilatii,
metoda nu este eficientd, fiindca ofera minimum de informatii asupra
calitatii sistemului.

Se considera o structura a sistemului neliniar data in figura 1.2,
in cadrul cdreia neliniaritatile sunt prezentate cu neliniaritatea
echivalentd N, iar partea liniard se descrie de f.d.t. H(s) care este stabila
sau cu astatism este data in figura 1.2.

T £ u y
N H(s)

L 4

Fig. 1.2. Structura sistemului automat neliniar

Se considera ca partea liniard are o comportare de filtru trece-jos
cu o pantd cel mult egald cu -40 dB/decada in zona pulsatiei de taiere,
deci, permite trecerea numai a armonicii fundamentale a semnalului
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periodic x(t) aplicat la intrarea acesteia si se exprima prin relatia [1, 8,
10, 16-18]:

|HGw)| » |H(kw)|, k = 2,3, (1.5)
Descrierea sistemului neliniar se prezinta:
y = —H(s)x, (1.6)

x = f(u).

Pentru a constata aparitia autooscilatiilor in sistemul automat
neliniar se presupune ca la intrarea neliniaritatii N, prezentata cu
caracteristica statica, se aplicd semnalul armonic u(t) = Asinwt, iar
semnalul la iesire x(t) = f(u(t)) contine spectrul de armonici x,
X5, X3,.... Rezulta ca semnalul de iesire din neliniaritate este o functie
periodica, care se dezvolta in serie Fourier si se descrie prin relatia [1,

2,8, 15, 16]:
x(t) = By + X p=q1 Bxsinkwt + Y-, Cycoskwt, .7

in care coeficientii seriei Fourier se calculeaza prin relatiile cunoscute:
1 2 .
By = Efo 1Tf(Asmoot)d(0015),
B, = %fonf(Asinwt)sinkwtd((ot), (1.8)

1 02 :

Cp = Efo 1Tf(Asmo)t)cosku)td (wt).

Pentru neliniaritatile simetrice cu originea planului coeficientul
B, = 0din (1.7).

In baza metodei liniarizdrii armonice se neglijeazd toate
armonicele de frecventd superioard din dezvoltarea in serie Fourier (au
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un efect neglijabil in cadrul sistemului), aproximand iesirea elementului
neliniar cu prima armonica prin relatia:

x(t) = Bysinwt + C;coswt. (1.9)

Pentru a defini functia de descriere, exprimam valorile sinusului
si cosinusului ca functii ale valorii instantanee a semnalului de intrare
u(t) = Asinwt si ca rezultat se obtine:

sinwt = u/A, coswt = pu/(Aw), . (1.10)

unde p = d/dt este operatorul de derivare.
In expresia (1.9) Tnlocuim sinusul si cosinusul cu valorile lor din
(1.10) si ca rezultat se obtine:

B Gipu
X =—u+—-— (1.11)

Functia de descriere a elementului neliniar se determina ca
raportul marimii de iesire catre marimea de intrare:

NApw) =X=22452 (1.12)

v A e
Daca in relatia (1.12) se introduc notatiile:
b(A) = B;/A, g(4) = Ci/A, (1.13)
atunci se obtine:
N(A,p,w) = b(4) + g(A)p/w, (1.14)

unde b(A) si g(A) sunt coeficientii liniarizarii armonice a elementului
neliniar care au forma:

b=b(4)=2= ﬁ [I" f(Asinwt)sinwtd (wt),

1
A
12



(1.15)

g=g@) = % = ﬁfoznf(Asinwt)coswtd(wt).

Expresia (1.9) cu insemndrile (1.15) se prezinta astfel:
x(t) = A(bsinwt + gcoswt). (1.16)

Pentru stabilirea unui formalism asemanator cu cel utilizat Tn
metoda frecventiala in cazul sistemelor liniare, functiile trigonometrice
sunt Tnlocuite prin functii complexe, unde variabilele reale y, u, x sunt
inlocuite prin valorile complexe cu aceiasi parametri: amplitudine,
frecventa si faza.

Expresia complexd a semnalului de intrare este:

u(t) = Asinwt = Ae/®t, (1.17)
Expresia complexa pentru (1.16) are forma:

x(t) = A(bsinwt + jgcoswt) = (b + jg)Ae’®t = (b + jg)u(t),
(1.18)
unde e/t = coswt + jsinwt.
Se introduce notiunea de coeficient de transfer armonic sau functia de
descriere a elementului neliniar ca raportul marimii de iesire la cea de intrare
a neliniaritaii din (1.18):

N(4) === b(4) +jg(4) = /b + g2 /% = h, /¥n, (L19)

unde h, = /b% + g2 este modulul care prezinta raportul amplitudinilor
semnalului de iesire x si a semnalului de intrare u, iar ¢,, = arctg g/b este
defazajul iesirii x Tn raport cu intrarea u.

Expresia (1.11) in domeniul timpului cand neliniaritatea depinde de
marimea de intrare si de derivata ei se prezinta astfel:

x(t) = %Asinwt + j—;% (Asinwt). (1.20)
13



Daca neliniaritatea depinde numai de marimea de intrare u(t) si nu
depinde si de derivata ei, atunci coeficientii liniarizarii armonice depind
numai de amplitudinea A, dar nu depind de pulsatia w.

La elementele cu caracteristici univalente (univoce), fazele
variabilelor de intrare si iesire coincid (defazajul este zero) si
componenta cosinusului dispare (este nuld), iar coeficientul g = 0 si
N(A) = b(A).

Pentru neliniaritati liniare pe portiuni coeficientii bsig se
calculeaza relativ simplu. Pentru neliniaritati de curburd aproximate
polinomial, coeficientii contin functii de tipul I, iar in cazul aproximarii
hiperbolice sau armonice, coeficientii b si g contin functii Bessel de speta
I-a cu observatia ca atat partea reala, cat si partea imaginara depind de
amplitudinea semnalului sinusoidal de la intrare. Partea imaginara a
functiei de descriere apare numai pentru neliniaritafi de tip histerezis
(neliniaritati neunivoce). Cunoasterea functiei de descriere pentru un
sistem neliniar permite analiza performantelor sistemului prin metode
cunoscute din analiza sistemelor liniare.

Rezultd ca functia de descriere este definitd in raport cu
amplitudinea intrarii si parametrii caracteristici ai neliniaritatii, fiind
preferata o forma normalizata a functiei de descriere in unele aplicatii.

Tn anexa 3 sunt date exemple de caracteristici statice ale
neliniaritatilor tipice si coeficientii lor de liniarizare armonica.

Metoda liniarizarii armonice, fiind o metoda aproximativa, va
conduce la obtinerea performantelor sistemelor neliniare cu un grad de
precizie limitat. Cu cat partea liniara a sistemului are o comportare mai
buna de filtru-trece jos, cu atat rezultatele obtinute sunt mai aproape de
valorile lor reale.

Daca intr-un sistem automat neliniar din figura 1.2 partea liniara
este descrisa cu functia de transfer echivalenta:

H(s) = % (1.21)

iar partea neliniara este descrisa prin functia de descriere N(A), atunci
functia de transfer a sistemului automat inchis se defineste in domeniul
frecventelor sub forma:
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N(AH(w) _ M(Ajw)
1+N(A)H(jw) LA jw)

H(, jw) = (1.22)

Conditia pentru aparifia autooscilatiilor in sistemul (1.22) se
obtine din ecuatia caracteristica in forma standard a sistemului si Se
numeste ecuagia bilangului armonic:

LA jw) =1+ N(A)H(w) =1+ (b(4, w) +jg(4, w))H(jw) = 0.
(1.23)

Daca in sistemul automat neliniar in forma standard exista
oscilatii intretinute si acestea se aproximeaza la nivelul fundamentalei,
atunci amplitudinea A si pulsatia w satisfac ecuatia bilantului armonic
(1.23). Ecuatia (1.23) poate fi analizatd ca ecuatie caracteristica cu
coeficientii constanti si congine coeficienti care depind de solutia
cautata.

In baza ecuatiei (1.23) existi doud metode de rezolvare a
problemei de stabilitate a autooscilatiilor in sistemul liniarizat [1, 2, 8,
16-18]:

1. Metoda planului Mihailov (metoda algebrica).

2. Metoda planului Nyquist (metoda Goldfarb).

1.4 Metoda planului Mihailov (metoda algebric:)

Daca inlocuim locul de transfer in (1.23) cu valoarea lui n
forma raportului a doud polinoame C(jw)/D(jw) din (1.21), atunci se
obtine expresia:

L(4jo) = D(jw) + (b(4, w) + jg(4, ®))C(jw) = 0. (1.24)

Expresia (1.24) poate fi egala cu zero numai in cazul cand partea
reald i cea imaginara in acelasi timp vor fi egale cu zero. Prin urmare,
expresia (1.24) se divizeaza intr-un sistem din doua ecuatii alcatuite din
partea reala si imaginara cu necunoscutele a si w:

X(A,w) =ReL(4,jw) =0, (1.25)
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Y(4,w) =ImL(4, jw) = 0.

Tn urma solutiei sistemului de ecuatii (1.25) se determini
parametrii oscilatiilor obtinute A, si wg.

Stabilitatea solutiilor periodice din (1.25) pot fi determinate in
ipoteza ca functiile X(A4, ) siY(4, w) sunt derivabile in raport cu
parametrii A, si w, din urmatoarea inegalitate:

Sy = (axé,:w))Ao (aygz;w))mo . (axéﬁ;w))mo (ayt(a,:w))Ao. (1.26)

Oscilatia Tntretinuta caracterizatd prin perechea (4, wg), Solutia
ecuatiilor (1.25), este limita stabila daca S, > 0, limitd instabila daca
So < 0 si limita semistabild daca Sy = 0.

Daca N(A) si H(jw) sunt expresii complexe, atunci este dificil a
gisi pe cale analitica solutiile ecuatiilor (1.25). Tn aceste cazuri se
utilizeaza metodele grafice.

1.5 Metoda planului Nyquist (metoda Goldfarb)

Din ecuatia caracteristica a sistemului (1.23) se obtine relatia:

H(jw) = —ﬁ = —Gy(4), (1.27)

in care Gy(A) se numeste locul de descriere invers negativ sau
hodograful elementului neliniar.

Prezentarea grafica a locului de transfer H(jw) si a locului de
transfer invers Gy (A) Tn planul complex (fig. 1.3) permite determinarea
parametrilor autooscilatiilor si verificarea stabilitatii sistemului automat
neliniar, descris prin modelul liniarizat obtinut prin metoda liniarizarii
armonice.

In figura 1.3 punctele 1 si 2 de intersectie a celor doua locuri de
transfer determind existenta autooscilatiilor in sistem cu amplitudine si
frecventa corespunzatoare cu (wq, A;) st (w,, A4y).

Din analiza autooscilatiilor existente Tn punctele 1 si 2 rezulta ca
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0] 7 ,((I);

G (jew)

Fig. 1.3. Locurile de transfer ale sistemului neliniar
n planul complex

punctul 1 corespunde unor autooscilatii instabile, iar punctul 2
corespunde unor autooscilatii stabile. In punctul 1 oscilatiile ce apar ca
urmare a intersectiei celor doua locuri de transfer vor avea o
amplitudine mai mare odata cu cresterea amplitudinii A semnalului
sinusoidal. Prin cresterea amplitudinii A semnalului se intra in zona de
instabilitate a sistemului automat neliniar.

Conditia necesara si suficientd ca un sistem automat neliniar sa
fie stabil (respectiv existenta si stabilitatea solutiilor periodice) consta in
faptul ca locul de transfer invers negativ Gy (A) sa nu intersecteze locul
de transfer al partii liniare H(jw) al sistemului, impunandu-se a fi plasat
n stanga acestuia cand este parcurs de la frecvente joase spre frecvente
Tnalte.

1.6 Criteriul V.M. Popov de stabilitate absoluta
a sistemului neliniar

1. Cazul pentru partea liniara stabila. Se considera structura
sistemului neliniar (fig. 1.2), alcatuita din partea liniara cu functia de
transfer H(s) = C(s)/D(s) avand toti polii in semiplanul sting Rep; < 0,
deci, este stabild, strict proprie si cu coeficientul de transfer k; =1, iar
neliniaritatea u = f(y) este de clasa C(q k) Sau C(g,c0)-

Criteriul de stabilitate absoluta se formuleaza: sistemul neliniar

este absolut stabil, dacd exista un numar real g astfel incat are loc
inegalitatea [1, 2, 6-8, 10, 11, 15, 16, 18]:
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Re[(1+ jqw)H(jw)] > ==, @ > 0. (1.28)

Tn inegalitatea (1.28) k = kyk, este coeficientul de transfer al
sistemului automat deschis ca produs al coeficientilor de transfer al
neliniaritatii ky si al partii liniare k;.

Criteriul Popov admite o remarcabild interpretare grafica.

Pornind de la forma locului de transfer:

H(jw) = U(w) +jV(w) (1.29)
inegalitatea (1.28) devine:

ReH(jw) — qwImH(jw) = U(w) — qwV(w) > —%. (1.30)

Se introduc notatiile in (1.30):

x=U(w),y =wlU(w) (1.31)
si se obtine inegalitatea n forma:

x—qy> —i. (1.32)

Relatia (1.32) prezinta ecuatia dreptei:

x—qy+==0, (1.33)

numita dreapta Popov, care are panta 1/q.
Daca inegalitatea (1.31) are loc, atunci cu (1.33) ea devine:

xX—qy+ % > 0. (1.34)

Se utilizeaza locul de transfer modificat Popov sau hodograful
modificat, care prezinta curba definitd parametric:
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H'(jo) = U(w) + joV(w) = U"(w) + jV*(w). (1.35)

Pentru expresia (1.35) se variazd w = 0---00, se calculeaza
functiile frecventiale modificate U*(w) si V*(w), Se construieste locul
de transfer modificat, se determina punctul cu coordonatele (— 1/k, j0)
pe semiaxa negativa a abscisei. Prin punctul (—1/k,j0) Se traseaza
dreapta Popov cu panta arbitrara 1/q.

Definitie: Pentru ca sistemul neliniar sa fie absolut stabil este
necesar §i suficient sa existe un astfel de numar q incat sa se poata duce
0 dreapta Popov prin punctul (—1/k,jO0) ca sa lase hodograful
modificat H*(jw) de aceeasi parte a dreptei cu originea.

Se considera ca panta 1/q a dreptei este arbitrara.

Tn probleme n care se cere sectorul maxim de stabilitate, se
duce dreapta Popov astfel, incat intersectia cu axa absciselor sa fie cat
mai aproape de origine.

Daca nu se poate trasa dreapta Popov la locul de transfer
modificat, atunci criteriul Popov nu se aplica si, rezultd cd nu exista
informatii si nu se poate afirma nimic despre stabilitatea absolutd a
sistemului neliniar.

2. Cazul cand partea liniara este instabila. Daca partea liniara
este instabila (Rep; = 0) sau neutra (contine element integrator), atunci
criteriul Popov, prezentat in forma de mai sus, nu poate fi utilizat pentru
studierea stabilitatii absolute a sistemului instabil. Tn aceste cazuri se
aplica proceduri de transfigurare echivalenta a schemei bloc structurale
a sistemului astfel ca partea liniard sd devind stabild. Aceastda
transformare se realizeaza prin introducerea in structura sistemului
neliniar a doua elemente dinamice ideale echivalente cu un coeficient
de transfer r (valoare arbitrard) si cu semne diferite, aplicate la partea
liniara 1n reactie negativd, iar la neliniaritate In conexiune paraleld cu
semn negativ.

Schema structurald transformata a sistemului automat neliniar se
da n figura 1.4.

In urma transformarilor se modificd proprietatile interne ale
partilor liniare si neliniare ale sistemului.
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Partea liniara a sistemului se stabilizeaza si functia de transfer
echivalentd se determind ca conexiune in reactie:

f(e)

Fig. 1.4. Schema structurala transformata a sistemului neliniar

Hy(s) = —)_ = 2 (1.36)

T 1+7H(S)  De(s)
Pentru neliniaritate se obtine functia neliniara echivalenta:

fe(®) = f(e) —re. (1.37)

Tn acest caz, neliniaritatea nu mai apartine sectorului Ceo,x), dar

aparfine sectorului Cy. j4r).
In continuare, pentru aceasta structura a sistemului modificat se
aplica criteriul Popov de stabilitate absoluta in formularea data mai sus.
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2 ANALIZA STABILITATII SISTEMULUI
AUTOMAT NELINIAR

2.1 Determinarea functiei de transfer
a partii liniare a sistemului neliniar

Se considera schema Structurala a sistemului automat neliniar
data in figura 2.1, a cu elementele functionale cu functiile de transfer:
H,(s), H,(s), H3(s) sunt elemente cu inertie de ordinul unu, H,(s) —
element derivator ideal, Hs(s) - element ideal, iar f(g) — reprezinta
caracteristica statica a elementului neliniar.

Procedura de transformare a schemei structurale a sistemului
neliniar se efectueaza pe etape.

fo) Pl (o)t () |92
H,(s) |«
a)
S, S
— H (s) 5l Fle) P (s)HL(9) 4
Hy(s) Ha(s) [
T Tuelk 5
_Tp:_;n‘:(_ng—b(i £ u :Hz(s)Hg(s}Elb
""" y |
H(s) c)

Fig. 2.1. Scheme structurale ale sistemului neliniar:
a) initiald, b) transformata, c) echivalenta

In prima etapd se deplaseaza f.d.t. H,(s) la stinga peste
sumatorul S, si totodata se introduce si in canalul reactiei sistemului. Ca
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rezultat reactia sistemului este o conexiune paralela a produsului f.d.t.
H,(s)Hs(s) cu f.d.t. H,(s) din reactia locala (fig. 2.1, b) si functia de
transfer a reactiei echivalente se prezinta in forma:

kiks +kys = k4T152+k4s+k1k5.
1S+1 T15+1

H'(s) = Hy(s)Hs(s) + Ha(s) =

Tn etapa a doua se deplaseaza produsul H,(s)H;(s) la dreapta
peste nod si se introduce si in canalul de reactie al sistemului (fig. 2.1,
C).

Tn acest mod, partea liniard se descrie de f.d.t. echivalenta si
dupa unele transformari se obfine expresia ca raportul a doua
polinoame:

H(s) = H'(s)H,(s)H3(s) = [H,(s)Hs(s) + Hy(s)]H(s)H3(s) =

_ k2k3 (klkS S) _ k2k3k4T1$2+k2k3k4S+k1k2k3k5 _
T (Tps+1)(Tas+1) “Tys+1 457 — (T15+1)(T25+1) (T3s+1) -
c28%+c15+¢q __ bas?+bystby  _ B(S) 2.1)

T d3s3+dps2+dis+dy | s3+aps?tais+ag  A(s)

unde coeficientii ¢, ¢, ¢3,dg, dq,dy, d3 sunt functii de coeficientii de
transfer si de constantele de timp initiale ale elementelor sistemului:

Co = kikaksks, ¢1 = kaoksky, c; = koksk,Th,
do = 1, dl = T1 + T2 + T3, dz = T]_TZ + T1T3 + T2T3, d3 = T1T2T3.

Tn (2.1) se impune conditia ca coeficientul d; = 1 si atunci tofi
coeficientii f.d.t. se impart la d5 obtindnd forma finala a f.d.t. exprimata
ca raportul polinoamelor B(s) si A(s) cu coeficientii:

b, =c,/d3, by = c¢1/d3, by = cy/ds3,

az =1, a, =d,/d3,a; = d,/d3, ay = dy/ds3.
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2.2 Ecuatia diferentiala si ecuatiile de stare
ale sistemului neliniar

1. Structura sistemului automat cu elemente cu inertie. Dupa
transformarea schemei bloc structurale a sistemului automat neliniar,
partea liniara data de functia de transfer (2.1) se descrie prin ecuatia
diferentiala:

(&) + axy(t) + a1 y(t) + apy(t) = byii(t) + byu(t) + bou(t). (2.2)

Pentru a obtine ecuatiile de stare si traiectoria de faza ale
sistemului automat de ordinul doi se anuleaza in elementul cu f.d.t.
H, (s) constanta de timp T; = 0 din (2.1) si Tn ecuatia (2.2) se vor anula
coeficientii b, = 0, az = 0 si ecuatia ia forma:

V() + a1y(t) + agy(t) = byt + bou, (2.3)
unde s-a admis coeficientul a, = 1. Tn cazul cand coeficientul a, # 1,
atunci toti coeficientii ecuatiei (2.3) se impart la a,.

Pentru a obtine ecuatiile de stare si traiectoria de faza ale

sistemului automat din (2.3) se parcurg etapele in modul urmator:
1. Prima variabila de stare este:

X1 =Y. (2.4)
2. A doua variabila de stare se alege in forma:
X, = X1 + au, (2.5)

unde coeficientul a ecte necunoscut si are rolul de a neutraliza actiunea
marimii derivatei 1 din (2.3), care se va calcula Tn continuare.

3. Prima ecuatie de stare a sistemului se determina din expresia
(2.5) in forma:

X1 = Xy — oU. (2.6)
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4. Se calculeaza derivata a doua a expresiei (2.6):

V=X =X, — . (2.7)
5. Expresia (2.3) cu (2.4)-(2.7) ia forma:

(x, —a) + a;(x, — au) + agx,; = byt + byu. (2.8)

6. Dupa unele transformari in (2.8) se determina a doua ecuatie
de stare In forma:

%y = —agx; — ay %y + u(by + &) + u(by + aay). (2.9)

7. Se impune conditia ca actiunea componentei derivatei @ din
(2.9) sa se anuleze si se obtine:

8. Sistemul ecuatiilor de stare se prezinta din ecuatiile (2.5) si

(2.9), cu anularea componentei derivatei u din (2.8) cu conditia (2.10),
n forma:

X1 = x, + byu,
Xy = —agXx; — a1X, + (by — a1by)u, (2.11)
Y =X

unde y este marimea de iesire.

Se prezentd sistemul de ecuatii (2.11) in forma vector-
matriceala:

1
= | 0 u, (2.12)

—Qp —aq

X2 bo—a1b1
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y=1[10] |22
sau in forma:

x = Ax + bu,

y=c'x, (2.13)
unde

a= |—(c)10 —; U bo—bélb1|’ ¢’ =10l

Prin divizarea ecuatiei a doua la prima din sistemul (2.11) se
determina ecuatia traiectoriei de faza in forma:

de _ —QpX1—A1X2+ (bo—albl)u

(2.14)

dxq X,+biu
2. Structura sistemului automat contine element integrator.
In cazul c&nd partea liniara a sistemului contine element

integrator si elemente cu inertie, atunci ecuatia diferentiala a sistemului
neliniar (2.3) are forma:

y(t) + a;y(t) = byu(t) + bou(t). (2.15)

Efectudnd calculele conform procedurii expuse mai sus pentru
(2.15), se obtine sistemul ecuatiilor de stare in forma:

5C1 = xz + blu,
Xy = —a1%, + (by — a;by)u, (2.16)

Pentru sistemul de ecuatii (2.16) forma vector-matriceala este:

25



; 0 1
v — | X1 — X b
x= |x2| - ’ 0 -a x; b(,—cilb1 ' (2.17)
— X
y=110[ |}
sau Tn forma:
x = Ax + bu,
y=c'x, (2.18)
unde
= 0 1 by T _
A—|0 o b= bo_a1b1|,c ~ 10|

Prin divizarea ecuatiei a doua la prima din sistemul (2.16) se
determina ecuatia traiectoriei de faza in forma:

& _ —aix,+ (bo—albl)u. (219)

dxq Xo+biu

2.3 Analiza stabilititii sistemului neliniar in planul Mihailov
Partea liniara a sistemului este descrisa de f.d.t. (2.1):
H(s) = [Hi(s)Hs(s) + Hy(s)]H,(s)H3(s) =

2
Ccy8“+c15+cC C(s
= 32 21 0 = ( ), (2.20)
d3s3+dys?+dqs+dy D(s)

unde coeficientii din (2.20) se calculeaza dupa datele initiale: k; = 2,
k2:5,k3 = 1,k4=0.5,k5=1,T1=55,T2=3S,T3 =8S,b=0.2,
¢ = 14 si se obtin valorile numerice:
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C0=k1k2k3k5=2*5*1*1=10,
C1=k2k3k4=5*1*0.5=2.5,

C2=k2k3k4T1=2*1*0.5*5=5,

d1:T1+T2+T3:5+3+8:16,
dz:T1T2+T1T3+T2T3:5*3+5*8+3*8:79,
d3:T1T2T3:5*3*8:120

Se considera neliniaritatea 5 din tabelul A3.1 Anexa 3 data in

figura 2.2 si locul de transfer descris numai de partea reala cu relatia:

N(4) = b(4) =%<arcsin%+% /1—3—2), cud=b, (221)

b(A) =k = tga = %, pentru A < b,

unde A este amplitudinea semnalului de intrare.

&
u

—C

\J

Fig. 2.2. Caracteristica statica a elementului neliniar

Pentru analiza stabilitafii sistemului liniarizat se considera ca

asupra sistemului a actionat un semnal perturbator (modificarea
conditiilor initiale) si in sistem sunt posibile oscilatii intretinute in jurul
punctului de echilibru cu parametrii: amplitudinea A, si pulsatia w.
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Se determind ecuatia caracteristica a sistemului liniarizat cu
partea liniara descrisa de functia de transfer (2.20) si elementul neliniar
descris de relatia (2.21):

382+ ¢s+ ¢ B
ds3s3 +d,s2 +dis+dy

L(4,5) = 1+ N(A)H(s) = 1 + b(A)

=d3s® +dys? +dys+dy+ b(A)(cs% + 45+ ¢p) =
= dss% + s2(dy + c;,b(A)) + s(dy + ¢;b(A)) +
+(dy + cob(A)) = 0. (2.22)

Pentru verificarea stabilitatii sistemului liniarizat cu ecuatia
caracteristicd (2.22) se utilizeaza criteriul Hurwitz si pentru datele
numerice initiale ale partii liniare se calcula penultimul determinant:

A2= (dz + Czb(A))(dl + Clb(A)) - d3 (do + Cob(A)) =
C1C2b2(A) + b(A)(Cldz + CZdl - C0d3) + dldz - d0d3 =
= 12.5h%(4) — 922.5b(A) + 1144 = 0. (2.23)

Se solutioneaza ecuatia (2.23) si se determina valorile
coeficientului liniarizarii armonice b, (4) = 1.2617, b,(A) = 72.5383.

Din conditiille necesare de stabilitate, se calculeaza
determinantul A, la valorile parametrilor date ale sistemului liniarizat si
valoarile lui b(A) = 1,2617 si b(A) = 72.5383 si se constatd ca
sistemul automat va fi stabil pentru valorile lui b(A4) < 1,2617 si
b(A) > 72.5383

Analiza evolutiei sistemului neliniar se efectuecaza dupa ecuatia
caracteristica a sistemului inchis, numita si ecuatia bilantului armonic
(1.23), data in forma complexa de expresia:

L(4,jw) = 1+ N(A)H(w) = 0.
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In ecuatia caracteristici se substituie functiile N(A) si H(jw)
prin expresiile care descriu partea liniarda (2.20) si partea neliniara
(2.21) si, dupa unele transformari, expresia in domeniul frecventa se
prezinta prin partea reald si imaginara in forma:

L c2(jw)?+cqjw+co —
L(A’]w) =1+b(4) d3(jw)3+d, (jo)2+d1jo+dy

=d;(jw)d + d,(jw)? + dyjw + dy + b(A)(c,((w)? + cjw + ¢p) =
=X, w)+jY(4,w)=0. (2.24)
Daca ecuatia caracteristica este egala cu zero, atunci partea reala si
partea imaginard de asemenea sunt egale cu zero si se obtine sistemul din doud
ecuatii algebrice 1n care necunoscutele sunt parametrii autooscilatiilor
amplitudinea A si pulsatia w:
X(A, (1)) = _(l)z(dz + Czb(A)) + do + Cob(A) = 0,
Y(4,w) = —d;0° + dyw + c;wb(4) =
= _d3(1)2 + d1 + Clb(A) =0. (225)
Din ecuatia a doua se obtine expresia pentru w?:

dq+c1b(4)
w2 = fata

% ()
si se substituie w? in prima ecuatie din (2.25) obtinand:

_ (d1+C1b(A)

22) (dz + c2b(A)) +do + cob(A) =

= _C1C2b2(A) - b(A)(Cldz + C2d1 - C0d3) + d0d3 - dodz = 0
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Aceasta ecuatie algebricd patratica pe necunoscuta b(A) cu datele
numerice se solutioneaza si se obtin doud valori ale coeficientului de
liniarizare armonica:

—c16,b%(A) — b(A)(c1dy + cpdy — cod3) + dods — dyd, =

= —2.5-5b%(A) — b(4)(25-79+5-16 —10-120) +

+1-120 —16-79 = —12.5b%(4) + 922.5h(A) — 1144 = 0,

12.5b2(A) — 922.5b(A) + 1144 = 0,

b,(A) = 1.2617, b,(A) = 72.5383.

Utilizand valorile lui b;(A) = 1.2617 si b,(A) = 72.5383, se
calculeaza valorile lui w din expresia () si se obtine:

% _ di+c1b1(4) _ 1642512617 _ 0.1596 s_z,
ds 120
w; = 0.3995s71,
w% _ di+c1by(A4) — 16+2.5-72.5383 — 1.6445 5_2,

ds 120
w, = 1.2824 s7 L.

Pentru verificarea stabilitatii autooscilatiilor se utilizeaza
inegalitatea [1, 4, 8, 17]:

5 = (aX(A’w))A (ay(A,m))m 3 (BX(A,w))wO (ay(A,m))Ao > 0. (2.26)

0A dw w 0A

Sistemul automat neliniar liniarizat va fi stabil daca indicele S, > 0.
Se determina derivatele partiale din sistemul de ecuatii (2.25) si se
calculeaza prin datele numerice:
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L) — —w?e,b(A) + cob(4) = B(A)(—w?c + o),

0X(A,w)
6(1)m = _Zﬂ)(dz + Czb(A)),

(2.27)
0Y(Aw) .
e c,wb(4),

ayéi;(l)) = _3d3(l)2 + dl + Clb(A)

Se verifica inegalitatea (2.26) cu sistemul (2.27) si se obtine:

SO = b(A)(_Cz(DZ + Co) * (_3d3(.02 + dl + Clb(A)) +

+2c,w2b(d; + c;b(4)) =

- b(A) [(1)2(3C2d3(1)2 + 2C1d2 - 3C0d3 - C2d1 + C1C2b(A)) +

+cody + coc1b(A)] > 0.

Se calculeaza ultima expresie prin datele numerice:

So = b(A)[w?(180w? — 3285 + 12.5b(A)) + 160 + 25b(4)] > 0.

La valorile numerice w? = 0.1596 si b; (4;) = 1.2617 indicele
So = —445.3488 sistemul va fi instabil, iar la valorile w3 = 1.6445 si
b,(A,) = 72.5383 indicele S, = 4202.1683 si in sistem se instaleaza
oscilatii stabile cu parametrii pulsatia w; = 0.3995 s7si coeficientul
liniarizarii armonice b,(A,) = 72.5383.

Pentru determinarea valorii numerice a amplitudinii 4; si A, se

prezinta coeficientul de liniarizare armonica b,(A4;) si b,(A;) ca ecuatie
algebrica pe variabila A, si respectiv pe 4,:
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b2
bi(4,) = 1.2617 = (arcsmA—1 +o /1 — )

b,(A,) = 72.5383 = X (arcsm—+— 1—”—2>.

A Az A?

Rezolvand aceste ecuatii transcendente pe variabila A; si
respectiv pe A, se obtine valoarea numerica a amplitudinii A, si respectiv
A,, dar care este 0 procedura dificila.

Pentru structura sistemului automat cu neliniaritatile cu numarul
1, 2 si 6 din tabelul A3.1 Anexa 3 verificarea stabilitatii si determinarea
parametrilor autooscilatiilor posibile in sistem va fi analogica - se va
realiza procedura prezentata.

Ca exemplu se analizeaza stabilitatea sistemului neliniar cu
neliniaritatea 2 care este un releu cu zona de sensibilitate si saturatie,
care se descrie cu locul de transfer cu partea reala de forma:

N(A) = b(4) =2 |1-2

Se prezinta ecuatia caracteristica a sistemului neliniar:

c;(Jw)? + ¢ jw + ¢ 3
ds(jw)3 + d,(jw)? + dyjo +dy

L(4,jw) =1+ b(4)

=d;(jw)3 + d,(jw)? +djw + dy + b(A)c,jw)? +
+jb(A)ciw + b(A)cy = —jdz03—dy,0* + jdio + dy —
—b(A)cy0° + jb(A)cyo + b(A)cy =

= (—dy0? + dy — b(A)c,w° + b(A)cy) +

+j(—d3w® + dyw + b(A)c;w) = X(4, w) + jY (4, w) = 0,
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unde partea reala si imaginara au forma:
X(4,0) = —dyw? +dy — b(A)c,w? + b(A)c, =
= —w?(dy + b(A)c,) + do + b(A)c, =0,
Y(4,w) = —dyw3 +dyw+ b(A)cyw =
—d;w3 + w(d; + b(A)c;) = —d;w? + d; + b(A)c, = 0.
Din prima si a doua ecuatie se exprimi w?:

2 d0+b(A)CO 2 d1+b(A)C1
" dy+b(A)c,’ T dz

Aceste expresii se egaleazd si dupd unele transformari se obtine o
ecuatie algebricd de gradul doi cu necunoscuta coeficientul b(A):

do+b(A)cy _ di+b(A)cy
dy+b(A)c, —  dz

ds;(dy + b(A)cy) = (dy + b(A)cy)(dy + b(A)cy),

dsdy + dsb(A)co = dydy + dyb(A)c, + b(A)cyd, +
+b?%(A)cycy,

b2(A)cycq + b(A)(dyeq + cody — dscg) + dydy — dsdg =
=apx?+a;x+a, =0,

Unde X = b(A), Ag = CyCq, Q1 = d2C1 + CZdl - d3C0,
a, = d2d1 - dgdo.

Ecuatia patratica se solutioneaza:
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—-a.+ ,a%—4a0a2

*12 = 2a,
Pentru ambele solutii se determind ecuatiile algebrice in raport
cu amplitudinea A, care se solutioneaza:

4 b2
X =b(A)=b == [1-~,

xp = by(A) = by = 2= 1%

TA AZ’

Se prezintd solutia pentru radacina x; = by, care se ridicad la
patrat si se obtine o ecuatie algebricd de gradul 4:

blT[A 1 b2
4c A2’

(bthA 2 _ A*-b?  bymA

2_b2
4-C) a2 ’(46

A2 !

)2 =12
(blﬂ)zA4 A%+ b? =nyz? —n;z+n, =0,

undeno—( )2 1:1,n2:b2,Z:A2.
Aceasta ecuatie patraticd se solutioneaza:

2
ni* [ni—4ngn, 1im

VA = =
1.2 21’10 27'10

Dupa valorile radacinilor z; si z, se determind valoarea
amplitudinii: z; = A2, Ay, = £Vz;, 2, = A%, A3 4 = £7;.
Se admit numai radécinile pozitive ale amplitudinii 44 si 4,.
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Se repeta aceeasi procedura cu radacina x, = b,(4) = b, si se
determind valorile amplitudinii A3 si A4.

Cunoscand valorile amplitudinilor A;, si Az, se calculeaza
valorile pulsatiilor w,, w,, w3 si w, dupa expresiile:

do+b(A)c do+bic [do+bic
w? = d2+b—(A)CZ|b(A)=b1 = dz+—b162’ Wy == d2+b162,
do+b(A)c do+bac [do+bac
w? = d(2)+b—(A)CZ |bay=b, = d2+b2cg’ w34 =1 dz+—bzc(2)'
Pentru raddcinile w; si w3 Se admit numai valori pozitive.
Sistemul automat neliniar va avea doud cicluri-limita cu
parametrii (w4, 4;) si (w3, 43).
Pentru structura sistemului automat cu neliniaritatile cu numarul
3 si 4 din tabelul A3.1 Anexa 3 procedura de determinare a ecuatiei
caracteristice a sistemului liniarizat si obtinerea sistemului de ecuatii
din partea reala si partea imaginara este aceeasi.
Ca exemplu se prezinta procedura de calcul a partii reale si
imaginare a ecuatiei caracteristice a sistemului cu neliniaritatea cu
numarul 4 din tabelul A3.1 Anexa 3, care este un releu cu zond de

insensibilitate si histerezis si se descrie cu locul de transfer cu partea
reald s1 imaginara de forma:

N(A) = b(4) —jg(4) =

2 b2 2p2 . 2¢cb
=—C<\/1—;+\/1—"‘a2 )—JL(l—m),m<1,

ma?

unde lui m i se atribuie o valoare arbitrara mai mica ca unu.
Se prezintd ecuatia caracteristicd a sistemului liniarizat si se
calculeaza partea reald si imaginara:

c(jw)? + cjw + ¢ B
d;(jw)3 + dy(jw)? + dyjw +dy

L(4 jw) =1+ (b(4) —jg(A)
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= —d,y0? + dy — b(A)cy0” + b(A)cy + g(A)c o +
+j(—d303+g(A)c0” + diw + b(A) 0 — g(A)cy)) =
=X(4,w)+jY(4,w) =0,
unde partea reala si imaginara au forma:
X(A,w) = —w?(dy + b(A)c,) + g(A)ciw+dy + b(A)cy = 0,
Y(4,w) = —d;03+g(4)c,w? + w(d; + b(A)c;) — g(A)cy) = 0.

Sistemul de ecuatii obtinut nu este posibil de solutionat analitic
pentru a determina parametrii autooscilatiilor posibile in sistem.

2.4 Analiza stabilitatii sistemului neliniar in planul Nyquist
Tn acest caz, analiza stabilitatii sistemului neliniar de asemenea
utilizeaza ecuatia caracteristica a sistemului inchis in domeniul pulsatie

prin locurile de transfer ale partii liniare si neliniaritatii (2.21) in forma
standard care se numeste si ecuatia bilantului armonic:

L(4,jw) =1+ N(A)H(w) = 0.

Din aceastd ecuatie se exprima locul de transfer al partii liniare
ca functie de locul de transfer invers al neliniaritatii si Se obtine relatia:

H(jw) = 705 = —Gu(A), (2.28)

care este numita si metoda celor doud locuri de transfer.

Solutionarea problemei se reduce la urmatoarele etape.

Din functia de transfer (2.20) prin utilizarea substitutiei s = jw
se determina locul de transfer si dupa unele transformari se obtine:
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H(j())) _ c2(jo)?+cq jor+cg _ —cow?+joiw+cg _
- d3(j(1))3+d2(j(1))2+d1j(,0+d0 - —jd3w3—d2w2+]'d1w+d0 -

_ (—co0?+c)+jciw (—dyw?+dg)—j(d1w—dzw®)
T (mdaw?+dg)+j(d1w—d3w3) (—dyw?+dg)—j(diw—dzw?)

4 2 5 3
D10 —prw”+p3 . 10 —qrw °+q3w .
- - =P(w) — w

b1 w®+byw*+b3w2+by ]b1m6+b2m4+b3m2+b4 (w) ]Q( ),

(2.29)

unde partea reala si imaginara au forma:
P(w) _ p1w*—pw*+p3 Q(u)) _ qlms—q2m3++q3m
b1 wO+byw*+b3w2+by’ biwé+byw*+bzw2+b,’

iar coeficientii se determina dupa relatiile:
P1 = Cady — ¢1d3, Py = Cody + Cc2dy — ¢1dq, P3 = Cody;
q, = Cd3, 3 = Cod3z + cpdy — ¢1dy, q3 = cody + ¢1d;
b, = d3, b, = d5 — 2d,ds, b; = d} — 2dyd,, b, = d§.

Se calculeaza coeficientii locului de transfer al partii liniare n
baza coeficientilor ¢y, ¢4, ¢,, dy, dq, d, calculati in expresia (2.20):

p1 = Cydy, —c1d3 =5%79 —2.5%120 = 395 — 300 = 95,
py = Cody + Codg — cydy =10 %79 + 551 — 2.5 % 16 = 755,
p3 = codo = 10 x 1 = 10;

g1 = c,d; =5 %120 = 600,

4z = Codz + C2d; — ¢1d; =

=10%120+5%16 — 2.5 79 = 1082.5,
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qz = cody —c1dg =10 16 — 2.5+ 1 = 157.5,

b, = d? = 120? = 14400,

b, = d5 — 2d,d; = 79% — 2 = 16 * 120 = 2401,

by =d? —2dyd, =256 —2%1%79=98,b, =d2 = 1.

Locul de transfer al partii liniare cu coeficientii numerici este:

H(joo) _ 95w*—755w%+10 . 6000°—1082.503+157.5w
T 14400w6+24010*+98w2 +1 J 14400w6+2401w*4+98w2+1"

Pentru a construi locul de transfer H(jw) se variaza pulsatia
w=0--00, se calculeaza pentru fiecare valoare a lui w partea
reala P(w) si partea imaginara Q (w) si datele se inscriu n tabelul 2.1.

Tabelul 2.1. Calculul locurilor de transfer ale sistemului liniarizat

® 0o [o1]o2]o03][o04 05 [1 | o
P(w) | 10 | 112 | 2 | -143|-078 | 043 | 004 | - | -0
—Q(w) | © 0 | 238|049 | 014 |010 |002 | - | -0
A 02 | 03 | 04 | 05 | 06 |09 |1 — | 10
b(A) | 70.04 | 5419 | 4265 | 3469 | 29.01 | 1955 | 1722 | - | 1.78
1 | 0014 [ 0.018 | 0.023 | 0.029 | 0.035 | 0.052 | 0.054 | - | 0.561
b(4)

Se calculeaza coeficientul b(A) si locul de transfer invers al
neliniaritatii G(A) = 1/b(A) modificnd valoarea lui A =0--- 0
pentru partea liniara a caracteristicii statice a neliniaritatii cu valoarea
lui k = c/b = 14/0.2 = 70 si rezultatele calcului se dau in tabelul 2.2.

Calculul poate fi realizat cu aplicarea diferitor pachete de
programe MATLAB, KOPRAS etc.

Tn tabelul 2.2 prin semnul () s-a notat expresia coeficientului:

_ . b, b b*
(*)—(arcs1nz+z 1—?>.
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Tabelul 2.2. Calculul lui b(A) si G(A) ale neliniaritatii

Nr. b 2 — h2 2 b H B * 1
o A j % 1 2 1:/16 bz/A ZC arcsin- Q) ng‘ll() o)
_—— = — %
A2 n
1 0.2 1 1 0 0 0 1,571 1,571 70,04 0,014
2 0.3 0.7 0.49 0.55 0.742 0.50 0.734 1.231 54.19 0.018
3 0.4 0.5 0.25 0.75 0.866 0.43 0.523 0.956 42.65 0.023
4 0.5 0.4 0.16 0.84 0.916 0.37 0.412 0.778 34.69 0.029
5 0.6 0.3 0.11 0.89 0.944 0.34 0.333 0.651 29.01 0.035
6 0.7 0.9 0.08 0.92 0.958 0.27 0.284 0.558 24.87 0.040
7 0.8 | 0.3 0.06 0.94 0.98 0.24 0.253 0.495 22.06 0.045
8 0.9 0.2 0.05 0.95 0.976 0.22 0.222 0.438 19.55 0.052
9 1 0.2 0.04 0.96 0.98 0.20 0.201 0.397 17.72 0.054
10 2 0.1 0.01 0.99 0.995 0.1 0.100 0.200 8.90 0.113
11 0.04 | 0.002 | 0.99 0.999 0.04 0.040 0.080 3.56 0.287
12 10 | 0.02 | 0.001 | 0.99 0.999 0.02 0.020 0.040 1.78 0.561

Dupa datele din tabelele 2.1 si 2.2 se construiesc locurile de
transfer ale partii liniare H(jw) si ale neliniaritatii G(A) in acelasi plan,
avand in vedere insemnarile sistemelor de coordonate, care se dau in
figura 2.3. Locul de transfer H(jw) trece prin cadranele 4-3-2, iar locul
de transfer al neliniaritatii se suprapune pe semiaxa reald negativa, care
incepe din zero si tinde catre —oo. Punctul de intersectie al locurilor de
transfer este pe semiaxa reala negativa cu coordonatele (—0.84, j0).

Fisier Comentarii Scale

Scara() =X*1
Scara(Y) =Y™*1

————
| Indicator Mycro MNMycro ] Mycro J Mycro \‘ Ny

43792724 0.4898727

35939254 -0.403195572

28335812 -0.327858166
-1.21022231 -0.262514425
-1.14024448 -0,205960345
-1.07357537 -0.157123646
-1.01028173 -0.115052733

-0.0789055914

Avritmetic «| ] B Puncte | Comentarii l‘;{uovmahs] 4 Stergere lesire J

Fig. 2.3. Locurile de transfer ale partii liniare si ale neliniaritatii
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Pentru neliniaritatile neunivoce numarul 3 si 4 din tabelul A3.1
Anexa 3 locul de transfer invers G (4) este o functie complexa si pentru
a calcula si construi locul de transfer invers se aduce la forma:

11 bW +jg@
N@) ~ b)) - jg(A)bA) +jgA)

___ b® . b&) g o
T T i@ rarer@ b'(A) - jg'(4),

G(A) =

' b(4)
unde b (A) = m

partea imaginara.

b(A)

este partea reald si g'(A) = i)

2.5 Analiza stabilitatii absolute a sistemului
neliniar dupa criteriul Popov

Pentru analiza stabilitatii absolute a sistemului neliniar cu
aplicarea criteriului Popov se utilizeaza functia de transfer a partii
liniare (2.1), care este stabild si se cere ca coeficientul de transfer a
acesteia sa fie unitar k = 1:

H(s) = H'(s)Hz(s)H3(s) = (H1(s)Hs(s) + Ha(s))Hz(s)H3(s) =

_ k2k3 (k1k5 + k S) _ kzk3k4T152+k2k3k4S+k1k2k3k5 _
T (Tps+1)(Tss+1) “Tys+1 427 = (T15+1)(T25+1) (T3s+1) -
2

_ cp5°+c1S5+cy _C(

=k——— = —=, (2.30)
d35 +d;,s +d15+d0 D(S)

unde coeficientii au semnificatia:

kl=k1k2k3k5=2*5*1*1=10,
ot 10 c 2.5 [s 5

C6=—0=—=11Ci=—1=—=0_25,cé =—2=—=05,
k; 10 k; 10 k; 10



dO=1,d1=T1+T2+T3=5+3+8=16,

dz :T1T2+T1T3+T2T3:5*3+5*8+3*8:79,

d3 = T1T2T3 = 5 * 3 * 85 == 120

Coeficientul k; este atribuit coeficientului de transfer al
neliniaritatii.

Din expresia (2.30) se prezenta functia de transfer a partii liniare

cu coeficientul de transfer k = 1:

cys%+cis+ch _C4(s)
353+d252+d1$+d0 D(S) ’

H(s) = d

(2.31)

Expresia (2.31) se transforma in domeniul pulsatie, utilizand
substitutia s = jw si se prezinta ca locul de transfer al partii liniare:

H(jw) = cs(jw)?+cq jw+c _ —cjw?+jciw+c] _
d3(j(.l))3+d2(j(l))2+d1j(l)+d0 —jd30.)3—d2(l)2+jd1(.0+d0 -
(—cjw?+ch)+jciw (do—dr0?)—j(d10—d303)

T (do—d202)+j(d1w-d303) (dg—dzw?)—j(diw—d3z03)

p1w*—prw?+p; q10°—q03+q3w

= bt thietthnetin; ) biesthyetrhsetin, — L (@) ~JQ(w),
P(w) = p10*-prw?+ps 0(w) = q1w°—q,w3—qz 2.32)
by w®+byw*+b3w?+by’ bywb+byw*+bsw2+b,’ ¥

unde coeficientii au semnificatia si se calculeaza valorile numerice:
p1 = c3dy, — c1d3; = 0.5-79 —0.25-120 = 39.5 — 30 = 9.5,
P, =cody, +cpdy —cid; =1-794+05-1—-0.25-16 = 74.5,

p3:C6d0:1'1:1,
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q1 = c3d; = 0.5-120 = 60,

q, = cyds + c1d, + c3dy =

=1-120+0.25-79+ 0.5-16 = 147.75,

qs = cody +cidyg =1-16+0.25-1 = 16.25,

b, = d3 = 120? = 14400,

b, = d3 —2d,d; = 79% —2-16- 120 = 2401,

by =d? —2dyd, =162 —-2-1-79=098, b, =d3 =12 =1.

Se prezinta locul de transfer modificat al partii liniare, inmultind
numaratorul partii imaginare a expresiei (2.32) la w si utilizand datele

numerice ale coeficientilor calculati se obtine locul de transfer
modificat:

H*(](l)) — P1w*—p0+p3 _ 410°-q20°-q30 —
b1(1)6+b2(1)4+b3(1)2+b4 b1w6+b2(o4+b3(02+b4
p10*—prw?+p; . q10°—qw*—q3w?

= P(w) —jQ"(w),
(2.33)

- b1m6+b2(.04+b3u)2+b4 o b1w6+b20)4+b3w2+b4
care in forma numerica sunt:

60w®—-147.75w*+16.25w>2
14400w6+2401w4+98w2+1’

9,5w*-74.5w2%+1
14400w6+2401w*+98w2+1’

P(w) = Q" (w) =

Pentru a construi locul de transfer modificat H*(jw) se variaza
valoarea lui @ = 0+ 0o si pentru fiecare valoare a lui w se calculeaza
valorile partii reale P(w) si imaginare Q*(w) si datele obtinute se
introduc in tabelul 2.3, dupa care se construieste in scara respectiva
locul de transfer al partii liniare modificate a sistemului neliniar.
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Tabelul 2.3. Calculul locului de transfer modificat al partii liniare
%) 0| 01 0.2 0.3 0.4 0.5 1
P(w) | 1]0.109 | 0.043 | -0.144 | -0.079 | -0.043 | -0.004
Q*(w) | 0] -0.07 | -0.04 | -0.01 0.007 | 0.010 | 0.004

Dupa datele din tabelul 2.3 se construieste locul de transfer
modificat H*(jw) al partii liniare (fig. 2.4).

)
Indicatar MycTto Mycro Mycro Mycro ‘ X ‘ \‘ ggg:gm :ﬁi%]ﬂ%%%%%

‘ & Tourwm ? =
OkHO NpocmoTpa rpagukos  Onuwmn

‘ X [ ~

|

-0.0950366156 -0.0078305531 4
0,0993733019 -0,00479388905
-0.0840451184 -0.00214377566
L 9,93843225E -5
-0,0743097646 0,00200419113
-0,063381654 0.00360304428
0.065727897 0.00495286685
0.0618340391 0.00606975512
-0.058185632 0.00633355821
0.0547624431 0.,00773839323

Aritmetic 4 » = Puncte ‘ Comentarii ‘ B Normalis ‘ “d Stergere | lesire |

Fig. 2.4. Locul de transfer modificat al partii liniare

Se determind punctul de intersectie al locului de transfer
modificat H*(jw) cu semiaxa reald negativa a absciselor. Pentru aceasta
admitem Q*(w) = 0 si se determina radacinile acestei ecuatii:

Q*(w) = 60w°® — 147.75w* + 16.25w? = 0,
w1, =0, w34 = £1.532, w5 ¢ = £0.3397.

Pentru valoarea lui w = 0.3397 se calculeaza valoarea partii
reale:

9.5w*-75.5w2+1
144000w%+2401w*+98w2+1

P(w) = | w=03397 = —0.1125.

Se determina coeficientul de transfer al sistemului deschis:
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k =kik, =10-70 = 700,

unde coeficientul neliniaritatii se determind dupa datele initiale:
k,=c/b=14/0.2 =70.
Etapa urmatoare consta in determinarea coeficientului:
ko =-1/k =-1/700 = —0.00143.

Pe semiaxa reald negativd se determina punctul critic al
sistemului cu coordonatele (—1/k,j0), care este situat la dreapta de
punctul (—0.1125, jO) de intersectie a locului de transfer modificat
H*(jw) cu semiaxa reald negativa.

Astfel, se constata faptul ca prin punctul critic cu coordonatele
(—1/k, j0) nu se poate duce o dreapta Popov la curba H*(jw) astfel ca
locul de transfer modificat al sistemului sa fie situat la dreapta de
dreapta Popov si rezultd ca sistemul automat neliniar nu este absolut
stabil.

2.6. Simularea si analiza stabilitaitii si performantelor
sistemului neliniar

Se simuleaza sistemul automat neliniar dupa schema structurala
din figura 2.5 cu datele numerice din tabelul 5.1 in pachetul KOPRAS
[4], iar schema de simulare se da in figura 2.5.

e T
A S TS —

Blocul vizuaizan Procssulul tranzrony l'l'l'l'“'| Biocul caractansticor I fracventa

Biocul vizuailzari Procssulul tranzitoriu
1 . : K .
¢ R ——— [ @
- Te=1

Elsmant apariodic IRsau cu 20 wturate Elementaperiogic  Element apark Biocul vizualizan Procssuiul tranzito
L
Teel

Elemant derivativ real Biocul Planul fazsior

Fig. 2.5. Schema de simulare a sistemului neliniar in KOPRAS
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Procesul tranzitoriu oscilant al sistemului la conditiile initiale
X10 = 10 si x5, = —8 (r = 0) este dat in fig. 2.6, a si la conditiile
initiale x;¢ = 10 si x5 = —8 (r = 1(t)) este dat in fig. 2.6, b.

tucro | | _nucre | | tocve | [Sufes] <100

MNumber11 MNuycto Mycro MNucro | MycTo @ | = |

Avritmetic < » | 1= Puncte | comentarii B rormalis | A Srergers lesire

b)
Fig. 2.6. Procesele tranzitorii ale sistemului neliniar:
a) la conditiile initiale x;o = 10 si x5y = —8, (r(t) = 0);

b) la conditiile initiale x;y = 10 si x5 = —8 (r(t) = 1(t)).

Traiectoria de faza a sistemului automat neliniar la conditiile
initiale x;9 = 10 si x,o = —8 este prezentatd in figura 2.7, a, iar la
conditiile initiale x;o = 18 si x,o = —20 este data in figura 2.7, b.

Analizand traiectoriile de fazd si procesul tranzitoriu ale
sistemului automat, se constatd cd in sistemul neliniar se stabilizeaza
ciclul-limita stabil, deoarece traiectoriile de faza, care pornesc de la
conditiile initiale (x;o = 10 si x5 = —8) din interiorul ciclului-limita
si din afara ciclului-limita (x;, = 18 si x,, = —20) converg la ciclul-
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limitd stabil. Procesul tranzitoriu al sistemului neliniar prezinta oscilatii
simetrice stabilizate cu perioada oscilatiilor T = 14.1 s si frecventa:

w=2=21_ 445451
T 14.1

Parametrii oscilatiilor stabilizate sunt: amplitudinea pozitiva
A; = 14.9357 si amplitudinea negativa A, = —15.1298.

[Mumber:14 MycTto rycro | rnycro | Mycto @,

Aritrnetic < | _» | = puncte | comentarii EZ pormalis | 4 Stergere Igsire

a)

Number: 14 Mycto Mycto Nycto | MNycto [EE S

Scara(y) =¥ =1

Aritmetic < | » | = puncte | comentarii| EZ pormatis | <4 Stergere lesire
b)
Fig. 2.7. Traiectoriile de faza ale sistemului automat neliniar:
a) la conditiile initiale x;o = 10 si x5 = —8,
b) la conditiile initiale x;q = 18 si x5 = —20

Timpul de stabilizare al oscilatiilor este tgx = 70 s la conditiile
initiale x;5 = 10 si x,, = —8 (semnalul de intrare r(t) = 0), iar la
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aplicarea semnalului de intrare r(t) = 1(t) timpul de stabilizare al
oscilatiilor creste pana la tg; = 105 s (S-a marit de 1.5 ori).

Ciclul-limita al traiectoriei de faza are parametrii amplitudinea
A = 15 si pulsatia w = 0.4454 s71,

2.7 Analiza stabilitatii sistemului
neliniar cu element integrator

In discutie se ia structura sistemului automat neliniar din figura
2.1 cu elementele dinamice indicate, dar se substituie elementul cu
inertie cu f.d.t. H3(s) cu un element integrator.

In structura sistemului se efectueazi transformirile respective
ale partii liniare si se determina f.d.t. care va avea forma:

H(s) = (Hy(s)Hs(s) + Hy(s))Ho(s)Hs(s) =

_ ( k1k5 k ) k, _ k4_T152+k4_S+k1k5 k _
Tys+1 42 ) T35(Tys+1) Tys+1 S(Tys+1)
cos?+cisi+c, cosP+eisite c(s)

= (2.34)

T S(Tys+1)(Tes+1)  dos3+dis2+sd,  sD(s)’

unde k = k,/Ts, coeficientii ¢y, ¢; sunt exprimati prin k, kq, kg, ks, iar
coeficientii dy, d;, d, sunt exprimati prin conctantele de tomp T, T>.

Pentru partea liniard cu f.d.t. (2.34) care contine element
integrator si, deci este instabild, nu poate fi aplicat criteriul de stabilitate
absoluta in forma prezentati. In acest caz, la partea liniard se aplica o
reactie negativa rigida cu un coeficient de transfer cu o valoare mica
arbitrarda r >0 si se utilizeaza relatia (1.36), determinand f.d.t.
echivalenta H,(s) a partii liniare si relatia (1.37) pentru transformarea
neliniaritatii:

C(s)
__HG) _ b _ € Ce®
He(s) = 14+7H(s) 1+r% T SD(s)+71C(s)  De(s) (2.35)
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unde C,(s) = C(c) si D,(s) = D(s).

In continuare, pentru functia de transfer echivalentd H,(s) se
aplicad procedura de verificare a stabilitatii absolute a sistemului automat
neliniar dupa criteriului de stabilitate absoluta Popov expusa mai sus.

In fig. 2.8 se di structura sistemului neliniar cu element
integrator a), procesul indicial b) si traiectoria de faza c).

Biocul ViEUANZA Procesulul tranzitonu ll{ll"hlll TIAII !
Biocul vizuatizans |
= 7 a |® —
€ b

©u ZONa 08 InsensiDll Element apsriodic  Element Integri Biocul vIZUSIZan Procssulul tranzitony

&} Privirea diagrame lor: @asoban NACCKOCTE = >

Fisier Comentarii Scale

[rurmber 14 MNycto MycTo Mycro | Nucro | @ | < 22;:;83:{;1‘,“

C
Fig. 2.3. Sistemul neliniar cu element integrator
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3 SISTEME AUTOMATE CU ESANTIONARE

3.1 Ecuatia cu diferente finite si ecuatia
recursiva a sistemului cu esantionare

Sistemul automat discret este alcatuit din unul sau mai multe
elemente discrete, la iesirea carora semnalul este prezentat in timp
discret ca o succesiune de impulsuri si elemente continue liniare si/sau
neliniare semnalele carora sunt in timp continuu. Elementul discret este
elementul la intrarea caruia se aplica semnalul continuu, iar la iesirea lui
se obtine semnalul discret. Procedura de transformare a semnalului
continuu x(t) in semnal discret se numeste cuantizare sau discretizare
[1, 5-12, 14-17].

Discretizarea in domeniului timpului se numeste esantionare,
care se realizeaza cu un element de esantionare - esantionatorul.

Operatia de esantionare transforma semnalul continuu X(t) Tntr-o
succesiune de impulsuri ideale (tren de impulsuri) x(kT), la care
parametrii impulsului amplitudinea, durata sau perioada de esantionare
este functie de amplitudinea semnalului de intrare continuu la
momentele de esantionare.

Succesiunea de impulsuri ideale, prin utilizarea elementului de
retinere formeaza impulsuri dreptunghiulare pe durata perioadei de
esantionare cu durata impulsului t; =T si amplitudinea egald cu
valoarea semnalului de intrare de la momentul de esantionare si, n
aceste cazuri, elementul de retinere se numeste element de formare sau
de memorare cu f.d.t. de forma:

Hpp(s) =5 (1= ™). (3.1)

Deoarece fixarea valorii instantanee a semnalului la nivel constant
la iesirea elementului de retinere (ER) pe durata impulsului t; =T
poate fi tratatd ca o operatie de extrapolare cu polinom de ordin zero si
atunci elementul ER se numeste extrapolator de ordin zero sau element
de retinere de ordin zero (EROZ).
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Pentru descrierea dinamicii sistemului cu discretizare la actiunea
semnalelor externe se utilizeaza ecuatia cu diferente finite (care este un
analog al ecuatiei diferentiale) de forma:

cpA™x (k) + 1 AV 1x (k) + - Ax (k) + cox (k) =
= dp A™u(k) + dp_ 1 A™ Yu(k) + -+ diAu(k) + dou(k), (3.2)

unde u(k) este o functie discretd cunoscuta (intrarea), x(k) - functia
discreta calculata, care prezinta solutia ecuatiei cu diferente finite, iar
Co, Cp, $1 d, dyy, sunt coeficienti constanti.

Operatiile cu ecuatia cu diferente finite sunt dificile si atunci se

utilizeaza ecuatia recursiva de forma:
ax(k+n)+ap_x(tk+n—-1)+-+a;x(k+1) +apx(n) =

=bpulk+m)+ by qutk+m—1)+ -+ by u(k +1) + byu(k),
(3.3)
care permite a calcula valoarea lui x(k) la momentele de timp k = 0
dupa valorile precedente cunoscute ale lui u(k), u(k — 1), ..., u(m —
—1) si k valori precedente cunoscute ale lui x(k — 1), x(k —2), -,
x(k — n), care prezinta conditiile initiale. Coeficientii ay, @, si by, by,
din (3.3) se exprima prin coeficientii ¢y, ¢,, si dg, .

3.2 Schema structurala si functiile de transfer
ale sistemului cu esantionare inchis

Se considera structura sistemului din Tn figura 3.1 cu elementele:
esantionatorul ideal EDI si fictiv (linia intrerupta la iesire) cu perioada
de esantionare T, elementul de retinere cu f.d.t. Hggz(s), partea liniara
cu f.d.t. H;(s), in reactie este un element liniar cu f.d.t. H,(s) si asupra
sistemului actioneaza semnalul de referinta r(t).

Partea liniara cu elementul de retinere sunt inseriate si se obtine
f.d.t. a conexiunii:
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Hy(s) = Hgr(s)Hq(s). (3.4)

—=»
r®) e X €@ £(KT) G

d Hgg (s) P Hy(s) v(t)
H,.(s)

Fig. 3.1. Schema structurala a sistemului cu esantionare inchis

La intrarea esantionatorului ideal actioneaza semnalul erorii:

e(®) = r(t) =y () (3.5)
sau in formad discreta si transformata z:

e (t) = (1) = y7 (), (3.6)

e(2) = 1(2) = y(2). (3.7)

Se determina f.d.t. discretd a sistemului deschis (3.4) prin
marimea de iesire in forma:

y(2) = Z{Ha()e(z) = =22 {22 e(2) = Hy(2)e(2),

y(@) _ _Ct®
D = H;(2) = 5D (3.8)
Se calculeaza semnalul reactiei:

y(z) = 22 {2 O o(2) = H(2)e(2). (3.9)

Se determina marimea de iesire discreta a sistemului inchis:
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y(z) = Hy(2)e(z) = Hd(Z)(T'(Z) — yr(z)) =
= Hy(2)r(2) — Hy(2)y,(2) = Hy(2)r(z) — Hy(2)H(2)e(z) =

= Ha(Dr(2) = Ha(DH (@) 1275 = Ha(Dr(2) = H(@)y(2) (3.10)

sau dupa transformarea expresiei (3.10) se obtine f.d.t. a sistemului
nchis in forma:

y(2)(1+ H(2)(2)) = Ha(2)1(2),

=21 ©))

_ Hy(@) —
y(2) = r(2) 1+Z;—1Z{§(H1(S)Hr(5))

1+H(2)

}r(Z) = Ho(2)r(2),

z-1,(1
y(@) _ _ 72{;(H1(S))} __B(2)
o~ Mo(@) = 2z ()] A (3-11)
Se determina f.d.t. discreta a erorii sistemului inchis, pornind de
la (3.7) si dupa unele transformari se obtine:

e(z) = 1(2) = y(2) = r(2) — H(2)e(2),
e(z2)(1+ H(2)) =r(2),

1 __ Bg (2)

g(z) _ _
He(z) = 1+H(z) 1+Z;—1z{§(H1(s)Hr(s))}_As(z)'

r(z)

(3.12)

Daca reactia este unitard H,(z) = 1, atunci f.d.t. discretd a
sistemului inchis si a erorii vor avea formele:

Hy(z) = X2 = T2 e @

(2) 1+Z;—1Z{§(H1(S)Hr(s))} T 1+H(z)  A(2) (3.13)
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&(z) _ 1 1 Be(2)

He(z) =75 = ()] | HHE A

(3.14)

Functiile de transfer (3.13) si (3.14) in transformata z se
determina, calculand functiile de transfer din transformata Laplace s in
transformata z aplicand tabelul A4.1 din Anexa 4.

3.3 Analiza stabilitatii sistemului automat cu esantionare

Pentru analiza stabilitatii sistemului Cu esantionare se utilizeaza
ecuatia caracteristica in transformata z din (3.13) de forma:

A(z) = apz"+az" 1+ +a,=0. (3.15)

Pentru stabilitatea sistemul automat inchis cu esantionare este
necesar si suficient ca toate radacinile ecuatiei caracteristice (3.15) dupa
valoare absoluta sa fie mai mici ca unitate |z;| < 1, iar in planul
complex z al radacinilor toate radacinile ecuatiei caracteristice sa fie
alocate Tn interiorul cercului unitar cu centrul in origine [1, 6, 8-12,
14,16].

Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice (3.15) vor exista
una sau mai multe radacini |z;| > 1, atunci sistemul automat cu
esantionare este instabil.

Daca printre radacinile ecuatiei caracteristice (3.15) vor exista
una sau mai multe radacini |z;] = 1, atunci sistemul automat cu
esantionare este la limitd de stabilitate, iar in planul complex al
radacinilor cercul unitar este limita de stabilitate a sistemului.

Pentru verificarea stabilitdfii sistemului automat cu esantionare
dupa ecuatia caracteristica (3.15) se pot utiliza criteriile algebrise de
stabilitate Routh si Hurwitz. In tabelul 3.1 se dau conditii necesare si
sufuciente de stabilitate ale sistemului automat cu esantionare conform
criteriului Hurwitz, exprimate prin coeficientii initiali ai ecuatiilor
caracteristice de gradul 1, 2, 3, 4 ale sistemului cu esantionare si
determinantii respectivi [17].
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3.4 Performantele sistemului automat cu esantionare

Pentru analiza performantelor sistemului cu esantionare se
calculeaza din expresia (3.13) marimea de iesire in forma operationala

Tabelul 3.1. Conditii de stabilitate pentru sistemul discret

Gradul
ecuatiei Conditii de stabilitate
caracteristice n
1 Ay=apg+a; >0
Aj=ay—a; >0
2 Ay=ag+a;+a, >0

Ai=ag—a;+a, >0

A =2(ag—ay) >0

3 Ay=ag+a,+a,+az3 >0

A =3(ap—az)+a; —a, >0

A, =3(agtaz) —a;—a, >0

Az =ap—a;+a,—az >0

A= A4, —Ag4A3 >0

4 Ay=ag+a,+a,+az+a, >0
Ay =4(ag—ay) +2(az—a) >0
A, =6(ag+ay) —2a, >0

A; =4(ag—ay) +2(ay —az) >0
Ay=a9—a,t+a,—az+a, >0
A= A4, —AgA3 >0
Ay=AjA; — AgAs = AsA, — A2A, >0

in functie de marimea de intrare treapta unitara discreta:

_ _B@ 3
y(z) = Hy(2)r(2) = @r(z) =

_ boz™+byz™ 14 tbpy_1z4+by

apz"+az" 1+ +an_1z+an,

r(z),m<n (3.16)

sau in forma;

54



y(2)A(z) = B(2)r(2),
y(2)(apz + a;z" 1+ -+ a,_1z+a,) =
= (bgz™ + byz™ Y + -+ b1z + bpy)1(2). (3.17)

Tn expresia (3.17) se deschid parantezele si se obtine expresia in
operatori z cu avans:

apz"y(2) + a, 2" y(2) + -+ ay-12y(2) + any(2) =
= boz™r(z) + byz™ r(2) + -+ + byy_12r(2) + b, r(2). (3.18)
Aceasta forma nu este posibil de realizat si atunci se transforma

n operatori cu Tntarziere z =1, impartind toti terminii din stinga si dreapta
la ayz"™ si se obtine forma care se realizeaza:

1
y(@) +— (a2 y(2) + - + 12" "y (2) + anz™y(2)) =
0

= ai (boz™ ™ (2) + bz 1M1 (2) + - + bz r(2)). (3.19)
0

Expresia (3.19) se transforma in domeniul timpului discret in
ecuatie cu recurenta de forma:

1
y(kT) + ” [ay((k = DT) + -+ ay((k —m)T)] =

= ai [bor(k+m —n)T) + byr(k+m—-1—-n)T) + -+
0

+b,,r((k — n)T)]. (3.20)

Pentru a calcula marimea curentd y(kT) din (3.20) se impart toti
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termenii expresiei la coeficientul a, si componentele marimii de iesire
la pasii anteriori se trec in partea dreaptd cu inversarea semnului si se
obtine expresia de calcul in forma:

y(KT) = = =3 ay((k = DT) + X bir ((k = DT). (3.21)

Marimea de iesire discretd curentd y(kT) se calculeazd cu
valorile curente si anterioare ale marimii de iesire si ale marimii de
referinta la pasul respectiv de esantionare si prezinta procesul

tranzitoriu al sistemului automat cu esantionare.
Exemplul 3.1. Se da f.d.t. discretd a sistemului inchis cu coeficientii cunoscuti
de forma:

B(z) _ boz3+b1z%+byz+b3
A(z)  agz*+aq z3+azz2+azz+a,’

Hy(z) =

Se cere sa se prezinte ecuatia recursiva a sistemului.
Solutionare. Se determind expresia marimii de iesire in forma operationala:

Hy(2) = B(z) _ boz3+by1z%+byz+bs _ y(2)
0 A(z)  apzt+aiz3+azz?+azz+a,  1(z)

y(2)(apz* + a1z3 + ayz? + azz + a,) =

=1(2)(byz> + by z* + bz + b3),

agz*y(z) + a,23y(2) + a,z%y(2) + azzy(2) + a,y(z) =
= boz31(2) + b12%7(2) + byzr(z) + by (2).

Ultima expresie se prezinti in operatori cu intarziere z~! impdrtind toti termenii
din stinga si dreapta la termenul aoz* (astfel se obtine coeficientul a, = 1):

V@) + aio (a2 9(2) + 0,22y (2) + asz=y(2) + a2~y (2)] =

= ai [boz™r(2) + byz7%7r(2) + bz 731 (2) + b3z~ *r(2)].
0

Aceastd expresie se prezintd ca ecuatie recurentd in domeniul timpului discret Tn
forma:
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y(T) = ~22y((e = D) = 2Zy((k = D7) -

b
—Z—zy((k ~3)T) - Z—zy((k —OT) + a—Zr((k —DT) +

+27((k = 27) + 2r((k = 3T) + 21 ((k = ),

unde T este perioada de esantionare care se determina in functie de proprietatile de inertie
ale obiectului de reglare.

Dupa ecuatia recurentd, pentru valorile k = 0, 1, 2, 3, ... la valorile cunoscute ale
parametrilor @, @, si by, b5 si valorile cunoscute ale semnalului de intrare la momentele de
esantionare 7 (0), (1), r(2), r(3), r(4) se calculeaza valorile ordonatelor marimii de
iesire la momentele de esantionare y(0), y(1), y(2), ¥(3),..., dupd care se construieste
procesul tranzitoriu al sistemului cu esantionare.m
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4 ANALIZA SISTEMELOR AUTOMATE DISCRETE

4.1 Functia de transfer a sistemului automat
cu esantionare nchis

Pentru a determina modelul matematic al sistemului automat cu
esantionare in structura sistemului neliniar (fig. 2.1) se Tinlocuieste
elementul neliniar cu un element de discretizare, care prezinta o conexiune
serie a elementului ideal de discretizare (EID) cu elementul de retinere de

ordinul zero (EROZ) cu f.d.t. Hgz(s), obtindndu-se schema structurala a
sistemului cu esantionare data in figura 4.1, a.

SZ ’)_I
“»{ EID [—HH,(s)Ha(s) |9
Hy(s)
HS{:S) - ﬂ,:]
U y
H,(s) » EID »| H,(s)H;(s)
Hy(s)™ ' H,(s)
H:(8) |«
5(8) )
u v
H,(s) o> EID [ Hgp(s) > H,(s)Hz(s)

T
Yr

F 3

515

Fig. 4.1. Schema structurala transformata
a sistemului cu esantionare

58



Procedura de transformare a schemei structurale a sistemului se
efectueaza pe etape.

Se considera structura sistemului cu esantionare cu elementele
dinamice cu f.d.t.: H,(s), H,(s), H5(s) care sunt elemente cu inertie de
ordinul unu, H,(s) — element derivator ideal care realizeaza reactia
locala, Hs(s) — element ideal care realizeaza reactia sistemului, Hgg (s)
— elementul de retinere de ordinul zero si descrise de functiile de
transfer:

Hi(s) = Hy(s) = Hy(s) = H4(5) = k45,

-Ts

Hs(s) = ks, Hr(s) = 1“'; , (4.1)

unde coeficientii de transfer k, k,, k3, k4, ks si constantele de timp T;,
T,, T,, T; ale elementelor dinamice sunt aceiasi ca si Tn structura
sistemului neliniar, iar T este perioada de esantionare.

Pentru a determina functia de transfer a sistemului cu
esantionare se fac transfigurari in schema sistemului din figura 4.1, a
transferandu-se sumatorul S, de la iesirea elementului cu f.d.t. H;(s) la
intrarea lui si se introduce f.d.t. inversd Hy'(s) in reactia locald cu
f.d.t. H,(s).

Ca rezultat, reactia sistemului se prezinta ca conexiune paralela
a reactiei locale cu f.d.t. H,(s)H{1(s) si reactia sistemului cu f.d.t.
H:(s) obtinand f.d.t. a reactiei echivalente a sistemului in forma:

T1$+1

Hy(s) = Hs(s)+Hy()HT 1 (s) = ks + kys

_ k4T152+k4_S+k1k5
= o .

(4.2)

S-a obtinut structura echivalenta a sistemului cu esantionare data
infigura4.1, b.
In cazul dat pentru determinarea f.d.t discreta in transformata z a
sistemului automat cu esantionare este dificil, fiindca f.d.t. discreta
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echivalentd explicit nu poate fi calculata.
Eroarea sistemului automat discret inchis se determind prin
relatia:

e(s) =r(s) — y.(s). (4.3)

Tn acest scop se intrerupe circuitul pe canalul direct in punctul L
inaintea elementului ideal de esantionare si se calculeaza transformata z
a semnalului de iesire f(z) a elementului cu f.d.t. H;(s), obtinand
expresia:

f@) = Z{Hy()e()} = Z{Hy()(r(s) = ¥,())} =

= Z{H, (s)r(s) — H () Hygr(s)Hy (s) Hs () H, () f ()} =

= Z{H, (s)r(s)} — Z{Hgp(s)Hy () Hs(s) Hy () Hy ()}f (2) =

= RH,(z) — HggH,H3;H,.H{(2)f (2), 4.4
unde s-a introdus noua variabila transformata z cu substitutia [1, 2]:

e™s = 7. (4.5)

Din (4.4) se calculeazi expresia semnalului f(2):

RH,(z)
1+HgRrH2H3HyHy(2)

f(z) = (4.6)

Se determina transformata z a marimii de iesire a sistemului:

RH1(2)
y(z) = HgrHyH3(2)f (2) = 1+HERH2111:HTH1(Z) HprH,H3(z) =
_ RH1(2)HgrHaH3(z) _ B(2) _ B(2) (4.7)

1+HgrHoH3HyHi(z)  1+41(2)  A(2)
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In expresia (4.7) se calculeaza transformata z de la componenta
numaratorului si componenta numitorului respectiv.

Perioada de esantionare se determind apeland la cea mai mica
constanta de timp a elementelor cu inertie ale sistemului dupa relatia:

T = 0.1min{T1, Tz, T3} (48)

Expresiile B(z) si A;(z) din (4.7) sunt functii de proprietatile
elementelor din structura sistemului cu esantionare din figura 4.1, a.

Tn continuare, pentru structura sistemului (fig. 4.1, ) se analizeaza
modele de determinare a expresiilor B(z) si A;(z) din (4.7) care pot exista
la realizarea proiectului.

4.2 Determinarea polinomului B(z) f.d.t. a sistemului

1. Determinarea polinomului B(z) pentru modelul B1.

Tn continuare, pentru structura sistemului automat cu esantionare
(fig. 4.1, a) in functie de proprietdtile elementelor componente se prezinta
calculul a douda modele de determinare a polinomului B(z) a sistemului,
care nu depinde de f.d.t. H,(s) si Hs(s).

Se determina polinomul B(z) din (4.7) pentru modelul B1 céand
structura sistemului automat cu esantionare, care contine trei elementele
cu inertie de ordinul unu cu f.d.t. H,(s), H,(s), Hs(s) si elementele
ideale cu f.d.t. H,(s) si Hs(s):

2 = Hy(s) = =2 Hy(s) = kys,

Tys+1 Tys+1

Kk
Hi(s) = Tls—il, H,(s) =

H5(S) = k5.

Se calculeaza polinomul B(z) din (4.7) din transformata s in
transformata z utilizand relatiile din tabelul A5.1 Anexa 5 pentru cazul cand
referinta este treaptd unitara si, dupa unele transformari, se obtine expresia
finala:

B(z) = RH,(z)HgrH,H3(2) =
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= Z{H,(s)r(s)} - Z{Hgr(s)H,(s)H5(s)} =

-Ts

=ZWﬂ@ﬂ®yz{i}§—ng%@ﬁ=

1-z71

N

zz{l kq }.Z;lz{—kzk3 }:
s (Tys+1) z S(Tps+1)(T3s+1)

_ kl(l—dl)Z . z—1 {k2k3Z k2k3T2Z k2k3T32 } _
(z-1)(z-d1) z \z-1 (T3-T2)(z—dz)  (T3—T2)(z—d3)

= Z{H, () ()} - Z { = Hy(s)Ha(s)} =

_ 1 {kl(l—dl)kzkgz kl(l—dl)k2k3T22 _ kl(l—dl)k2k3T3Z} _
(z—dq) z-1 (T3-T2)(z—d2) (T3-T2)(z—d3)

_ 1 {COZ+ c1Z czz}_
z—dq \z-1 z-d, z—d3 -

coz(z—dy)(z—d3)+c12(z—1)(z—d3)—c,z(z—1)(z—d;) _
(z-1)(z-d4)(z—d;)(z~d3) N

co(z—d3)(z—d3)+c1(z—1)(z—d3)—c3(z-1)(z—d3) z

(z—-dq1)(z—-d3)(z—d3) z—1

boZz—b12+b2

z3-mqz2+myz—ms

r(z) = 22 4(2), (4.9)

M(2)

unde r(z) =z/(z—1) prezinta semnalul de intrare treaptd unitara
discreta, iar coeficientii d4, d,, d3, g, €1, C3, by, b1, by, my, m,, mz au
semnificatia:

di=e TN d,=e /"2 d, = e /T3,

_ _ kqikak3Ty(1-dy) __ Kkqkak3T3(1-dq)
Co = kikyk3(1—dy), ¢ = TooT, 1 €2 = TaeT,

62



by =co +¢; — ¢y,

by = co(dz + d3) + c1(1 +d3) — (1 + dy),

b, = cqd,d3 + c1d3 — c,d5,

my =dy +d, +dz, m, =d,d, +d,d; +d,dz, my = did,ds.

Exemplul 4.1. Sa se determine expresia lui B(z) din (4.9) pentru modelul B1 cu
datele numerice initiale in cazul cand structura sistemului cu esantionare contine trei
elemente cu inertie de ordinul unu cu f.d.t. H; (s), H,(s), H3(s), iar elementele cu f.d.t
H,(s) si Hg(s) sunt elemente ideale:

_ _ s
Hy(s) = Trs+1 5541 Hy(s) = Tys+1  3s+1’
Hi(s) = 22 H,(s) = ky = 0.4, Hy(s) = ks = 1.

T3 s+1 8s+1

Expresia B(z) din (4.9) are forma:
B(z) = RHy(2)HggH,H3(2) =

=gl ki z7l,f  kiks =
=Z {s (Tls+1)} z Z {S(T25+1)(T3S+1)} -

boz2—b1z+b,

r(z) = B1(2) r(2).

M(z)

z3-mqz2+myz—mg3

Solutionare:
1. Se calculeaza perioada de esantionare dupa relatia (4.8):

T = 0.1min{T;, T,, T3} = 0.1min{5,3,8} = 0.1-3 = 0.3 s.

2. Pentru valorile numerice date ale parametrilor elementelor sistemului se
determina valorile numerice ale coeficientilor din (4.9):

dy = e~T/Ti = ¢=03/5 — 0.9418,
d, = e/ = ¢793/3 = 0.9048,
dy = e"T/Ts = ¢703/8 = 0.9632,

63



Cop = k1k2k3(1 - dl) = 2 " 5 " 0.5(1 - 0.94’18) = 0.291,

_ kikpksTp(1-dq) _ 2%5+0.5%3(1-0.9418) _ 0.873

C1 = (0.1746,
T3-T, 8-3
kikoksTs(1—d;)  2%5%0.5+8(1-0.9418)  2.328
c, = 223 L= = — = 0.4656,
T3-T, 8-3 5

by =cy+ ¢4 —c; =0.291 4+ 0.1746 — 0.4656 = 0,
by =co(dy +d3)+c;(14+d3) —c,(14dy) =

= 0.291(0.9048 + 0.9632) + 0.1746(1 + 0.9632) —
—0.4656(1 + 0.9048) = —0.00051,

b, = cyd,d; + c1d3 — c,dy, =

= 0.291-0.9048-0.9632 + 0.1746 - 0.9632 —
—0.4656 - 0.9048 = 0.0005,

my =d; +d, +d; =0.9418 + 0.9048 + 0.9632 = 2.8098,
m, = dd, +d.d; +d,d; =

= 0.9418-0.9048 + 0.9418 - 0.9632 +

+0.9048 - 0.9632 = 2.6307,

ms = dyd,d; = 0.9418 - 0.9048 - 0.9632 = 0.8208.

Functia de transfer discretd a polinomului B(z) din (4.9) cu valori numerice
respective este:

—by1z+b;

B(2) =

z3-mqyz24myz—ms

r(z) =

_ —0.00051z+0.0005
2z3-2.809822+2.6307z—0.8208

B1(2)
r(z) = I‘;TZZ)T(Z).I

2. Determinarea polinomului B(z) pentru modelul B2.
Se determina expresia polinomului B(z) din (4.7) pentru modelul

64



B2 al structurii sistemului automat cu esantionare cu doua elemente cu
inertie de ordinul unu cu f.d.t. H;(s), H,(s), elementul integrator cu
f.d.t. H;(s), elementul cu f.d.t. H,(s) din reactia locald poate fi element
ideal sau derivator si elementul cu f.d.t. Hs(s) din reactia sistemului
este element ideal:

k k 1 k
Hi(s) = Tlsi-l’ H,(s) = Tzsil, Hs3(s) = Tss = ?3, H,(s) = ky,
H5(S) = k5.

Se calculeaza polinomul B(z) din (4.7) din transformata s in
transformata z utilizand relatiile din tabelul A5.1 Anexa 5 pentru cazul cand
referinta este treaptd unitard discretd si, dupa unele transformari, se obtine
expresia finala:

B(z) = RHy(2)HgrH,H3(2) =

= Z{H,(s)r(s)} - Z{Hgr(s)H2(s)H3(s)} =
_ kq ) 1-e7 TS g, ks) _

=Z {S(T15+1)} Z{ s Tps+1 s } -

_ k1 . 1—2_1 k2k3 _

=Z {S(T15+1)} z { s s(Tzs+1)} -

=2l 5 A\ Fwem) -

_ kl(l—dl)Z . ﬂ{kzk:;TZ _ kzkgTz(l-dz)Z} _
T (z-D(z-dy) z Wz-1)?2  (@-D(-dy) J

— 1 {k1(1—d1)k2k3TZ _ kl(l—d1)k2k3T2(1—d2)Z} —
(z-dy) (z-1)2 (z-1)(z-d>)

1 CoZ Cc1z

= z—d, {(z—l)2 - (z—1)(z—d2)} -
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__coz(z—d3)—c1z(z—1) _ co(z—d3)—c1(z—-1) Z
(z=1)2(z—d1)(z—d3) (z-1)(z-dy)(z-d) z—1

Bl(z

r(z) =2 (Z))r(z), (4.10)

_ Co(Z—dz)—Cl(Z—l) z blz—bz

T (z-1)(z-dy)(z=dy) z—1  z3-myz2+myz—m3

unde r(z) = z/(z — 1) este semnalul de intrare treaptd unitara discreta, iar
coeficientii dq, d,, ¢4, C2, by, b, my{, m,, ms au semnificatia:

dy=e TN d,=e T/,
co = k(1 —dykyk3T, ¢; = k(1 —dy)k,k3T,(1 —d>),
by =cy—cy =k (1 —d)kyksT — k(1 — dy)k,k3T,(1 —dy) =
= ki(1 —dk,k3(T — T,(1 — d,)),
b, =c; —cod, =
= k1(1 —dy)kyksT,(1 — dy) — ke (1 — dy)kyksTd, =
= ki (1 — dkaks(To(1 — dy) — Tdy),
my =1+d; +d,, m, =did, +dq +dy, my =dqd,.

Exemplul 4.2. Sa se calculeze expresia B(z) din (4.10) pentru datele numerice
ale structurii sistemului cu esantionare care contine doud elemente cu inertie de
ordinul unu cu f.d.t. H;(s), H,(s), elementul integrator cu f.d.t. H;(s), iar elementele
cu f.d.t. H,(s) si Hs(s) sunt elemente ideale:

ky 2
Tys+1  5s+1’

kz _ 5
Tys+1  3s+1’

Hi(s) = Hy(s) =

1
H3(3)=a=?=—=—,

H4(S) = k4 = 0.4, Hs(s) = ks =1.

Expresia B(z) din (4.10) are forma:
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B(z) = RH(2)HgrH,H3(2) = Z{l k1 }ﬂz{ kaks }:

s (T1s+1)) z $2(Tys+1)

bz 4p) = BBy,

T z3-myz24+myz—ms T M(2)

Solutionare:
1. Se calculeaza perioada de esantionare dupa relatia (4.8):

T = 0.1min{T,, T,} = 0.1min{5,3} = 0.1-3 = 0.3 s.

2. Pentru valorile numerice date ale parametrilor elementelor sistemului se
determina valorile coeficientilor din (4.10):

d; =e T/ = ¢703/5 = 0.9418,d, = e T/T2 = ¢703/3 = 0,9048,
¢ = kikyksT(1 —dy) =

=2-5-0.25-0.3(1 — 0.9418) = 0.0437,

c, = kikyk3T,(1 = dy)(1 — dy) =

=2-5-0.25-3(1 — 0.9418) (1 — 0.9048) = 0.0416,
b, = ¢; — ¢, = 0.0437 — 0.0416 = 0.0021,

b, = ¢, — c;d, = 0.0416 — 0.0437 - 0.9048 = 0.0021,
my=1+d; +d, =1+ 09418 + 0.9048 = 2.8466,
m, =dyd, +d; +d, =

= 0.9418 - 0.9048 + 0.9418 + 0.9048 = 2.6987,

my = d;d, = 0.9418 - 0.9048 = 0.8521.

Functia de transfer discreta a polinomului B(z) cu valori numerice este:

B(z) = —2202 () =22 =

z3-mqyz24myz—ms M(z)

_ 0.0021z-0.0021
z3-2.846622+2.6987z—-0.8521

r(z).m
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4.3 Calculul polinomului A(z) f.d.t. a sistemului

Tn continuare, pentru structura sistemului automat cu esantionare
(fig. 4.1, @) in functie de parametrii elementelor componente ale sistemului
se prezinta 4 modele de calcul al polinomului A(2) din (4.7).

1. Calculul polinomului A(z) pentru modelul A1. Tn continuare,
pentru structura sistemului automat cu esantionare (fig. 4.1, a) in functie de
parametrii elementelor componente ale sistemului se prezinta 4 modele de
calcul al polinomului A(z) din (4.7).

Se determina expresia A(z) din (4.7) pentru structura sistemului
automat cu esantionare, care contine trei elemente cu inertie de ordinul
unu cu f.d.t. H;(s), H,(s), H3(s), elementul derivativ cu f.d.t. H,(s) si
elementul ideal in reactia sistemului cu f.d.t. Hs(s):

k k k
Hi(s) = Tlsif H,(s) = Tzsi-l’ Hs3(s) = T35—j_1, Hy(s) = kys,
H5(S) = k5.

1. Se exprima A, (z) din (4.7) in transformata s si se obtine relatia:

A1(Z) = HERH2H3HrH1(Z) =

_ Z{l—e_TS k2k3 k4T152+k4S+k1k5 kl } _
- s (Tps+1)(Tzs+1) k4 Tys+1)
= (1 Z—l)Z {k2k3(k4T152+k4s+k1k5)} _
- S(Tys+1)(Tas+1)(Tzs+1) )

Z-lZ {k2k3k4T152+k2k3k45+k1k2k3k5)} _
S(Tys+1)(Tps+1)(Tss5+1) -

zZ

_z-1 { DoSZ+p15+D; } _z-1 {@} .

z 5(qos3+q152+q;5+q3) z Q(s)
—z1 P(s) | _z-1
=Z Z{SQ1 (S)}_ = Z{L(s)}. (4.11)
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unde coeficientii se exprima prin parametrii f.d.t. ale elementelor:

Do = kakzk,Ty, p1 = koksky, p2 = kikyksks,

qo = T1 1513, q1 = T1T; + T1 T3 + T,T5,

q, =T, + T,+T13,q3 = 1.

2. Pentru polinomul caracteristic Q(s) din (4.11) se determina

radacinile:

Q(s) =sQ1(s) =s(Tis + D(Tos + (Tzs + 1) =
= 5(qos® + q15% + q25 + q3) = qos* + q15° + @257 + q35 = 0,

1 1
Sl=0,52=_T_1,S3=_T_2,S4=—T—3. (412)

3. Expresia L(s) din (4.11) nu se poate determina dupa tabele in
z si se prezintd in fractii elementare n s pentru polii simpli ai lui L(s)
din (4.12) in forma:

L(s) = P(s) _ Dos2+p15+p; _ DoS*+D15+P2 —
Q(s)  S(Tys+1)(Tos+1)(Tzs+1)  qos*+q183+q252+q3s
c c c c c c c
=ttt == 4 (4.13)
S—Sq1 S—Sy S—S3 S—Sy N Tis+1 Tys+1 T3 s+1'

unde coeficientii necunoscuti c¢;, €z, €3, C4 reprezinta reziduurile
functiei L(s) Tn polii sq, 55, S3, S, si se calculeaza prin relatiile:

P dQ()
€1 = 53 lsmsy 0(s) = 22, i=1,2,3,4 (4.14)

4. Tn expresia (4.11) culL(s) din (4.13) pentru fiecare
componentd in s din paranteza figurata din tabelul A5.1 Anexa 5 se
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gaseste corespondenta in transformata z si, dupa unele transformari, se
determina expresia A, (z) in forma:

4@ =Ly =Sz {0 g ey e

N Tis+1 Tps+1 T3s+1

_ z—1{clz 2z + c3Z + CaZ }_
Tz lz-1 " T(z-eT/T1) | Ty(z—e T/T2) ' Ty(z—e~T/T3)) —

z—1(ciz chz ciz caz
— {— i x =
z \z-1 z-d, zZ—d, z—d3

— c1(z—d1)(z—d)(z—d3)+ch(z—1)(z—d,) (z—d3) +c5(z—1)(z—d1) (z—d3) +cy(z—1)(z—d 1) (z—d>) —
(z—d1)(z—d3z)(z—d3)

3

V92z3 1122 +v,2-V5

(4.15)

z3-mq,z2+myz—ms’

unde coeficientii au semnificatia:

d, = e T/T1 d, = e T/T2, dy = e T/Ts.
€1 =¢1, ¢ = C3fTy, c3 = ¢3/T3, ¢4 = €4/T3,
Vo = ¢+ Cy+c3+cy,
vy =c(dy+dy+d3)+c;(1+d, +d3) +
+c3(1+dy +d3) +cy(1+dy + dy),
v, = ¢1(d1dy + dids + dyd3) + c3(dyds +dy +d3) +
+c3(did3 + dy + d3) + cy(didy + dy + dy),
vg = ¢;d dyds + cpd,ds + cidyds + c,dqdy,

ml = dl + dz + d3, mz = dldz + d1d3 + d2d3, m3 = d1d2d3.
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Astfel, polinomul caracteristic A(z) al sistemului discret din (4.7)
se descrie de expresia:

V0230122 +v,2-V3

A(z)=1+A4,(z2) =1+ =

z3 —m122 +moz—mg

_ vyzB-viz?+vhz—vi  V(2) (4.16)

z3-mqz2+myz-m3;  M(2)'

unde coeficientii numaratorului sunt:
vy =1+ vy, v; =my +vq,05 =My + v, V3 = M3 + Vs,

Exemplul 4.3. Sa se determine polinomul A, (z) din (4.11) pentru modelul Al
cu datele numerice ale sistemului cu esantionare care contin trei elemente cu inertie de
ordinul unu cu fdt H,(s), H,(s), Hs(s), elementul derivator cu fd.t. H,(s) si
elementul ideal in reactia sistemului cu f.d.t. Hg(s):

2 _ kg 5

Hy(s) = Tys+1  5s+1' Hy(s) = Tys+1  3s+1'

H;(s) = ol = serl’ H4(s) =k, =0.55, Hs(s) = ks = 1.
Rezolvare:

1. Se exprima A, (z) din (4.7) in transformata s si se obtine relatia:

A,(z) = HgrHyH3H - H, (2) =

_ Z{1—e—TS kaks kaT1s2+kas+kiks ki }_
s (T2s+1)(T3s5+1) kq T15+1

=(1-zYH {k2k3(k4T152+k4S+k1k5)} _
S(Tys+1)(T25+1)(T3s+1)

_z-1 {kzk3k4T152+k2k3k4s+k1k2k3k5)} _
Tz S(T1S+1)(Tps+1)(T3s+1) -

_ ﬂz{ Pos?+p15+Ds } _ Zz;lz{is)} = =2 Z{L(s)),

z qos*+q153+q252+q3s Q(s)
unde coeficientii L(s) se exprima prin parametrii f.d.t.:
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dy = e T/M = ¢703/3 = 0,9048,

d, = e /T2 = ¢703/5 = 0.9418,

dy = e /s = ¢703/8 = 0.9632,

Po = kok3k,Ty =5-0.5-0.5-5 = 6.25,

p1 = kyksk, =5-0.5-0.5 = 1.25,

P = kikyksks=2-5-05-1=5,

qo = TyT,T3 =538 = 120,

G =TT, +TiT3 +T,T3=5-3+5-8+3-8=79,
G =Ti+T,+T3 =5+3+8=16,q; = 1.

2. Expresia L(s) se dezvolta in fractii elementare Tn scu coeficientii
necunoscuti:

L(s) = 29 = Pos?+p15+p2 _ __ Pos?+pis+py
Q(s)  s(Tys+1)(Tas+1)(Tzs+1)  qos*+q1s3+qps2+qss

_ A C2 C3 Cyq

+ + :
N Tis+1 Tys+1 T3s+1

Q(s) =s(Tys+ D) (Trs + 1D)(Tys +1) =

= qos* + q;5% + q,5% + q35 = 1205* + 7953 + 1652 + 5 = 0,

s, =0, s, = —Tllz —§= 0.2, s5 = —%: —§= 0.3333,
Sy = ——~=—2=-0125.
Ts 8

4. Se determina derivata polinomului Q(s):
Q(s) = 4qos® +3q,5° +2q,5 +q5 =

= 480s% + 23752+ 325+ 1= 0.
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5. Se determina valorile coeficientilor necunoscuti ¢y, ¢,, 3, ¢, ai dezvoltarii
in fractii elementare pentru polii simpli s;, S,, S3, S, a lui L(s), calculand raportul

polinoamelor L(s) pentru fiecare pol, substituind s=s; (i=1, 2, 3, 4) dupa
relatiile (4.14):

e = P(s1) _ PoS2+p15+D2 | _ 6.25(0)2+1.25(0)+5
17 0(s1) ~ 4qos3+3q152+qps+qz S=51 — 480(0)3+237(0)2+32:0+41 '
_ P(s2) _ Pos2+p15+p2
C2

T 0(s2) | 440s3+3q152+q25+03 |S=52 N

_ 6.25(—0.2)2+1.25(—0.2)+5
T 480(-0.2)3+237(—0.2)2+32(—-0.2)+1

= 20.8333,

_ P(s3) _ Dos®+p1S+p | _
Q(s3)  4qos3+3q1s2+qps+qz °T53

6.25(—0,3333)%+1.25(—0,3333)+5
= ¢ ) +125¢ ) = —4.7543,
480(—0.3333)34237(-0.3333)2+32(—0.3333)+1

_ PGa) _ DoS%+p15+p2
Q(s4)  4q0s3+3q152+q25+q3

Cq

_ 6.25(—0,125)2+1.25(—0,125)+5
480(—0.125)3+237(-0.125)2+32(—0.125)+1

|s=s, = —21.0810.

6. Tn expresia (4.11) cu L(s) din (4.13) pentru fiecare componenti in s din
paranteza figurata din tabelul A5.1 Anexa 5 se géseste corespondenta in transformata
z si, dupa unele transformari, se determind expresia A, (z) n forma:

M@ =L} =z {0 S oy )

+
s Tys+1 Tys+1 T3s+1

_ ﬂ{ﬂ (¥4 + c3z + C4Z }_
Tz -1 T@-eT/T1) | Ty(z—e"T/T2) ' T3(z—e-T/T3)) —

_z-1 {c{z chz n ciz cyz }
z \z-1 z—dq z—dy z—d3

— c1(z—d1)(z—dp) (z—d3)+c5 (z—1)(z—dp) (z=d3)+c5(z—1)(z—d41) (z—d3) +c4(z—1) (z=d1) (z—d3) —
(z—d1)(z—d3)(z—d3)

voz3—v122+v,2-v5

z3-myz2+myz—-m3’

7. Se determina coeficientii din expresia 44 (z):
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g =¢ =5,

¢, = ¢y /T, = 20.8333/5 = 4.1667,

¢t = c3/T, = —4.7543/3 = —1.5848,

¢, =c,y/Ts = —21.081/8 = —2.6351,
Vo=c+cy+ci+cy =

=5+4+4.1667 — 1.5848 — 2.6351 = 4.9468,

vy =¢(dy +dy +d3) +c;(1+dy +d3) +c3(1+dy +d3) +
+c,(1+dy + dy) = 5(0.9418 + 0.9048 + 0.9632) +
+4.1667(1 + 0.9048 4+ 0.9632) — 1.5848(1 + 0.9418 +
+0.9632) — 2.6351(1 + 0.9418 + 0.9048) = 13.8942,

v, =c¢;(dyd, + dyds + dyds) + c3(dyds +dy +ds) +
+c5(dyds + dy +d3)+ci(did, +dy +dy) =

= 5(0.9418-0.9048 + 0.9418 - 0.9632 + 0.9048 - 0.9632) +
+4.1667(0.9048 - 0.9632 + 0.9048 + 0.9632) —
—1.5848(0.9418 - 0.9632 + 0.9418 + 0.9632) —
—2.6351(0,9418-0,9048 + 0,9418 + 0,9048) = 13.0001,

vy = ¢1d,dyds + c3dyds + c3dds + cudid, =
=5-0.9418-0.9048-0.9632 + 4.1667 - 0.9048 - 0.9632 —
—1.5848-0.9418-0.9632 — 2.6351 - 0.9418 - 0.9048 = 4.2089,
my =d, +d, +d; =0.9418 4+ 0.9048 + 0.9632 = 2.8098,

m, = d1d2 + d1d3 + d2d3 =
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= 0.9418 - 0.9048 + 0.9418 - 0.9632 + 0.9048 - 0.9632 =
= 0.8521 + 0.9071 + 0.8715 = 2.6307,
ms = dydyds = 0.9418 - 0.9048 - 0.9632 = 0.8208.

Astfel, polinomul A;(z) in forma numerica este:

V(z) _ voz3-v12%+vz-v3
Ay(z) = L - e

M(z)  z3-mqz2+myz-ms

__ 4.946823-13.894222+13.00012—4.2089
- 23-2.809822+2.63072z—-0.8208

8. Polinomul caracteristic al sistemului cu esantionare este:

3_ 2 _
A(Z) = 1+ 4,(z) = 1 + L& = Doz —niz"vazvs

M(z) z3-myz%+myz-mg3

4.94682z3-13.894222+13.00012—4.2089 _

=1+
23-2.809822+2.63072z—0.8208

_ 5.946823-16.70422+15.63082—4.9293
T 23-2.809822+2.63072-0.8208

2. Calculul polinomului A(z) pentru modelul A2. Se determina
expresia A(z) din (4.7) pentru structura sistemului automat cu
esantionare, care contine trei elemente cu inertie de ordinul unu cu f.d.t.
H,(s), H,(s), H3(s), elementul ideal cu f.d.t. H,(s) si elementul ideal
n reactia sistemului cu f.d.t. Hg(s):

Hi(s) =

Hy(s) = Hs(s) = Hy(s) = ky,

Hc(s) = k.

1. Se calculeaza A;(z) din (4.7) in transformata s si, dupa unele
transfomari, se obtine expresia:

A1(z) = HggrH,H3H Hy(2) =
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Z{1—e—TS kaks kaTiS+ka+k ks kq }_
s (Tus+1)(Tss+1) Ky Tys+1)

z—1 {kzk3k4T1$+k1k2k3k5+k2k3k4} _
S(Ty5+1)(Tos+1)(T3s+1) -

=z { e =7 P = 22 {1(9)), (417)

qos*+q153+qs%+q3s z Q(s)
unde coeficientii se exprima prin parametrii f.d.t. ai sistemului:
Do = kokzk,Ty, p1 = kykoksks + kyksky,
qo = T1TT3, g1 = ThTo + T1T3 + T5T3, q2 = Ty + To+T3, q3 = 1.

2. Pentru polinomul caracteristic Q(s) din (4.17) se determina
radacinile:

Q(s) =s(Tys+ D)(Tes+ 1D)(Tzs + 1) =

= qos* + q;8% + q,5% + q35 = 0,

S Sy = —— (4.18)

15_
R T; T3

= O' = —

S1 S2 T

3. Expresia L(s) din (4.17) nu se calculeaza dupa tabele In z ce

se prezinta in fractii elementare in s pentru cazul cu un pol egal cu zero
si trei poli simpli ai lui L(s) din (4.18) in forma:

L(S) — P(s) — PoS+D1 — PoS+P1 —
Q(s) S(TyS+1)(To5+1)(Tzs+1) qos*+q153+q2s2+q3s

=224 B (419)

5—S; S—S; S—S3 S—S4 s Tis+1  Ts+1  Tzs+1'

unde coeficientii necunoscuti c¢;, €, €3, ¢4 al dezvoltarii in fractii
elementare, care reprezinta reziduurile functiei L(s) n polii sq, s, S3,

76



sS4, se calculeaza prin relatiile:

P(s)
Q(s)

6 =22 () = X2 1 = T4, (4.20)

4. Tn expresia (4.17) cu L(s) din (4.19) cu coeficientii calculati
cu (4.20) pentru fiecare componenta in s din paranteza figurata din
tabelul A5.1 Anexa 5 se gaseste corespondenta in transformata z si
expresia A, (z) se calculeaza prin relatia (4.15).

3. Calculul polinomului A(z) pentru modelul A3. Se determina
expresia A(z) din (4.7) pentru structura sistemului automat cu
esantionare, care contine doud elemente cu inertie de ordinul unu cu
fdt H,(s), H,(s), elementul integrator cu f.d.t. Hs(s), elementul
derivator cu f.d.t. H,(s) 1n reactia sistemului:

k k 1
Hy(8) = 75, Hy(s) = 725, Hy(8) = 7 Ha(s) = ks,

H5 (S) = k5.
Se determinad expresia A;(z) Tn transformata s, care nu poate fi
calculatd dupa tabele Tn z si se dezvoltd in fractii elementare inscu

coeficientii necunoscuti ¢4, ¢,, 3, ¢, Tn forma:

A1(z) = HgrH,H3H Hy(2) =

_ {1—€_TS k, k4_T152+k4,S+k1k5 kq } _
- S T3S(T25+1) kl T]_S+1 -

N

{1—9_TS k2k3 k4T1$2+k4S+k1k5} _
s s5(Tps+1) (Tys+1) -

{ k3k4T1$ +k2k3k45+k1k2k3k5} _
S2(Ty5+1)(Tp5+1) -

{ Pos?+p15+D2 } _ ZZ_lz{@} = ZZ;1Z{L(S)} =

52(qos?+q15+qz) Q(s)
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_z-1 c1 cy C3 Cyq
=Zzf2 gy g ) (4.21)

s2  Tis+1  Tps+1
lar coeficientii se exprima prin parametrii f.d.t. ale sistemului:
Do = kakskyTy, p1 = koksky, p2 = kikyksks,
Qo =TTz, q1 =T1 + T3, q2 = 1.
Pentru determinarea coeficientilor necunoscuti ¢y, 3, €3, ¢4 din

(4.21) paranteza figuratd se aplica metoda dezvoltarii in fractii
elementare n s si se obtine:

Pos®+p15+p2 _G,C, G o G
S2(Tys+1)(Tys+1) s s2  Tys+1  Tps+1

_ 53 (C2T1T2+C3T2+C4T1)+Sz (C1T1T2+C2(T1+T2)+C3 +C4)+S(C1 (T1+T2)+C2)+C1
52(Tys+1)(Tp5+1)

 (4.22)

din care se egaleaza coeficientii de pe langa aceleasi grade ale Iui s din
partea stanga si partea dreapta ale numaratorului si se obtine un sistem
de ecuatii algebrice de forma:

53: C2T1T2 + C3T2 + C4T1 = O,
52: C]_T]_TZ + CZ(Tl + Tz) + C3 + Cqs = Po>
(4.23)
S: Cl(Tl + Tz) + Cy = P1,
s%: ¢, = pa,
care se solutioneaza si se obtin valorile coeficientilor ¢y, ¢,, €3, C4.

Tn expresia (4.21) pentru fiecare componenti in s din paranteza
figurata din tabelul A5.1 Anexa 5 se gaseste corespondenta in
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transformata z si, dupa unele transformari, se determina expresia A (2)
n forma:

A1(Z)=ZZ_—IZ{L(S)}=EZ{2+C—2+ e }=

z s2 s Tis+1  Tps+1

zZ

_ z—1{ c1Tz 2z C3Z + CaZ }
(z-1)2  z-1 Ty(z—e T/T1) ' Ty(z—e~T/T2)

z—1( cyz ciz ciz ciz
= — > + — =
z (z-1) z—=1 z-dy z-d,

_ c1(z—dy)(z—dy)+c5(z—1)(z—d1)(z—dy)+c§(z—1)%(z—dy) +c4(z—1)?(z—d4) _
(z—-1)(z—d1)(z—d3)

_ UoZ3 —17122 +v,Z-v3

(4.24)

z3-myz2+myz—-ms'
unde coeficientii au semnificatia:
dy=e T/, d, = e~ T/T,
c1 =T, ¢ = ¢, ¢5 = ¢3/Ty, €4 = €4/ T,
Vo = C1 + ¢35+ cy,
vy =—ci+c(1+dy +dy)+c3(2+d;y) +c,(2+4dy),
v, = —c1(dy + dy)+cy(did, + dy+dy) +
+c3(1 + 2dy)+c, (1 + 2d,),
vy = —c1dd, + c3dqdy + c3d, + cudy,
my; =1+d, +d,, my =didy, +dq +dy, m3 =did,.

Astfel, polinomul caracteristic A(z) al sistemului discret din
(4.21) se descrie cu expresia:
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V023 -v122+v,2-v3

A(z)=1+A4,(2) =1+

z3-mqz2+myz—mgy

_ vyzB-viz?+vhz—vi  V(2)

(4.25)

T zZ3-myz24+muz-mg  M(z)'
unde coeficientii se descriu pein relatiile:
vy =1+ vy, v] =my +vq,05; =My + vy, V3 = M3 + Vs,

Exemplul 4.4. S se determine expresia A, (z) din (4.21) pentru cazul modelului
A3 cand structura sistemului cu esantionare contine doua elemente cu inertie de ordinul unu
cu f.dt H,(s), Hy(s), elementul integrator cu f.d.t. H;(s), elementul derivator cu f.d.t.
H,(s) si elementul ideal cu f.d.t. Hg(s) din reactia sistemului:

Hy(s) = —2— = >

Tys+1 T 3541

Hi(s) =

T15+1 55+1

1 k 1 0.25
H3(S) :a:f:—:—'

H,(s) =k, =04s,Hs(s) =ks =1,T = 0.3s.

1. Pentru cazul dat expresia A, (z) conform relatiilor (4.21)-(4.24) se dezvolta in
fractii elementare cu coeficientii necunoscuti ¢y, c,, €3, ¢, si pentru fiecare fractie in
transformata s dupa tabelul A5.1 Anexa 5 se géseste componenta corespunzitoare in
transformata z si dupa unele transformari se aduce la forma finala:

A,(z) = HgrHyH3H - H, (2) =

zZ — 1Z {k2k3k4T1$2 + k2k3k4s + k1k2k3k5} _

z s?2(Tys + D)(Tys + 1)

EZ{ Pos?+p1s+p2 } _ Zz;lZ{L(s} _

z s2(Tys+1)(Tos+1)
z-1 1 € c3 [
=Zlz{a+ 2+ 2y = ()
z S s Tys+1 Tys+1
_ z—1{ c1Tz 2z c3z + €4z } _
Tz W@z-1?2 T z-1 Ty@z-eT/T1) | Ty(z—e~T/T2)
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_ z—1{ chz 1z cz + cyz } _
z (z-1)2%2  z-1  z-d; z-d,

_ ci (Z—dl)(Z—d2)+C£ (z—l)(z—dl)(z—d2)+c£ (z—1)2(z—d2)+cl;(z—1)2(z—d1) _
(z-1)(z—dq)(z—d>)

voz3—v122+v,z-v3

T z3-mqz2+myz-m3

2. Se calculeaza coeficientii py, py, p, exprimati prin parametrii sistemului:
Po = koksk,T; =5-0.25-04-5 = 2.5,

1 = kyksk, =5-0.25-0.4 = 0.5,

Py = kikyksks =2-5-0.25-1 = 2.5,
G=TT,=53=15,¢, =T, +T,=5+3=8,q, = 1.

3. Pentru determinarea coeficientilor necunoscuti ¢4, c,, ¢3, ¢, S-a obtinut
sistemul de ecuatii algebrice (4.23) de forma:

53: C2T1T2 + C3T2 + C4T1 = 15C2 + 3C3 + 5C4 = 0,
st T+ c(Ti+T) +es+cy =
(¥)
= 15¢; + 8¢, + ¢c3 + ¢, = 2.5,
S: Cl(Tl + Tz) + Cr = 8C1 + Cy = 05,
s% ¢, = 2.5.

4. Sistemul de ecuatii algebrice ca o forma canonica se rezolva prin metoda
substituirii sau prin formulele Kramer si s-au obtinut valorile coeficientilor:

(S 2.5, Cy = _19.5, C3 = 156.25, Cy = _35.25.

Pentru aplicarea formulelor Kramer din sistemul de ecuatii algebrice (**) se
construieste determinantul sistemului de forma:
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0 15 3 5
_{15 8 1 1
A= 8 1 0 0
1 0 0 O

Se calculeaza determinantii particulari A, A,, A, A, substituind succesiv
coloanele 1, 2, 3, 4 cu coloana formata din coeficientii cunoscuti din partea dreapta a
sistemului de ecuatii algebrice:

0 15 3 5 0 0 35
A—l25 8 1 1f , |15 25 1 1
“los 1 0 o] "> |8 05 0 of

25 0 0 0 1 25 0 0

0 15 0 5 0 15 3 0
A=|15 8 25 1f 5 |15 8 1 25

8 1 05 0" |8 1 0 05

1 0 250 1 0 0 25

5. Se calculeaza valorile coeficientilor expresiei lui A;(z) din (xx*):
d; =e T/t = ¢703/5 = 09418, d, = e 7/T2 = ¢793/3 = 0.9048,

¢ =¢T=25-03=0.6,c; =c, =—19.5,

, _ c3 _ 15625

35.25
C3 = -

=31.25¢, =2 = === —11.75,

Ty 5 T2

vy =c¢; +¢5+cy,=-19.5+31.25-11.75 = 0,
vy=—c+c(1+d +dy)+c32+dy)+ci(24dy) =

= —0.6 —19.5(1 + 0.9418 + 0.9048) +

+31.25(2 + 0.9048) — 11.75(2 + 0.9418) = 0.1002,

v, = —¢1(dy + dy)+cy(didy + di+dy) + (1 + 2dy)+cy (1 + 2dy) =
= —0.6(0.9418 + 0.9048) — 19.5(0.9418 - 0.9048 +
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+0.9418 + 0.9048) + 31.25(1 + 2-0.9048) —
—11.75(1 + 2-0.9418) = 0.1844,

vy = —c1dq d, + c3dqd, + c3d, +c,dy =

= —0.6-0.9418-0.9048 — 19.5-0.9418 - 0.9048 +
+31.25-0.9048 — 11.75 - 0.9418 = 0.0809,
my=1+d, +d, =1+ 09418 + 0.9048 = 2.8466,
m, = dyd, + dy +d, = 0.9418 - 0.9048 + 0.9418 +
+0.9048 = 2.6987,

ms = dyd, = 0.9418 - 0.9048 = 0.8521.

Astfel, polinomul caracteristic A(z) al sistemului discret din (4.21) se descrie
prin expresia:

AZ) =1+A4,() =1+ v9z3-v1224v,2-v5 _ vz3-vizi+vpz—vy _ V(2) (4.25)

z3—-myz2+muz—ms  z3-myz2+maz—-mz  M(z)'
unde coeficientii se descriu prin relatiile:
vy=14+v,=14+0=1,
vy =my +v; = 2.8466 + 0.1002 = 2.9468,
vy =m, + v, = 2.6987 + 0.1844 = 2.8831,
vy =mg + v; = 0.8521 + 0.0809 = 0.9330.

Astfel, polinomul caracteristic A(z) al sistemului discret din (4.7) cu modelul
A2 se descrie prin expresia:

14+4,(2) =1+ voz3-v1z34vyz—v3
1 = -0 1f TR —

z3-myz24+myz-ms

V() _
M@z

A(z) =

_ vz3-viz%+vhz—v]  z3-2.946842%+2.88312-0.9330

z3-mqz24+myz—mgy 2z3-2.846622+2.69872—0.8521
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4. Calculul polinomului A(z) pentru modelul A4. Se determina
expresia A(z) pentru modelul A4 din (4.21) pentru structura sistemului
automat cu esantionare, care contine doud elemente cu inertie de
ordinul unu cu f.d.t. H,;(s), H,(s), elementul integrator cu f.d.t. H3(s),
elementul ideal cu f.d.t. H,(s) si elementul ideal in reactia sistemului cu
f.d.t. H5(S):

k k 1
H1(S) = Tlsi-l’ Hz(s) = Tzsil’ H3(S) = E’ H4(S) = Ky,
Hs(s) = ks.

1. Se calculeaza A;(z) din (4.7) din transformata s n transformata
z utilizand relatiile din réndul 21 din tabelul A5.1 Anexa 5 si, dupa unele
transfomari, se obtine expresia finala:

A1(z) = HgrH,H3H Hy(2) =

_ {1—e—TS ko, kaTis+ka+kks kq }_
- s Tas(Tps+1) ky Tys+1

_ Z{l—e_TS k2k3 k4T1$+k4+k1k5} _
- s s5(Tps+1) Tys+1

Z-lZ{kzk3k4T15+k2k3k4+k1k2k3k5} _ z—-1 { k(T0$+1) } _

z $2(Ty5+1)(Tps+1) z S2(T15+1)(Tos+1)
_ ﬂk[ Tz (TO_Tl_TZ)Z _ (Tl_TO)Z _
Tz (z—1)2 z-1 ((T2/T1)-1)(z—d1)
_ (T,-Ty)z ] _ ﬂ[ 1z C2Z  C3Z  C4Z ] _

(T /T)-1)(z—-dz)  z “(z-1)2  z-1 z-d; z-dp°

— c1(z—d1)(z—dz)+c2(z—1)(z—d1)(z—dy)—c3(z—1)% (z—dp)—c4 (z—1)?(z—d;) —
(z—-1)(z-dq)(z—d>)

_ V0Z3

—v1z24vz—v3 _ V(2)
T zZ3—-myz24+muz-ms  M(2)' (4.26)
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unde coeficientii se exprima prin parametrii f.d.t. ai sistemului:

k4T
k = k2k3(k4+k1k5), TO = m,

dl = e_T/Tl, dz = e_T/TZ,

k(T1—To) _ k(T2—-Ty)

1=kl ¢ = k(To =T = T2), & = (. 7n5 75 €4 = (-1

Vg =C1+Cy —C3 —Cy,
vi=c—C(1+di+dy)+c3(24+dy) +c(2+dy),
v, = —c;(dy + dy) + c,(dydy + di+d;) —

—c3(1+ 2d,) — ¢ (1 + 2dy),

V3 = 1d dy — cpd dy + c3d, + c4dy,

my =1+d,+d,, my =dyd, +d, +d,, my =dqd,.

Exemplul 4.5. Sa se determine expresia A, (z) din (4.26) pentru cazul modelului
A4 céand structura sistemului cu esantionare contine doud elemente cu inertie de ordinul unu
cu f.d.t. H,(s), H,(s), elementul integrator cu f.d.t. H;(s), elementul ideal cu f.d.t. H,(s)
si elementul ideal cu f.d.t. Hz (s) din reactia sistemului:

_ ke 2 _ k2 _ 5
Hy(s) = Tys+1  5s+1' Hy(s) = Tps+1  3s+1'
1 k 1 0.25
H3(S) =—=—3=—=—,

T3s s 4s N
Hy(s) =k, =0.4,Hs(s) = ks =1,T =0.3s.

Rezolvare:
1. Expresia A, (z) din (4.26) in transformata z este:

A,(z) = HgrHyH3H H,(2) =
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I
N

T3S(Tps+1) k1 Tys+1

{1 ky  kaTis+ka+kiks ki }_

1-e7 TS kyks k4T1s+k4+k1k5} _
S(Tps+1) Tys+1 -

I
N

_zl, {k2k3k4Tls+k2k3k4+k1k2k3k5} _z-1 { k(Tos+1) } _

z $2(Ty5+1)(Tps+1) z 52(Ty5+1)(Tps+1)
z-1 [ Tz (To-T1—-T2)z (T1—To)z

oz T Hz-1? z-1 ((T2/T1)~1)(z=d1)

_ (T,-Ty)z ] _ ﬂ[ c1Z C2Z  C3Z  C4Z ] _
(T1/T2)-1)(z—dz) ~ z “(z-1)2  z-1 z-d; z—-dy

_ c1(z—dq)(z—dp)+c2(z—1)(z—d1)(z—dp)—c3(z—1)? (z—d3)—c4(z—1)*(z—d1) _
(z—-1)(z—dq)(z-d2)

_ voz3-v12%4vz-v3 _ V(2)

T Z3-myz%+muz—-ms  M(2)

2. Se calculeaza valorile numerice ale coeficientilor exprimati prin parametrii
f.d.t. ale sistemului:

k = kyks(ky+hkiks) = 5-0.25(04 +2-1) = 3,

kyTy 045
kgtkiks  0.4+21

o = = 0.8333,

d; = e /Tt = ¢703/5 = 0.9418,

d, = e T/T2 = ¢703/3 = (0.9048,

¢, =kT' =3-03=0.9,

¢, = k(Ty — Ty — T,) = 3(0.8333 — 5 — 3) = —21.5001,

k(T1=To) _ 3(5-0.8333) _ 125001

= = —31.25,
= @m0 T (Ge-D -0.4

k(T;-To) __ 3(3-0.8333) _ 6.5001

“ T @m0 T GAHTD | 06es7 9.7497,

Vg =C, — 3 — 4 = —21.5001 + 31.25 — 9.7496 = 0.0003,
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v=¢g—cA+d +d)+c;(2+d)+c,(2+dy) =

= 0.9 + 21.5001(1 + 0.9418 + 0.9048) —

—31.25(2 + 0.9048) + 9.7497(2 + 0.9418) = 0.0089,

v, = —¢1(dy + dy) + c(ddy + dy+dy) +

—cs(1 + 2d,) — ¢, (1 + 2d,) = —0.9(0.9418 + 0.9048) —
—21.5001(0.9418 - 0.9048 + 0.9418 + 0.9048) +
+31.25(1 + 2-0.9048) — 9.7497(1 + 2 - 0.9418) = 0.0007,
v3 = ¢ dqdy, — cydydy + c3dy +cdy =
=0.9-0.9418-0.9048 + 21.5001 - 0.9418 - 0.9048 —
—31.25-0.9048 + 9.7497 - 0.9418 = 0.7669 + 18.3211 —
—28.275 4+ 9.1822 = —0.0048,

my; =14+d; +d, =14 0.9418 + 0.9048 = 2.8466,

my, =dd, +d, +d, =

= 0.9418-0.9048 + 0.9418 + 0.9048 = 2.6987,

ms = d;d, = 0.9418-0.9048 = 0.8521.

Astfel, polinomul caracteristic A(z) al sistemului discret din (4.7) se descrie de
expresia:

V(z v9z3-v122+vyz-v
A@Z) = LD =14 Ay (z) = 1+ RE Dz 020

M(z) z3-myz2+myz—ms3
_ vyz3-viz%+vhz—v] 14 0.00032z3-0.008922+0.00072+0.0048 _
T z3-mqz2+muz—m3 23-2.846622+2.69872z—0.8521

_ 1.0003z3-2.85552z%+2.69942—0.8473
T 23-2.846622+2.69872-0.8521

unde coeficientii numaratorului sunt:
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vy =141, =140.0003 = 1.0003,
V] =m, + v, = 2.8466 + 0.0089 = 2.8555,
vy =m, + v, = 2.6987 + 0.0007 = 2.6994,

vy =mz + v3 = 0.8521 — 0.0048 = 0.8473. m

4.4 Determinarea functiei de transfer
a sistemului automat cu esantionare inchis

In continuare, se determina forma operationala discretd a marimii de
iesire a sistemului inchis din (4.7) pentru polinomul B(z) din exemplul B1
si polinomul A;(z) din exemplul A3 si se obtine forma operationald a
iesirii sistemului:

_B@ _ B@ _ Bi(@)/MQ) _
y(2) = A(z)  1+4:(2) 1+V(z)/M(z)r(Z) -

M(lj;izlj( 57(2) = Ho(2)7(2). (4.27)

Din (4.27) se determina f.d.t. normata a sistemului discret inchis
n forma:

Hy(z) =22 = 2@ _ biz—b,

r(z) A apz3-a,z%+a,z—-as

0.00051z—-0.0005

5.9468z3-16.7042z2+15.63082z—4.9293

0.00008576z—0.000084
- (4.28)

2z3-2.808922+42.6284z—0.8289’

unde coeficientii sunt:
b; = 0.00051, b, = —0.0005,

ap=1+v, =1+ 49468 = 5.9468,
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a, =my +v; = 2,8098 + 13.8942 = 16.704,

a, =m, + v, = 2.6987 + 13.0001 = 15.6308,

az; = msz + vz = 0.8208 + 4.1085 = 4.9293.

4.5 Analiza stabilitatii sistemului automat cu esantionare

Analiza stabilitatii sistemului automat cu esantionare se
efectueaza pentru sistemul inchis, utilizand ecuatia caracteristica A(z) a
sistemului din expresia f.d.t. discreta (4.14):

A(z) = apz® —ayz® + ayz — a3 =
= 5.946873 — 16.70422 + 15.6308z — 4.9293 = 0. (4.29)

Pentru verificarea stabilitatii sistemului cu esantionare se
utilizeaza metodele de rezolvare a ecuatiei algebrice de gradul trei,
criteriile de stabilitate algebrice sau frecventiale.

Se analizeazd stabilitatea sistemului cu esantionare dupa
inegalitatile alcatuite din coeficientii ecuatiei caracteristice de gradul
trei (4.19), pentru care conditiile necesare si suficiente de stabilitate ale
sistemului cer ca aceste inegalitati si determinantul de gradul doi sa fie
mai mari ca zero:

Ay =ag+ay+a, +az >0,
Ay =3(ap—a3) +a; —a, >0,
A, = 3(ap+az) —a, —a, >0,
A3 =ag—aq+a, —az >0,
Ay= A1 A, — ApAs > 0.

Se verifica stabilitatea conform sistemului de inegalitati:
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Ag=ap+a,+a,+az;=

= 5.9468 — 16.704 + 15.6308 — 4.9293 =

= 21.5776 — 21.6333 = —0.0557 < 0,

A =ay—a;+a,—a; =

= 5.9468 + 16.704 + 15.6308 + 4.9293 = 43.2109 > 0,

A; =3(ap—az)+a;—a; =

= 3(5.9468 + 4.9293) — 16.704 — 15.6308 =

= 32.6283 — 32.3348 = 0.2931 > 0,

A; =3(ap+az)—a; —a, =

= 3(5.9468 — 4.9293) + 16.704 — 15.6308 =

= 3.0525 + 1.0732 = 4.1257 > 0.

Se calculeaza determinantul de gradul doi:

Ay= A1A, — ApA; = 43.2109 - 0.2931 + 0.0557 - 4.1257 > 0.

Sistemul automat cu esantionare la valorile date ale coeficientilor
ecuatiei caracteristice a sistemului si perioadei de esantionare calculata este
instgt_)il, fiindca prima inegalitate este negativa, iar celelalte inegalitati sunt
pozitive.

4.6 Performantele sistemului automat cu esantionare

Pentru determinarea performantelor sistemului automat discret
structura initiald a sistemului din figura 4.1, a pentru datele numerice si

cu perioada de esantionare calculatd T = 0.3 s se simuleaza, folosind
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pachetul de programe KOPRAS (fig. 4.2), se aplica semnalul treapta
unitara si se ridica procesul tranzitoriu dat in figura 4.3 si se determina
performantele, admitand eroarea sistemului € = +5 % (0.004665) din
valoarea stationara hg = 0.0933. Procesul indicial al sistemului este
aperiodic si timpul de crestere este egal cu timpul de reglare t,. = t, =

= 40.03s.

Biocul vizuakzar Procseulul tranztoriu . ]
[Elsment Intagrator Blocul viz
O ]
s () —i () —-{

traapta de ampituding data Elsmant apariodic Bioc impulsular Essment cu timp mort Eement aperiodic  Element apar Blocul vizualizard Procssulul tranz!

Fig. 4.2. Schema structurala a sistemului automat
cu esantionare simulatd in pachetul KOPRAS

Number:14 MycTto | Mycrto | Mycto | Mycto | '1‘\| ,\| gﬁ:::(‘p?’jiﬁvﬂoﬂmﬂﬂﬂ

3 rpa@puKoe nuMK
[
0.0933344789
0.0933353403
0.0933373474
00333386983
0.0933393958

0.0933412387
0.0933424281
0.0933435643
0.0933450244

Aritmetic yﬂ = Puncte ‘ Qomenlari\‘ B Normalis | @ Etergere| lesire |
Fig. 4.3. Procesul indicial al sistemului automat cu esantionare
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5 DESCRIEREA SARCINII PROIECTULUI DE CURS
5.1 Sarcina proiectului de curs

1. Pentru schema bloc structurala a sistemului automat neliniar
data in figura 5.1, caracteristica staticd a elementului neliniar si
parametrii partii liniare i neliniare se vor efectua urmatoarele etape:

1.1. Construiti schema bloc functionala a sistemului automat
neliniar conform temei proiectului, pornind de la procesul tehnic sau
tehnologic ca obiect de reglare, alegeti si dimensionati elementele
functionale ale sistemului automat pentru procesul dat.

S, S,

£ u y

f(e H,(s)H;(s)

r

Y

Hu(s)

F 3

Hs(s)

Fig. 5.1. Schema structurali a sistemului automat neliniar

1.2. Descrieti functionarea sistemului automat neliniar.

1.3. Conform datelor numerice, prezentati descrierea matematica
a sistemului automat neliniar.

1.4. Substituiti neliniaritatea cu un element liniar cu coeficientul
de transfer k si verificati stabilitatea sistemului liniar. Daca sistemul
liniar este instabil, alegeti valoarea unui parametru (coeficient de
transfer sau constanta de timp) astfel, incat sistemul sa devina stabil.

1.5. Determinati stabilitatea sistemului automat neliniar utilizand
urmatoarele metode: planul fazelor, metoda functiei de descriere
(metodele aproximative: in planul Mihailov (metoda algebricd), n
planul Nyquist (metoda Goldfarb), metoda criteriului Popov de
stabilitate absoluta. Calculati si determinati stabilitatea sistemului
automat neliniar, dacd existd puncte de echilibru cu sau fara oscilatii,
determinati parametrii oscilatiilor posibile in sistemul neliniar si
stabilitatea lor conform metodelor.
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1.6. Determinati performantele sistemului automat neliniar,
aplicand semnalul de referin{a treapta unitara.

1.7. Determinati parametrii oscilatiilor fortate daca la intrarea
sistemului neliniar actioneazd un semnal armonic x(t) = Asinwt
(parametrii A si w conform datelor variantei din tabelul A2.1 Anexa 2).

2. In structura sistemului automat neliniar inlocuiti elementul
neliniar cu un element real cu esantionare si efectuati etapele de calcul:

2.1. Prezentati descrierea matematica a sistemului automat cu
esantionare.

2.2. Studiati stabilitatea sistemului automat cu esantionare,
utilizand criterii algebrice de stabilitate.

2.3. Determinati procesul indicial al sistemului cu esantionare la
semnalul de referinta treaptd unitarda si semnal rampad unitard si
determinati performantele sistemului.

Concluzii.

Bibliografie.

5.2 Variante de teme pentru proiectare

1. Sistem de reglare automata a rotatiilor motorului de curent
continuu [7, 10, 11, 18].

2. Sistem de reglare automata a rotatiilor motorului asincron [7,
11, 14, 15, 17].

3. Sistem de reglare automata a rotatiilor motorului Diesel (cu
ardere internd) [7, 14, 17].

4. Sistem de reglare automata a rotatiilor turbinei [7, 14, 17].

5. Sistem de reglare automata a tensiunii generatorului de curent
continuu [7, 11, 17].

6. Sistem de reglare automata a nivelului in recipient [10, 14,
17].

7. Sistem de reglare automata a presiunii in recipient [14, 17].

8. Sistem de reglare automata a temperaturii in cuptor industrial
[10, 14, 17].

9. Sistem de reglare automata a cursului aparatului de zbor
(avion) [7, 15, 17].
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10. Sistem de reglare automata a cursului de navigare a navei
maritime [15, 16].

11. Sistem de pozitionare (urmarire) automata cu releu [10, 14,
17].

5.3 Indicatii metodice privind realizarea proiectului

1. Alegerea variantei si parametrilor pentru sistemul automat
neliniar se efectueaza conform datelor din tabelul A2.1 Anexa 2, iar
numarul variantei va corespunde cu numarul din registrul grupei
academice sub care studentul este Tnregistrat.

2. In etapa de elaborare a schemei functionale, pornind de la
procesul tehnic (tehnologic), determinati marimea de intrare si marimea
de iesire a modelului matematic al obiectului de reglare. Dupa marimea
de iesire se alege si se dimensioneaza traductorul, iar dupa marimea de
intrare se alege si se dimensioneaza elementul de executie (elementul de
actionare).

3. Pentru determinarea modelului matematic al sistemului
automat neliniar utilizati punctele respective din Ghid, unde sunt date
exemple de calcul.

4. La utilizarea metodei planului fazelor coeficientul de transfer
in reactia locala k, =0 si constanta de timp T; = 0 pentru toate
variantele si determinati ecuatia diferentiald a traiectoriei de fazd a
sistemului.

5. La analiza stabilitatii sistemului automat neliniar prin
metodele indicate utilizati procedura de simulare a sistemului si obtineti
traiectoriile de faza si procesele tranzitorii, dupd care determinati
stabilitatea sistemului.

6. Pentru determinarea performantelor sistemului neliniar
utilizati procedura de simulare, aplicand la intrare semnalul treapta
unitard si rampa unitard si ridicati procesul indicial, dupd care
determinati performantele sistemului.

7. Pentru determinarea parametrilor oscilatiilor fortate posibile
in sistemul neliniar, utilizati procedura de simulare.
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8. Pentru determinarea modelului matematic al sistemului cu
esantionare in Ghid sunt analizate céteva tipuri de modele 1in
dependentd de structura sistemului si  parametrii elementelor
componente ale sistemului cu utilizarea procedurilor respective:

1) pentru polinomul numaratorului B(z) al functiei de transfer
discreta se dau doua tipuri de modele B1 si B2;

2) pentru polinomul numitorului A(z) al functiei de transfer
discreta se dau 4 tipuri de modele Al, A2, A3, A4.

La analiza sistemului automat cu esantionare perioada de
esantionare se alege din conditia T = 0.1min{T;}, i = 1,3, unde T; sunt
constantele de timp ale elementelor cu inertie.

9. La analiza stabilitatii sistemului automat cu esantionare, n
Ghid este dat exemplu de calcul.

10. Pentru determinarea performantelor sistemului automat cu
esantionare, utilizati procedura de simulare, aplicand la intrare semnal
treaptd unitard si ridicati procesul indicial, dupd care determinati
performantele sistemului.

11. In concluzii dati aprecieri rezultatelor obtinute la analiza
stabilittii si performantelor sistemului neliniar si cu esantionare.

12. Pentru sursele de literaturd utilizate n proiect, se alcatuieste
lista lor in ordinea alfabetica completata conform cerintelor, indicind
numirul 1, 2, 3... (vezi Ghidul). In textul proiectului la locul respectiv,
pentru sursele utilizate, vor fi indicate in paranteze patrate numarul

curent al sursei (de ex. [1], [3], [11] etc.).

Exemplul 5.1. Pentru calculul numeric se dau datele initiale din tabelul 5.1 cu
indicarea variantei 8, care este procesul tehnologic de reglare a temperaturii n
cuptorul industrial, iar neliniaritatea este caracteristica staticd cu saturatie nr. 5 din
tabelul A3.1 Anexa 3 si parametrii numerici pentru elementele respective ale
sistemului.

Tabelul 5.1. Datele initiale la proiectare

Valorile parametrilor elementelor sistemului automat

Hy(s) H,(s) H3(s) Hy(s) Hs(s) | Elem. Semnal
Nr. |Element . L .
g, elem.cu | elem. element el. ideal/ elem. neliniar | armonic

var. | neliniar| ; X . . .

inertie cu inertie integrat./ el. ideal ideal

el. iner.* deriv.*

ki | Ty | ky | Ty | ks Ts k, ks b c

8 5 2 5 5 3 1 8 05 1 0214 |9 5
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Pornind de la schema structurala a sistemului (fig. 5.1), datele initiale din
tabelul A2.1 Anexa 2 se cere de efectuat:

1. Sa se construiasca schema de principiu a sistemului neliniar de reglare
automata a temperaturii in cuptorul industrial.

2. Sa se construiasca schema bloc functionald a sistemului neliniar de reglare
automata a temperaturii in cuptorul industrial.

3. Sa se construiascd schema bloc structurald a sistemului neliniar de reglare
automata a temperaturii in cuptorul industrial.

4. Sa se descrie modul de functionare al sistemului neliniar de reglare
automata a temperaturii in cuptorul industrial.

Solutionare.

1. Pentru alegerea traductorului de temperaturd se considera temperatura
stabilizatd in cuptor 150 °C cu precizia +5 % (7.5 °C). Se alege traductorul de tipul
termometru rezistiv [3].

2. In continuare se construieste schema de principiu a sistemului automat data
n figura 5.2.

Fig. 5.2. Schema de principiu electrica a sistemului neliniar
de reglare automata a temperaturii in cuptorul industrial

Elementele functionale sunt: cuptorul industrial ca obiect de automatizare
OR; traductorul de temperatura termometrul rezistiv R,; elementul de comparare este
puntea alcatuitd din rezistentele R,., Ry, R,, in care se conecteaza termometrul rezistiv
R;; element de amplificare AE este un amplificator electronic care prezinta
neliniaritatea cu zona de insensibilitate si saturatie; motorul de curent continuu M cu
excitatie separatd este elementul de actionare; reductorul Red transforma rotatiile Tn
deplasarea cursorului transformatorului Tr, care este organul de reglare; elementul de
incalzire Ei degajeazi cantitatea de cilduri in cuptor; puntea cu sursa de alimentare u,
realizeaza reactia locala.
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3. Temperatura care se cere a fi stabilizatd in cuptor se da de cursorul
rezistentei R, si puntea se dezechilibreaza si la iesire ei se obtine semnalul Au, care se
transmite amplificatorului A. La iesirea amplificatorului se obtine tensiunea u,, care
se aplica la circuitul rotoric al motorului M si arborele lui se roteste, actionand
reductorul Red, care deplaseaza cursorul transformatorului Tr marind tensiunea u
aplicata elementului de incalzire EI. Cantitatea de caldurd produsi de elementul de
incalzire EI ridici temperatura in cuptor, care introduce cantitatea de caldura in
cuptor. Termometrul R, percepe temperatura in cuptor si puntea se echilibreazi,
micsorand tensiunea Au = 0 i se deconecteazd motorul.

Astfel, Tn cuptor s-a stabilizat temperatura datd. Pentru a asigura o
functionare mai rapidd a canalului cu elementele amplificatorul AE, motorul M si
reductorul Red se utilizeaza o reactie locala prezentatd de puntea a doua cu tensiunea
reactiei locale u,; aplicata amplificatorului.

Dupa schema de principiu electricd a sistemului automat (fig. 5.2) si modul
de functionare s-au construit schema bloc functionald a sistemului (fig. 5.3, a) si
schema bloc structurala (fig. 5.3, b).m

L O kA S OS ran 3] v ol red fo] o >
) _ LI P
a)
U u n
QO e P e el
Upr k.,
b)

Fig. 5.3. Schema bloc functionala a) si structurald b) a sistemului de reglare
automata a temperaturii in cuptorul industrial cu termometru rezistiv

5.4 Cerinte privind perfectarea proiectului de curs

Obiectivele proiectului de curs sunt sistematizarea si aprofundarea
cunostintelor teoretice si aplicative prin analiza modului de functionare al
sistemului automat neliniar si sistemului cu esantionare, efectuarea
calculelor pentru analiza stabilitatii si performantelor sistemului neliniar si
sistemului cu esantionare.

Proiectul de curs este alcdtuit din nota explicativa si partea
grafici. Nota explicativd va contine 20-25 pagini formatul A4 (210x297
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mm) culese la calculator, font Times New Roman cu marimea caracterului
12-14 puncte Tn alfabetul limbii romane. O pagina de text a lucrarii va avea
30-32 de randuri imprimate la 1.5 linii, iar fiecare rand va contine 70-75
semne, inclusiv spatiile dintre cuvinte.

Textul lucrarii, tabelele, schemele etc. se vor incadra in pagina cu
formatul: din stanga 30 mm, din dreapta 15 mm, de sus 20 mm si de jos 20
mm. Textul memoriului va fi alineat catre marginile din stdnga si dreapta,
iar toate alineatele vor incepe cu un spatiu tab (12,5 mm - sapte caractere)
din stanga. Textul in notd se scrie de la persoana intdia plural. Partea
grafica se prezintd dupa necesitate din contextul lucrarii.

Titlurile capitolelor se scriu cu font TNR, 12-14 puncte, cu
majuscule Bold cu aliniere centrala, numerotate cu cifre arabe 1, 2, ... fara
punct dupa cifra si fara cuvantul capitol, iar titlurile subcapitolelor cu font
TNR, 12-14 puncte, Bold, aliniate la stinga si numerotate 1.1, 1.2, 2.1 etc.
fara punct dupa ultima cifrd si fard cuvantul subcapitol; titlurile punctelor
subcapitolelor cu font TNR, 12 puncte, Bold+lItalic, aliniate la stanga si
numerotate 1.1.1, 2.1.1.1 etc. Capitolele incep din pagind noua.

Partea graficd se prezintd din figuri (scheme bloc, scheme
structurale, scheme de principiu, diagrame, programe, functii de timp,
functii frecventiale, fotografii etc.) si sub figurd se insereaza numarul si
titlul aliniat central, Bold (numai fig. si numarul fig., iar titlul ordinar) cu
11 puncte alcatuit din doua cifre, unde prima cifra indica capitolul, iar a
doua — numarul figurii in capitol: fig. 1.1, fig. 2.3 etc.

Tabelele se numeroteaza cu doua cifre urmate de titlu, Bold cu 11
puncte, care se insereazd deasupra tabelului si se aliniaza central, unde
prima cifra indicd capitolul, iar a doua — numadrul tabelului in capitol:
tabelul 1.1, tabelul 2.3 etc. Textul din celulele tabelului se scriu cu font
TNR, 11 puncte cu spatiere intre randuri cu o linie. Prima linie a tabelului
care indicd denumirile coloanelor se scrie Bold cu 11 puncte, aliniat
central.

In nota explicativi anexele se prezinti in ordine crescitoare -
Anexa 1, Anexa 2, Anexa 3, fiecare anexa incepe din pagind noua si are un
titlu, Bold, care se amplaseaza deasupra anexei, aliniat la stinga. In anexe
formulele, tabelele si figurile, daca sunt mai mult de una, se numeroteaza
luand in considerare numarul anexei: exemple - figura Al.1 (figura 1 din
Anexa 1, (A1.3) — formula 3 din Anexa 1, tabelul Al1.2 — tabelul 2 din
anexa 1 etc.).
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Toate paginile notei se numeroteaza de la foaia de titlu (pe care nu
se imprima cifra 1) pana la ultima, inserand numarul in subsolul paginii cu
aliniere centrala.

Succesiunea materialelor expuse in notd se recomanda a fi
prezentate in ordinea urmatoare: Foaia de titlu (Anexa 1), Cuprinsul,
Sarcina la proiect (Anexa 5), Introducere, Continutul proiectului (divizat in
capitole, puncte si subpuncte etc.), Incheiere (concluzii), Bibliografie,
Anexe.

Proiectul de curs trebuie executat pana in saptaméana a 14-a si
prezentat conducatorului pentru verificare, dupad care se anuntd ziua
sustinerii proiectului in prezenta comisiei.

Tn fig. 1 se prezintd structura unui sistem de conducere cu
procesul termic n cuptor industrial.

Controller

SP =

Control Valve

Process

Fig. 1. Structura sistemului de conducere
cu procesul termic Tn cuptor industrial
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Anexa 2

Variante de date initiale pentru proiectul de curs

Tabelul A2.1. Date initiale ale sistemului automat

Nr. | Nr. Valorile parametrilor elementelor sistemului automat
var. | tem./
or. Hy(s) Hsy(s) Hs(s) | Hu(s) | Hs(s)| Elem. Semnal
elem. | elem. element | element elem. elem. | neliniar armon.
nelin. | inertie | ;, ertie integrat./ | ideal/ ideal
el inert.* | ideal
deriv.*

k1_ T 1 k 2 Tz k 3 Tg k 4 kS b c A w

1 2 3| 4 5 6 7 8 9 10 11 |12 13| 14
1 1/6 8§ 1 3]05]3 1 2 5/0 0,1 02 | 7|6 4
2 2/5 91 4]04 4 )04] 03 0/0,6 0.4 03 9|7 5
3 3/4 715103510605 0,7/0 0.3 05 | 8| 8 6
4 413 6 | 6|02 |6 |08 06 8/0 0,2 06 | 7|9 7
5 52 5171015 1 7,0 0/0,9 0,1 04 | 8| 5 8
6 6/1 4 | 8102|408 08 0/0,8 0,2 02 | 5|9 9
7 716 3|1 9]03]3]07]09 7/0 0.3 07 16| 8 8
8 8/5 4 110/ 052 |06 08 0/0,6 0.4 06 | 7|7 7
9 9/4 5191053 1 9,0 5/0 0.3 07 8| 6 8
10 103 | 6 | 8|03 | 4| 04| 06 0.4 0,2 03 9| 5 7
11 112 | 7 | 705 |5 | 03]05 3/0 0.3 05 | 8| 6 6
2 10/1 | 8 | 6| 04 |6 1 4,0 0/0,5 0.4 02 | 7|7 5
13 9/2 91 5]05|5]03]03 0/06 035 08 | 6| 8 4
14 83 8§ | 7106|402 04 7/0 04 06 | 5|9 6
15 7/4 7131073 1 5,0 0/0.8 03 05 14| 8 7
16 6/5 6| 2] 08 |2 |02] 06 0/0,7 0,2 04 | 3|7 8
17 5/6 513107310307 6/0 0,1 03 | 4| 6 9
18 411 31406 |4 04|08 0/0,5 0,2 03 | 5|7 5
19 372 41 5105|505 04 0/0.4 0,3 03 | 6| 8 6
20 2/3 513043 1 6,0 3/0 0.4 04 | 7|9 8
21 1/4 6| 4]03|4)|07]| 04 0/0,4 0.3 05| 6| 8 7
22 15 (9| 5102 | 5| 08|03 5/0 0,2 04 | 5|7 8
23 106 | 8 | 6|01 |4 | 06|02 0/0,6 0,1 07| 4|6 9
24 9/5 7171023 ]08]|03 7/0 0,2 06 | 6 | 7 5
25 8/4 6| 81032 1 3,0 0/0.8 0.3 04 | 7| 8 6

NOTA*:

integrator cu f.d.t. H3(s) = 1/(Tss) = k3 /s, iar in rest este element cu inertie.

1. Functia de transfer H;(s) pentru variantele 1, 5, 9, 12, 15, 20, 25 va fi element

2. Functia de transfer H,(s) pentru variantele 1, 4, 7, 9, 11, 14, 17, 20, 22, 24, 27 va
fi element ideal, iar Tn rest este element derivativ ideal.
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Tipuri de neliniarititi

Anexa 3

Tabelul A3.1. Caracteristici statice ale neliniarititilor

Caracteristica

Coeficientii liniarizarii armonice

Nr. statica
crt. b(a) g9(a)
e
L e 4c
Ta
——
c|f®
_ 4c b2
2 b - £ — [1-—,cua=bh -
Ta
_ L__-c
f(e)
C
4 2 4ch
3 -bY + ¢ _C 1—b—,cua2b ——2,cua2b
) a a? na
—c
Jr@
T [ 2c " b2 v lh m2b2 2¢ch 1
4 —b —mb _ be a a? a? _W( _m);
11 cua=b
__|-e¢ cua=b,-1<m<1
c f(e)
A 2k b b b2
5 —b % & | —|aresin—+- [1-— |,
: b a a a )
v __|—c
cua=b, k=tga
£ ppn 3ka
6 £ 4 -
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Nota:
1. Amplitudinea semnalului de intrare a elementului neliniar
a=A.

2.
. Releu ideal.

. Releu cu zona de sensibilitate si saturatie.
. Releu activ (cu histerezis).

. Releu cu zona de sensibilitate si histerezis.
. Releu cu saturatie.

. Parabola impara.

3.

NN B W

Caracteristicile statice sunt numite:

Pentru caracteristica de tip parabold nesimetrica f () = ke3 la

valoarea puterii n = 1 coeficientul liniarizarii armonice b(a) = k > 0,

15ka*

jarpentrun =5 b(a) = :

24
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Semnale n timp si imaginea lor

Anexa 4

Tabelul A4.1. Semnale de timp continuu si discret si

imaginea Laplace s si transformata z

Timp continuu Timp discret
(’:\Ir: Di:::gi':iea Original Imaginea Original Imaginea
sF® H(s) f(kT) H(s)
1 | Deltaimpuls 8(t) 1 8(kT) z7 %=1
Treapta 1 z
2 unitara 1@®) S 1(kT) 7—1
i Tz
3 Funct{e ¢ 1 kT Iz
rampa 52 (z—1)?
Functie . 2! . T?z(z+ 1)
4 | patratic t = (kT) NCEEER
i n! 1 1 T iz(z+1
5 Functie § n n —(kT)"? ( )
polinomiald gn+l n—1 n—-1 (z—-1D"
1 z
6 Exponentiala at okT
p tiald e p— e Ty
ial3 —at 1 —ak’ z —aT
7 Exponentiala e ™ e~ akT —,d=e¢e
s+a z=
w inwTl
8 Sinusoida sin wt -0 sin wkT Zsm®
s+ w z2 —2zcoswT +1
S 2 _
9 Cosinusoida cos wt - cosw kT z” — zeoswT
st w z2—2zcoswT +1
Produsul » .
. d T
10 exponentei e “sinw GOt ol e~ T sin wkT > Zasi® >
cu sinusoida ST w z? —2zdcoswT +d
Produsul
. st+a d T
11 | exponenteicu | e~*coswt] ————5——| e~ cos wkT > Zacos® o
cosinusoida s+a)?+w z? —2zdcoswT +d
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Anexa 5

Functii de transfer pentru elemente dinamice

Tabelul AS5.1. Functii de transfer pentru elemente dinamice
n transformata Laplace s si in transformata z

Nr.
crt. H(s) H(z)
1 2 3
1 k &
kz
k
? S z—1
s
3 k kTz
s z-1)2
4 k k 2
Tos +1 Ty (z — e~T/To)
5 k k(l _ e—T/TO)Z
s(Tys + 1) (z-1)(z—- e—T/To)
6 k k(e_T/Tl —e_T/Tz) Z
(Tys+ D(Tes + 1) T, —T, (z— e T/T)(z — e T/T)
kTe_T/TU z
! T 2 ~T/Tyy2
(Tos + 1)2 T2 (z—e-T/T)
8 k K[ Tz 3 To(l—e‘T/TO)Z
s2(Tps + 1) Z-12 Gz—1D(z—eT/D)
K[—— + it z
k [Z_l TZ_T1Z—8_T/T1
9
s(Tys+ 1) (Tys + 1) T, 2
T, Tz e/
Tz (Ty + Ty)z T? z
k[ - _ B
k z—-12 z-1 T,-T,z—e /N
10

s2(Tys + 1)(Tys + 1)

2
Ty z

Tz _T1Z_ e_T/TZ

{

108




Continuarea Anexei 5

1 2 3
k[ h z__ 4
(T, = T)(Ty = T3)z— e T/N
11 k + Iz S
(Tys+ D)(Tos + D) (Tas+1) | (T, =TT, —T3)z—e /T
T3 VA
+ ]
(T3 =T)(T3—T)z— e~ T/
K z T2 z
[Z -1 (T1 - TZ)(TI - T3)Z - e_T/T1
19 k T? z
s(Tis+ D(Tos + D(Tes+ 1) ~ (T, =T (T, —Ta) z— e T/
T2 z
- ]
(T3 =T)(T3—T)z—e™T/Ts
13 Tz _ (Ti4T3+T5)z
[(z+1)2 z-1 +
T z
+ +
k (Ty = T)(Ty —=T3) z —e™T/T
s2(Tys + 1)(To,s + 1)(T3s + 1) T3 7
+ +
(T, =T)(T, —T3)z— e /T
T3 z
+ ]
(T3 =T)(Ts —Tp)z— e T/Ts
14 | k(Tys +1) k(Tos + D)(z —To/(To — 1)
S z—1
15 k(Tys + 1) kToz(Tos + 1)(z+T/Ty) — 1)
52 (z—1)?
16 k(Tys+1) k z
_ — [T+ (1 —-Ty/Tp) ————
Tps + 1 T, [Ty +( 1/ z)Z — e—T/Tz]
17 | k(Tis+1) kT, z(z + (T3/T)(1 — e T/2) — 1
s(Tys + 1) T, Z—e-T/Ts
18 k(Tzs +1) k (A= (T3/T))z  (T3/T,) — Dz

(Tys+1D)(Tys+1)

T,—T, z—e T/l 7z — e T/T2
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Continuarea Anexei 5

1 2 3
Tz (T, — T3)z
19 k(Tss +1) et T e -
s(Tys+ 1)(Tys+ 1) (T, — T3)z
oG-
20 k(Tis+1) . Tz (T, - T,)(1 — e—T/Tl)Z
s3(T,s +1) [(z 1?2 (z-D(E-eT/h)
Tz (T3 — Ty —Tp)z
k[(z — 1y + — _
’1 k(Tss + 1) _ (T, — Tz _
s2(Tys + 1) (Tos + 1) (To/Ty) — 1)(z — e~ T/Tr)
_ (T, = T3)z ]
(T /Ty) = D)(z — e7T/T2)
k kze"ET/Tlsin(%1/1 —)
22 1

T2s2 4+ 2ETys + 1

Ty 1 —€2[2% — 2ze~¥T/Ticos (TE\/TEZ) + e~%T/T)
1
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Anexa 6
Sarcina individuala pentru proiect

Tabelul A6.1. Sarcina individuala pentru proiect a
studentului (nume, prenume, gr.)

Valorile parametrilor elementelor sistemului automat

Nr.

Nr. ftemei/nr| Hy(s) | Hz(s) Hs(s) Ha() | po(s)
var. | elem. | element | element | CElement | el.ideal/ | " oo " Elem. | Semnal
nelin. | inertie inertie |ntggrat./ el. |(_:leal ideal nelin. | armonic
el. iner.* deriv.*
kl T1 kz TZ k3 T3 k4_ k5 b (4 A w

Tabelul A6.2. Grafic de elaborare a capitolelor proiectului de curs

Nr. Denumirea etapei de realizare Termen de
crt. realizare
1 | Construirea schemei de principiu a sistemului | Saptamanile 1-3
automat neliniar
2 | Descrierea matematica a sistemului neliniar Saptamanile 4-5
3 | Analiza stabilitatii sistemului neliniar Saptamanile 6-7
4 | Aprecierea performantelor sistemului neliniar | Sdptdmana a 8-a
5 | Descrierea matematicd a sistemului automat Saptamanile 9-11
cu esantionare
6 | Analiza stabilitatii sistemului cu esantionare Séptdmana a 12-a
7 | Aprecierea performantelor sistemului cu Saptamana a 13-a
esantionare
8 | Prezentarea si sustinerea proiectului de curs Saptamana a 14-a-
15-a
Data primirii sarcinii Semnatura studentului
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