Curs 5: Metode elementare de sortare

- Problematica sortarii

- Sortare prin insertie

- Sortare prin selectie

- Sortare prin interschimbarea elementelor vecine
- Exercitii

1 Problematica sortarii

Se considera un set finit de obiecte, fiecare avand asociata o caracteristica, numitd cheie, care ia
valori intr-o multime pe care este definita o relatie de ordine. Sortarea este procesul prin care
elementele setului sunt rearanjate astfel incat cheile lor sa se afle intr-o anumita ordine.

Ezemplul 1. Consideram setul de valori intregi: (5,8,3,1,6). In acest caz cheia de sortare coin-
cide cu valoarea elementului. Prin sortare crescatoare se obtine setul (1,3,5,6,8) iar prin sortare
descrescatoare se obtine (8,6,5,3,1).

Ezemplul 2. Consideram un tabel constand din nume ale studentilor i note: ((Popescu,9), (Ionescu,10),
(Voinescu,8),(Adam,9)). In acest caz cheia de sortare poate fi numele sau nota. Prin ordonare
crescatoare dupa nume se obtine ((Adam,9),(Ionescu,10),(Popescu,9), (Voinescu,8)) iar prin or-
donare descrescatoare dupa nota se obtine ((Ionescu,10),(Popescu,9),(Adam,9),(Voinescu,8)).

Pentru a simplifica prezentarea in continuare vom considera ca setul prelucrat este constituit din
valori scalare care reprezinta chiar cheile de sortare si ca scopul urmarit este ordonarea crescatoare
a acestora. Astfel, a ordona setul (x1,x9,...,2,) este echivalent cu a gasi o permutare de ordin n,
(p(1),p(2),...,p(n)) astfel Incat z,q) < pe) < ... < Tpey)-

De asemenea vom considera ca elementele setului sunt stocate pe un suport de informatie care
permite accesul aleator la date. In acest caz este vorba despre sortare interna. In cazul in care
suportul de informatie permite doar accesul secvential la date trebuie folosite metode specifice
incadrate in categoria metodelor de sortare externd.

Pe de alta parte, in functie de spatiul de manevra necesar pentru efectuarea sortarii exista:

e Sortare ce foloseste o zona de manevra de dimensiunea setului de date. Daca setul initial de
date este reprezentat de tabloul z[1..n], cel sortat se va obtine intr-un alt tablou y[1..n].

e Sortare in aceeagi zona de memorie (sortare pe loc - in situ). Elementele tabloului z[1..n] isi
schimba pozitiile astfel incat dupa incheierea procesului sa fie ordonate. Este posibil ca si in
acest caz sa se foloseasca o zona de memorie Insa aceasta este cel mult de dimensiunea unui
element si nu de dimensiunea intregului tablou.

In continuare vom analiza doar metode de sortare interna in aceeasi zona de memorie. Metodele
de sortare pot fi caracterizate prin:

e Simplitate. O metoda este considerata simpla daca este intuitiva si usor de inteles.

e Eficienta. O metoda este considerata eficienta daca nu necesita un volum mare de resurse.
Din punctul de vedere al spatiului de memorie o metoda in situ este mai eficienta decat una
decat una bazata pe o zona de manevra de dimensiunea tabloului. Din punct de vedere al
timpului de executie este important si fie efectuate cat mai putine operatii. In general in



analiza se iau in considerare doar operatiile efectuate asupra elementelor tabloului (comparatii
i mutari).

e Naturalete. O metoda de sortare este considerata naturala dacad numarul de operatii scade
odata cu distanta dintre tabloul initial gi cel sortat. Un masura a acestei distante poate fi
numarul de inversiuni al permutarii corespunzatoare tabloului initial.

e Stabilitate. O metoda de sortare este considerata stabila daca ordinea relativa a elementelor
ce au aceeagi valoare a cheii nu se modifica in procesul de sortare. De exemplu daca asupra
tabelului cu note se aplica o metoda stabila de ordonare descrescatoare dupa nota se obtine
((TIonescu,10),(Popescu,9),(Adam,9),(Voinescu,8)) pe cand dacd se aplicad una care nu este
stabild se va putea obtine ((Ionescu,10),(Adam,9),(Popescu,9),(Voinescu,8)).

In continuare vom considera cateva metode elementare de sortare caracterizate prin faptul ca
sunt simple, nu sunt cele mai eficiente metode dar reprezinta punct de pornire pentru metode
avansate. Pentru fiecare dintre aceste metode se va prezenta: principiul, verificarea corectitudinii
si analiza complexitatii.

2 Sortare prin insertie

Principiul acestei metode este:

Incepand cu al doilea element, fiecare este inserat pe pozilia adecvata in subsirul care il
precede.

La fiecare etapa a sortarii, elementului x; i se cauta pozitia adecvata in subsirul destinatie
x[l..i — 1] (care este deja ordonat) comparand pe x[i| cu elementele din z[l..; — 1] incepand cu
x[i — 1] si creand spatiu prin deplasarea spre dreapta a elementelor mai mari decat x[i]. Astfel
structura generala a algoritmului este:

insertie(z[1..n))
FOR i < 2,n DO
||< insereaza z[i] in subsirul z[1..i — 1] astfel incat z[1..i] sa fie ordonat>

iar cea detaliata este:

insertiel(x[1..n])
FOR i + 2,n DO

lj—i—1 { i — 1 este indicele de la care se porneste cautarea }
lauz — z[i] { salvarea valorii lui z[i] }

IWHILE auz < z[j] Aj > 1 DO { cautarea pozitiei pentru insertie }

Izl + 1] < =[4] { deplasarea lui z[j] cu o pozitie la dreapta }

I lli—i-1

lx[j + 1] < auz { inserarea valorii analizate pe pozitia adecvata }

RETURN (x[1..n])

Exista si alte metode de implementare a metodei. Astfel, pentru a evita efectuarea comparatiei
j > 1 la fiecare iteratie interioara se plaseaza pe pozitia 0 in tabloul z valoarea lui x[i], aceasta
pozitie jucand rolul unui fanion. Astfel cel mai tarziu cand j = 0 se ajunge la x[j] = z[i]. Aceasta
varianta poate fi descrisa dupa cum urmeaza:



insertie2(x[1..n])
FOR i < 2,n DO
|x[0] « x[i] { plasarea valorii lui z[i] pe pozitia fanionului }
lj —i—1
[WHILE z[0] < z[j] DO
I llzli +1] < 2[j]
llj—s-1
llx[j + 1] < «[0] { inserarea valorii fanion pe pozitia adecvata}
RETURN(x[1..n])

Verificarea corectitudinii. Preconditia problemei este {n > 1} iar postconditia este {z[l..n]
este ordonat crescator}. Pentru ciclul exterior (dupa i) demonstram ca proprietatea invarianta
este {z[l..i — 1] este ordonat crescator }. La inceputul ciclului ¢ = 2 deci z[1..1] este implicit
crescator. La sfargitul prelucrarii (¢ = n + 1) invariantul implica evident postconditia. Ramane
sa aratam ca proprietatea raméane adevarata si dupa efectuarea prelucrarilor din cadrul ciclului.
Pentru aceasta este suficient sa aratam ca pentru ciclul interior (dupa j) asertiunea {z[l..j] este
crescator si aur < z[j + 1] = z[j + 2] < ... < z[i]} este invarianta. La sfarsitul ciclului WHILE
aceasta proprietate ar implica una dintre relatiile:

o z[l] <...<zfj] <auzr < z[j+1] ==z[j+2] <...<z[i in cazul in care conditia de iegire
din ciclu este aux > z[j];

e auxr < z[l] = z[2] < ... < z[i] in cazul in care conditia de iegire din ciclu este j = 0.

Oricare dintre aceste doua relatii ar conduce prin atribuirea z[j + 1] < auz la z[1] < ... < z[j] <
z[j+ 1] <z[j +2] < ... < z[i] iar prin trecerea la urmatoarea valoare a contorului (i < ¢+ 1) la
faptul ca z[1..i — 1] este crescator.

Ramane doar sa justificam invariantul ciclului WHILE. La intrarea in ciclu au loc relatiile:
j =1i—1, aux = z[i] deci aux = z[j + 1] = =[] iar cum =z[l..i — 1] este crescator rezulta ca
proprietatea invariantd propusa pentru WHILE este satisficutd. Aratam ca ea nu este alterata
de prelucrarile din cadrul ciclului: daca auxr < x[j], prin atribuirea z[j + 1] < z[j] se obtine:
aur < z[j] = z[j + 1] < ... < z[i] iar dupa j < j — 1 va fi adevarata asertiunea: { z[l..j] crescitor
siaur <zlj+1]==z[j+2] <...<zi]. Cum z[j + 1] = z[j + 2] prin z[j + 1] < z[j] nu se pierde
informatie din tablou.

Oprirea algoritmului este asigurata de utilizarea cate unui contor pentru fiecare dintre cele doua
cicluri.

Analiza complexitatii. Vom lua in considerare doar operatiile de comparare gi mutare asupra
elementelor tabloului. Fie T (7) si Ths(7) numéarul comparatiilor respectiv al deplasarilor efectuate
asupra elementelor tabloului pentru fiecare i = 2,n. Cazul cel mai favorabil corespunde sirului
ordonat crescator iar cel mai defavorabil celui ordonat descrescator.

In cazul cel mai favorabil: T (i) = 1iar Tz (i) = 2 (este vorba de operatiile care implici variabila
ajutatoare auz si care dealtfel in acest caz nu au nici un efect) deci T'(n) > Y1 o (Te(2) +Tar (7)) =
3(n —1). In cazul cel mai defavorabil To(i) = i iar Th(i) = i — 1+ 2 = i + 1, obtinandu-se ci
Tn) <3 o(2i+1)=n?+2n—3.

Prin urmare 3(n — 1) < T'(n) < n? 4+ 2n — 3 adica algoritmul sortérii prin insertie se incadreaza
in clasele Q(n) si O(n?).



Alte proprietati. Algoritmul sortarii prin insertie este natural si atat timp cat conditia de
continuare a ciclului interior este aux < z[j] este si stabil. Daca insa se foloseste auzr < x[j]
metoda nu mai este stabila.

3 Sortare prin selectie

Principiul acestei metode este

Pentru fiecare pozitie i, incepand cu prima, se selecteaza din subsirul ce incepe cu acea
pozitie cel mai mic element si se amplaseaza pe locul respectiv (prin interschimbare cu
elementul curent de pe pozitia i)

Structura generald a algoritmului este:

selectie(z[1..n])
FOR i+ 1,n—1 DO
|I< se determina valoarea minima din z[i..n] si se interschimba cu x[i] >

Ciclul FOR continua pana la n — 1 deoarece subsirul z[n..n] contine un singur element care este
plasat chiar pe pozitia potrivita, ca urmare a interschimbarilor efectuate anterior.
Descrierea detaliata a algoritmului este:

selectie(z[1..n])
FOR i+ 1,n—1 DO

Ik — i { indicele curent al minimului }

[IFOR j <~ i+ 1,n DO { ciclu pentru cautarea minimului }

I ||IF z[k] > z[j] THEN k < j {noul indice al minimului}

IIF k # i THEN z[k] < i {plasarea minimului pe pozitia adecvata}

RETURN(x[1..n])

Verificarea corectitudinii. Aratam ca un invariant al ciclului exterior (dupa ) este: {z[l..i — 1]
este ordonat crescitor si x[i — 1] < z[j] pentru j = i,n}. La inceput ¢ = 1 deci x[1..0] este sir
vid. Ciclul FOR interior (dupa j) determina valoarea minima din x[i..n]. Aceasta este plasata
prin interschimbare pe pozitia i. Se obtine astfel ca x[1..i] este ordonat crescator si ca x[i] < x[j]
pentru j =i+ 1,n. Dupa incrementarea lui 4 (la sfargitul ciclului dupa i) se reobtine proprietatea
invarianta. La final, ¢« = n iar invariantul conduce la z[1..n — 1] crescator i z[n — 1] < z[n] adica
x[1..n] crescator.

Analiza complexitatii. Indiferent de aranjarea initiald a elementelor, numarul de comparatii
efectuate este:

n—1 n n—1
Tc(n) = Z Z 1= Z(n —i)=nn-1)- n(n2— 1) _ n(n2— 1)
i=1 j=i+1 i=1

In cazul cel mai favorabil (sir ordonat crescator) numarul interschimbarilor este Ths(n) = 0. In
cazul cel mai defavorabil (sir ordonat descrescator) pentru fiecare i se efectueaza o interschimbare
(trei atribuiri), deci costul interschimbarilor este Tas(n) = 3371 = 3(n — 1).

Astfel algoritmul sortarii prin selectie apartine clasei ©(n?).

Alte proprietati. Algoritmul este partial natural (numarul de comparatii nu depinde de gradul
de sortare al sirului). In varianta prezentats (cind minimul este interschimbat cu pozitia curenti)
algoritmul nu este stabil. Daca Insa In locul unei singure interschimbari s-ar realiza deplasarea
elementelor subtabloului z[i..k — 1] la dreapta cu o pozitie (ca in algoritmul insertiei) iar z[k]
(salvat in prealabil intr-o variabild auxiliard) s-ar transfera in z[i] algoritmul ar deveni stabil.



4 Sortare prin interschimbarea elementelor vecine
Principiul acestei metode de sortare este:

Se parcurge sirul si se compard elementele vecine iar dacd acestea nu se afld in ordinea
corecta se interschimba. Parcurgerea se reia pand cand nu mai este necesard mici o
interschimbare.

Structura generala a algoritmului este:

interschimbari (z[1..n])

REPEAT
|l< se parcurge sirul si daca doud elemente vecine nu sunt in ordinea
||corecta sunt interschimbate >

UNTIL < nu mai este necesara nici o interschimbare >

Sa consideram secventa interschimbarii elementelor vecine in cazul in care nu sunt in ordinea
corecta:
FOR i+ 1,n—1 DO
|IIF x[i] > x[i + 1] THEN z[i] < z[i + 1]

Folosind ca invariant al prelucrarii repetitive proprietatea {x[i] > z[j], j = 1,1} se poate arita
ca prelucrarea de mai sus conduce la satisfacerea postconditiei: {x[n] > z[i], i = I,n}. Pentru
i = 1 proprietatea invarianta este adevarata intrucat z[1] > z[1]. Presupunem ca proprietatea
este adevarata pentru . Daca z[i] < z[i + 1] atunci nu se efectueaza nici o prelucrare si raméane
adevarata si pentru i+ 1. Daca in schimb z[i] > z[i + 1] atunci se efectueaza interschimbarea astfel
ca x[i] < x[i + 1] deci proprietatea devine adevarata si pentru ¢ + 1.

Pe baza acestei proprietati a secventei de interschimbéri se deduce ca este suficient sa aplicam
aceasta prelucrare succesiv pentru z[l..n|, z[l..n — 1], ..., x[1..2]. Rezulta ca algoritmul poate fi
descris prin:

interschimbaril(z[1..n])
FOR i <+ n,2,—1 DO

IFOR j — 1,i — 1 DO

ITF 2[j] > 2[j + 1] THEN a[j] o 2[j + 1
RETURN(x[1..n])

Verificarea corectitudinii. Intrucat s-a demonstrat ci efectul ciclului interior este ci plaseaza
valoarea maxima pe pozitia ¢ rezulta ci pentru ciclul exterior poate fi consideratd ca invarianta
proprietatea {z[i + 1..n] este crescator iar z[i + 1] > z[j] pentru j = 1,4}.

Analiza complexitatii. Numarul de comparatii efectuate nu depinde de gradul de sortare al
sirului initial fiind in orice situatie:

nod L nl . n(n—1)
Te(m)=3 > 1= (i-1)=) i=—F—
i=2j=1 i=2 i=1

In schimb, num&rul de interschimbéri depinde de proprietatile girului astfel: in cazul cel mai favora-
bil (sir sortat crescator) se obtine T/(n) = 0 iar in cazul cel mai defavorabil (sir sortat descrescator)
se obtine Ths(n) = 3n(n—1)/2 (o interschimbare presupune efectuarea a 3 atribuiri). Astfel numarul



de prelucrari analizate satisface: n(n —1)/2 < T'(n) < 2n(n — 1) adica algoritmul prezentat mai
sus apartine clasei ©(n?).

Algoritmul poate fi insa Imbunatatit prin reducerea numarului de comparatii efectuate, in sensul
cd nu este necesar intotdeauna si se parcurgd tabloul pentru i = 2,n. De exemplu, daca tabloul
este de la inceput ordonat ar fi suficienta o singurd parcurgere care s verifice ca nu este necesara
efectuarea nici unei interschimbari. Pornind de la aceasta idee se ajunge la algoritmul:

interschimbari2(x[1..n])
REPEAT
|linter — F
IFOR i « 1,n — 1 DO
| |IIF z[i] > «[i + 1] THEN
Il feld] < xfi + 1]
Il linter — A
UNTIL inter = F
RETURN z[1..n]

Pentru acest algoritm numarul de comparatii efectuate in cazul cel mai favorabil este T¢(n) =
n — 1 iar in cazul cel mai defavorabil este T (n) = X271 (n — 1) = n(n — 1). In ceea ce privegte
numarul de interschimbari acesta este acelasi ca pentru prima varianta a algoritmului si anume
0 < Ty(n) < 3n(n —1)/2. Prin urmare numarul total de repetari ale prelucrarilor analizate

satisface:
5n(n —1)

n—1<T(n)< 5

adic# algoritmul este din Q(n) si O(n?).

Intrucat la sfarsitul sirului se formeaza un subsir crescator rezulta ca nu mai este necesar sa se
facd comparatii in acea portiune. Aceastd portiune este limitatd inferior de cel mai mare indice
pentru care s-a efectuat interschimbare. Astfel algoritmul poate fi rescris astfel:

interschimbari3(z[1..n])

m—n { la inceput se va parcurge tot tabloul }
REPEAT
It <0 { In ¢ se va retine cel mai mare indice pentru }

I { care se face interschimbare }
IFOR i « 1, — 1 DO
| |IIF z[i] > «[i + 1] THEN
Il el < xfi + 1]
I [t { se retine indicele ultimei interschimbari }
[lm ¢t
UNTIL ¢t <1
RETURN z[1..n]

Atata timp cat conditia pentru interschimbare este specificata prin inegalitate stricta (x[i] >
x[i + 1]) oricare dintre variantele algoritmului este stabila.

Valorile comparative ale numéarului de prelucrari (comparatii si mutari asupra elementelor
tabloului) pentru algoritmii de sortare descrigi sunt prezentate in tabelul urmator.



Algoritm Caz favorabil Caz defavorabil Clase de complexitate
Tc(n) | Tu(n) Tc(n) Tai(n) T(n)
2 _ 2 _
insertiel n-1 |2m-1 |2 +2n L ‘Z” 2 s <T(m) <n?+2m—3
(©(n), 0(712)2)
selectie n(n—1) 0 n(n—1) 3(n—1) n(n—1) < T(n) < n+5n-6
2 2 2 5 2
(©(n7))
interschimbaril n(n2— ) 0 w 3n(n2— ) n(n2— ) <T(n) <2n(n—1)
(©(n))
interschimbari2 | n — 1 0 n(n—1) 3@ n—1<T(n)< 5”("2* )
(©(n),0(n?))

5 Exercitii

1. S& se propuna un algoritm care construieste tabloul sortat crescator y[l..n| pornind de la

tabloul z[1..n].

2. Se considera un tabloul ale carui elemente contin doua informatii: nume si nota.

Sa se

ordoneze descrescator dupa nota, iar pentru aceeasi nota crescator dupa nume.

3. Sa se analizeze complexitatea algoritmului interschimbari3.

4. Se considera o matrice cu m linii i n coloane de elemente reale. S& se reorganizeze ma-
tricea prin interschimbari de linii si coloane astfel incat elementele diagonalei principale s& fie
ordonate crescator.




