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1 Scopul analizei complexitatii

Analiza complexitatii unui algoritm are ca scop stabilirea resurselor necesare pentru executia algo-
ritmului pe o magina de calcul. Prin resurse intelegem:

e Spatiul de memorie necesar pentru stocarea datelor pe care le prelucreaza algoritmul.

e Timpul necesar pentru executia tuturor prelucrarilor specificate in algoritm.

Aceastd analizd este utild pentru a stabili daca un algoritm utilizeaza un volum acceptabil de
resurse pentru rezolvarea unei probleme. In caz contrar algoritmul, chiar daca este corect, nu
este considerat eficient si nu poate fi aplicat in practici. Analiza complexititii, numitd si analiza
eficientei algoritmilor, este utilizata gi in compararea algoritmilor cu scopul de a-1 alege pe cel mai
eficient (cel care foloseste cele mai putine resurse de calcul).

In majoritatea algoritmilor volumul resurselor necesare depinde de dimensiunea problemei de
rezolvat. Aceasta este determinatd de regula de volumul datelor de intrare. In cazul cel mai
general acesta este dat de numarul bitilor necesari reprezentarii datelor. Daca se prelucreaza o
valoare numericd, n (de exemplu, se verifici dacd n este numar prim) atunci ca dimensiune a
problemei se considerd numérul de biti utilizati in reprezentarea lui n, adicd [log, z] + 1. Daci
datele de prelucrat sunt organizate sub forma unor tablouri atunci dimensiunea problemei poate fi
considerata ca fiind numéarul de componente ale tablourilor (de exemplu la determinarea minimului
dintr-un tablou cu n elemente sau in calculul valorii unui polinom de gradul n se considera ca
dimensiunea problemei este n). Sunt situatii in care volumul datelor de intrare este specificat prin
mai multe valori (de exemplu in prelucrarea unei matrici cu m linii gi n coloane). In aceste cazuri
dimensiunea problemei este reprezentata de toate valorile respective (de exemplu, (m,n)).

Uneori la stabilirea dimensiunii unei probleme trebuie si se tina cont si de prelucrarile ce vor fi
efectuate asupra datelor. De exemplu, daca prelucrarea unui text se efectueaza la nivel de cuvinte
atunci dimensiunea problemei va fi determinata de numarul cuvintelor, pe cand daci se efectueaza
la nivel de caractere atunci va fi determinatd de numarul de caractere.

Spatiul de memorare este influentat de modul de reprezentare a datelor. De exemplu, o matrice
cu elemente intregi avand 100 de linii si 100 de coloane din care doar 50 sunt nenule (matrice
rard) poate fi reprezentatd in una dintre variantele: (i) tablou bidimensional 100 x 100 (10000 de
valori intregi); (ii) tablou unidimensional in care se retin doar cele 50 de valori nenule si indicii
corespunzatori (150 de valori intregi). Alegerea unui mod eficient de reprezentare a datelor poate
influenta complexitatea prelucrarilor. De exemplu algoritmul de adunare a dous matrici rare devine
mai complicat in cazul in care acestea sunt reprezentate prin tablouri unidimensionale. In general



obtinerea unor algoritmi eficienti din punct de vedere al timpului de executie necesitd marirea
spatiului de memorie alocat datelor si reciproc.

In continuare vom analiza doar dependenta dintre timpul de executie (inteles de cele mai multe
ori ca numar de repetari ale unor operatii) al unui algoritm si dimensiunea problemei.

2 Timp de executie

In continuare vom nota cu T'(n) timpul de executie al unui algoritm destinat rezolvirii unei probleme
de dimensiune n. Pentru a estima timpul de executie trebuie stabilit un model de calcul si o
unitate de masurd. Vom considerd un model de calcul (numit i magina de calcul cu acces aleator)
caracterizat prin:

e Prelucrarile se efectueaza in mod secvential.
e Operatiile elementare sunt efectuate in timp constant indiferent de valoarea operanzilor.

e Timpul de acces la informatie nu depinde de pozitia acesteia (nu sunt diferente intre prelu-
crarea primului element si cea a ultimului element al unui tablou).

A stabili o unitate de masura inseamna a stabili care sunt operatiile elementare si a consid-
era ca unitate de misurd timpul de executie a acestora. In acest fel timpul de executie va fi
exprimat prin numarul de operatii elementare executate. Operatiile elementare sunt cele arit-
metice (adunare, scadere, inmultire, impartire), comparatiile si cele logice (negatie, conjunctie si
disjunctie). Cum scopul calculului timpului de executie este de a permite compararea algoritmilor,
uneori este suficient sa se contorizeze doar anumite tipuri de operatii elementare, numite operatii de
baza (de exemplu in cazul unui algoritm de cidutare sau de sortare se pot contoriza doar operatiile
de comparare) gi/sau sa se considere ca timpul de executie a acestora este unitar (desi operatiile de
inmmultire si impartire sunt mai costisitoare decat cele de adunare si scadere in analiza se poate
considera ci ele au acelasi cost).

Timpul de executie al intregului algoritm se obtine insuméand timpii de executie a prelucrarilor
componente.

Ezemplul 1. Consideram problema calculului ) ;- i. Dimensiunea acestei probleme este n. Algo-
ritmul de rezolvare poate fi descris prin:

suma(n)

S0
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WHILE : <=n DO
IS + S+

: li —i+1

RETURN S

ARl >

unde operatiile ce sunt contorizate sunt numerotate. Timpul de executie a algoritmului poate fi
determinat folosind tabelul de costuri:

Operatie Cost Nr. repetari

1 C1 1
2 (6] 1
3 c3 n+1
4 cy n
5 cs n




Insuménd timpii de executie ai prelucririlor elementare se obtine: T'(n) = n(cs +cq4 +c5) + ¢ +
cs + c3 = kin + ko, adica timpul de executie depinde liniar de dimensiunea problemei. Costurile
operatiilor elementare influenteaza doar constantele ce intervin in functia 7'(n).

Prelucrarea repetitivi de mai sus poate fi inlocuitd cu FOR 7 < 1,n DO S < S + i. Costul
gestiunii contorului (initializare, testare si incrementare) fiind ¢ + (n +1)c3 + nes. In cazul in care
toate prelucrarile au cost unitar se obtine 2(n 4 1) pentru costul gestiunii contorului unui ciclu FOR
cu n iteratii. Ipoteza costului unitar nu este in intregime corectd intrucat initializarea consta intr-o
simpla atribuire iar incrementarea intr-o adunare si o atribuire. Totusi pentru a simplifica analiza
o vom utiliza in continuare.

Ezemplul 2. Consideram problema determinarii produsului a doua matrici: A de dimensiuni m x n
si B de dimensiuni n x p. In acest caz dimensiunea problemei este determinata de trei valori:
(m,n,p). Algoritmul poate fi descris prin:

produs(a[l..m,1..n], b[1..n,1..p])

1: FOR¢=1,m DO

2: |FOR j =1,p DO

3| felij] <0

4: || ||FOR k& =1,n DO

5 0| Nelisd) < clird) + ali, Kblk 7]
RETURN c[1..m, 1..p]

Costul prelucrarilor de pe liniile 1, 2 gi 4 reprezinta costul gestiunii contorului si va fi tratat
global. Presupunand ca toate operatiile aritmetice si de comparare au cost unitar tabelul costurilor
devine:

Operatie Cost Nr. repetari
2(m+1) 1
2p+1) m
1 m -
m
m

2(n+1)
2

U W N =
SRS

n

Timpul de executie este in acest caz: T'(m,n,p) = dmnp + 5Smp + 4m + 2.

In practica nu este necesara o analiza atat de detaliatd ci este suficient sa se identifice operatia
de baza si sa se estimeze numarul de repetari ale acesteia. Prin operatie de baza se intelege operatia
care contribuie cel mai mult la timpul de executie a algoritmului si este operatia ce apare in ciclul
cel mai interior.

In exemplul de mai sus ar putea fi considerati ca operatie de baza, operatia de inmultire. In
acest caz costul executiei algoritmului ar fi T'(m,n, p) = mnp.

Ezemplul 3. Consideram problema determindrii valorii minime dintr-un tablou z[l..n]. Dimensi-
unea problemei este datd de numarul n de elemente ale tabloului. Algoritmul este:

minim(z[l..n))
I m <+ z[1]
2:  FOR{ < 2,n DO

3: |IF m > x[i] THEN
4: I m < x[i]
RETURN m




Tabelul costurilor prelucrarilor este:

Operatie Cost Nr. repetari

1 1 1

2 2n 1

3 1 n—1
4 1 7(n)

Spre deosebire de exemplele anterioare timpul de executie nu poate fi calculat explicit intrucat
numarul de repetari ale prelucrarii numerotate cu 4 depinde de valorile aflat in tablou.

Dacéa cea mai mica valoare din tablou se afli chiar pe prima pozitie atunci prelucrarea 4 nu se
efectueaza nici o data iar 7(n) = 0. Acesta este considerat cazul cel mai favorabil.

Daca, in schimb, elementele tabloului sunt in ordine strict descrescatoare atunci prelucrarea 4
se efectueaza la fiecare iteratie adica 7(n) = n — 1. Acesta este cazul cel mai defavorabil.

Timpul de executie poate fi astfel incadrat intre doud limite: 3n < T'(n) < 4n — 1.

In acest caz este usor de observat ci se poate considera ca operatie de baza cea a compararii
dintre valoarea variabilei m si elementele tabloului. In acest caz costul algoritmului ar fi T'(n) =
n — 1.

Ezemplul 4. Consideram problema ciutarii unei valori v intr-un tablou z[l..n]. Dimensiunea
problemei este din nou n iar o varianta a algoritmului este:

cautare(z[l..n], v)

gasit < FALSE
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WHILE (gasit =FALSE) AND i < n DO
|IF v = z[i]
| THEN gasit + TRUE
| ELSEi+< i+1

RETURN gasit

Considerand prelucrari de cost unitar se obtine:

Operatie Cost Nr. repetari

1 1 1

2 1 1

3 3 T1(n) +1
4 1 T1 (n)

5 1 T2(n)

6 1 T3 (n)

In cazul in care valoarea v se afla in gir notam cu k prima pozitie pe care se afld. Se obtine:

deci 1 < 71(n) <n.

k  valoarea se afla in gir
Ti(n) =

n  valoarea nu se afli in gir

(n) 1 valoarea se afla in sir
T2(n) = ¢
0 valoarea nu se afla in gir



-1 1 fl& in si
r5(n) = { k valoarea se afla in sir deci 0 < r3(n) < .

1 n valoarea nu se afla in sir

Cazul cel mai favorabil este cel in care valoarea se afla pe prima pozitie in tablou, caz in care
T(n) =3(ri(n)+1)+7n(n)+mn)+mnn)+2=6+1+1+0+2=10.

Cazul cel mai defavorabil este cel in care valoarea nu se afla in tablou: T'(n) =3(n+1) +n +

0+n+2=>5n+1).
Importanta celui mai defavorabil caz. In aprecierea si compararea algoritmilor intereseazi
in special cel mai defavorabil caz deoarece furnizeaza cel mai mare timp de executie relativ la
orice date de intrare de dimensiune fixa. Pe de altd parte pentru anumiti algoritmi cazul cel mai
defavorabil este relativ frecvent.

In ceea ce priveste analiza celui mai favorabil caz, aceasta furnizeaza o margine inferioara a
timpului de executie si poate fi utila pentru a identifica algoritmi ineficienti (daci un algoritm are
un cost mare in cel mai favorabil caz, atunci el nu poate fi considerat o solutie acceptabila).
Timp mediu de executie. Uneori, cazurile extreme (cel mai defavorabil si cel mai favorabil) se
intalnesc rar, astfel ca analiza acestor cazuri nu furnizeaza suficienta informatie despre algoritm.

In aceste situatii este utila o alta masura a complexitatii algoritmilor gi anume timpul mediu de
executie. Acesta reprezintd o valoare medie a timpilor de executie calculatad in raport cu distributia
de probabilitate corespunzatoare spatiului datelor de intrare. Dacd v(n) reprezintd numarul vari-
antelor posibile, Pj este probabilitatea de aparitie a cazului k iar Ti(n) este timpul de executie
corespunzator cazului k£ atunci timpul mediu este dat de relatia:

v(n)
Tin(n) = Z T (n) Py
k=1

In cazul in care toate cazurile sunt echiprobabile (P, = 1/v(n)) se obtine Ty, (n) = ZZ(:nl) Tr(n)/v(n).
Ezemplu. Consideram din nou problema cautarii unei valori v intr-un tablou z[1..n] (exemplul 4).
Pentru a simplifica analiza vom considera ca elementele tabloului sunt distincte. Pentru a calcula
timpul mediu de executie trebuie sa facem ipoteze asupra distributiei datelor de intrare.

Sa consideram ca valoarea v se poate afla pe oricare dintre pozitiile din tablou sau in afara
acestuia cu aceeagi probabilitate. Cum numaérul cazurilor posibile este v(n) = n + 1 (n cazuri in
care valoarea se afla in cadrul tabloului si unul in care v nu se afld in tablou) rezulta ca probabilitatea
fiecarui caz este 1/(n 4+ 1). Cum timpul corespunzitor cazului in care v se afla pe pozitia k este
T, = 5(k+1) iar cel corespunzator cazului in care valoarea nu se afla in tablou este T, 1 = 5(n+1)
rezulta ca timpul mediu de executie este:

- _ 5(n*+5n+2)
_n+1(k§5(k+1)+5(n+1))_—2(n+1)

Tn(n)

Dificultatea principala in stabilirea timpului mediu consté in stabilirea distributiei corespunzitoare
spatiului datelor de intrare. Pentru exemplul in discutie s-ar putea lua in considerare si ipoteza:
P(v se afla in tablou) = P(v nu se afla in tablou) = 0.5 iar in cazul in care se afla in tablou el se
gasegte cu aceeasi probabilitate pe oricare dintre cele n pozitii: P(v se afld pe pozitia k) = 1/n. In
acest caz timpul mediu este:

T (n) = %(%kzlm F1) 450+ 1) = 280D



Se observa ca timpul mediu de executie depinde de ipotezele ficute asupra distributiei datelor
de intrare si ca acesta nu este o simpla medie aritmetica a timpilor corespunzatori cazurilor extreme
(cel mai favorabil respectiv cel mai defavorabil).

Datorita dificultatilor ce pot interveni in estimarea timpului mediu si datorita faptului ci in
multe situatii acesta difera de timpul in cazul cel mai defavorabil doar prin valori ale constantelor
implicate de reguld analiza se referd la estimarea timpului in cazul cel mai defavorabil. Timpul
mediu are semnificatie atunci cand pentru problema in studiu cazul cel mai defavorabil apare rar.

3 Ordin de crestere

Pentru a aprecia eficienta unui algoritm nu este necesara cunoagterea expresiei detaliate a timpului
de executie. Mai degraba intereseaza modul in care timpul de executie creste o data cu cresterea
dimensiunii problemei. O méisura utila in acest sens este ordinul de crestere. Acesta este determinat
de termenul dominant din expresia timpului de executie. Cand dimensiunea problemei este mare
valoarea termenului dominant depaseste semnificativ valorile celorlalti termeni astfel cd acestia din
urma, pot fi neglijati.

Ezemple. Daca T'(n) = an + b (a > 0) cand dimensiunea problemei cregte de k ori si termenul
dominant din timpul de executie cregte de acelagi numar de ori caci T'(kn) = (ka)n + b. In acest
caz este vorba despre un ordin liniar de crestere. Daci T(n) = an? 4+ bn + ¢ (a > 0) atunci
T(kn) = (k?a)n® 4 (kb)n + c, deci termenul dominant creste de k? ori, motiv pentru care spunem
ca este un ordin patratic de crestere.

Daca T'(n) = algn atunci T'(kn) = algn + algk, adica termenul dominant nu se modifica, timpul
de executie crescand cu o constanta (in raport cu n). In relatiile anterioare si in toate cele ce vor
urma prin lg notadm logaritmul in baza 2 (intrucét trecerea de la o baza la alta este echivalentd cu
inmultirea cu o constanta ce depinde doar de bazele implicate iar in stabilirea ordinului de crestere
se ignora constantele in analiza eficientei baza logaritmilor nu este relevanta). Un ordin logaritmic
de crestere reprezinti o comportare buni. Daca in schimb T'(n) = a2” atunci T (kn) = a(2")* adica
ordinul de cregtere este exponential.

Intrucat problema eficientei devine criticd pentru probleme de dimensiuni mari se face analiza
complexitatii pentru cazul cand n este mare (teoretic se considera cid n — o0), in felul acesta
ludndu-se in considerare doar comportarea termenului dominant . Acest tip de analizd se numeste
analiza asimptoticd. In cadrul analizei asimptotice se considera ca un algoritm este mai eficient
decat altul daca ordinul de crestere al timpului de executie al primului este mai mic decat cel al
celui de-al doilea.

Relatia intre ordinele de crestere are semnificatie doar pentru dimensiuni mari ale problemei.
Dacé consideram timpii 71 (n) = 10n + 10 si To(n) = n? atunci se observa cu usurinta ci Ty (n) >
Ty (n) pentru n < 10, desi ordinul de crestere al lui T} este evident mai mic decat cel al lui T5.

Prin urmare un algoritm asimptotic mai eficient decdt altul reprezinta varianta cea mai buna
doar in cazul problemelor de dimensiuni mari.

4 Notatii asimptotice

Pentru a ugura analiza asimptotica si pentru a permite gruparea algoritmilor in clase in functie de
ordinul de crestere a timpului de executie (facand abstractie de eventualele constante ce intervin in
expresiile detaliate ale timpilor de executie) s-au introdus niste clase de functii si notatii asociate.



Notatia O. Pentru o functie g : N — Ry, ©(g(n)) reprezintda multimea de functii:

O(g(n)) ={f: N — R;3ci,c2 € R ,ng € N astfel incat 0 < c1g(n) < f(n) < cag(n),Vn > ng}
1)

Despre timpul de executie al unui algoritm, T'(n), se spune ca este O(g(n)) dacid T'(n) € O(g(n)).
Prin abuz de notatie in algoritmica se obisnuieste sa se scrie T'(n) = O(g(n)). Din punct de vedere
intuitiv faptul cd f(n) € ©(g(n)) inseamna cd f(n) si g(n) sunt asimptotic echivalente. Altfel spus
lim, 00 f(n)/g(n) =k, k fiind o valoare strict pozitiva.

In figura 1 este ilustrati legitura dintre functiile f gi g (pentru f(n) = n? + 5nlgn + 10 si
g(n) = n?) cand f(n) € O(g(n)) pentru diverse domenii de variatie ale Iui n (n € {1,...,5},
n € {1,...,50} respectivn € {1,...,500}). Pentru marginea inferioara s-a folosit ¢; = 1 iar pentru
cea superioard ¢cg = 4. In acest caz se observa din grafic cd este suficient si consideram ng = 3.
Constanta co = 4 conduce la 0 margine superioara relaxata. In realitate orice valoarea supraunitara,
poate fi consideratd (cu cat ¢y este mai mica cu atat ng va fi mai mare).

T T T
100 /

5000 500000

4000 400000

3000 300000

2000 200000

1000 100000

Figura 1: Graficele functiilor f (linie continud), c1g, ¢2g (linie punctata)

Ezemplu. Pentru exemplul 1 din sectiunea 2 (calcul suma) s-a obtinut T'(n) = kin + ko (k1 > 0,
ko > 0) prin urmare pentru ¢; = k1, co = k1 + 1 §i ng > ko se obtine ca ¢yn < T'(n) < con pentru
n > ng, adicad T'(n) = O(n).

Pentru exemplul 3 (determinare minim) s-a obtinut cd 3n < T'(n) < 4n — 1 prin urmare
T(n) = ©(n) (este suficient si se considere ¢; = 3, ca =4 gi ng = 1).

In general, se poate demonstra ci daci T(n) = agn® + ap_ 10" + ... + ayn + ag, a > 0
atunci T'(n) = O(nF). Intr-adevir, din lim,_,o T'(n)/n* = aj; rezulti ci existd e > 0 si no(e) cu
proprietatea ca |T'(n)/n* — ay| < e pentru orice n > ng(e). Deci

T(n)

ap —e < —> <ap+e, Vn>mngle)
n

adica pentru ¢; = ax — €, co = aj, + € si ng = ng(e) se obtine inegalitatile din (1).

In cazul exemplului 4 (problema ciutirii) s-a obtinut ¢ 10 < T'(n) < 5(n+1) ceea ce sugereazi
cd exista cazuri (de exemplu, valoarea este gasitd pe prima pozitie) in care numéarul de operatii
efectuate nu depinde de dimensiunea problemei. In aceastd situatie T'(n) # ©(n) deoarece nu
poate fi gasit un ¢y si un ng astfel incat cyn < 10 pentru orice n > ng. In astfel de situatii se
analizeazd comportarea asimptoticd a timpului in cazul cel mai defavorabil. In situatia In care
pentru toate datele de intrare timpul de executie nu depinde de volumul acestora (de exemplu in
cazul algoritmului de determinare a valorii minime dintr-un sir ordonat crescator) atunci se noteaza

T(n) = ©(1) (timp de executie constant).

Notatia O. Pentru o functie g : N — Ry, O(g(n)) reprezintd multimea de functii:
O(g(n)) ={f : N = R;3c € R ,ng € N astfel incat 0 < f(n) < cg(n),Vn > ng} (2)



Aceasta clasa de functii permite descrierea comportérii unui algoritm in cazul cel mai defavorabil
fird a se face referire la celelalte situatii. Intrucat de regula intereseazd comportarea algoritmului
pentru date arbitrare de intrare este suficient sa specificim o margine superioara pentru timpul de
executie. Intuitiv, faptul cd f(n) € O(g(n)) inseamna ci f(n) cregte asimptotic cel mult la fel de
repede ca g(n). Altfel spus lim,,_, f(n)/g(n) <k, k fiind o valoare strict pozitiva.

Din definitiile lui © gi O rezulta cad O(g(n)) C O(g(n)) incluziunea fiind stricta (vezi exemplul
4 din sectiunea 2). Prin urmare daca T'(n) = ©(g(n)) atunci T'(n) = O(g(n)).

Folosind definitia lui O se verificd ugor cd daca g1(n) < gz(n) pentrun > ng iar f(n) € O(g1(n))
atunci f(n) € O(gz(n)). Prin urmare daci T'(n) = O(n) atunci T'(n) = O(n?) pentru orice d > 1.
In general, dacd T'(n) < apn® + ax_1n* 1 + ...+ ain + ag, ar, > 0 atunci T(n) = O(n?) pentru
orice d > k. Evident la analiza unui algoritm este util sa se puna in evidenta cea mai mica margine
superioara. Astfel pentru algoritmul din exemplul 4 vom spune ca are ordinul de complexitate O(n)
si nu O(n?) (chiar daci afirmatia ar fi corecta din punctul de vedere al definitiei).

Notatia Q. Pentru o functie g : N — R, Q(g(n)) reprezinta multimea de functii:
Qg(n)) ={f : N = R;3c € R} ,ng € N astfel incat 0 < cg(n) < f(n),Vn >ng} (3)

Este o masura a ordinului de crestere a timpului de executie in cazul cel mai favorabil. Intuitiv,
faptul ca f(n) € Q(g(n)) inseamna ci f(n) creste asimptotic cel putin la fel de repede ca g(n),
adicad lim,, o f(n)/g(n) > k, k fiind o valoare strict pozitiva (limita poate fi chiar infinita).

Se observa din definitii cad O(g(n)) C Q2(g(n)) incluziunea fiind strictd (in exemplul 4 din
sectiunea 2 avem T'(n) = (1) - corespunde cazului in care valoarea se giseste pe prima pozitie -
insa T'(n) # ©(1) intrucit in cazul cel mai defavorabil timpul de executie depinde de n).

Relatia dintre cele trei clase de functii este: ©(g(n)) = O(g(n)) NQ(g(n)).

Analiza asimptotica a structurilor fundamentale. Consideram problema determinérii or-
dinului de complexitate in cazul cel mai defavorabil pentru structurile algoritmice: secventiala,
alternativa si repetitiva.

Presupunem cé structura secventiali este constituita din prelucrarile A4, ..., A si fiecare dintre
acestea are ordinul de complexitate O(g;(n)). Atunci structura va avea ordinul de complexitate
O(max{gi (), .., gu(n)}).

Dacéa conditia unei structuri alternative are cost constant iar prelucrarile corespunzatoare celor
doud variante au ordinele de complexitate O(gy(n)) respectiv O(g2(n)) atunci costul structurii
alternative va fi O(max{gi(n),g2(n)}).

In cazul unei structuri repetitive pentru a determina ordinul de complexitate in cazul cel mai
defavorabil se considera numéarul maxim de iteratii. Daca acesta este n iar daca in corpul ciclului
prelucrarile sunt de cost constant atunci se obtine ordinul O(n). In cazul unui ciclu dublu, dacg
atat pentru ciclul interior cat si pentru cel exterior limitele variaza intre 1 si n atunci se obtine de
reguli o complexitate patratici, O(n?). Daci insi limitele ciclului interior se modifici este posibil
sa se obtinad un alt ordin. Sa considerdm urmatoarea prelucrare:

m<+1
FOR i < 1,n DO
m<3*xm
FOR j < 1,m DO
prelucrare ©(1)  {prelucrare de cost constant }

Cum pentru fiecare valoarea a lui i se obtine m = 3¢ rezulta ci timpul de executie este de forma
Tn)=1+>",(3"+1) € 6(3").



Clase de complexitate. In ierarhizarea algoritmilor dupa ordinul de complexitate se tine cont
de urmatoarele proprietati ale functiilor ce intervin cel mai frecvent in analiza:

lim (1g7;)b =0, lim nt_ 0, lim L =0, limL=0 (a>1) (4)
n—oo  n n—oo g n—o00 p" n—oo n!
Clasa de complexitate Ordin Exemplu
(cazul cel mai defavorabil)
logaritmica O(lgn) cidutare binara
liniara O(n) cautare secventiala
O(nlgn) sortare prin interclasare
patratica O(n?) sortare prin insertie
cubici O(n?) produsul a doud matrici
patratice de ordin n
exponentiala o(2") prelucrarea tuturor submultimilor
unei multimi cu n elemente
factoriala O(n!) prelucrarea tuturor permutarilor

unei multimi cu n elemente
Algoritmii din clasa celor de complexitate exponentiald sunt aplicabili doare pentru probleme

de dimensiune mica.

5 FEtapele analizei complexitatii

In analiza complexitatii unui algoritm se parcurge urmatoarele etape:
1. Se stabileste dimensiunea problemei.
2. Se identifica operatia de baza.

3. Se verifica dacd numarul de executii ale operatiei de baza depinde doar de dimensiunea prob-
lemei. Daca da, se determina acest numar. Daca nu, se analizeaza cazul cel mai favorabil,
cazul cel mai defavorabil si (daca este posibil) cazul mediu.

4. Se stabilegte clasa de complexitate ciruia 1i apartine algoritmul.

6 Analiza empirica a complexitatii algoritmilor

Motivatie. Analiza matematica a complexitatii algoritmilor poate fi dificila in cazul unor algoritmi
care nu sunt simpli, mai ales daca este vorba de analiza cazului mediu. O alternativa la analiza
matematica a complexitatii o reprezinta analiza empiricd.

Aceasta poate fi utila pentru: (i) a obtine informatii preliminare privind clasa de complexitate
a unui algoritm; (ii) pentru a compara eficienta a doi (sau mai multi) algoritmi destinati rezolvarii
aceleiagi probleme; (iii) pentru a compara eficienta mai multor implementari ale aceluiagi algo-
ritm; (iv) pentru a obtine informatii privind eficienta implementarii unui algoritm pe un anumit
calculator.

FEtapele analizei empirice. In analiza empirica a unui algoritm se parcurg de regula urmatoarele
etape:

1. Se stabileste scopul analizei.



2. Se alege metrica de eficienta ce va fi utilizatd (numar de executii ale unei/unor operatii sau
timp de executie a intregului algoritm sau a unei portiuni din algoritm.

3. Se stabilesc proprietitile datelor de intrare in raport cu care se face analiza (dimensiunea
datelor sau proprietati specifice).

4. Se implementeaza algoritmul intr-un limbaj de programare.
5. Se genereaza mai multe seturi de date de intrare.

6. Se executd programul pentru fiecare set de date de intrare.
7. Se analizeaza datele obtinute.

Alegerea masurii de eficientd depinde de scopul analizei. Daca, de exemplu, se urméreste
obtinerea unor informatii privind clasa de complexitate sau chiar verificarea acuratetei unei estimari
teoretice atunci este adecvata utilizarea numarului de operatii efectuate. Daca insa scopul este
evaluarea comportarii implementarii unui algoritm atunci este potrivit timpul de executie.

Pentru a efectua o analizd empirica nu este suficient un singur set de date de intrare ci mai
multe, care s puna in evidenta diferitele caracteristici ale algoritmului. In general este bine si se
aleagi date de diferite dimensiuni astfel incit si fie acoperitd plaja tuturor dimensiunilor care vor
apare in practica. Pe de alta parte are importanta si analiza diferitelor valori sau configuratii ale
datelor de intrare. Daca se analizeaza un algoritm care verificd dacd un numar este prim sau nu
si testarea se face doar pentru numere ce nu sunt prime sau doar pentru numere care sunt prime
atunci nu se va obtine un rezultat relevant. Acelagi lucru se poate intdmpla pentru un algoritm a
carui comportare depinde de gradul de sortare a unui tablou (daca se aleg fie doar tabloul aproape
sortate dupa criteriul dorit fie tablouri ordonate in sens invers analiza nu va fi relevantd).

In vederea analizei empirice la implementarea algoritmului intr-un limbaj de programare vor
trebui introduse secvente al ciror scop este monitorizarea executiei. Dacid metrica de eficienta
este numarul de executii ale unei operatii atunci se utilizeaza un contor care se incrementeaza
dupa fiecare executie a operatiei respective. Daca metrica este timpul de executie atunci trebuie
inregistrat momentul intrarii in secventa analizata si momentul iesirii. Majoritatea limbajelor de
programare ofera functii de masurare a timpului scurs intre doud momente. Este important, in
special in cazul in care pe calculator sunt active mai multe taskuri, sa se contorizeze doar timpul
afectat executiei programului analizat. In special dacé este vorba de masurarea timpului este indicat
sa se ruleze programul de test de mai multe ori gi sa se calculeze valoarea medie a timpilor.

La generarea seturilor de date de intrare scopul urmarit este sa se obtina date tipice rularilor
uzuale (s nu fie doar exceptii). In acest scop adesea datele se genereaza in maniera aleatoare.
In realitate este vorba de o pseudo-aleatoritate intrucat este simulata prin tehnici cu caracter
determinist.

Dupa executia programului pentru datele de test se inregistreaza rezultatele iar in scopul analizei
fie se calculeaza marimi sintetice (media, abaterea standard etc.) fie se reprezinta grafic perechi de
puncte de forma (dimensiune problema, masura de eficienta).

7 Exercitii

1. Sa se stabileasca ordinul de complexitate pentru urmétorul algoritm ce prelucreazi date de
volum n:
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FOR i « 1,n DO
... (©(1))
IFOR j « 1,2i DO
... (©(1))
Ik« (6(1))
IWHILE k > 0 DO
... (©(1))

|k« k—1
2. Sa se stabileascd ordinul de complexitate pentru urmatorul algoritm ce prelucreaza date de
volum n:
h<+1

WHILE h <n DO

.- (©(1))
|h < 2% h

3. Sa se stabileasca ordinul de complexitate pentru urmatorul algoritm ce prelucreaza date de
volum n:
calcul (x[0..n-1])
k+0
FOR 7 < 0,n — 1 DO
IFOR j < 0,n —1 DO
[y[k] = 2[i] * z[3]
|k« k+1
RETURN yl[1..£]

4. Se considera urmatorii doi algoritmi pentru calculul puterii unui numar:

puterel(x,n)

—1
FOR i ¢ 1,n DO putere2(x,n)
lnp <0 %E)_Rl' « 1,n DO
IFOR j + 1,7 DO | Z_ *’”
[np < np+p b Dy
Ip mp RETURN(p)
RETURN (p)

Sa se stabileasca ordinele de complexitate considerand ca toate operatiile aritmetice au acelagi
cost.

5. S4 se arate ca Y7, i% € ©(nkt!).
6. Ce relatie exista intre ©(log, n) si O(log,n) ?

7. Propuneti un algoritm de complexitate ©(n?) si unul de complexitate ©(n) pentru evaluarea
unui polinom de grad n.
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