Analiza algoritmilor recursivi

O Cel ma1 important castig al exprimari recursive este
faptul ca ea este naturala s1 compacta, fara sa
ascunda esenta algoritmului prin detaliile de
Implementare.

O Pe de alta parte, apelurile recursive trebuie folosite
cu discernamant, deoarece solicita s1 ele resursele
calculatorului (timp s1 memorie).

O Analiza unu algoritm recursiv implica rezolvarea
unui sistem de recurente.



Relatii recurente

o Cand un algoritm contine o0 apelare recursiva la el insusi,
timpul sau de executie poate fi descris adesea printr-o
recurenta.

o O recurenta este 0 ecuatie sau o inegalitate care descrie
intregul timp de executie al unei probleme de dimensiune n
cu ajutorul timpilor de executie pentru date de intrare de
dimensiuni mici.

o Exista instrumente matematice pentru a rezolva problema
de recurentd si pentru a obtine margini ale performantei
algoritmului.



Metoda ecuatiilor caracteristice

Exista cateva tipuri de recurente:

O Recurente liniare omogene

O Recurente liniare neomogene

O Recurente neliniare



Recurente liniare omogene

Vom considera recurente liniare omogene, de forma

unde t; sunt valorile pe care le cautam, iar coeficientii a;
sunt constante.

Vom cauta solutii de forma
t = X"

unde X este o constanta (deocamdata necunoscuta)



Recurente liniare omogene

Incercam aceasta solutie in (1) si obtinem

a X"+ a X"+ .. +ax"«=0

Solutiile acestel ecuatii sunt fie solutia triviala x = 0, care
Nu ne intereseaza, fie solutiile ecuatiei

K k-1 —
aoX<+ ax**t+ ... +a,=0(2)
care este ecuatia caracteristica a recurentei (1).



Recurente liniare omogene

Presupunand deocamdata ca cele Kk radacini ry, 1, ..., I ale
acestel ecuatii caracteristice sunt distincte, orice combinatie

liniara
k
t, = E Cirin
=1

este 0 solutie a recurentei (1), unde constantele c,, c,, ..., C;
sunt determinate de conditiile initiale.

Este remarcabil ca (1) are numai solutii de aceasta forma.



Exemplu

Recurenta care defineste sirul lui Fibonacci:
t =t ,+t, n>2
lart,=0,t, =1
Putem sa rescriem aceasta recurenta sub forma
tn B tn-l B tn-2 =0
care are ecuatia caracteristica
X?-Xx-1=0

curadacinile ry , =



Exemplu

Recurenta care defineste sirul lui Fibonacci:
t =t ,+t, n>2
lart,=0,t, =1
Putem sa rescriem aceasta recurenta sub forma
tn B tn-l B tn-2 =0
care are ecuatia caracteristica
X?-Xx-1=0
cu raddcinile ry , = (1+sqrt5)/2, (1- sqrt5)/2



Exemplu

Solutia generala are forma

Ll o ooy
[, =Ci1p +Cy1y

Impunand conditiile initiale, obtinem
c,+c,=0, n=0
r,c,+r,c,=1, n=1

de unde determinam



Exemplu

Solutia generala are forma

Il .y 2
[, =Ci1p +Cy1y

Impunand conditiile initiale, obtinem
c,+c,=0, n=0

r,c,+r,c,=1, n=1

de unde determinam c,=1/sqrt5, ¢, =-1/sqrt5
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Exemplu

Rezolvati recurenta
tn - Stn-l - 4tn_2 — O,

unden> 2 1art,=0,t, =1
r1=4,r2=-1
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Recurente liniare omogene cu
radacini multiple

O Ce facem insa atunci cand radacinile ecuatiei caracteristice nu sunt
distincte?

O Se poate arata ca, daca r este o radacina de multiplicitate m a
ecuatiei caracteristice, atunci

_ — — N2 — nm-1
t=rt,=nr" t =n?" ..t =nmm
sunt solutii pentru recurenta (1).

O Solutia generala pentru o astfel de recurenti este atunci o combinatie
liniard a acestor termeni si a termenilor proveniti de la celelalte
radacini ale ecuatiei caracteristice.

o Din nou, sunt de determinat exact k constante din conditiile initiale.
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Exemplu

Rezolvati recurenta
tn — 5tn_1 - 8tn_2 + 4tn_3 y

unden>3,1art,=0,t,=1,t,=2

13



Exemplu

Rezolvati recurenta
tn — 5tn_1 - 8tn_2 + 4tn_3 y

unden>3,1art,=0,t,=1,t,=2
t,=c;1"+ c,2"+ c5n2"

C,=-2,C,=2,Cy=-1/2

t,.= -2(1")+2(2")+ (-1/2)(n2")
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Recurente liniare neomogene

Consideram acum recurente de urmatoarea
forma mai generala

aOtn + a1tn-1 T aktn-k = bnp(n) (3)

unde b este o constanta, lar p(n) este un
polinom in n de grad d.

15



Recurente liniare neomogene

Se poate arata ca, pentru a rezolva (3), este
suficient sa luam wurmatoarea ecuatie
caracteristica:

(agx*+ a X1+ ... +a)(x-b)4*1 =0 (4)

(Odata ce s-a obtinut aceasta ecuatie, se
procedeaza ca in cazul recurentelor
Omogene.
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Recurente liniare neomogene

De exemplu, o astfel de recurenta poate fi:
t,-2t = 3"
In acest caz, b = 3 si p(n) = 1, un polinom de grad
0.
Ecuatia caracteristica este:
(X-2)(x-3) =0 cu radacinile r; =2, r, = 3
Solutia generala va fi
t,=c,2"+C,3"
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Recurente liniare neomogene

Rezolvati recurentele:
1.t -2t ,=2"

2.t -2t ,=n3"

3.t -t ,=n
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Schimbarea variailel

VVom analiza in continuare recurente de
forma

(n)=aT(n/b)+ f(n) (5)

unde a> 1 si b>1sunt constante, 1ar f(n)
este 0 functie asimptotic pozitiva.
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Schimbarea variailel

Recurenta (5) descrie timpul de executie al unui algoritm
care imparte 0 problema de dimensiune n in a subprobleme,
fiecare de dimensiune n/b, unde a si b sunt constante
pozitive.

Cele a subprobleme sunt rezolvate recursiv, fiecare in timp
T(n/b).

Costul divizarii problemei si al combinarii rezultatelor
subproblemelor este descris de functia f(n) (Adica, utilizand
notatia f(n)=D(n) + C(n)).

Din punctul de vedere al corectitudinii tehnice, recurenta nu
este, de fapt, bine definita, deoarece n/b ar putea sa nu fie
intreg.
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Schimbarea variabilel

Uneorl, printr-o schimbare de variabila, putem
rezolva recurente de tipul (5).

In continuare, vom nota cu T(n) termenul
general al recurentei si cu t, termenul noii
recurente  obtinute printr-o schimbare de
variabila.

Presupunem pentru inceput ca n este o putere a
lui b.
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Exemplu

Fie recurenta T(n) =4T(n/2) + n, n>1 in care inlocuim
pe n cu 2X notdm t, = T(2K) = T(n) si obtinem
t, =4t + 2K
t, -4t = 2K
Ecuatia caracteristica a acestel recurente liniare este
(x-4)(x-2) =0cur,=4sir,=2 decl,
t, = c, 4%+ ¢,2k.
Inlocuim la loc pe k cu log, n si obtinem
T(n) = c,4'°9" + ¢,2lo9n
T(n) =cn°+c,n
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Exemplu

Rezolvati recurentele

1. T

2. T(n) =8
3. T
4. T(n)=2T(n/2) + nlogn

(n)=2

'(n/2)+n, n>1
'(n/2)+n, n>1

(n)=9

'(n/3) +n%, n>1
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L_ucru individual

o Eficienta asimptotica a algoritmilor

O Timp asimptotic de executie a unui
algoritm

O Notati1 asimptotice ®, O, 0, Q, ®
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