LUCRAREA DE LABORATOR Nr. 6
TEMA: PROBABILITATI II.

1. SCOPUL LUCRARII:
Studiul si calculul probabilitatilor.
2. PREZENTAREA LUCRARII:
Exercitiile se rezolva utilizand softul matematic Wolfram Mathematica.
Numarul variantei n coincide cu numarul dvs. in registrul profesorului.

1. Sa se perfecteze o foaie de titlu in stil obisnuit, folosind instrumentele de tehnoredactare din
Wolfram Mathematica, cu indicarea disciplinei, numelui, grupei, facultatii, specialitatii si
numarului variantei.

2. Sa se efectueze un Page Break

3. In continuare, se scrie conditia exercitiului (format text) si rezolvarea acestuia(format input).
4. Se salveaza fisierul cu extensia .nb cu numele fisierului: NumePrenume.grupa.nb

Lucrarea se prezinta in cadrul orei de laborator si se plaseaza pe platforma ELSE.

3. SARCINA DE BAZA
1. Este data repartitia v.a. de tip discret &:

g. [Xl XZ X3 X4)
B Py P

(datele numerice se contin pe variante dupad enuntul exercitiului). Se cere: 1) sa se introduca 1n Sistemul
Mathematica repartitia v.a.d. §; 2) functia de repartitie si graficul ei; 3) probabilitatea ca & va lua valori din
intervalul [1; 4); 4) valoarea medie; 5) dispersia; 6) abaterea medie patratica; 7) momentele initiale de
ordine pana la 4 inclusiv; 8) momentele centrate de ordine pana la 4 inclusiv; 9) asimetria; 10) excesul.

1) xi=—1, x=0, x3=2, x4=3, p1=0,1, p»=0,5, p3=0,4, p4=0,2;

2) x1=0, xo=1, x3=7, x4=3, p1=0,6, p»=0,2, p3=0,1, p4=0,1;

3) x1=-2, xo=—1, x3=0, x4=1, p1=0,2, p»=0,4, p3=0,3, p+=0,1;

4) x1=1, x2=2, x3=5, x4=6, p1=0,1, p»=0,5, p3=0,3, p4=0,1;

5) x1=2, xo=3, x3=4, xs=3, p1=0,1, p»=0,2, p3=0,3, ps=0.4;

6) x1=1, x2=3, x3=4, xs=5, p1=0,2, p»=0,6, p>=0,1, ps=0,1;

7) x1=2, xo=4, x3=5, x4=6, p1=0,1, p»=0.,4, p3=0,4, ps=0,1;

8) X]:—l , X2:0, X3:1, X4:2,p1:0,4, p2=0,1, p3:0,3, p4:0,2;

9) X]:—z, x=—1 , X3:0, X4:1, p1=0,1, p2=0,2, p3:0,1, p4:0,6;

10) x1=0, x>=1, x3=2, x4=3, p1=0,6, p»=0,1, p3=0,2, ps=0,1;

11) xi=1, x2=2, x3=4, x4=5, p1=0,1, p»=06, p3=0,2, ps=0,1;

12) x1=2, x2=3, x3=5, x4=7, p1=0,1, p»=0,4, p3=0,3, p4=0,2;

13) XI:?), X2:4, X3:5, X4:6, p1:0,1, p2:0,5, p3:0,3, p4:0,1;

14) x1=1, x2=3, x3=4, x4=5, p1=0,2, p»=0,6, p3=0,1, ps=0,1;

15) x|:2, XZ:4, X3:5, X4:6,p1:0,1,pz:0,6, p3:0,2,p4:0,1;

16) XIZO, Xzzl, X3:3, X4:4,p1:0,5,pz:0,3, p3:0,1,p4:0,1;

17) x1==2, xo=—1, x3=0, xs=2, p1=0,1, p»=0,4, p3=0,3, ps=0,2;

18) x1=—1, x,=0, x3=1, x4=2, p1=0,1, p»=0,5, ps=0,3, ps=0,1;

19) XIZO, Xzzl, X3:2, X4:3,p1:0,1,pz:0,6, p3:0,2,p4:0,1;

20) x1=1, x2=2, x3=3, x4=5, p1=0,2, p»=0,5, p3=0,1, ps=0,2;
21) xi=1, xx=0, x3=1, xs=2, p1=0,2, p>=0,4, p3=0,3, ps=0,1;
22) x1==2, x)=—1, x3=0, x4=2, p1=0,3, p>=0,1, p3=0,4, ps=0,2;
23) x1=0, x>=1, x3=3, x4~4, p1=0,1, p»=0,3, p3=0,4, ps=0,2;
24) x1=1, x2=3, x3=5, x4~7, p1=0,2, p»=0,1, p3=0,3, ps=0,4;
25) x1=2, x2=3, x3=4, x4=5, p1=0,4, p»=0,2, p3=0,1, ps=0,3;
26) x1=0, x2=2, x3=3, x4=5, p1=0,3, p»=0,4, p3=0,2, ps=0,1;



27) x1=1, XZ=2, X3:3, X4=5,p1=0,2,p2=0,3, p3=0,4, p4:0,1;
28) X1:2, XZ=3, X3:5, X4=6,p1=0,3,p2=0,4, p3=0,1,p4:0,2;
29) xi=1, xo=4, x3=5, x4=6, p1=0,4, p»=0,1, p3=0,2, ps=0,3;
30) xi=1, x»=3, x3=4, x4=5, p1=0,1, p»=0,2, p3=0,3, p4=0,4.

2. Presupunem ca probabilitatea statistica ca un copil nou nascut sa fie baiat este egald cu 0.51. Se cere:
1) sa se determine repartitia v.a. £ care reprezintd numarul de baieti printre 1000 de copii noi nascuti; 2) sa
se calculeze probabilitatea ca printre 1000 de copii noi nascuti numarul baietilor va fi cuprims intre 300+k
si 500+k, unde k este numarul variantei.

3. Numarul § de particule alfa emise de un gram de substanta radioactiva Intr-o secunda este o v.a.d. cu
repartitia Poisson cu parametrul a, unde a este numarul mediu de particule alfa emise intr-o secunda. 1) Sa
se determine seria de repartitie a v.a.d. &. 2) Sa se calculeze probabilitatile evenimentelor: 4 = {intr-o
secundd vor fi emise nu mai mult de doud particule alfa} si B = {intr-o secunda vor fi emise cinci particule
alfa}, C = {intr-o secunda vor fi emise mai mult de zece particule alfa}. Care este numarul de particule alfa
care corespunde celei mai mari probabilitati? Sa se considere ca a=1+0,25n, unde n este numarul variantei.

4. Sa se scrie legea de repartitie a variabilei aleatoare & care reprezintd numarul de aruncari nereusite
ale unui zar pana la prima aparitie a numarului 4. Sa se calculeze probabilitatea ca numarul aruncarilor
nereusite va varia intre 5+k si 15+k, unde k este numarul variantei..

5. V.a.c. § este definita de densitatea sa de repartitie f{x). Sa se determine: 1) reprezentarea v.a.c.  in
Sistemul Mathematica; 2) linia de repartitie; 3) functia de repartitie F(x) si graficul ei, 4) valoarea ei medie;
5) dispersia; 6) abaterea medie patratica; 7) coeficientul de variatie; 8) momentele initiale de ordinele pana
la 4 inclusiv, 9) momentele centrale de ordinele pana la 4 inclusiv; 10) asimetria; 11) excesul; 12)
probabilitatea ca & va lua valori din prima jumatate a intervalului de valori posibile. Functia f{x) este data
pe variante.

C[(x=1/2, xe[L3],
”f(x)_{o, x & [13];

2(x-1)/9, xe[14],

21 = { 0, xe[Ld];

D f(x) = (x 1)/2, xe[L3], 2) (%) = 2(x=1)/9, xe[14],
X & [L3]; o, xe[L4];

xe[L2], _J(x=1)/8, xe[L8],
)T = { ¢[L2]; 4”()()‘{ 0, xe[L5];
2(x-1)/25, xe[L6], [(x-1)/18, xe[L7],
1= { ¢ [1,6]; 6)f(x)_{o, X & [L7]; L
~ (x—l)/49, x €[1,8], _[2(x-2), xe[23], [(x=2)/2, xe[24],
f(x)_{ 0, xe[L8]; 8)f(x)_{0, x & [2,3]; 9)f(x)_{0’ x ¢ [2,4];
_J2(x=2)/9, xe[25], | (x=2)/8, xe[26],
lo)f(x)_{o, X [2,5]; ”)f(x)_{o, X £[2,6]; 12)
(0= {2(x—2)/25, xe[27],
0, xe[27];

13) f(X):{(X_Z)/l& XE[2,8], 14 f(x):{z(x_z)/49, XE[2,9],

0, x¢[28]; 0, xe[29];



2x—6, xe[34], -3)/2, xe[35],

15)f(x)={ox X$[3X4]_[ | 16)f(x)={éx X);[SS]).( 331,
_2(x=3)/9, xe[36], | (x=3)/8,xe[3]7],
f(x)_{o, x [3,6]; 18)f(x)_{01 x &[3,7]; 19)
[ 2(x=3)/25,x €[38], | (x=3)/18,x<[39],

f(x)_{o, X ¢ [38]: 2O)f(x)‘{o, x & [3.9];

2-x)/2, 0,2], 4-x)/8, xe[0,4],
21)f(x)={é :)4[02])_(6[ ]22)f(x)={é ;()/[04])_( [ ]23)
f(X)={(§_)§()/18' .Xe[0,6],24)f(x) {(8 X)/32, xe[08],

. x¢[0,6]; 0, xe[08];

_ [(0-x)/50, xe[0,10], [20-x), xefod],
25)f(x)_{o, x ¢[0,10]; 26)f(x)_{o, x ¢ [0,1];
) £ (%) = 2(3—x)/9, xel0,3], 28 £ () = 2(5-x)/25, xe[05],
=10 xepoar W=10, xeps
_[2(7-x)/49, xe[0,7], _[209-x)/8L, xe[09],
29”()()_{0, x[0,7]; 30”()‘{0, x2[09].

6.V.a. § are repartitia normala cu valoarea medie m si cu abaterea medie patratica c. 1) sa se instaleze
pachetul de programe Statistics’ NormalDistribution™ ; 2) sa se defineasca (introduca) v.a.c. datd ; 3) sa se
defineasca (determine) densitatea de repartitie ; 4) sa se construiasca linia de repartitie ; 5) sa se defineasca
(determine) functia de repartitie ; 6) sa se construiasca graficul functiei de repartitie ; 7) sa se construiasca
pe acelasi desen graficele densitatii de repartitie si al functiei de repartitie ; 8) sa se construiasca pe acelasi
desen gfaficele densitatii de repartitie si al functiei de repartitie astfel, ca grosimea graficului densitatii de
repartitie sa fie egala cu 0,5 din grosimea standard, iar grosimea graficului functiei de repartitie sa fie egala
cu 0,9 din grosimea standard; 9) Sa se calculeze probabilitatea ca § sa ia valori din intervalul [o, B]. Valorile
lui m, o, o si B sunt date pe variante.
1)m=3, 0=2, a=2, B=8; 2)m=4, 0=2, a=2, p=7; 3)m=5, 0=2, a=2, =6; 4)m=06, c=2, a=4, p=9; 5)m=7
6=2, o=4, f=8; 6)m=9, 6=2, a=6, p=9; 7)m=9, 6=2, a=7, p=12; 8)m=3, 6=3, a=2, B=5; 9)m=4, 6=3, a=2
B=7; 10)m=5, c=3, o=4, B=7; 11)m=6, 0=3, a=4, p=9; 12)m=7, 6=3, 0=6, f=9; 13)m=8, 6=3, a=5, =9;
9; 17)ym=17, c=4, o=5, p=8;
7; 4 B=9;

B=3;
[=6;

b

b

14)m=9, 6=3, =7, p=10; 15)m=5, c=4, a=4, p=8; 16)m=6, c=4, a=4, =

18)m=8, c=4, =5, p=9; 19)m=9, =4, a=7, p=10; 20)m=6, =5, o= 4, B=7; 21)m=17, c=5, o4, ;
22)m=8, o=5, a=5, B=9; 23)m=8, c=5, a=6, p=9; 24)m=8, c=5, a=7, =9; 25)m=2, =2, a=1, ;
26)m=3, o=2, a=1, B=4; 27)m=4, =2, a=1, B=5; 28)m=4, c=3, a=2, B=5; 29)m=5, c=2, a=1, ;

30)m=6, 6=3, a=2, B=8.

7. Indltimea unui barbat este o v.a. cu repartitia normala. Presupunem ci aceasta repartitie are parametrii
m=175+(-1)"/n cm si 0=6-(-1)"/n cm. Sa se formeze programul de confictionate a costumelor barbatesti
pentru o fabricd de confectii care se referd la asigurarea cu costume a barbatilor, inaltimile carora apar{in
intervalelor: [150, 155), [155, 160), [160, 165), [165, 170), [170, 175), [175, 180), [180, 185), [185, 190),
[190, 195), [195, 200], n fiind numarul variantei, n=1,2,...30.

8. Presupunem ca o convorbire telefonica dureaza in medie 5 minute si este o v.a. § de repartitie
exponentiald. 1) Sa se introducd in Sistemul Mathematica d.r. a v.a.c. &. 2) Sa se determine functia de
repartitie si sd se construiasca graficul ei. 3) Dacd va apropriati de o cabina telefonica imediat dupd ce o
persoana a Intrat In ea atunci care este probabilitatea ca o si asteptati nu mai mult de 2+#/3 minute, unde »
este numarul variantei, n=1,2,...,30?

9. Un autobuz circula regulat cu intervalul 30 minute. 1) Sa se scrie in Sistemul Mathematica d.r. a v.a.c.
€ care reprezintda durata asteptarii autobuzului de catre un pasager care soseste in statie intr-un moment
aleator de timp. 2) Sa se construiasca linia de repartitie. 3) Sa se determine f.r.e §i sd se construiasca graficul
ei. 4) Care este probabilitatea cd, sosind 1n statie, pasagerul va astepta autobuzul nu mai mult de 10+#n/2
minute, unde numarul z coincide cu numarul variantei.



10. Cantitatea anuala de precipitatii atmosferice are repartific normala. Presupunem ca anual, cantitatea
de precipitatii intr-o anumita regiune este o v.a. aleatoare de repartitie normala de parametrii 7z = 500 (mm)
si o = 150. Care este probabilitatea ca in anul viitor cantitatea de precipitatii va fi cuprinsa intre 400+5n si
500+5n, unde n este numarul variantei. Daca consideram ca un an este secetos cand cantitatea de precipitatii
nu depéseste 300 mm, atunci care este probabilitatea ca doi din viitorii zece ani vor fi secetosi?



3. Variabile aleatoare
3.1. Introducere

In acest capitol se contine o expunere succintd a rezultatelor din Teoria probabilitatilor ce se referd la
variabile aleatoare, exemple de probleme rezolvate la aceasta tema, dar si o lista de probleme propuse spre
rezolvare.

Vizavi de Sistemul Mathematica, vom aplica, in afara de functiile definite anterior, si functiile Condition
(notata si cu /;), Clear.

F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=1/;x>0; inseamna ca functiei F(x) i se atrubuie valoarea 0 cu conditia ca x<0 si
valoarea 1 cu conditia ca x>0;

Clear|[F,f,m,...] insecamna ca functiile sau parametrii F, f, m,... se elibereaza (se curatd) de valorile atribuite
lor anterior.

In Sistemul Mathematica sunt incorporate pachete de programe specializate in rezolvarea problemelor
din diferite domenii ale Matematicii. In acest Capitol se va folosi pachetul Statistics'NormalDistribution".
Céand lucrdm cu un document in Sistemul Mathematica, acest pachet poate fi instalat cu ajutorul
instructiunii
<<Statistics’ NormalDistribution’.

Daca se doreste trasarea graficului functiei f{x) definitd pe segmentul [a,b] prin intermediul unei linii de
grosime standard, atunci se poate folosi functia
Plot[f,{x,a,b}]

Atunci, cand se doreste trasarea graficului functiei f{x) definite pe segmentul [a,b] prin intermediul unei
linii de o anumita grosime, se poate folosi functia Plot[f,{x,a,b},PlotStyle—>Hue[Kk]], unde & este raportul
dintre grosimea doritd a graficului si grosimea standard.

Cand dorim sa construim, pe un singur desen, graficele mai multor finctii fi, f2, ... definite pe segmentul
[a,b], atunci putem folosi functia
Plot[{fi,f>,....},{X,a,b}]. Daca vrem si construim pe un singur desen graficele finctiilor fi, f, ... definite pe
segmentul [a,b], folosind linii de diferite grosimi si culori, atunci putem utiliza functia
Plot[{f1,f2,...},{x,a,b},PlotStyle—>{Hue[k:],Hue[k:],...}].

3.2. Notiune de variabila aleatoare. Functia de repartitie

3.2.1. Definitia variabilei aleatoare (v.a)

in majoritatea cazurilor rezultatele inregistrate intr-un experiment aleator reprezinta niste valori numerice
ale unei marimi care depind de evenimentele elementare 1n acest experiment. Aceastd marime se va numi
variabila aleatoare. Aceasta este, ca atare, o variabild (o functie) care depinde de rezultatul posibil intr-un
experiment aleator (ce posedd Proprietatea Regularitattii Statistice), ceea ce inseamna ca valoarea ei nu
poate fi anticipatd cu certitudine inainte de efectuarea experimentului. Vom da definitia matematica a
variabilei aleatoare.

Definitie. Fie (Q2, & P) un camp de probabilitate, atunci vom numi variabila aleatoare (v.a.) definita pe
acest camp orice functie & : Q—R care verifica conditia

{ weQ: E(w) <x}e & pentru orice xeR . 3.1

Observatie. Daca suntem 1n cazul discret, i.e., In cazul cand spatiul de evenimente elementare Q) este o
multime finitd sau, cel mult, nu-marabild, atunci campul (familia) de evenimente aleatoare & coin-cide
cu familia tuturor submultimilor din Q. Prin urmare, in acest caz, putem numi variabila aleatoare orice
functie § : Q—R, deoarece in caz discret conditia cd { ®eQ : {(w) <x}e & pentru orice xeR are loc
automat.

Evenimentul care figureaza in conditia (3.1) se noteaza, pe scurt, astfel: {®:(®) <x}, sau {§ < x}, sau
(€ <x). Marimea &(w) se numeste valoare a variabilei aleatoare &. Din conditia (3.1) rezulta ca pentru orice
xeR putem gisi probabilitatea evenimentului aleator (£<x).

In calitate de exemple de v.a. intalnite in practica putem lua: suma de puncte apirute la aruncarea unui
zar de doua ori, durata functiondrii unui dispozitiv electronic, numarul de particule alfa emise de o substanta
radioactiva intr-o unitate de timp, cantitatea anuald de precipitatii atmosferice intr-o anumitd regiune,
numarul de apeluri telefonice inregistrate pe parcursul a 24 de ore la o statie de ajutor medical, numarul de
accidente auto Inregistrate pe parcursul unui anumit interval de timp etc., etc.



3.2.2. Proprietiti ale variabilei aleatoare

a) Daca & este o variabila aleatoare, atunci pentru orice a€R si beR sunt evenimente aleatoare si, prin
urmare, sunt definite probabilitatile lor pentru{& > a}, {€ > a},{ =a}, {a < < b}, {b<E <L a}, etc.

b) Fie (Q, K, P) un camp de probabilitate, aeR, £:Q—R si n:QQ—R sunt variabile aleatoare. Atunci
sunt variabile aleatoare si functiile: 1) a&; 2) &, k=1, 2,...; 3) &-n; 4) E+1; 5) E1; 6) 1/ daci n(w) # 0,
VYwoeQ; 7) &/m daca n(w) =0, VoeQ) ; 8) Eta.

In genere, daci avem un sir finit de v.a. definite pe unul si acelasi cAmp de probabilitate, atunci v.a. va
fi si orice functie de aceste variabile, in caz ca aceasta este functie continua. De exemplu, suma de v.a.,
diferenta lor, produsul lor, minimumul sau maximumul de aceste variabile, etc., vor fi v.a.

3.2.3. Functia de repartitie (distributie) a variabilei aleatoare

Definitie. Fie (Q2, &, P) un camp de probabilitate si & : Q—R o variabila aleatoare. Functia ' : R—>R,

definita prin relatia
F(x) = P(§ <x), pentru orice xeR, 3.2)
se numeste functie de repartitie (f.r.) a v.a. &.

Teorema (Proprietdtile caracteristice ale f.r.)

Daca F(x) este o f.r. a unei v.a., atunci au loc urmdtoarele proprietdti:

1) F(x) este monoton nedescrescatoare), i.e., F(x;) <F(x;) de indatd ce x; <x: ;

2) F(x) este continud la stdnga pentru orice x €R, i.e., pentru orice §ir monoton crescator de valori x,
care tinde la x, atunci cdnd n tinde la +o, sirul corespunzator de valori F(x,) are drept limita valoarea
F(x), fapt ce se noteaza, pe scurt, F(x-0)=F(x);

3) F(+oo) = 1 §i F(-00)=0.

Observatie. Proprietatile 1)-3) sunt caracteristice numai si numai functiilor de repartitie in sensul ca,
are loc si reciproca acestei teoreme, conform careia: pentru orice functie ' : R—R ce posedd proprietitile
1)-3) putem construi (neunivoc) un cimp de probabilitate (2 &, P) si o v.a. & definita pe el, astfel incit
functtia ei de repartittie coincide cu F.

Propozitie (Formule de calcul ale probabilititilor pe baza f.r.)  Fie o v.a. cu fr. F(x). Atunci
pentru orice a<b, a,b eR, au loc urmdtoarele formule:

a) P(a< &< b)=F(b)— F(a);

b) P(&>a) =1 —F(a);

¢) P(é=a)=F(a+0) — F(a), prin F(a+0) fiind notata limita la dreapta a functiei F in punctul a;
d) P(a << b)=F(b+a) - F(a);

e) Pla<&<b) = F(b) —F(a+0);

f) P(a<&<b) =F(b+0) —F(a+0).

Observatie. Din formula ¢) rezultd ca pentru acele v.a. a caror fir. este continud, P( &= a)=0 pentru
orice numar real a, deorece in acest caz F(a+0) = F(a).

3.2.4. Exemple
Exemplul 1. Consideram v.a. & cu fr. datd de formula:

_ —2X
F(x) = 1-e™", x>0,
0, x<0.

1) Sa se defineasca aceasta functie de repartitie in Sistemul Mathematica. 2) Sa se construiasca graficul
functiei F(x).
3) Sa se calculeze probabilitatea evenimentului (0 < & < 1).
4) Sa se calculeze probabilitatea evenimentului (§ > 2).
Rezolvare. 1) Definim functia F(x) in Sistemul Mathematica cu ajutorul operatorului Condition, notat
sicul/;.
In[1]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=1-Exp[-2*x]/;x>0;
2) Pentru constructia graficului functiei F(x) folosim finctia Plot.
In[2]:=Plot[F[x],{x,—1,5}]



-1 1 2 3
Out[2]=Graphics
3) Aplicam formula @) din Propozitie.
In[3]:=N[F[1]-F[0]]
Out[3]=0.86465
Am obtinut P(0<£<1)=0,86465.

4) Pentru calculul probabilitati folosim formula b) din Propozitie.

In[4]:=N[1-F[2]]
Out[4]=0.0183156
Am obtinut P(§>2) = 0,0183156.

Rezolvarea problemei s-a terminat, dar, deoarece la rezolvarea problemei urmatoare se va folosi, din
nou, notatia F(x), curatim continutul ei, ce corespunde problemei rezolvate mai sus, apeland la operatorul
Clear.

In[5]:=Clear|[F].

3.3. Variabile aleatorii. de tip discret si Caracteristicile numerice ale acestora
In Teoria Probabilitatilor sunt studiate 3 tipuri de v.a.: discrete, (absolut) continue si singulare.
Interesante din punct de vedere ale aplicatiilor fiind doar primele doua.

3.3.1. Definitia variabilei aleatoare de tip discret
Fie (Q2, &, P) un camp de probabilitate si & : Q—>R o v.a.
Definitie. Variabila & se numeste variabila aleatoare de tip discret daca multimea valorilor posibile ale
acesteia este finita sau infinitd, cel mult numerabila.

Drept exemple de v.a. de tip discret putem lua numarul de steme aparute la aruncarea unei monede de n
ori, numdrul de puncte aparute la aruncarea unui zar o singurd datd, numarul de apeluri telefonice
inregistrate la Urgenta Medicalad pe parcursul a 24 de ore, numarul de erori descoperite in urma compilarii
unui soft etc.,etc.

3.3.2. Repartitia (distributia) probabilista a variabilei aleatoare de tip discret
Fie £ o v.a. de tip discret definita pe campul de probabilitate (2, &, P), adica aceasta ia, 1n calitate de
valori posibile, valori din mulimea X={x;xs,...,Xn,...}, unde x;<x;<...<x,<... . Dupd cum am vizut,
indiferent de tipul v.a., aceasta poate fi definita si prin intermediul functiei ei de repartitie F(x), dar in caz
discret mai existd o modalitate echivalentd de a defini v.a. i anume, cu ajutorul notiunii de repartitie a v.a.
Definitie. Vom numi repartitie probabilistd (simplu, repartitie) a v.a. ¢ setul de perechi ordonate
{(x;,py} =1 sau tabloul de forma

:. (xl X, . X J
P P o Py
unde p;i=P({=x:)20,i 21, % »1 pi=1. (3.3)
Urmatoarea afirmatie arata ca, in caz discret, f-r. §i repartitia v.a. £ sunt doud forme echivalente de
modelare matematica (probabilistd) a ei.

Propozitie. Fr §i repartitia unei v.a. £ de tip discret sunt legate intre ele conform urmatoarelor
formule:

a) F(X):ij<xpj ; (3.4)



b) multimea de valori posibile a v.a. & este data de
X={x1,X2....%n,... } = {x€R : F(x+0)-F(x)>0} iar probabiltaitile
pi=P(E=x) =F(x+0)-F(x), i >1. (3.5
Concluzie. Din aceasta propozitie rezulta ca f.r. si repartitia unei v.a. de tip discret sunt doua forme
echivalente de modelare probabilista ce descriu legea care guverneaza comportamentul probabilist al v.a..
Mai mult, o v.a. de tip discret este definita, daca se cunoaste legea ei de repartitie: sau sub forma de functie
de repartitie, sau sub forma de repartitie.

3.3.3. Caracteristice numerice ale variabilei aleatoare de tip discret
Cunoagterea legitatii de repartitie (f.r. sau repartitia) a unei v. a. o putem considera o cunoastere exaustiva
(completd) a acesteia din punct de vedere al comportamentului ei probabilist. insa, uneori, in dependenti
de scopul urmarit, este de ajuns sa cunoastem doar careva valori numerice ce caracterizeaza sumar v.a.
data. Astfel de valori se numesc caracteristici numerice.
Printre caracteristicile numerice care joaca rolul de parametri de pozitie sau parametri ai tendintei
centrale se enumard valoarea medie §i modul( moda).
1) Valoarea medie.
Definitie. Vom numi valoare medie a unei v.a. discrete £ date de repartitia (3.3) numarul
M§ =2 51 Xipi . (3.6)
Observatie. In cazul cand multimea de valori posibile a v.a. este finitd suma din partea dreapta a formulei
(3.6) este o suma finitd. Dar dacd multimea de valori posibile a v.a. este infinit numadrabila, atunci vom
spune ca valoarea medie M& exista dacd seria numericd 2 >, x;p; converge absolut, adica X >; fxi/pi <+ co.
Valoarea medie a v.a. M£ a variabilei aleatoare & se mai noteaza m: sau E€.
Daca numarul de experimente repetate in care sunt vizate valorile v.a. £ este destul de mare, atunci
media aritmetici a valorilor observate este aproximativ egala cu valoarea ei medie. In aceasta constd sensul
valorii medii.
Propozitia 1. (Proprietitile valorii medii). Valoarea medie poseda urmatoarele proprietafi:
1. Daca v.a. & ia valori nenegative cu probabilitatea 1, atunci ME>0 si ME=0 daca si numai dacad v.a.
€ ia vloarea 0 cu probabilitatea 1,

2. Daca exista valorile medii ale v.a. &, n, atunci existd si valoarea medie a v.a. al+fn si M(a&+fn)=
aME&+ bMn pentru orice numere reale a si b;

3. Daca exista valoarea medie a v.a. &, atuni /ME'< M/&/;

4. Daca existda valorile medii ale v.a. £, n §i aceste v.a. sunt independente in sensul ca P(& =x, n=y),
pentru orice x si y din multimile de valori posibile ale v.a. respective, atunci exista si valoarea medie
a produsului & -n si M& -n=M¢& -Mn.

Urmatoarea propozitie ne aratad cum poate fi calculata valoarea medie a unei functii

de v.a.d. & atunci cand se cunoaste doar repartitia lui & .

Propozitie (Formula de transport). Daca v.a.d. & este data de repartitia (3.3) si f(x) este o functie
continud definita pe multimea numerelor reale, astfel incat v.a. n=f(&) poseda valoare medie, atunci
My=Mf(&) =% 1 f(x)p: .

2) Modul. Se numeste mod (moda) a unei v.a.de tip discret acea valoare posibild a acesteia, careia 1i
corespunde probabilitatea maxima..

Modul variabilei aleatoare & se noteaza cu Mo[&]. Din definitia modului rezulta ca

Mo[£] = X;, , unde p; =max{p;}. (3.7

I<j<n

3) Variabile aleatoare centrate. Dispersia (varianta). Abaterea medie patratica. Fie £ o variabila

aleatoare cu valoarea medie me. Expresia
g=C—me (3.8)
se numeste variabila aleatoare centrata. Valoarea medie a variabilei aleatoare centrate este nula.

Definitia 1. Se numeste dispersie (variantd) a variabilei aleatoare & valoarea medie a patratului
variabilei aleatoare centrate £°. Dispersia variabilei aleatoare & se noteazd cu DE, sau D;, sau Varé. Din
definitia dispersiei rezulta ca

DE = M(&°)*= M(§ — mz)*. (3.9)

Formula de calcul a dispersiei variabilei aleatoare de tip discret este:



n
Dg:ZH(xj -m,)*p; . (3.10)
In caz general,
DE = M(2?) - (MEY: 3.11)

Ratiunea introducerii notiunii de dispersie rezida in faptul ca aceasta caracterizeaza gradul de dispersare
(Imprdstiere) a valorilor posibile ale unei v. a. in raport cu valoarea ei medie. Mai exact, cu cat dispersia
este mai mica cu atat aceastd imprastiere este mai mica si invers.

Definitia 2. Se numeste abatere medie patratica sau abatere standard a unei v.a. radacina patrata din
dispersia ei. Abaterea medie patratica a variabilei aleatoare  se noteaza cu o[§] sau 6e. Din definitie rezulta
ca

ol&]= D¢ (3.12)
Observatie. In aplicatii, pentru a caracteriza gradul de imprastiere a valorilor v.a. cercetate in raport cu
valoarea ei medie, este mai usor sa operam cu abaterea medie patratica, deoarece aceasta se exprima in
aceleasi unitati de masura ca si v.a. si valoarea ei medie.
Propozitia 2. (Proprietidtile dispersiei). Dispersia poseda urmdtoarele proprietati:
1. Daca dispersia v.a. § exista, , atunci DE>0si DE=0daca si numai daca v.a. & ia valoarea M& cu
probabilitatea 1;
2. Dacd existd dispersia v.a. & atunci existd si dispersia v.a. al+b si D(a&+b)=a’ DE pentru orice
numere reale a si b;
3. Daca exista dispersiile v.a. &, n, atunci exista §i dispersia v.a. &+nsi D(E+n)= ME+Mn+
2M(E-ME)(n-Mn);
4. Daca exista dispersiile v.a. £, 7 si aceste v.a. sunt independente in sensul ca P(& =a, n=>b), pentru
orice a §i b din multimile de valori posibile ale v.a. respective, atunci existd si dispersia v.a. +n §i
D& +n)=D<& +Dn.
Definitie. Se numeste covarianta a v.a. & n numarul cov(& n)=M(E-ME)(n-Mn).
Observatie.Proprietatile 3 si 4 ale dispersiei aratd cd cov(&7)=0 , atunci cand v.a. &7 sunt
independente.
1) Momente initiale.
Definitie. Se numeste moment initial de ordinul s al unei v.a. valoarea medie a acestei v.a. luatd la
puterea s. Momentul initial de ordinul s al v.a. & se noteaza cu as[§]. Din definitia momentelor initiale
rezulta ca:

os[E] =ME',s=1,2,... (3.13)
iar formula de calcul a momentului initial de ordinul s al unei v.a.de tip discret este
a[é1=2. ., X;p;5=1,2,.. (3.14)

Observam ca valoarea medie coincide cu momentul initial de ordinul intéi.

2) Momente centrate.
Definitie. Se numeste moment centrat (sau central) de ordinul s al unei v.a. valoarea medie a puterii s a
variabilei centrate respective. Momentul centrat de ordinul s al v.a. § se noteaza cu p[§]. Din definitie
rezulta ca

“S[F:] = M(F:O)S’ S= 17 27'" (315)
Formula de calcul a momentului centrat de ordinul s al unei v.a.de tip discret are forma
HIE1=2, L, (O =m) py s =1,2,.. (3.16)

Au loc egalitatile pu[&] = 0, po[E] = DE.
Relatiile duntre momentele centrate si cele initiale sunt:
D o= 02— o
2) u3= oz — 3o + 2003
3) Wa= 0Ol4— 4oz + 601012 — 3ou*.
5) Asimetria.
Definitie. Se numeste asimetrie (coeficient de asimetrie) al v.a. & numarul notat cu S; si dat de egalitatea

S, [£] =% (3.17)

6) Excesul.
Definitie. Se numeste exces al v.a. £ numarul notat cu € sau Ex[E] si definit prin egalitatea



EX[£] =74 -3. (3.18)
O

3.3.5. Exemple de determinare a functiei de repartitie si de calcul al valorilor caracteristice ale
unei v.a.de tip discret.
Exemplul 2. Se da v.a.de tip discret cu repartitia

. 0 2 5 7 \ 1o
103 04 01 02) (3.19)

Se cere: 1) sa se defineasca (sa se introducd) in Sistemul Mathematica v.a. &; 2) sa se determine functia
ei de repartitie F(x); 3) sa se introduca functia de repartitie in Sistemul Mathematica; 4) sa se construiasca
graficul functiei F(x); 5) sa se calculeze probabilitatea ca v.a. § va lua valori din intervalul [3, 8).

Rezolvare. 1) Introducem repartitia v.a. & sub forma de listd cu doud linii, elementele careia sunt
elementele liniilor matricei (3.19).

In[6]:=p={{0,2,5,7},{0.3,0.4,0.1,0.2}}
Scriem p in forma matriceala cu ajutorul functiei MatrixForm.
In[7]:=MatrixForm|p]

0 2 5 7
Outm:(oe 04 01 O.ZJ
2)Aplicand formula (3.4), gasim functia de repartitie

0, x<0,
0,3, 0<x<2,
F(x)=40,7, 2<x<5,
08, 5<x<7,

1, x>7.

3) Introducem functia F(x) in Sistemul Mathematica cu ajutorul functiei Condition, notata si cu /;.
In[8]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=0.3/;0<x<2;F[x_]:=0.7/;2<x<5;F[x_]:=0.8/;5<x<7;F[x_]:=1/;7<x;

4) Construim graficul functiei de repartitie cu ajutorul functiei Plot.
In[9]l:=Plot[F[x],{x,—1,8}]

0.8 - 4,7

2 : . 5 0
Out[9]=Graphics;
5) Folosim formula a) din Propozitie, vezi punctul 3.2.3 al acestui capitol:
In[10]:=P(3<E<8)=F|[8]-F|3]
Out[10]=0.3
Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Cum functia de repartitie F(x) din acest exercitiu nu se foloseste in
exercitiile ce urmeaza, dar notatia se foloseste, trebuie sa scoatem definitia ei din Sistem. Matricea p mai
ramane in Sistem, deoarece ea se va folosi la rezolvarea exercitiului urmator. In[10]:=Clear|[F].
Exercitiul 3. Fiind data aceeasi v.a.  cu repartitia (3.19), sa se calculeze: 1) valoarea medie; 2) dispersia;
3) abaterea medie patraticd; 4) momentele initiale de ordine pana la 4 inclusiv; 5) momentele centrate de
ordine pana la 4 inclusiv; 6) asimetria; 7) excesul.
Rezolvare. 1) Calculim valoarea medie cu ajutorul formulei (3.6).

g™ = 22 o P AIPIE2 1

Out[11]=2.7
Am obtinut m:=2,7. Aici pl[i,j] este notatia elementului p; al matricei p.



2) Determindam dispersia conform formulei (3.12).

In[12]:=D¢ = Z;(( PIIL J11-m:)"2) pll2, jlI
Out[12]=6.61
Am obtinut DE=6,61.
3) Aplicam formula (3.13).
In[13]:=0, =D&
Out[13]=2.57099

Am obtinut 6:=2,57099.
4) Pentru calculul momentelor initiale folosim formulele (3.14).

In[14]:=¢, = Z;((p[[l, 1M pll2, j11
Out[14]=2.7

In[15]:=a, = Z;((p[[l, imr2)pll2 i1
Out[15]=13.9

In[16]:=a; = Z];(( p[[L jID™3) pll2, j11
Out[16]=84.3

In[17]:=a, = Z;((p[[l, imr4ell2 i1
Out[17]=549.1

Am obtinut o,1=2,7; 02=13,9; 03=84,3; 04=549,1.
5) Calculam momentele centrate conform formulelor (3.16).

In[18]:= 14 = Z;(( Pl j11-m.)") pl[2, jII

Out[18]=—1.11022x107'6
Se stie ca w; = 0. Aici am obtinut un numar foarte aproape, dar totusi diferit de zero. Aceasta se intampla
uneori cind se opereaza cu numere aproximative. Dupa rotunjire se obtine aceeasi valoare 0.

In[19]:=lvL2 - Z 1:1(( PIIL i11=m¢)*2)p[[2, iI]
Out[19]=6.61

In[20]:=l'l3 - z j:l(( pILL j11-m)*3)pll2, j11
Out[20]=11.076

1= 4 2. (I, 1= m ) pIL2, j]]

Out[21]=87.2137
Am obtinut p;=0; p,=6,61; us=11;076, n4=87,2137.

6) Calculam asimetria conform formulei (3.17).
In[22]:=SK[§]=ps/c°
Out[22]=0.65175

7) Calculam excesul conform formulei (3.18).
In[22]:=Ex[£]=ps/c* -3
Out[22]=1.0039

Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Eliberam parametrii de valorile atribuite n acest exercitiu.
In[23] :=Clear[p7m§7D§a°—§9al9“29(149 ulaulau-"’u%Sk[&] 9EX[§]]°

3.4. Repartitii (modele probabiliste) uzuale (clasice) in caz discret
3.4.1. Functia generatoare a variabilei aleatoare

In caz discret este comod uneori ca probabilitatile sau caracteristicile numerice ale unei v.a. ce poate
lua valori din multimea numerelor naturale, inclusiv 0, sa fie calculate cu ajutorul unei functii numite funcgie
generatoare .

Fie cd variabila aleatoare & are repartitia



5_(0 1 2 .. k J (320,
P PP o P '

Definitie.Se numeste functie generatoare a v.a. (20) functia @(z) definita prin egalitatea
o K
o(2) = Py Z
Z k=0 , (3.21)
unde z este un parametru, care ia valori din intervalul (0;1].
In cazul cand v.a. & ia valori dintr-o multime finita de valori, atunci in expresia (3.21) coeficientii ps,
incepéand cu un anume indice, sunt egali cu zero. Se demonstreaza ca

oufE] = ME = ¢'(1). (3.22)

w[E] =" (1) + ¢'(1). (3.23)
o[E] ="' (1) + 39" (1) + ¢'(1). (3.24)
DE=0"(1) +¢'(1) = [¢'(D]*. (3.25)

3.4.2. Repartitiile uniforma, Bernoulli si binomiala
Definitie. Vom spune ca v.a. § este repartizata uniform (de tip discret) daca valorile posibile ale ei sunt
0, 1, 2, ..., n, iar probabilitatile acestor valori sunt date de formula:

p, =P =k)=1/(n+1), k=012,..,n., (3.26).
Mai exista si varianta de repartitie uniforma trunchiata in zero, adica valorile posibile ale v.a. sunt
1,2,...n, iar  p,=P(&=k)=1/nk=012,..,n., (3.26").

Observatie. Repartitia uniforma datd de formulele (3.26) sau (3.26') modeleaza din punct de vedere
matematic alegerea la intdmplare a unui element dintr-o multime de elemente numerotate 0,/,2,...,n sau
1,2,...,n, respectiv.

Definitie. Vom spune ca v.a. § este repartizata binomial cu parametri n si p daca valorile posibile ale ei
sunt 0, 1, 2, ..., n, iar probabilitatile acestor valori sunt date de formula:

p.=P(E=k)=C‘p*q"*,0<p<lk=012,..,n., (3.26).
In particular, atunci cand n=1, repartitia Binomiala se numeste repartitie Bernoulli.
O repartitie binomiala de parametri # si p se noteaza cu Bi(n, p). Din definitie rezultd cd o v.a. repartizata
binomial sau Bernoulli poate fi data, respectiv, sub forma:

0 1 k n
: , (3.27
5 (Cr? poqn—o Crllplqn—l Ckpkqn—k C: pnqoj ( )

n

5'[0 : ] (3.28)
1) . :

Observatie. Repartifia binomiala modeleaza, din punct de vedere matematic, numarul total § de
»succese “’in n probe Bernoulli cu una si aceeasi probabilitate p a ,,succesului “in fiecare proba.
Folosind functia generatoare se deduc urmatoarele formule:

ME = ou[&] = np, (3.29)
DE = npq, (3.30)
ol&]=+npq ) (31)

Daca np—q este numar intreg, atunci valoarea maxima a probabilitatii P,(k) se atinge pentru doua valori
ale lui k: ko= np—q si Ky=np—q+1 = np+p. Daca np—q este un numir fractionar, atunci valoarea maxima a
probabilitatii P,(k) se atinge In punctul ko= [np—qg]+1, unde [np—q] este partea intreaga a numarului np—gq.

Exemplul 4. Un eveniment aleator 4, conventional numit ,,succes” poate aparea intr-un experiment
aleatoar cu probabilitatea p = 0,3. Se efectueaza 1000 de repetari independente ale acestui experiment. Se



cere: 1) sé se scrie repartitia variabilei aleatoare £ care reprezintd numarul total de aparitii ale evenimentului
A; 2) sa se calculeze Mo[&], 3) ME, 4) DE, 5) o[&], 6) P(250<E<350).

Rezolvare. 1) V.a. & poate lua una din valorile: 0, 1, 2,..., 1000. Probabilititile acestor valori se
calculeaza conform formulei Bernoulli. Deci v.a. § are repartitia

Py = P(i =k) = PlOOO (k)= C1kooo (013)k (017)1000_k ,k=0,1,2,..., 1000.
2) Cum np—q = 1000-0,3-0,7 = 299,3 este un numar fractionar, rezulta cad modul, adicé valoarea posibila
care corespunde celei mai mari probabilitati este: Mo[&] =[299,3]+1 =299+1 = 300.
3) ME& = np =1000-0,3 = 300.
4) D& = npq = 1000-0,3-0,7 = 210.

5y01el=/npg =+/210.
6) Calculam probabilitatea ceruta
P50 <E<350)= ).
cu ajutorul Sistemului Mathematica.
30 (1000!)*((O.3)"k)*((0.7)’\(1000—k))}
K0 (k!)*(1000—-k))!

Out[24]=0.999509
Am obtinut P(250<£<350)=0,999509.

350
k=250

Clin(03) 07"

In[24]:= N{

3.4.3. Repartitia Poisson
Definitia 1. Vom spune ca v.a. § are repartitia Poisson cu parametrul a, a > 0, daci ea poate lua in

calitate de valori posibile una din valorile 0, 1, ..., ,..., probabilitatile carora sunt date de formula

a‘k

p.=P(=k)= Fe*a ,k=0,1,2...., (3.32)

unde a este un parametru real pozitiv.
Repartitia Poisson de parametru a se noteaza cu Poisson(a). Din definitie rezulta ca o v.a. § cu repartitia
Poisson(a) poate fi scrisa in forma

0 1 k
S - (3.33)
0 m S
Daca numerele 7 si & sunt relativ mari §i npg < 9, atunci repartitia binomialad de parametrii z si p poate fi
aproximata cu ajutorul repartitiei Poisson de parametru a = np.

Folosind functia generatoare, obtinem ca:
M =Dt =a; of] =Va. (3.34)

Daci a este numadr intreg, atunci py isi atinge valoarea maxima pentru ko= a si ko= a—1. Daca a este
fractionar, atunci Mo[&]=[a]+1.

Definitia 2. Se numeste flux de evenimente un sir de evenimente aleatoare, care se produc in momente
aleatoare de timp. Un flux de evenimente se numeste flux Poisson daca el are proprietatile:

a) este stationar, adica probabilitatea ca intr-un anume interval de timp se vor realiza exact k evenimente
depinde numai de numarul £ si de lungimea (durata) intervalului de timp si nu depinde de inceputul lui;

b) probabilitatea realizdrii a k£ evenimente intr-un anume interval de timp nu depinde de numarul de
evenimente care s-au realizat inainte de inceperea acestui interval;

¢) realizarea a doud sau mai multe evenimente intr-un interval mic de timp are, practic, probabilitate nula.

Numarul mediu de evenimente dintr-un flux Poisson care se realizeaza intr-o unitate de timp se numeste
intensitate a fluxului. Vom nota intensitatea fluxului cu a. Atunci are loc urmatoarea

Propozitie.Numarul de realizari ale evenimentelor din fluxul Poisson in t unitati de timp este o v.a. cu
repartifia

k
P (k)= %ea‘ k=0,12,..

Pentru ¢ = 1 din formula precedenta se obtine repartitia Poisson.



Observatie. Repartitia Poisson modeleaza, din punct de vedere matematic, comportamentul
probabilistic al:
1)numarului de particule o (alfa) emise de o substanta radioactiva intr-un anumit interval de timp;
2)numarului de automobile care vin la o statie de alimentare cu benzina intr-o unitate de timp;
3)numarului de clienti care se adreseaza la un oficiu postal intr-o zi;
4)numarului de apeluri la un post telefonic intr-o unitate de timp;
5)numarului de erori de programare comise de un programator intr-un soft de o anumita lungime;
6)numarului de bacterii descoperite intr-o picatura de apa;
7)numarului de erori de tipar care se contin pe o pagind (sau un grup de pagini) dintr-o carte;
8)numarului de 3 gemeni noi nascuti in decurs de un an in careva tara;
9)numarului de oameni dintr-o anumita tara care au depasit varsta de 100 de ani;
10)numarului de cutremure de pamént care au loc intr-o regiune seismica intr-o unitate de timp;
11)numarului de accidente rutiere produse intr-un orag, intr-o unitate de timp;
12)numarului de decese printre asiguratii unei companii de asigurare intr-o unitate de timp etc., etc.
Exemplul 5. Numarul mediu de solicitari de taxi receptionate la un dispecerat intr-un minut este egal cu
2. Sa se calculeze probabilitatile evenimentelor: 4 = {in decursul unui minut va fi receptionata o singura
solicitare}, B = {in decursul unui minut vor fi receptionate nu mai mult de 2 solicitari}, C = {in decurs de
1 minut vor fi receptionate mai mult de 2 solicitari}.
Rezolvare. Variabila aleatoare  care reprezinta numarul de solicitari de taxi intr-un minut are repartitia
Poisson de parametru a = 2. Aceasta variabila aleatoare are repartitia
k
) =P(§=k)=%e2,k=o, 1,2,... (3.35)
2t
1) Cum P(A)=P(¢=1) :Ee avem:
2t
In[25]:=N[—¢€ 7]
il

Out[25]=0.270671;
2) Cum P(B) =P(&£=0)+P(&=1) +P(&=2) din (3.35) avem:
20 o2, 22
In[26]:=N[—€& " +—€& “"+—¢€ ]
o il 2!
Out[26]=0.676676
3) Cum P(C)=1 - P(B), avem :
In[27]:=N[1-0.676676]
Out[27]=0.323224
Am obtinut P(4)=0,270671, P(B)=0,676676, P(C)=0,323224.
3.4.4. Repartitia geometrica
Definitie. Vom spune ca o variabila aleatoare & are repartitia geometrica de parametru p, daca valorile
posibile ale ei sunt 0, 1, 2,..., k,.. si probabilitatile lor sunt date de formula

P, =P(E=K)=q“p,0<p<1,g=1-p, k=0,1,2,... (3.36)
In caz ca repartitia este data de formula

p=P(E=K)=0""p,0<p<l,g=1-p,k=12,.. (337
v.a. € se numeste geometric repartizata trunchiata in zero.
De exemplu, repartitia (3.36) poate fi scrisd in urméatoarea forma matriceala:

5_(0 1 2 .k j
\p pg pg® .. pg* )

Observatie. Repartitia geometrica (3.36) modeleaza, din punct de vedere matematic, numarul total & de
winsuccese ” inregistrate In experimentul ce constd in repetarea uneia si aceleiasi probe Bernoulli (cu
probabilitatea p a ,,succesului ”in fiecare proba) péana la prima aparitie a ,,succesului” . Prin analogie,
repartitia geometrica trunchiatd in zero (3.37) modeleaza, din punct de vedere matematic, numarul total &
de probe (incercari) efectuate In experimentul ce consta in repetarea uneia si aceleiasi probe Bernoulli (cu
probabilitatea p a 1n fiecare proba) pana la prima aparitie a ,,succesului”

Cu ajutorul functiei generatoare obtinem, de exemplu, pentru repartitia geometricd ca:



Mé=1/p D&=a/p®, olél=Va/p.  (339)

Analogic, pentru repartitia geometrica trunchiata in zero

. MIE] = q/p, DIE] = q/p*. (3.39)

Exemplul 6. Intr-o urna se contin 2 bile albe si 8 bile negre. Se extrage succesiv cate o bila, cu intoarcere,
pana la prima aparitie a unei bile albe. Sa se determine: 1) repartitia v.a. § care reprezintd numarul de
extrageri pana la prima aparitie a unei bile albe; 2) ME; 3) DE; 4) numéarul minim m de extrageri , suficient
pentru a afirma, cu probabilitatea 0.7, ca pentru extragerea unei bile albe vor fi necesare, mai putin de m
extrageri.

Rezolvare. 1) Notam cu 4 evenimentul care constd in aparifia unei bile albe la o extragere si cu N
evenimentul care consta in extragerea unei bile negre. Evident ¢ N = A . Cum in urna sunt 2 bile albe si 8
bile negre, rezultd ca P(4) = 0,2 si P(N) = P(A )=1-0,2=0.8.

Pentru ca bila alba sa apara prima data la prima extragere este echivalent cu faptul ca v.a & sd ia valoarea
1. Probabilitatea acestui eveniment este egald cu p1 = P(4) = 0,2. Evenimentul ca bila alba sa apard prima
data la extragerea a doua este echivalent cu faptul ca v.a. £ sdia valoarea 2. Probabilitatea acestui eveniment
este egald cu py= P(£=2) = P(A n4) = P(A)P(4) = 0,8-0,2 = 0,16. In general, pentru ca bila alba si apar
prima data la prima extragerea cu numarul & este echivalent cu faptul ca v.a & sa ia valoarea k. Probabilitatea
acestui eveniment este egala cu

v=PE=k)= P(AN..nANA)=02-0,8)" k=1,2,...
pr=P(E=k) (kilori ) (0.8)
Deci variabila aleatoare & are o repartitie geometrica trunchiata in zero cu parametrul p= 0,2.

2) Conform formulei (3.39) avem: M[§] = 1/0,2 = 5.

3) Din a doua formula (3.39) obtinem:

D[E] = (1-0,2)/(0,2)* = 20.
4) Determinam numarul m din conditia
0,2+0,2:0,8+... +0,2:(0,8)""'>0,7.
Aceasta inecuatie se reduce la inecuatia m > logos0,3.
Aici aplicam Sistemul Mathematica.
In[28]:=N[Log[0.8,0.3]]
Out[28]=5.3955
Obtinem m = 6.

3.4.5. Repartitia hipergeometrica
Definitie. Vom spune ca o variabila aleatoare & are o repartitie hipergeometrica de parametri a, b, n daca

aceasta poate lua una din valorile 0, 1, 2, ..., min{a, n} cu probabilitatile
Ck Cn—k
pi =PE=h)==*"
k Cn

atb  f=0,1,2,..., mn{a,n}. (3.40)
Se demonstreaza ca
MIE] = nal(a+b). (3.41)
Repartitia hipergeometrica apare, de exemplu, in experimentul care consta in extragerea fara intoarcere
a bilelor dintr-o urna care contine bile de doua culori.

3.5. Variabile aleatoare de tip (absolut) continuu si caracteristicele lor
numerice
3.5.1. Notiune de variabila aleatoare de tip (absolut) continuu
Se numeste v.a.de tip (absolut) continuu (v.a.c.) o variabila aleatoare, a carei multime de valori posibile
reprezintd un interval de numere reale si functia de repartitie este continua in intervalul (—oo; o), dar si

derivabila, cu exceptia poate ca, de o mulfime finita sau infinita cel mult numaérabila de puncte de pe acest
interval.

3.5.2. Exemple de variabile aleatoare continue
1) Durata functionarii unui aparat electric este o variabild aleatoare continua care poate lua valori din
intervalul [0; o).



2) Fie ca se masoara lungimea unui obiect sau rezistenta unei linii electrice cu un aparat de masurare
astfel Incat rezultatul masurarii se rotunjeste pana la un numar intreg. Atunci eroarea de rotunjire este o
v.a.c. care ia valori din intervalul (-1; 1).

3) Cantitatea anuald de precipitatii atmosferice In careva regiune este o variabila aleatoare continua care
ia valori din intervalul [0; o).

3.5.3. Functia de repartitie
Functia de repartitie pentru orice variabild aleatoare a fost definitd in unul din paragrafele precedente.
Pentru comoditate amintim aici definitia si proprietatile acestei functii.
Se numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare & functia F:R—[0,1] definita prin egalitatea
F(x)=P(E <x). (3.42)
Functia de repartitie are urmatoarele proprietati caracteristice:
1) F(+o0) =1, F(—) = 0;
2) F(x) este o functie nedescrescatoare;
3) F(x) este continud la stanga in orice punct xeR.
Din formulele de calcul ale probabilitatilor in baza f.r. deducem ca:
P(a <& < b)=F(b) - F(a). (3.43)

P(£=a)=0. (3.44)
Pla<t<b)=Pla<t<b)=Pla<t<b)=Pa<&t<b). (3.45)

3.5.4. Densitatea de repartitie si proprietatile acesteia
Definitie. Vom numi densitate de repartitie (d.r) a v.a.c. § cu f.r. F(x) functia f{x) definita prin egalitatea

fix) = F'(x). (3.46)

Din definitie rezulta ca f.r. F(x) a unei v.a.c. poate fi exprimata prin d.r. f{x) a acestei v.a ca fiind
F)=PE<x)=[" f(x)dx

In concluzie, P(a<&<h)= J.b f(x)dx. (3.46")

Densitatea de repartitie este o forma alternativa a legii de repartitie a unei variabile aleatoare continue,
echivalenta f.r., in sensul c¢d daca cunoastem una din aceste forme putem restabili cealalatd forma. Prima
forma a acestei legi este functia de repartitie. Asadar, v.a.c. este determinata daca este data f.r. sau densitatea
de repartitie a acesteia.

Graficul d.r. a unei v.a.c. se numeste curba sau linia ei de repartitie .

D. r. a v.a.c. are proprietatile mentionate Tn urmatoarea

Propozitie. Daca f(x) este d.v. a v.a.c. & atunci:

1) fix) 20, VxeR; 3.47)
2) [Tf)dx=1; (3.48)
3)F(x) = jw f (t)dt. (3.49)

3.5.5. Caracteristici numerice ale variabilei aleatoare continue
Definitie. Vom numi valoare a v.a.c. & cu d.r. f(X) numarul M[&] (care se noteaza si cu mg )
definit prin egalitatea

MéE = [ xf (x)dx. (3.50)

cu conditia ca integrala I |X| f (x)dx < 400, in caz contrar vom spune ca v.a.c. § nu poseda valoare

medie.

Remarca. Toate proprietatile valorii medii enuntate in cazul v.a. de tip discret sunt valabile si pentru
v.a.c.

Se numeste modul al v.a.c. numarul, notat cu xo=Mo[], pentru care densitatea de repartitie f{x) ia
valoarea maximald. Dacd numarul acesta este unic, atunci repartitia se numeste unimodala, in caz contrar
se numeste multimodala.



Se numeste mediand a variabilei aleatoare § numarul, notat cu x, (sau Me[&)), care verifica conditia

P& < xm) = P(&>xm) = 1/2. (3.51)
Conditia (3.51) este echivalenta cu conditia
[ f(gdx=1/2. (3.52)

Ecuatia (3.52), in raport cu variabila x,, poate fi aplicata la determinarea medianei.

Folosind notiunea de valoare medie, ca si in cazul unei variabile aleatoare de tip discret, se introduc
notiunile de dispersie, abatere medie patraticd, momente initiale si momente centrate. Conditia lor de
existenta este similara cu conditia de existenta a valorii medii. Scriem aici numai formulele de calcul ale
lor.

Formula de calcul a dispersiei

DIE]= [~ (x=m;)? f (x)x
- . (3.53)
Formula de calcul a abaterii medii patratice

SENDES (3.54)

Formula de calcul a momentelor initiale
o [£] :j“’ X f (x)dx, s=1,2,.. (3.55)
Formula de calcul a momentelor centrate
=" (x=m.)* f (x)dx
oLl Lo( ) 109 ,s=1,2,.. (3.56)

Remarca. Proprietatile dispersiei v.a.c sunt aceleasi ca si in cazul v.a. de tip discret. Relatiile dintre
momentele initiale si cele centrate pentru v.a.de tip continuu sunt la fel ca si in cazul v.a. de tip discret.
Fie € o v.a., care poate lua numai valori nenegative, dar cu valoare medie nenula. Se numeste coeficient
de variatie a acestei variabile aleatoare numarul v definit prin egalitatea
V= o¢/me. (3.57)
Se numeste coeficient de asimetrie (sau asimetrie) a variabilei aleatoare & marimea, notata cu Sk, definita
prin egalitatea

SK[E]= pa/o. (3.58)
Se numeste exces al variabilei aleatoare £ marimea, notata cu € sau Ex, definita prin egalitatea
Ex[E] = pa/c*-3. (3.59)

3.5.6. Exemple

Exemplul 7. Variabila aleatoare & este definita prin d.r.
x—2)/18, xe[2:8],
(o[- D18 xel2g]
0, xe[28]

Sa se gaseasca: 1) linia de repartitie; 2) probabilitatea ca & sa ia valori din intervalul inchis [5; 10]; 3) fir. si
graficul ei; 4) valoarea ei medie; 5) dispersia; 6) abaterea medie patraticd; 7) momentele initiale de ordinele
1,2,3 si 4, 8) momentele centrate de ordinele 1,2,3 §i 4; 9) coeficientul de asimetrie; 10) excesul;
11) coeficientul de variatie.

Rezolvare. 1) Introducem densitstea de repartitie in Sistemul Mathematica.
In[30]:=f[x_]:=0/;x<2;f[x_]:=(x—-2)/18/;2<x<8;f[x_]=0/;x>8;
Construim linia de repartitie, adica graficul functiei f(x).
In[31]:=Plot|f[x],{x,0,10}]




Out[31] Graphics.
2) Calculam probabilitatea cerutd conform formulei (3.47).
In[32]:=NIntegrate[f[x],{x,5,8}]
Out[32]=0.75.
3) Determinam f.r. Cum toate valorile posibile ale v.a.c. § apartin segmentului [2,8], rezulta ca F(x)=0,
x<2, si F(x)=1, x>8. Determinam aceasta functie pe segmentului [2,x] folosind formula (3.49).

In[33]:=F1[x]=J.:% dt

1 x X
Out[33]==— =+ —
9 9 36

Deci functia de repartitie este
0, x<0,

2
F(x)= l—§+X—, 2<X<8,
9 9 36
1, x>8.

Introducem aceasta functie in Sistemul Mathematica.
1 x x°
In[34]:=F[x_]:=0/;x<0;F[x_]:=—— —+ —/;2<x<8/;F[x_]:=1/;x>8;
9 9 36
Construim graficul functiei F(x) cu ajutorul functiei Plot.
In[35]:=Plot[F[x],{x,2,9}]
l -

s 4 s 6 1 s o
Out[35]=Graphics.
4) Calculam valoarea medie folosind formula (3.50). Avem
In[36]:=m:=NIntegrate[x*f[x],{x,2,8}]
Out[36]=6.
Am obtinut mg=6.
5) Calculam dispersia conform formulei (3.53).
1n[37]:=N[j28(x— m,)? f (x)dx]

Out[37]=2.
6) Calculam abaterea medie patraticad 6z conform formulei (3.54).

In[38]:=0:=~/2
Out[38]=1.41421.

7) Momentul initial o, coincide cu speranta matematica si deci oi[§] = me = 6. Gasim celelalte momente
initiale conform formulei (3.55).

In[39]:=N[ [ %" f (x)dlx]
Out[39]=38
In[40]:=N[J.28x3 f (x)dx]
Out[40]=250.4
In[41]:=N] [ :x“ f (x)dx]
Out[41]=1699.2



Am obtinut o,;=6, 0;=38, 03=250,4, 0.4=1699,2.

7) Momentul centrat de ordinul 1 este egal cu zero pentru orice v.a.:
i = 0. Momentul centrat de ordinul doi coincide cu dispersia si deci w» = D = 2. Calculam momentele p3
si L4 folosind formulele (3.55).

In[42]:=p=N[ | (x—m,)* f ()dx |
Out[42]=—1.6
In[43]:=p=N] I:(x—m§)4 f (x)dx|

Out[43]=9.6
Am obtinut ;1 =0, w2 =2, u3 =-1,6, us = 9,6.

9) Calculam coeficientul de asimetrie conform formulei (3.58):
In[44]:=Sk[&]=ps/(c2)’
Out[44]=—0.565685

10) Folosim formula de calcul al excesului (3.59).
In[45]:=Ex|€]=p4/(c:)*-3
Out[45]=—0.6.
11)Calculam coeficientul de variatie conform formulei (3.57).
In[46]:=ve=c¢/me
Out[46]=0.235702

Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Scoatem valorile parametrilor din acest exercitiu.
In[47} :=Clear[f,F,mz,0e,p1, p2, Ha, H4,Sk[§],EX[§] »Ve].

3.6. Modele probabiliste (repartitii) te tip (absolut) continue (uzuale) clasice

3.6.1. Repartitia uniforma
Vom spune cd v.a.c. § are repartitie uniforma pe segmentul [a, b], dacd densitatea ei de repartitie are
forma

f00 :{1/(b a), Xe.[a, b],

0, X & [a; b]. (3.60)

In calitate de exemplu de variabild aleatoare cu repartitia uniformd poate servi durata asteptarii
autobuzului care vine la statie peste fiecare 5 minute, in cazul cand pasagerul vine la statie intr-un moment

aleator de timp (independent de orarul circulatiei autobuzului).
Folosind formula (3.49), determinam functia de repartitie F(x).

0, x<a,
F(x)=<(x—a)/(b—a), a<x<b, (3.61)
1, x>h

Valoarea medie este m: = (b—a)/2, iar dispersia este D: = (b—a)*/12. Repartitia uniforma nu are mod.
Mediana este egala cu (b+a)/2.

In particular, atunci cand a=0, b=1, avem repartitia uniformd pe segmentul /0,1]. Orice limbaj de
programare evoluat (C++, Java, etc.) contine functia random cu ajutorul cireia putem simula valori ale unei
v.a. uniform repartizate pe /0,1].

Remarca. Asa cum repartitia uniforma pe /0, /] modeleaza, din punct de vedere matematic, experimentul
imaginar, ce consta 1n aruncarea la intamplare a unui punct pe segmentul /0, /], tot asa repartitia uniforma
pe /a,b] modeleaza matematic experimentul imaginar cu aruncarea la intamplare a unui punct pe segmentul
[a,b]. Are loc urmatoarea



Propozitie. Daca v.a. & este uniform repartizata pe segmentul [a,b] , atunci v.a. n= (¢-a) / (b-a) este
uniform repartizatd pe [0,1]. Dimpotriva, daca v.a. y este uniform repartizata pe [0,1], atunci v.a. & =(b-
a)n+ta este uniform repartizatd pe [a,b].

Exemplul 8. Un troleibuz soseste in statie peste fiecare 5 minute. Care este probabilitatea ca un pasager,
care vine in statie intr-un moment aleator de timp, va astepta troleibuzul cel mult 2 minute (evenimentul
A)?

Rezolvare. D.r. a v.a. £, care reprezintd durata asteptarii troleibuzului, este

£ () = 1/5, x¢€[0;5],
()= 0, xg[0;5].

In[48]:=P(0 <& <2) = [ (L/5)dx

Out[48[=2/5
Am obtinut P(4)=2/5.

3.6.2. Repartitia exponentiala
Vom spune cd o v.a.c. § are repartitie exponentiala de parametrul A, A>0, daca densitatea ei de repartitie

are forma
—AX >
F(X) = {Xe , x>0,

0, x<0. (3.62)

Functia de repartitie este

1-e™, x>0
F(x)= ’ ' 3.63
) {0, x<0. (3.65)

Folosind f.r., obtinem probabilitatea cd o v.a. cu repartitie exponentiala sa ia valori din intervalul inchis
[a; b], 0 < a < b coincide cu:
Pla<&<b)y=e*"—e™,
Au loc egalitatile:
M[E]= 1/\. D[E] = 1/A%; o[&] = 1/A. (3.64)
Un exemplu de v.a. care are repartitie exponentiald de parametru A este durata vietii unui calculator.
Functia
R(X)=1-F(x)=e™,x>0 (3.65)
se numeste functie de fiabilitate a aparatului si valoarea ei in punctul x reprezintd probabilitatea ca aparatul
sd functioneze fara refuz x unitati de timp. Or, functia de fiabilitate este, prin definitie, functia
R(X)=1-F(x),x>0.
Aceasta repartitie poseda o propretate remarcabila redata in:
Propozitie (Proprietatea lipsei ,memoriei”). Daca v.a. & este exponential repartizata cu parametrul
A, A>0, atunci are loc proprietatea ,,lipsei memoriei” in sensul ca probabilitatea conditionata
1-e™, h>0,
0, h<0.

Exemplul 9. Fie ca durata functiondrii fara a iesi din functiune a unui PC este o variabila aleatoare &
care are repartitie exponentiala de paramertul A = 0,001. Sa se determine: 1) d.r.; 2) fir.; 3) fiabilitatea;
4) valoarea medie si dispersia; 5) probabilitatea ca PC-ul s functioneze fara refuz cel putin 2000 de ore
(evenimentul A).

Rezolvare. 1) Cum A = 0,001, din (3.62) rezulta ca densitatea de repartitie a variabilei aleatoare § este

—-0,001x
f00— {o,ome x>0,

PE<t+h/ezt)= F(X) :{

0, x<0.
2) Conform formulei (3.63), functia de repartitie este
_a0001x
F(x)= 1-e , X0,
0, x<0.
3) Din (3.65) rezulta cé functia de fiabilitate este



R(x) =% x>0.
4) Din (3.64) rezultd ca valoarea medie este M[E] = 1/0,001 = 1000, iar dispersia este D[E] = 1/(0,001)?
=1000000.
5) Folosim formula (3.65).
In[49]:=P(£>2000)=N[e*-001"200]
Out[49]=0.135335
Am obtinut P(4)=0,135335.

3.6.3. Repartitia normala
Vom spune ca v.a.c. § are repartitie normala, daca d.r. este de forma
_(x=m)?

1 o
ov2n , (3.66)
unde m si ¢ > 0 sunt valori constante reale, numite parametri ai repartifiei normale.

Atunci cand m=0 si o=1 repartitia se mai numeste normala standard cu parametrii 0 si 1. In acest caz
functia de repartitie coincide cu

D(x) =

f(x) =

L I o2t
Joz '

Exemple de v.a.c. de repartitie normald sunt: cantitatea anuala de precipitatii atmosferice dintr-o anumita
regiune, eroarea care se obtine la masurarea unei marimi cu un aparat cu gradatii, indltimea unui barbat luat
la Intamplare.

Linia repartitiei normale poartd denumirea de /inia lui Causs. Propozitie. Fr. a v.a ¢ normal
repartizate cu parametrii m §i o coincide cu
X—m
F (0= (D( j , (3.67)
o
unde @(x) este functia Laplace care se defineste prin egalitatea
1 ¢x _
O(x)=——[ et (3.68)
N2 <

si reprezinta fv. a unei v.a. repartizatd normal standard cu parametrii 0,1.
Cu alte cuvinte @(x), fiind f.r. a unei v.a. normal standard repartizate cu parametrii 0 si 1, au loc egalitatile:

m.=m, D, =0°, o, =0, (3.69)

P(asgsﬂ)=®[ﬂ_m}q{ﬂ). (3.70)

(o3 O

Exemplul 10. Presupunem ca, anual, cantitatea de precipitatii atmosferice dintr-o anumita regiune este
0 v.a.c. cu repartitie normald de parametri m =400 mm si 6 = 100 mm. Sa se calculeze probabilitatea ca la
anul viitor cantitatea de precipitatii atmosferice va intrece 500 mm (evenimentul 4).
Rezolvare. Densitatea de repartitie este
_(x-400)
2(100)2

1

f(X)=——
09 100+/21 ©

Folosim formula (3.46").

® 1 ~(x-400)? /(2*100?) dx 1

— e
500100v/ 277

Out[50]=0.158655

Am obtinut P(4)=0,158655.

Sistemul Mathematica contine un pachet de programe dedicat repartitiei normale. Acest pachet poate fi
instalat cu agutorul functiei <<Statistics’ NormalDistribution’. Dam un exemplu de utilizare a acestui
pachet.

Exemplul 11. Fie £ o v.a.c. cu repartitie normald de parametri m=3 si 6=2. Se cere: 1) si se instaleze
pachetul de programe Statistics’ NormalDistribution® ; 2) sa se defineasca (introduca) v.a.c. datd ; 3) sa se

In[50]:=N[



determine d.r. ; 4) sd se construiasca linia de repartitie ; 5) sa se determine f.r.; 6) sa se construiasca graficul
f.r.; 7) sd se construiasca, pe acelasi desen, graficele d.r. si a fir.; 8) sa se construiasca pe acelasi desen
graficele d.r. a fir. astfel, ca grosimea graficului densitatii de repartitie sa fie egald cu 0,5 din grosimea

standard, iar grosimea graficului functiei de repartitie sa fie egala cu 0,9 din grosimea standard.
Rezolvare. 1) Ne aflam (lucram cu un document) in Sistemul Mathematica. Instalam pachetul cerut de

programe.
Statistics' NormalDistribution’
1) Definim v.a.c. data & de repartitie normala si 1i ddm numele rn.

2)

Inj21}= rn = NormalDistribution[3, 2]

Outj21}= NormalDistribution[3, 2]

3) Definim densitatea de repartitie si i dam numele drn.

4)
In[22}= drn = PDF[rn, x]
BENRC WAL
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Qut[22)=
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4) Construim graficul densitatii de repartitie drn folosind functia Plot.

nz3- Plot[drn, {x, -10, 15}]
020f .
/o
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5) Definim functia de repartitie si ii dam numele frn.

In24l= £frn = CDF[rn, x]

1 r3-xg
Dut24)= — Exfc —
2 S22

Aici functia Erf este urmatoarea
nizs}= Plot[frn, {x, 0, 6}]

08

06+

ut[25)= g
04} yd

6)Construim graficul functiei de repartitie.



Inj2éf= Plot[{drn, frn}, {x, 0, 6}]

08

06

Out{26)=

7) Construim pe acelasi desen graficul densitétii de repartitie cu grosimea egald cu 0,5 din grosimea
standard si graficul functiei de repartitie cu grosimea egala cu 0,9 din grosimea standard

In2gp= Plot[{drn, frn}, {x, 0, 6},
PlotStyle -> {Hue[0.5], Hue[0.9]}]
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ut[28]=
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Pe ecran apare graficul densitatii de repartitie de culoare albastra si graficul functiei de repartitie de
culoate rosie.
Rezolvarea exercitiului s-a terminat. Rimune sa scoatem valorile parametrilor.

| n29r= Clear[rn, drn, frn] |

3.6.4. Repartitia gamma
Se spune ca v.a. continua & are repartifia gamma de parametri a si b, daca densitatea de repartitie a ei este
Xa—le—x/ b

f(X)=1 bor(a)
0, x<0,

,a>0,b>0 x>0,

(3.71)
unde I este functia gamma, care se defineste prin egalitatea

r'a)= j :ta‘le‘tdt

Au loc egalitatile M& = ba, Dg = b%a, o[&] = by/a.

3.6.5. Repartitia hi-patrat (x?)
Se spune ca variabila aleatoare continua § are repartitie hi-patrat () de parametri r i o dac are densitatea
de repartitie
Xr/2—1e—x/(202)
F)=1 2725 (r/2)
0, x<0.

,6>0,reN, x>0,

(3.72)

Repartitia hi-patrat este un caz particular al repartitiei gamma: functia (3.72) se obtine din (3.71) pentru
a = r/2 si b =2c? Folosind rezultatele punctului precedent, deducem c¢a pentru o variabila aleatoare & cu
repartitia hi-patrat (3.71) avem:



ME = ro?, DE=2rc*, o[E]=c2r.
Se demonstreaza ca daca &, &, ..., & sunt variabile aleatoare cu repartitie normald de parametri m = 0
si o = 1, atunci variabila aleatoare

E=E] +8) +.tE]

are repartitie hi-patrat de parametri ¢ =1 si 7.



